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RUNGE-KUTTA-FEHLBERG YONTEMININ KUCUK
GURULTULU ITO STOKASTIK DIFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN GENISLETILMESI

OZET

Bu tezde, oncelikle skaler Stokastik Diferansiyel Denklemlerin (SDD) niimerik
coztimleri icin gerekli altyapiin yani sira kapsamli bir literatiir taramas1 verilmistir.
Runge-Kutta (RK) tipli acik yontemlerin giiclii yakinsak stokastik versiyonlari
incelenmis ve karsilastirmali simiilasyon calismalar1 yapilmistir. Kiigtik gurilti
durumu i¢in, Fehlberg katsayilariin Stokastik RK (SRK) tipli yonteme
uyarlanmasiyla elde edilen SRK-Fehlberg (SRKF) yontemi 6nerilmistir.

Anahtar kelimeler: Brown hareketi siireci, Itd integrali, It6 stokastik adi

diferansiyel denklemler, ntimerik ¢oziimler, giiclii yakinsaklik mertebesi, stokastik
Runge-Kutta metodu, kiigiik giirtilti.
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AN EXTENSION OF THE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG
METHOD FOR ITO STOCHASTIC DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH SMALL NOISE

SUMMARY

In this thesis, necessary preliminary information for numerical solutions of scalar
Stochastic Differential Equations (SDE), as well as a comprehensive literature
review, are given first. Strong stochastic versions of explicit Runge-Kutta (RK)
methods are examined and comparative simulation studies are carried out. By
adapting the Fehlberg coefficients to the Stochastic RK (SRK) type of method,
SRK-Fehlberg (SRKF) method is proposed for SDE with small noise.

Keywords: Brownian motion process, Itd integrals, It6 stochastic ordinary

differential equations, numerical solutions, strong order of convergence, stochastic
Runge-Kutta method, small noise.
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BOLUM 1. GIRiS

Bir miihendislik problemi, fizik kanunlar1 geregince veya deneyler gosterir ki; bir
fonksiyonun zamana bagli degisim hizini (tiirevini) i¢eren bir diferansiyel denklem
ile ifade edilen matematiksel bir modele doniisebilir. Deterministik olarak
adlandirilan denklemlerde belirsizlik, yani sans faktorii géz oniine alinmaz. Ancak
gergcek hayat problemlerinde, birbiriyle etkilesen ¢ok sayida bilesen iceren karmasik
sistemler vardir ve dis etkenlerin etkisiyle sonuglar1 tam olarak kestirilemeyen, yani
tahmin edilemeyen durumlar ortaya cikabilir. Kosullar degismeden tekrarlanan bir
deneyin sonuclart ayni olmayabilir. Deterministik adi verilen denklemlerden daha
gergekel bir model temsili elde edilmek istenirse, 6l¢lim ve yuvarlama hatalari,
dalgalanmalar ve diizensizlikler, yani belirsizlik (gtiriiltii) géz ontine alinmalidir.
Stokastik analizin konusu, rastgele fonksiyonlarin oldugu ve 6zellikle mikro 6lgekli

yapilar1 olan problemlerdir.

Bir rastgele fonksiyonu ifade etmek i¢in Stokastik Siire¢ kavrami kullanilmaktadir.
Bir rastgele degiskenler ailesi olarak tanimlanabilecek stokastik siire¢, bir olasilik
uzay1 lizerinde tanimlanmis 6l¢iilebilir bir fonksiyondur ve indis kiimesi genellikle
zamani ifade eder. Dolayistyla iki degiskenli bir fonksiyon olan stokastik stirec, sans
faktoriiniin ortadan kalktigir dustintildiigiinde sadece zamana bagli bir fonksiyon

(realizasyon); zamanin belirli bir aninda ise bir rastgele degiskendir.

1828’de Botanik¢i Robert Brown, ¢ok kiiclik bir polen parg¢aciginin suyun igine
birakildiginda c¢ok diizensiz ve tahmin edilemez bir yoriinge ¢izdigini
gozlemlemistir [1]. Einstein 1905°te bu durumu, polenin su molekiilleri tarafindan
rastgele yonlerde bombardimana tutulmasi olarak agiklamistir [2]. Rastgele bir gii¢
alaninda hareket eden bir pargacigin hiz denklemi ilk kez Langevin tarafindan

1908’de formiile edilmistir [3]. 1923°te Wiener, Brown Hareketi Siirecini (BHS)



tanimlamistir [4]. SDD’nin sistematik olarak ele alinist ise 1940’larin baslarinda

Japon matematik¢i Kazufumi It6 ile baslamistir [5].

BHS, It6 SDD’nin temellerinde énemli bir yer tutmaktadir. Bir modelde belirsizlik
faktoriinii géz Oniine almak icin Giiriiltii (Noise) terimi diferansiyel denkleme
eklenir. Cok hizli degisen rastgele dalgalanmalar beyaz giiriiltii adin1 alir. Beyaz

giiriilt siireci, BHS nin tiirevi gibi goriilebilir.

Deterministik bir denklemin ¢6ziimii, denklemi saglayan fonksiyonun bulunmasidir.
Uygun kosullar altinda ve belirli bir baslangi¢c kosuluna gore ¢oziim tek tirliidiir.
Diger taraftan, stokastik bir denklemin ¢oztimii ise stirekli bir stokastik siirectir ve
denklemi ¢ozerek bu stokastik siirecin karakteristiklerinin elde edilmesi istenir.

Ornegin:

y'=ry
y(0) =y,

deterministik tstel biiylime (ya da bozunma) modelinde biiyime (ya da bozunma)
orani olarak adlandirilan » sabit bir sayidir. Bu oranin zamana bagli degisen
deterministik bir fonksiyonun civarinda salinan bir rastgele degisken, yani

r, = a(t) + giriltii seklindeki bir stokastik siire¢ oldugu kabulii daha gercekeidir.

Analitik ¢oziimlerin olmadig1 ya da zor oldugu karmasik problemler bilgisayar
teknolojisine dayali niimerik (algoritmik) tekniklerle ¢o6ziilmektedir. SDD’nin
¢cozlimil i¢in uygulanan analitik ve niimerik yontemler, stokastik dinamikleri goz
Oniline alacak sekilde diizenlenmis deterministik tekniklere dayanmaktadir. SDD,
fizik ve ekonomi gibi farkli alanlardaki uygulamalarindan dolay1 6nemli bir yere
sahiptir. Maalesef ¢cogu durumda bu denklemlerin analitik ¢6ziimleri yoktur. Bu
durum, Taylor agilimlarina dayali niimerik yontemlerle yaklasimi gerektirmistir.
Taylor yaklagimlarinin en biiyilk dezavantaji katsayilarin yiiksek mertebeden
tiirevlerinin her iterasyonda hesaplanma zorlugudur. Taylor agilimlarindaki tiirevler

yerine sonlu farklar getirildiginde ntimerik yontemlerin 6nemli bir siifi olan SRK



yontemleri elde edilir. Bu nedenle, SDD’lerin ¢6ziimii i¢in SRK yodntemlerinin

gelistirilmesine biiytik ilgi gosterilmistir.

Niimerik yontemin etkinligini veren iki 6nemli kriter: zayif ve giiclii yakinsaklik
mertebesidir [6]. Bazi durumlarda niimerik yaklasimin realizasyonlarinin gergek
¢Oziime yakin olmasi (yani giiclii yakinsaklik) onemlidir, diger durumlarda ise

sadece momentlerle ilgilenilebilir (yani zayif yakinsaklik 6nemlidir) [7].

Bu tezde deterministik DD’lerin niimerik ¢oziimlerinde kullanilan RK tipli agik
yontemlerin stokastik versiyonlar1 incelenmistir. Kapsamli bir literatiir taramasindan
elde edilen mevcut yontemler, 6n bilgileri de igeren Boliim 3’te verilmistir. Bu tezde,
denklem sistemlerine degil de tek bir Stokastik Adi DD’nin oldugu skaler giiriltii
durumlarina ve giiclii yakinsak agik yontemlere odaklanilmistir. Ayrica, bu tezin
orijinal katkisi1 kiiclik dalgalanmalardan etkilenen bir sistemin modellenmesinde, yani
kisaca kiictik giirtiltii durumu i¢in, Fehlberg [8] katsayilarimin SRK tipli yonteme
uyarlanmasidir. Guriiltii kiiciik oldugunda, farkli bir analitik karaktere sahip olmasina
ragmen, stokastik denklemin bir sekilde deterministik olana “yakin™ bir ¢oziimii
olmasi beklenebilir [9]. Arastirma bulgularina yer verilen Bolim 4’te kii¢iik guirtilti
terimi iceren It6 SDD i¢in onerilen SRKF yontemi verilmistir. Yontemin etkinligini
gosterebilmek iizere, yine ayni boliimde simiilasyon ¢alismalar1 yer almaktadir. Bu

caligmalar sonucu mertebenin 1’e yakinsadig1 goriilmiistiir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

Rumelin [10], geleneksel RK yontemlerinin SDD’lerin ¢oziimiindeki kullanimini
arastirmis, ortaya ¢ikan yaklasimlarin yakinsakligi i¢in yapilmasi gereken diizeltme
islemini ve katsayilarin se¢iminde dikkat edilmesi gereken kriterleri vermistir.
Rumelin’in 6nerdigi formiilasyonlar i¢in giiglii yakinsaklik mertebesinin 3/2 degerini

asamayacag1 gosterilmistir [11].

Newton, ¢ikis noktas1 Taylor agilimlari olan, asimptotik olarak etkin, 1 ve 3/2 giiglii
yakinsaklik mertebesindeki SRK yontemlerini gelistirmis ve yontemlerle ilgili

istatistiksel analizleri yapmastir [12].

Kaneko, onerdigi 4 asamali SRK metodunun giiglii yakinsaklik mertebesinin 3/2
oldugunu gostermistir [13]. Ancak, bu yontemin etkinligi Kloeden ve Platen’in
[14]’te onerdigi yonteme oranla daha fazla sayida degerlendirme gerektirdigi igin

Rossler tarafindan elestirilmistir [15].

Burrage ve Burrage, 1996°da giiclii yakinsaklik mertebesi 2 olan, dort agsamali, agik
SRK yontemler ailesini vermistir [11]. Yazarlar [16]’da, [11]’de verilen SRK
yontemlerinin mertebesini belirlemek tizere bir formiilasyon vermistir. Deterministik
RK yontemlerinin mertebelerinin belirlenmesi i¢in Butcher [17] tarafindan verilen
kokli aga¢ (rooted tree) kavrami, Burrage ve Burrage [11, 18] ve Rdssler [15]
tarafindan SRK yontemleri i¢in renkli kokli agacglar ismiyle uyarlanmigtir. [18]’de
SRK tipli niimerik yontemlerin olusturulmasinda ve mertebe kosullarinin
yapilandirilmasinda Taylor seri ac¢ilimlarinin kullanildigi metodolojik bir yol olan
koklii agac teorisi ile analiz yapilmistir. Ancak, daha karmasik mertebe kosullari
iceren, daha yiliksek mertebeden yontemlerin yapilandirilmasindaki gli¢ligiin

giderilmesi i¢in yazarlar [19]’da bagimsiz ara agamalar1 tanimlamistir.



Kloeden [20]’de SDD i¢in yiiksek mertebeden niimerik yontemlerin sistematik
olarak Stokastik Taylor agilimindan (STA) elde edilebilecegini belirtmis, cesitli
gelismelerle beraber kodlama asamasinda karsilasilan sorunlar1 ve acik arastirma

alanlarmni not diismuistiir.

Rossler [21]°de tek boyutlu bir Wiener siirecine gore [to SDD sistemlerinin giiglii
yakinsamasi i¢in SRK yontemlerinin yeni bir siifin1 tanimlamistir. Bir SRK metodu
icin giiclii anlamda en az 3/2 mertebe ile yakinsayan bazi katsayilar bulunmustur.
Bunun yaninda, kiigiik giiriiltiilii SDD i¢in deterministik mertebesi 4 olan 6zel bir

SRK metodu onerilmistir.

Kim ve Stanescu tarafindan [22]’de SDD’lerin ¢6ziimii i¢in diisiik depolamali, 3/2
giclii yerel mertebeli sayisal yontemler uyarlanmis ve hem komiitatif hem de

komiitatif olmayan m-boyutlu SDD iizerinde test edilmistir.

[15]°te, Rossler tarafindan komiitatif, skaler, kosegen veya toplamsal giiriiltii gibi
0zel durumlar1 iceren SDD sistemleri i¢in 1 ve 3/2 giiglii yakinsaklik mertebesinden
SRK yontemleri tanimlanmigtir. Tim verilen SRK yontemlerinde, iyi bilinen
yontemlere kiyasla onemli 6l¢tide hesaplama karmasikligi azaltilmistir. Yazar, zayif

ve gliclii yaklasimlarin verildigi kapsamli bir literatiir calismasi sunmustur.

Ekonomik deterministik RK yoOntemlerinin stokastik uzantisi [23]’te verilmistir.

Verilen sinif agik, ti¢ asamali ve 1 giiclii yakinsaklik mertebesindendir.

Kapali yontemler, onlarin mertebeleri ve kararlilik analizleri i¢in okuyucu
Kloeden ve Platen [24], Burrage ve Tian [25], Loghmani [26], Wang [27],
Haghighi ve ark. [28] ¢alismalarina bagvurabilir.

Simdi, kiigiik guriltili Itd6 SDD icin SRK tipli yontemleri iceren ilgili literatiire
gecelim. Ozellikle kiiciik giiriiltilyii goz oniine alan Milstein ve Tretyakov [29-31]
verdikleri yontemlerin yakinsaklik mertebelerini ayrintili incelemislerdir. Giiclii

yakinsaklik mertebesi 3/2 ve zayif yakinsaklik mertebesi 2 olan yontemler sirastyla



Rossler [21, 32] calismalarinda verilmistir. Komori [33], kiigiik girtiltii i¢in
deterministik mertebesi 4 olan ve 2 zayif yakinsaklik mertebesindeki SRK
yontemlerini Onermistir. Yazar iki asamali, kapali, 1. veya 2. mertebeden SRK
yontemi i¢in kararlilik 6zelliklerini [34] calismasinda incelemistir. A¢ik baska bir
yontem i¢in okuyucu [35] calismasina basvurabilir. Buckwar ve ark. [36]
deterministik mertebesi 2 ve 3 olan iki asamali iyilestirilmis SRK yontemini
Onermisgler ve bu yontemin hata analizlerini yapmiglardir. Buckwar ve Riedler [37]
sigcramali-difiizyon DD i¢in RK-Maruyama yontemlerini ele almislar ve ozellikle
kiigiik giiriiltii i¢in bu yontemlerin si¢ramasiz durumu da igeren lokal ve global hata
davraniglarini analiz etmislerdir. Buckwar ve arkadaslarinin makalelerini referans
alan, sabit degil de uyarlanabilir (adaptive) adim boyu kullanilan ve kiigiik gtirtiltiilii
SDD icin yerel hata analizleri yapan iki ¢alisma Valinejad ve Hosseini [38, 39] dur.
RKF katsayilarin1 kullanan, uyarlanabilir bagka bir yontem i¢in okuyucu Averina ve
ark. [40] calismasina bagvurabilir. Wang [41], carpimsal giiriiltii igeren SDD i¢in
kararlilik (A-stability) oOzelligine sahip SRK yontemleri incelemis ve giiglii
yakinsaklik mertebelerini hesaplamistir. Tang ve Xiao [42], DD sistemlerinin
coztimleri i¢in agik, yari kapali ve kapali SRK tipli yontemleri vermislerdir.
Diflizyon teriminde kiiclik bir ¢arpan olan It6 SDD i¢in SRKF yontemi [43]’te

Onerilmistir.



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. On Bilgiler

Temel olasilik teorisi bilgisinin mevcut oldugu diistiniilerek, bu béliimde bazi gerekli
tanimlara, oOzelliklere, teoremlere, Orneklere ve literatirden bazi temel niimerik
yontemlere yer verilmistir. Stokastik analiz ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in okuyucu
[44-45] kaynaklarina bagvurabilir.  Nimerik yontemleri tartismaya STA tipli

yontemlerden baslanmaistir.

3.1.1. Stokastik Siire¢

Tanim 3.1. (Q,S,P) olasiik uzayr olmak iizere, ) Ornek uzayi iizerinde

tammlanms, J—olgilebilen, reel degerli X =X (w) fonksiyonuna rastgele

degisken denir.

Tamim 3.2. 7 <R olsun. Eger reel degerli X (a),t) veya X,(a)) fonksiyonu her

teT igin Q o6rnek uzayinda tanimlanmig bir rastgele degisken ise bu fonksiyona
rastgele fonksiyon, eger 7 =R" ve ¢ parametresi zamam ifade ediyorsa bu

durumda X (a),t) rastgele fonksiyonuna stokastik siire¢ denir. Genellikle, siire¢

kisaca X (t) veya X, ile gosterilir.

Bu tanimdan goriilecegi gibi stokastik siireg, rastgele degiskenden farkli olarak @

degiskeninin yani sira ¢ zamanina bagl bir fonksiyondur.

Tanim 3.3. Eger X (a),t) rastgele fonksiyonunda bir an i¢in belirsizlik faktoriiniin



ortadan kalktig1 diistiniiliirse, bu fonksiyon sadece ¢ parametresine bagli, rastgele
olmayan bir fonksiyon olur. Bu durumda stokastik siirecin bir realizasyonu elde

edilir.
3.1.2. Brown Hareketi Siireci ve Ozellikleri

Tanim 3.4. B:(B,,te[o,oo)) stokastik slireci asagidaki sartlar1 sagliyorsa

(Standart) BHS adin1 alir.

a. B, =0, siire¢ orijinden baslar.

b. B, siirecinin artimlari duragan ve bagimsizdir, yani #, <# <...<? icin
(B;] —BIO),(B,2 - B, ),...,(B,n —B,H) bagimsiz rastgele degiskenler ve

s+h

(B,—B,) ile (B, —B,,,) ayni dagilima sahiptir.

c. B sifir ortalamali, # varyansli normal dagilima uyan rastgele degiskendir

(B, ~ N(0,0)).

Teorem 3.1. 0<s<¢ i¢in B, —B;, ~ N(0,7—5s).
Ispat: B, =(B,—B,)+(B,—B,)=(B,—B,)+B, seklinde yazilir ve her iki tarafin da
beklenen degeri alinirsa

E[B]~E[8,~8]+E[B]

s

olur ve E[B,]=E[B,]=0 oldugundan
E[B -B]=0

bulunur. Her iki tarafin varyansi alindiginda ise (B, —B,) ile (B, — B,) artimlarinin

bagimsiz olma 6zelliginden



0

Cov(B, —BS,BS)
ve

Var(Bt) = Var(Bt - B, ) + Var(B )

s

elde edilir. Buradan ve Tanim 3.4’ten Var(B,)=t, Var(B,)=s oldugundan ve

Var(B, —Bs)zt—s

bulunur. Dolayistyla, (B, —B,) de 0 ortalamali, (#—s) varyansli normal dagiliml

slirectir.

Teorem 3.2. 0<s <7 i¢in Cov(B,,B,)=s.

Ispat: Yine (B, - B,) ile B, bagimsiz oldugundan

Cov(B,,B,)=Cov((B, - B,)+ B,,B,) = E| (B, - B,)+ B,) B, |~ E[ (B, - B,)+ B, | E[B,]

5§28

= E[(B,~B,)B, |+ E| B} | =E[B,~B,]E[B,]+5=5#0
seklinde ispat tamamlanir.

Sonug 3.1. Teorem 3.2°ye gore, B, ve B, siirecleri bagimli rastgele degiskenlerdir.

BHS’nin bir realizasyonu S$ekil 3.1°de verilmistir.

Onerme 3.1. BHS hemen hemen her yerde tiirevsizdir, yani neredeyse tiim

realizasyonlar1 bir 7 noktasinda tiirevli degildir.



Zaman (t)

Sekil 3.1. Brown hareketinin bir realizasyonu

ispat: Eger tiirev mevcutsa

lim Bt+At P Bt
At—0 At

formunda olmalidir. Tiirev siirecinin varyansi hesaplandiginda

1 )
5 Var(BHAt —B,)z lim

lim Var Bua =B | _ lim
A0 ( A,)Z A0 At

At—0

seklinde elde edilir.

Simdi tlirevin sonlu olmadigini, yani dagilimsal olarak sonsuza gittigini gosterelim.

B, ,,—B, ~ N(0,At) oldugundan, Z ~ N(0,1) standart normal rastgele degisken

olmak tizere,

10



olur ve

B, —B

t+AL _

Z
At JAr

seklinde elde edilir.

Cok bityiik M sayisi i¢in tiirevin sonsuza gitme olasiligi,

Pﬂ% >M}=P{%>M,%<—M}

elde edilir. Ozel olarak, At=10_20, M =10% alinirsa, standart normal dagilim
tablosundan olasilik P{|Z|>0,01}:0,992;1 olarak okunur. Bu da tiirevin

dagilimsal olarak sonsuza gittigini gosterir [46].
Ornek 3.1. (Geometrik BHS)

BHS negatif degerler alabilmektedir, ancak 6rnegin hisse senedi fiyatlar1 gibi bazi

cokluklar negatif olamaz. Bu tiir modellerde, Geometrik BHS:

2
X, =exp(oB, +t(,u—o-7)), t=20

kullanilabilir. Burada, u stiriiklenme (drift) terimi ve o diflizyon terimi adini alir.

Standart durumda 4 =0 ve o=1 olarak almir. Z, standart normal dagilimli

2
degisken olmak iizere E [exp(iZ)]=exp[%J oldugundan X, siirecinin beklenen

degeri ve varyanst:
o’ o’
E[X,]= E[exp(ch, il 7))} = exp(t(u~ 2 DE[exp(oB,)]

11



(o]

2 2
— exp(t(u —%))E[exp(azJ? ) | =exp(e(u —%)) exp(— ) = exp(s)

E[Xz] = E[exp(ZUB, +1Qu—o? ))} =exp(tQu—o” ))E[exp(2aZx/;)}

(2047

=exp(12u—07)) exp(*— ) = expui+ a’t),

Var(X,) = E[Xf] -F [X, ]2 =exp(2ut + 0'21‘) —exp(Rut) = exp(2,ut)(exp(02t) -1)

seklinde bulunur.

3.1.3. Toplam ve Kuadratik Varyasyonlar

Tanim 3.5. [a,b] araliginin bir pargalanist a =17, <t, <...<t, =b olmak iizere, reel

sayilar lizerinde taniml1 bir g fonksiyonu i¢in

Ve ([a’ b]) =Ssup Z|g(ti) -g(t; )|
i=1

degerine g fonksiyonunun toplam varyasyonu denir. Uggen esitsizliginden agiktir

ki, sag tarafa yeni degerler eklendik¢e sag tarafin degeri artar.

[a,b] araligmin parcalanislar1 {izerinden supremum (maksimum) alindigindan

& =max (1, —1,_, ) olmak iizere toplam varyasyon,
1<i<n

Vg ([a, b]) = (1;{)1}) Z, |g(ti) - g(ti71)|
seklinde hesaplanir.

12



Eger V, ([a,b])<oo ise g fonksiyonu [a,b] aralig1 lizerinde sonlu varyasyona

sahiptir denir. ¥, ([0,7]) yerine kisaca ¥, (r) gosterimi kullanilir. Agiktir ki ¥, (¢),

t degiskeninin azalmayan bir fonksiyonudur. Ayrica, sonlu varyasyona sahip bir

fonksiyonunun siireksizlik noktalarinin tamamai sigramalidir ve bunlar sayilabilirdir.

t t
Eger g(¢) fonksiyonu siirekli tiireve sahip, g(t)zj g'(s)ds ve I g'(s)ds <o ise
0 0

ortalama deger teoreminden &; € [ti_l , li] olmak iizere, toplam varyasyon;

Vo (£)=lim > [g(t)—g(t;-p)| = lim Y |g'(e)(t; ;)| = [|g ()| s
n—»0 i=1 Nn—»0 i—1 0

seklinde elde edilir. Sinirl tiireve sahip fonksiyonlar sonlu varyasyona sahiptir.

Tanim 3.6. [O,I] araligiin bir parcalamst 0 =1, <t, <..<t, =t ve § =max (t, —1,_)

1<i<n
olmak tizere, reel sayilar tizerinde tanimli bir g fonksiyonunun kuadratik

varyasyonu:
[g]0)=lim > (2() -2 (1))
i=1

seklinde tanimlanir. Stirekli ve sonlu varyasyona sahip bir fonksiyonun kuadratik

varyasyonu 0’dir [45].
3.1.4. Riemann-Stieltjes integralleri

Tanmm 3.7. f ve g fonksiyonlar1 reel sayilar kiimesi izerinde tanimli olsun.
a=t <t <..<t,=b ve i=L2,.,n igin Yy, e[ti_l,li] olmak {izere,

A;g=g(t)—g(t,_;) seklinde tanimlansin. Eger

13



S, =2 f(gt)-gti))=>. fAg
i=1

i=1

olmak tizere,

S=lmS =1 A
im S, ngg;f(yl) g

n—»00

limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun g fonksiyonuna gore [a,b] araligi

tizerinde Riemann-Stieltjes integrali denir ve bu integral
b
S = f(t)dg()

seklinde gosterilir. Eger f siirekli ve g sonlu varyasyona sahipse (g tiirevli olmak

zorunda degildir.) Riemann-Stieltjes integrali mevcuttur. Riemann-Stieltjes

integralinde g(¢)=¢ almrsa Riemann integrali elde edilir. Itd Stokastik Integrali,

Riemann-Stieltjes integrali formunda tanimlanmaistir.

Tanim 3.8. Eger her 7 €7 i¢in

lim E(X, (@,1)~ X (,1)) =0

n—x0

oluyorsa (Xn (a),l)) stokastik fonksiyonlar dizisi X (a),t) stokastik fonksiyonuna

kuadratik orta anlamda yakinsar denir ve

m.s.

X, (o,0) = X(o,1)

seklinde gosterilir.
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3.1.5. It6 Stokastik Integrali

B
BHS tiirevli olmadigindan Ttt anlamli degildir. Ancak BHS’nin sonsuz kii¢iik

arttmlar1 anlamlidir. Bu artimlar:
dB, =B, ., —B, ~ N(0,dr)

seklinde rastgele degiskendir. Riemann integrali df diferansiyeline gore alinirken,
It6 integrali dB, diferansiyeline gére alinir. Dolayisiyla, Riemann integralinin sonucu

sadece bir reel say1 iken, [t6 integralinin sonucu bir rastgele degiskendir.

Standart normal dagilimin o6zelliklerinden yararlanarak asagidaki sonuclar elde

edilebilir:

2
(dBt )2 = (Bt+dt _Bt )2 = (Z\/E) - szt’

E|(dB,)} | = E[ 2%t | =Var(Zydt = .
Kismi integrasyondan yararlanarak,

2
E{((dB, ) —dt) } - E[(szt —dt)z} = E| 2" =22 +1](dr)’ =2(dt)’ >0
elde edilir, yani (dB, )2 kuadratik orta anlamda dr’ye yakisar ((dBt )2 = dtJ.

t
Simdi, / = _[Bsst integralini Riemann-Stieltjes integrali olarak yazalim. Burada,
0

0=z,<t,<..<t,=t ve i=1,2,..,n i¢in A, =t;—t,_| olmak iizere, AiB:Bz,- —Bti_1

seklinde tanimlayalim. Kismi toplamlar dizisi
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n

Sy = iB’i—lAiB - iB’i—l (Bti _Bfi—l)z Z(B’i—lB’i _Bf?—l)
i=1 i=1 i=1

seklinde elde edilir. Tam kare acilimindan,

1 2 2 2
B, B, = > [B,l, +B, - (A;B) J

kismi toplamlar dizisinde yerine yazilirsa,

n 1 n BZ 1 "
Sn = Z(B’ile’i _B’?—l ) - EZ[BIf _Bi] _(AiB)zJ = Tt_i (A,.B)2
= = i=1

olarak elde edilir.

n
Buradaki Z:(AI-B)2 terimi Q,(f) olarak isimlendirilsin. Her i=12,...,n i¢in

i=1

AB =B,l, —B[H artimlarinin bagimsiz olma 6zelligi kullanilarak, Q,(¢) ifadesinin

beklenen degeri ve varyanst,

3

£lo,0]-£| (8.0 |-

i=1

Var(0Q,(1))= Var[i(AiB)Z] _ iVar(Bti -B, | )2

i=1
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=Z{3Af—Af}=2Zn:Ai2
i=1

i=1

seklinde bulunur. »n-—>o iken limite gegilirse; max (7 —7,_)=maxA;, >0
1<i<n 1<i<n

oldugundan

Var(0,(1)) = 2§n: A} < 2§n:AI. max A; = 2tmax A, — 0
i=1 i=1

olur. Yine E [Qn (t)] =t ve Var (Qn (t)) =0 oldugundan

E{(Qn(t)—t)q:O

olarak elde edilir (Onerme 4.9.1, Sayfa 104, [45]). Boylece, Q,(¢) kuadratik orta

anlamda ¢ ye yakinsar. Bu durumda,

S
=]

aranan integralin sonucudur. Aslinda, It6 stokastik integralleri, Riemann-Stieltjes

toplamlarinin kuadratik orta anlamda limitidir.

I 1t integralinin ortalamasi,

EHBSdBS} =EB(Bt2 —t)} =%(E[B,2]—t) )

seklinde, varyansi ise

17



Var UBsst} =Var G(Bf —t)} = % Var (B )

olarak bulunur.

Ozellik 3.1. Riemann integrallerinin sahip oldugu toplamsallik, homojenlik ve
ayirma ozellikleri It6 integraller i¢in de gecerlidir. Diger bazi temel 6zellikler asagida

verilmistir.

t
a. [aB, :an:(B,i -B, )=(B,-B,)+(B,~B,)++(B,-B, )
0 i=

=B, -B, =B,-B =B,

c. Izometri 6zelligi

t 2 t
E [If(Bs,s)dBS] :E{J.(f(Bs,s))zds:l
0 0

i

Kovaryans 6zelligi

E{ | f(BS,s>stjg<Bs,s)st} - E{ [ f(Bs,s)g(Bs,s)ds}
0 0 0

3.1.6. Stokastik Diferansiyel ve It6 Kurah

Stokastik diferansiyel alma kurallar1 temel analizdeki bazi diferansiyel kurallariyla

benzesir. Burada unutulmamalidir ki, (dB, )2 —dt ve (dt)’ =dB,dt =0 seklindedir,
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Asagidaki kurallarin ispatinda X, siirecinin diferansiyelinin tanimi dX, = X, , — X,

kullanilir. Asagidaki 6zellikler saglanir.

(eX
b. d(X,¥Y)= ( )¥d(Y)
c. d(XY)=X,d(Y)+Y,d(X,)+d(X,)d(Y) 3.1)
& d(f0Y)=FOd(3)+7d(/0) (32)

It6 kurali klasik analizdeki zincir kuralinin benzeridir. Klasik analizdeki Taylor
aciliminda oldugu gibi ikinci mertebe tiirevleri igeren terimler goz ardi edilmez,
ticlincii ve daha yiiksek mertebeden tiirevleri igeren terimler ihmal edilir. Yararlanilan

formiiller (3.3) esitlikleriyle verilmistir.

d(f(B))=1"(B)dB, + L 5 /(B (dB,)" = /'(B,)dB, + %f "(B))dt,

2
d(f, B))—afdt (Zde ;aaxf(dB) J (3.3)

x=B;
2
8f 16 f dis 8f dB,
ot 2 ox? Ox 5
x=By

e[O,oo) i¢in, bilinen (Q, 3, P) olasilik uzay1 tizerinde tanimli X, siirekli stokastik

stireg, P{XO :g} =1 ve B, de BHS olmak tizere, Itd6 formunda verilen SDD ve

onun esdeger integral denklemi sirasiyla:

dX, = a(t, X,)dt +b(t, X,)dB,,
(3.4)

t t
X, =¢c+ j a(s, X, )ds + j b(s, X,)dB,
0 0
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seklindedir. Burada a(z,X,) fonksiyonuna siiriiklenme terimi, b(7,X,)

fonksiyonuna ise diflizyon terimi adi verilir.

Ornek 3.2. U, o sabitler olmak tizere,

dX, = uX,dt+ocX,dB,
Xo =X

denklemi i¢in stokastik diferansiyel alma kurallarint goz Oniinde bulunduran

deterministik ¢6ziim yontemi uygulanirsa,

%ZI#Q’Z-FJO‘CI’B[

X, = ket (3.5)

Burada & =k(¢) seklindedir. (3.5) esitliginin her iki tarafinin da diferansiyeli alinirsa
(3.2) esitliginden

dX, = d(keﬂsz, ) _ e,ut+0'B,dk+kd<e,ut+0'B,)

elde edilir. £(z,x)=e**°* olmak iizere, (3.3) kuralindan f,=uf, f.=0of,

S = o’ f ve
2
dX, = e P dl + ket u,u + %j dt+odB, ] (3.6)

seklindedir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri esas denklemde yerine yazilirsa,

20



2
" Pt gl + ket Pt ([ M+ %J dt + O'dB,] = pke P dt + oke™ % dB,

2
%:_a_dt
k 2

U2t
k=ce 2,

2
o2t [,UU]HJB,
t+oB " o _ut+oB,
X, =ke"™ " =ce 2 M7 =ce

seklinde denklem ¢o6ziilmiis olur. Baslangi¢ kosulu uygulanirsa denklemin ¢oziimii:

2
,u—% t+0 By

X, = xoe[
seklinde Geometrik BHS olarak bulunur.
Ornek 3.3. rve a sabitler olmak iizere,

dX, =rdt+aX,dB,

diferansiyel denkleminde deterministik diferansiyel denklemlerin ¢6ztimiinde

kullanilan integral ¢arpan1 yontemi uygulanirsa bu ¢arpan,

t 1 t b 1
—jast‘FEIQ ds —aBt+7a2t
p=e 0 —e 2
seklinde alinir [45].
1,
—ax+—a’'t

Ito formilii (3.3)ten, f(7,x)=e 2  olarak alindiginda, (3.6) esitligindeki

islemlere benzer sekilde
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a —aB,+la t —aB/+la2t 1 2 —aB,+la2t
dp,=—-ce 2 dt—ae 2 dB,+—a‘e 2 dt

5 ) —aB,+%azt )
=—qe dB, +a’e a’t:pt(a dt—adB,)

seklindedir. (3.1)’den

d(pX,)=Xdp,+pdX,+dpdX,
= X,p,(a’dt - adB,)+ p, (rdt +aX,dB,)+(rdt +aX,dB,) p, (o dt - adB,)
= o’ X, p,dt —aX,p,dB, + prdi +ap,X,dB, +rp,a’ (dt) —arp,dBd

+a’ X, p,dBdi—a’p,X,(dB,) = prd,

ve buradan

t
PX: = poXo +rJ.deS,
0

t

1 aB, Loy a(B,-B, )—laz(t—s)
2+ r-[ e 2

1
X, =—X, +Ljpsds:XOe
pt()

ds
Pr

0

seklinde bulunur.
3.2. Sayisal Yontemler

Bu bolimde tezde  kullanilan baz1i  sayisal  yontemler  verilmistir.

0=1,<t <...<ty =T olmak iizere, [O,T] araligimin {to,tl,...,tN} pargalanist ve her
n=0,1,...,N -1 i¢in adim boyu /=1, 1, seklinde esit se¢ilerck Y, = X, = olacak

sekilde X 0 analitik ¢o6ziimiintin yaklagim stirecini Y, ile gosterelim.
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3.2.1. Euler-Maruyama Yontemi

X,=X,+a(t,X,)dt+b(t,X,)dB,

SDD ig¢in yaklasim siireci,

Ty =¥, +a(t,.3, )hb(1,.7, ) AB

n°

n=0,12,...,N-1 3.7

seklinde elde edildiginde en basit ve en bilinen Taylor yaklagimi, Euler-Maruyama

Yontemi (EMY) elde edilir [47]. Burada, AB, =B, ., — B, ~ N(0,h) seklindedir.

3.2.2. Milstein Yontemi

Bu yontem EMY’nin hatasim azaltir. EMY den farkli olarak difiizyon teriminin

tiirevini igerir. Yaklasim siireci (3.8) esitligi ile verilmistir [6].

Y, =Y, +a(1,.Y,)h+b(1,.Y,)AB, +~ b(t,.¥,) L) ((a8,) =) (3.8)
2 ox =7,
n=0,12,...,N-1
2 (- f B; —h
Burada ((ABH) —h) terimi J. I dB,dB, = J. B,dB, = h2 seklindeki karigik
u=0s=0 u=0

stokastik integrallerden biridir.
3.2.3. Stokastik Taylor Acilimi (Wagner-Platen Ac¢ilimlari)
Sadece siirece bagh katsayilara sahip olan
dX, =a(X,)dt+b(X,)dB, (3.9)

diferansiyel denklemi alinsin. It6 formiiliinden,
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’ 1 "
d(f (X)) =/ (X)dX, += | (x,)(ax,)’
elde edilir. Burada (3.9) esitligindeki dX, yerine yazilirsa,

d(f(Xt))=f'(X,)a(Xt)dt—i-f'(Xt)b(Xt)dB,

+%qug@4xg2@ﬁf+za@a)bpg)¢mg+b@ay%¢af)
elde edilir. Burada (dr)’ = dB, dr = 0,(dB,)’ = dt oldugundan,

d(f(X) = f'(X)a(X,)dt+ f'(X,)b(X,)dB, +%f"(Xt)b(Xt )2 dt
- ( f'(Xt)a(Xt)+% F(X)b(X, )zjdt+ F'(X)b(X,)dB,
seklindedir.

Bu diferansiyel yazilisindan integral yazilisina gegilirse,

t

f@ﬁ=f@@+f(dXJ
0

X B (X) X |,
ox 2 ox’

©
Il

U (X))
Ob(XS) = dB, (3.10)

+

N

[,

seklinde bulunur. Burada ilk integral Riemann, ikinci integral [t6 anlamindadir. Daha

basit bir sekilde ifade edebilmek i¢in L, ve L; operatorleri,

o b &

Ly=a—+——,
ox 2 oOx
ox
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seklinde tanimlanirsa (3.10) denklemi,

t

FO) = F(X)+ [ Lof(X)ds+ [ Lif(X,)dB,
s=0 s=0

seklinde olur. Burada f(x)=x segilirse,

o b o
L0f=aax+7ax—2x=a
Lf=b2x=b

ox

seklinde bulunur. Boylece, (3.11) denklemi (3.9) orijinal SDD’ye indirgenir.

(3.11)

Simdi iki kath integrallere ge¢is yapmak i¢in (3.11) denkleminde sirasiyla

f(X,))=a(X,) ve f(X,)=b(X,) alinirsa,

a(X,)=a(X,)+ j Loa(X,)ds+ | La(X,)dB,,
s=0 s=0

b(X,)=b(Xy)+ j Lob(X,)ds + j Lb(X,)dBs.
s=0 s=0

elde edilir. Ayrica (3.9) denkleminin,

t t
X, =Xy+ [ a(X,)ds+ [ b(X,)dB

s
s=0 s=0

integral gosterilisinde (3.12) ve (3.13) ifadeleri yerine konulursa,

t N N
X, =Xo+ [ |a(X)+ [ La(X,)dz+ | La(X,)dB, |ds

5s=0 z=0 z=0
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t N s
+ [ 16X+ [ Lop(X,)dz+ [ Lib(X,)dB, |dB,
5s=0 z=0 z=0

=X, +a(X0)j ds + j j Lya(X,)dzds + j i Lia(X,)dB_ds

s=0 s=0z=0 5=0z=0
t t s t s
+b(Xy) [ dB,+ | [ Lop(X.)dzdB,+ [ [ Lb(X,)dB.dB, (3.14)
s=0 s=0z=0 s=02z=0
elde edilir. Burada,
b’(Xx.)o’ 2
Loa(XZ)Za(Xz)éa(Xz)+ (X:) 2 a(§2):aa'+b—a",
ox 2 Ox 2
La(X,)= b(XZ)% =bad,
b’(Xx.) o’ 2
1t SRV EAL. IO AN
Ox 2 Ox 2
Lb(X,)= b(Xz)ab(—fz) =bb'

seklindedir. Bu durumda (3.14) ifadesi,

X, X0+a(X0)j ds+j J‘{a(X Ya'(X,)+ (2X) a"(X, )}dzds
s=0 s=0z=0

e [T e ds.ds +bxy) [ aB,

s=0z=0 s=0
t s 2
+] J{a(X wex)+ )}ddB
s=0z=0
+ j .Sfb(XZ)b'(XZ)dBZdBS (3.15)

s=02z=0

seklinde yazilir. (3.15) ifadesindeki katsayilarin bagimliligi goz ardi edilerek bu

katsayilar integralin disina alinir. Bu durumda,
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X, =X, +a(X0)j ds+(aa'+§a"} j j. dzds+ba'j j dB.ds
s=0 s=0z=0 5=02z=0

+b(X,) j dB, +[ab'+§b"j j j dzdB, +bb’j' j dB_dB, (3.16)

s=0 s=02z=0 s=02z=0

olur.

(3.16) ifadesindeki iki katli integraller sirasiyla 1o),7q0),Z01) VeI, olarak

adlandirilsin. Burada 0 Riemann integrali, 1 ise It0 integrali alinacagini

gostermektedir.

t s

2
logy = [ [ deds=5.

5=0z=0

t s t t t
Lon= | | dedB = | saB,=sB_ ~ | Bds=tB,~ | B.ds,
s=0z=0 s=0 s=0 5s=0

t
Burada, j sdB, rastgele degiskeninin dagilimi incelenirse,
s=0

bulunur. Dolayisiyla,
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A
Loy ~ N(O,;)

seklinde elde edilir. Ayrica,

j B.ds =1tB, - -t[ sdB, = j (t—s)dB,
s=0 s=0 s=0

ve dolayisiyla,

Val{j‘ BsdstVal{ j. (t—s)stJ=E [ j (f_S)stJ2 :E{J{

=0 =0 =0 0

(t—s)2 ds} :§

t & t [3
Lig) = j j dB,ds = j Bsds~N(O,§),
=0

s=02z=0 §=

olur. Buradan /) =B, — 1, o, seklinde oldugu goriilir.

Z|" ve Z; bagimsiz standart normal dagilimh rastgele degiskenler olmak iizere,

3

2 NE)

seklinde alinacaktir. Normal dagilimli AZ, degiskeni i¢in

E[az,]=0, E[(a,)’ | :§h3 ve E[ABnAZn]:%hz

olur.

Son olarak,
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[ s ‘
fon= J=.0 £0dest ) LBsst :%(B’Z_t):%([(l)z_l(o))

ile hesaplanir.

Simdi (3.11) denkleminde f =L;b alinip elde edilen ifade (3.14) ifadesinde yerine

yazilirsa,

X, =X, +a(X,) j. ds + j. j Lya(X . )dzds + j j. Lia(X,)dB.ds +b(X,) J. dB;

t
s=0 5=0z=0 s=02z=0 5=0

t s t

+ [ [ Lob(X.)dzdB, + Lp(X,) | j dB_dB, + j j j LoLb(X,)dudB._dB,

5=02z=0 5s=02z=0 s=0z=0u=0
t S

[ j.Lfb(Xu)dBudestJrRl
s=0z=0u=0

’ b2 " ’

2
n (ab' t % b”jl(o’l) +bb ) + (b (b') + bzb”)l(u’l) LR, (3.17)
elde edilir. Burada,

Lb(X,) = Lb(Xo)+ [ LyLb(X,)du+
0

U=

j Lb(X,)dB,,
=0

u

LLb= (baﬁj(b ob ] = Lb MJ =b(b'b' +bb")=b(b') +b7D",
X

5 ox

t s

Loy = I j _Z[ dB,dB.dB; = _t[ j B_.dB_dB,
5§=0 z=0 u=0 s=0z=0

= j%(Bf—S)dBﬁ%[BT;_tB’j:é([uf-31<o>)’<1>
s=0
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t sz
seklindedir ve _[ I I LyL,b(X,)dudB,dB, integrali R, kalan teriminin igine
5=0z=0u=0

katilmistir.

Tek bir adim boyu i¢in,

n A 1 2

olacagindan (3.17) ifadesine esdeger STA ise,

2 2

Y =Y +ah+bAB, + %[aa' + %a")hz +ba'AZ, + (ab'+ %b”j(hABn ~AZ,)
2
AB
+%bb'((ABn)2h)+%(b(b')2+b2b")ABn[—( 3") hJ (3.18)

olarak verilir. Bu yaklasim literatiirde Wagner-Platen Yaklasimi (WPY) olarak
bilinir [14].

Tanim 3.9. EUan -Y,

JSChp olacak sekilde # maksimal adim boyu ve n

indisine bagli olmayan C >0 bulunabiliyorsa, kuadratik ortalama dogruluk (giicli

yakinsaklik) mertebesi p olur denir.

Ornek 3.4. Ornek 3.2 ile verilen Geometrik BHS igin, (3.7) denklemi ile verilen
EMY ile yapilan yaklasimda giiclii yakinsaklik mertebesi asagidaki sekilde
bulunur [6]. Bir adimlik yaklagimda

E[X,-Y]

mutlak beklenen hatasinin mertebesi (yerel mertebe) p,,
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E[|x, -1|]

hata standart sapmasinin mertebesi p, olmak iizere, eger p, 21/2 ve p, = p, +1/2

ise genel (global) mertebe p = p, —1/2 olur.

[,u—azzthrchh
E[(X,-%)]|=|XoE| e —(1+ uh+0B,)

(uh)’
= |Xo”e”h —(1+,uh)‘ = |XO|[ ,uz +j = O(h*)
oldugundan p, =2 elde edilir.
5 Z{y—th+20'Bh {y—2]h+0'Bh
E|(X,-%) |- x3E| e ~2(1+ ph+oBy)e

+(1+ uh+ o-Bh)2

o2
U——

e(zﬂaz)hE[eZUZﬁ}2(1+ﬂh)e[ 2 ]hE[eUZx/Z}

azj
h
—2e{ ? E[O'Z\/Zeazﬁ}+(l+ uh)? +c*h
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o2
-

? JhE[aZ\/Ze“Z“/Z }

2,u+02 h ., [
=XZ|e —2(1+ puh)e™ —2e

+(1+ ph)? +o°h

E |:O'Z \/Zeaz “/Z] =] olmak iizere,

- Ea o J’ X2
ax\/Ze"x“/ze 2 dx =

I:ﬁ:[o O'X\/_e

1
EI

integralinde doniistim uygulanirsa,

ox h—x2 (x O'\/_J (x GJ_) O'zh
N > s

—oNh=u, dc=du

olur ve

0'2h u2

I= \/Z(O' h+u)e2 2 du

o0
—|o
\/2
—00
O h 0 u2 o0 u2

j o2he 2 du+ I O'x/Zue_Tdu

Jﬂ_

0'2h 0'2h
—e 2 |:G2]’l + O'\/ZE[Z]] —e 2 o°h

seklinde elde edilir. O halde,

u-Z\h o*h

2
(2y+0'2 h { 2 ] o hn
—2(1+ uh)e"" —2e e 2 o’h+(1+ ph)* +o*h

E[(Xh—Yl)ZJ:Xg e

32



(2,u+0'2 h

=x2ie —2(1+ ph+o*h)e" + 1+ uh)? + o*h

(-]

1+(2,u+02)h+ +0, (1)

:Xg

h 2
—2(1+,uh+0'2h)[1+,uh+ (”2) +02(h3)]+(1+,uh)2 +oh

42
=X; {"2’” +O,(B)=20,(h*) = 1’1 = 2uhO, (W) — o 1i* I —ZazhOz(hS)}
=0(h?)

1/2
bulunur ve dolayisiyla E[(Xh—Yl)z} =E[|X,-Y|]=0() vep, =1>1/2

seklindedir. Ayrica, p,=p,+1/2 oldugundan  p=1/2 olarak elde -edilir.

Dolayisiyla,

EUX,n -y,

]s O(h"?).

Giiclu yakinsaklik mertebeleri, EMY, Milstein yontemi ve WPY ig¢in sirasiyla 1/2, 1
ve 3/2°dir. Yaklasimin iyi, yani hatanin disiik olmasi i¢in bu mertebenin yliksek

olmasi istenir.

Tanim  3.10. f herhangi  bir  fonksiyon  olmak  {izere, eger

‘E[f(XT )] — E[f(YN )]‘ < Ch? ise zayif yakinsaklik mertebesi p olur denir.

Ornek 3.5. Geometrik BHS icin (3.7) denklemi ile verilen EMY yaklasiminda zayif
yakinsaklik mertebesi 1’dir [48]. Bir adimlik yaklasimda
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ELr(xa)]-ELr ()]

hatasinin mertebesi ( p+ l) olur. f(x)=x? secilerek,
2p+0%
, L) —(1+ ) +*h)
lim
h—0 hz

(2,u+0'2)e(2#+02)h —(2y(1+,uh)+0'2)

= lim
h—0 2h
2 2y+02)h
2p+0° ( —2u* 2 2, 4
zlim('u O')e H _ 24" +4uc” +o 20
h—0 2 2
oldugundan
2 2 2 (2ﬂ+02)h 2 2 2
‘E[(Xh) J=E[ (00 = (xo) e — (14 uh)’ +*h)| = O(H?)

seklinde elde edilir. Buradan, p =1 bulunur.

Milstein yontemi i¢in de zayif yakinsaklik mertebesi 1°dir. Giiglii yakinsaklik
mertebeleri 1/2, 1, 3/2, 2, ... gibi rasyonel sayilar olabiliyorken, zayif yakinsaklik

mertebeleri 1, 2, 3, ... gibi tam sayilar olur.

Ornek 3.6. Bu ornekte, Ornek 3.2°deki SDD’de X, =1,4=0.06,0=02ve T =1

alinmistir [49]. 5000 realizasyon iizerinden hata analizi yapilmistir. & realizasyon

sayaci olmak tizere, ortalama mutlak hata formuilii:

5000

1 ko vk
Hata = % xf - 7|
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seklindedir.
Bu boliimde verilen ti¢ yontem (EMY, Milstein, WPY) icin hesaplanan ortalama

mutlak hatalar Tablo 3.1°de verilmistir. Hatirlanacak olursa bu yontemlerin giicli

yakinsaklik mertebeleri sirastyla 1/2, 1 ve 3/2 idi.

EUX% -y,

|=cnw
ortalama mutlak hata ifadesinde her iki tarafin da 2 tabaninda logaritmasi alinirsa

log, (EDth -7,

}) =log, (C)+ plog, (k)

seklinde elde edilir. Tablo 3.1°deki ortalama mutlak hatalarin 2 tabanindaki
logaritma degerleri bagimli degisken degerleri ve adim boyunun 2 tabanindaki
logaritma degerleri bagimsiz degisken degerleri olmak tizere, dogrusal regresyon

yontemiyle dogrular uyduruldugunda elde edilen katsayilar Tablo 3.2°de verilmistir.

log, (%) teriminin katsay1s1 mertebeyi belirttiginden hesaplamalar tutarlidur.

Tablo 3.1. Ornek 3.6 icin Ortalama Mutlak Hatalar

h EMY Milstein Yontemi WPY
20 | 2,1172E-02 8,8327E-03 1,0863E-03
21| 1,5326E-02 4,7107E-03 4,1221E-04
22 | 1,1301E-02 2,4661E-03 1,5831E-04
27 | 8,3312E-03 1,2597E-03 6,0270E-05
24| 5,8315E-03 6,5684E-04 2,1712E-05
2% | 4,3120E-03 3,3667E-04 8,0950E-06
2% | 2,9542E-03 1,6735E-04 2,8003E-06
277 | 2,1348E-03 8,2938E-05 1,0170E-06
28 | 1,5086E-03 4,2154E-05 3,6036E-07
2| 1,0326E-03 2,0633E-05 1,2293E-07
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Tablo 3.2. Ornek 3.6 i¢in Uydurulan Dogrularin Katsayilari

Katsay1 EMY | Milstein Yontemi | WPY

log, (C) | -5,5107 -6,7393 -9,7338

p 0,4823 0,9726 1,4559

Ornek 3.7. Bu ornekte, [15]’te

dx, = —%X,(I—X,Z)dt+%Xt(l—th)dB,

ile verilen ve ¢6ziimii

_ (L+ Xy exp(B,) + X, -1

t

seklinde olan SDD’de X, =1/2 ve T =1 alinmistir. 5000 realizasyon {izerinden hata

analizi yapilmistir. Bu boliimde verilen ti¢ yontem (EMY, Milstein, WPY) i¢in
hesaplanan ortalama mutlak hatalar ve uydurulan dogrularin katsayilar1 Tablo 3.3’te

verilmistir.

Tablo 3.3. Ornek 3.7 icin Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Dogrularin Katsayilari

h EMY Milstein Yontemi WPY
20 7,2490E-02 2,2193E-02 3,4286E-02
21 6,0680E-02 1,2992E-02 1,3987E-02

22 4,5734E-02 8,6751E-03 5,7873E-03
23 3,2086E-02 5,0227E-03 2,1251E-03
2-4 2,2229E-02 2,6460E-03 7,8887E-04
23 1,5837E-02 1,4111E-03 2,9328E-04
2 1,1401E-02 7,4237E-04 1,0592E-04
27 8,0396E-03 3,6978E-04 3,8291E-05
28 5,6344E-03 1,8885E-04 1,3620E-05
27 3,8916E-03 9,3692E-05 4,7519E-06

log, (C) | -3,5926 -5,2099 -4,6745
P 0,4817 0,8828 1,4302
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3.2.4. Stokastik Runge-Kutta Tipli Yontemler

SRK tipli yontemler deterministik RK yaklasimlarina dayanir. Dolayisiyla, bu
boliimde once deterministik RK yontemlerine deginilecektir. Ayrintilar i¢in okuyucu

[50] kaynagina basvurabilir.

baslangi¢ deger probleminin yaklasik ¢oziimiinde kullanilan s e N asamali agik

(explicit) genel RK formiilasyonu, i=1,...,s i¢in &;,¢;,a € R olmak tizere (3.19)

ile verilmistir.

Yo = Xo

i—1
b=y, +hyapf(t,+chk;)  i=1l...s
j=1

Vot =Vt 0 f (1, +ch k)  n=0,1,...,N-1 (3.19)
i=1

i-1
Burada ¢; =0 ve i=2,...,s i¢in ¢; = Zaij kosullar1 saglanir. Genellikle katsayilar
=

Butcher tablosu ad1 verilen (3.20) tablosu ile verilir.

0
G | an
C a a
3 31 32
B (3.20)
C | dg gy vee as,sfl
Q) a, as—l as
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(3.19) ile verilen RK formiilasyonu, Taylor ac¢ilimlariyla karsilastirilirsa 1, 2, 3 ve 4.

mertebeden olma kosullar1 (3.21) ile sirastyla verilmistir.

b. akosulu ve Zaici =—

i=1

c. a,b kosullari, Zlozicl.2 :l ve Z a.a.c :é (3.21)

i=1 i,j=1

d. a-—ckosullari, Zozici3 — Zaca C; ; Zoz-a..cz~ =é

i=l i,j=1 1,j=1

- 1
i, k=1

(3.4) denklemleri ile verilen SDD ig¢in, (3.19) deterministik yaklagiminin stokastik
versiyonu (3.22) ile verilmistir [10].

Fy=a(t, +oph,y;), G, =b(t; +ayh,y,),
7D = v+ BioFoh+ 710GoAB;,
=a(t; +anh, ). Gy =b(t;+ayh.y;),
yz(z) =Y +[Baoko + Bor B 1 +1720Gy + 721G 1AB;,

F,=a(y +0‘2h>)’i(2))> G, =b(1, +052ha)’i(2))

m—1

yl(m) =) +Zﬁmkah+Z Vi G AB
k=0

=a(t, +a,hy™), G, =bt;+a,hy")

m

Z Z q; =
: ]:0

olmak tizere,
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Yo =X0> Vi1 = Vi+ 2 piFh+) q,G,AB,. (3.22)
=0 =0

3.2.4.1 Stokastik Heun Yontemi

Gugli yakinsaklik mertebesi 1 olan, Stokastik Heun yontemi (SHY) (3.23) ile

verilmistir [51].

Flx) - {a—%bb'}(x)

E=F,), G=b1,)

Y

n+l

:Yn+%(F1 +F2)h+%(G1+G2)ABn (3.23)

3.2.4.2 Tiirevsiz Milstein Yontemi

I}n =Y, +b(Y,,)x/Z olmak fiizere, Stokastik Runge-Kutta Yaklasimi 1’in (SRKY1)

formtilasyonu (3.24) ile verilmistir [14].
Vo =Y, +a(Y,)h+b(Y,)AB, +(b(7,)-b(x ))L((ABH)2 —h) (3.24)

3.2.4.3 Stokastik Runge-Kutta Yaklasimi 2 — Saito

Gugli  yakinsaklik mertebesi 1 olan SRKY2’nin formiilasyonu (3.25) ile
verilmistir [52].

Fx) - [a - %bb’}(x)

F =F(,),G =b(,),
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1 1 1 1

Py =F(Y, 43 Fh+SGAB,). Gy =b(Y, +=Fh+ GAB,). (3.25)

Yo

n+

hAB

n
Yn

=Y, +i(Fi +3F3)h+i(G1 +3G;3)AB, +L{a'b—b’a—%b”b2}

n 2\/§

Ornek 3.8. Omek 3.6’daki hesaplamalar bu bélimde verilen ii¢ yontem (SHY,
Tiirevsiz Milstein Yontemi, SRKY?2-Saito) i¢cin uygulanmis ve bulunan ortalama

mutlak hatalar ve uydurulan dogrularin katsayilar1 Tablo 3.4’te verilmistir.

Tablo 3.4. Ornek 3.8 i¢in Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Dogrularin Katsayilari

SRKY1 SRKY?2
! SHY Tirevsiz Milstein Saito
2 1,2819E-03 |  4,5620E-03 1,2615E-04
27! 7,3480E-04 |  2,3896E-03 | 5,4757E-05
22 4,3070E-04 |  1,2519E-03 | 2,7423E-05
D 2,3970E-04 |  6,4314E-04 | 1,3489E-05
24 1,3234E-04 |  3,3753E-04 | 6,8119E-06
2 6,4677E-05 1,6229E-04 | 3,2469E-06
26 3,4107E-05 | 8,3011E-05 1,6731E-06
27 1,7283E-05 |  4,1919E-05 | 8,3211E-07
23 8,6029E-06 |  2,0533E-05 | 4,1477E-07
29 4,2881E-06 |  1,0344E-05 | 2,0691E-07

log, (C) | -9.3998 -7.7031 -13.0839
P 0.9188 0.9789 1.0175

Tablo 3.5 Ornek 3.9 igin Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Dogrularin Katsay1lari

SRKY1 SRKY?2
’ SHY Tirevsiz Milstein Saito
20 | 3,7910E-02 5,2854E-02 5,1393E-03
21| 2,6318E-02 2,6360E-02 2,5929E-03
22| 1,5818E-02 1,4481E-02 1,1219E-03
273 | 8,4490E-03 7,3934E-03 4,4471E-04
24 | 4,4972E-03 3,7017E-03 2,0609E-04
2% | 2,3257E-03 1,8949E-03 9,6328E-05
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Tablo 3.6 Tablo 3.5 (Devami)

2 1,1575E-03 | 9,4119E-04 | 4,6019E-05
27 5,9170E-04 | 4,6709E-04 | 2,2788E-05
28 3,0609E-04 | 2,4498E-04 | 1,1348E-05
27 1,4998E-04 | 1,2355E-04 | 5,4490E-06

log, (C) -4,3308 -4,2100 -7,6601

P 0,9095 0,9732 1,1079

Ornek 3.9. Omek 3.7°daki hesaplamalar bu boliimde verilen ii¢ yontem (SHY,
Tiirevsiz Milstein Yontemi, SRKY2-Saito) i¢in uygulanmig ve bulunan ortalama

mutlak hatalar ve uydurulan dogrularin katsayilar1 Tablo 3.5-3.6’da verilmistir.
3.2.4.4 Stokastik Runge-Kutta Yaklasimi 3 — Newton

Gugli  yakinsaklik mertebesi 1.5 olan SRKY3’iin formiilasyonu (3.26) ile

verilmistir [12].

fy=a(Y,),G,=b(Y,)

F, =a(Y,+ Fh+GAB,),G, =b(¥, —%Gl (4B, +3h))

G, =b(Y, +%G1(3AB,,+\/E))

20 .10 10
G, =b(Y, - = Fh+—(G, - G,)AB, —— G,\3h 3.26
4 (n 27 1 27( 2 1) n 27 2 ) ( )

Y

1 1 1
=Y +5(F1 +F2)h+4—0(37G1 +30G; —27G,)AB, +E(8G1 +G,—9G; )\3h
3.2.4.5 Stokastik Runge-Kutta Yaklasimi 4 — Kaneko

Guglii  yakinsaklik mertebesi 1.5 olan SRKY4’tin formiilasyonu (3.27) ile

verilmistir [13].

1 2 8 1 - 2- 8- 1=
Y =Y +|-k——=k,+—ks+—k, |h+| —kj——ky,+—k;+—k, |AB
n+1 n (6 1 9 2 9 3 6 4) [6 1 9 2 9 3 6 4) n
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1 (1~ 2~ 8~ 5=~ ~ I ~ 8, 57

Burada i =1,2,3,4 i¢in £, k; l;l. ve lél. degerleri

127712

0 0 o0 O 0 0 00
{}{_} /2 0 0 0 {N} /2 0 0 0
a...=Aa:. 1 = , al.. ,
v v /4 1/4 0 0 / 0 1/2 0 0
1/3 =2 8/3 0 0 0 10
0 0 0 0
{A } -1 0 0 O
a.. . =
Y -13/32 5/32 0 0
-7/24 1/8 1/6 0
katsayilar1 kullanilarak
i-1 i—1 p il
— AB s
ki = f| X, +hY azk; +AB, > Gk, +—=-> a.k, |,
j=1 j=1 V3 55
_ i—1 i—1 _ i—1 R
k=g xn+hZal-jkj+ABn c_ll-jkj+\/ﬁ agk; |, v=3
j=1 Jj=1 Jj=1
. i-1 -1 ) i1
ki=g| X, +hYy agk, +\vhYy agk; | ki =g| X, +vh Y. ak,
j=1 J=1 J=1

denklemlerinden elde edilir.
3.2.4.6 Stokastik Runge-Kutta Yaklasimi 5— Rossler

Gugli  yakinsaklik mertebesi 1.5 olan SRKYS5’in formiilasyonu (3.28) ile

verilmistir [15].

S 3 _I
HO =Y, +> 4APa(t, +cOh,, O, + Y BOb(t, +Vh, , HD) (;1,’0) ’

Jj=1 j=1 n
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S N
1 1 0 0 1 1 1
HO =Y, +> ADa(t, + O, H O, + > BPb(t, +cPh, HO W,
Jj=1 J=1

s
0 0
Yn+l = Yn +Zaia(tn +Ci( )hn’Hi( ))hn
i=1

2) “(1,1 3) ~(,0 4) “(LL1 1 1
i=l1

Jh, h, h,

(3.28) ile verilen SRKY'5 formiilasyonu i¢in genisletilmis Butcher Tablosu:

0
3/4(3/4 3/2
0/l0 o 0 0
0/0 00 [0 0 0
0
1/4|1/4 1/2
11 o0 -1 0
/4|0 0 14 |-5 3 12
1/3 2/3 0 0] -1 4/3 2/3 0[-14/3 -1/3 0
2 —4/3-2/30|-25/3-2/31

seklinde alinabilir.

Ornek 3.10. Ornek 3.6°daki hesaplamalar bu bolimde verilen iki yontem
(SRKY3-Newton ve SRKY5-Réssler) i¢in uygulanmis ve bulunan ortalama mutlak

hatalar ve uydurulan dogrularin katsayilar1 Tablo 3.7°de verilmistir.
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Tablo 3.7 Ornek 3.10 igin Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Dogrularin Katsayilari

SRKY3 SRKYS
! Newton Rossler
20 1,3513E-03 | 1,0577E-03
27! 4,8490E-04 | 4,2318E-04
22 1,8197E-04 | 1,6120E-04
23 6,7902E-05 | 5,9378E-05
24 | 2,6002E-05 | 2,2002E-05
25 9,6504E-06 | 7,9057E-06
26 3,4223E-06 | 2,8487E-06
27 1,2353E-06 | 1,0022E-06
28 4,2836E-07 | 3,5414E-07
2? 1,5565E-07 | 1,2485E-07

log, (C) | -9,7334 -9,5035
2 1,4561 1,4493

Ornek 3.11. Ornek 3.7°deki hesaplamalar bu bolimde verilen iki yodntem
(SRKY3-Newton ve SRKY5-Réssler) i¢in uygulanmis ve bulunan ortalama mutlak

hatalar ve uydurulan dogrularin katsayilar1 Tablo 3.8’de verilmistir.

Tablo 3.8 Ornek 3.11 igin Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Dogrularn Katsayilari

.\ SRKY3 SRKYS5
Newton Rossler
20 3,1758E-02 | 2,0158E-02
271 1,3144E-02 | 2,3181E-02
22 5,3544E-03 | 4,1846E-03
23 2,1400E-03 | 1,7602E-03
24 7,8350E-04 | 6,9081E-04
23 2,8576E-04 | 2,6642E-04
26 1,0914E-04 | 1,0574E-04
27 3,7828E-05 | 3,7462E-05
28 1,3972E-05 | 1,4201E-05
2 4,8321E-06 | 4,8664E-06
log, (C) | -4,9306 -4,7725
14 1,3965 1,4142
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3.2.4.7 Stokastik Runge-Kutta Yaklasimi 6 — Kloeden ve Platen

Gugli  yakinsaklik mertebesi 1.5 olan SRKY6’nin formiilasyonu (3.29) ile

verilmistir [14].

F =Y, +ah+b\h, F, =Y, +ah—b\h
G =F+b(F)Vh, Gy =F ~b(F)\h
Y, =Y, +bAB, +%\/Z{a(Fl)—a(F2)}AZ+i{a(Fl)+2a—a(F2)}h (3.29)
1 1
+m{b(Fl)—b(F2)} {(AB,)" —h} +o{BUR) = 2b+ D) H{AB, = A7)

+ﬁ[b(Gl>—b<Gz>—b<ﬂ>+b(F2>]{§(ABn>2 —h}ABn
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ise Buckwar ve arkadaslarinin [36] ¢alismasinda verdigi, stokastik
integralleri kullanan, iki asamali iyilestirilmis SRK yonteminin; deterministik
mertebesi 5 olan, 6 asamali bir uyarlamasi verilmistir. Kiictik giirtiltii i¢in
deterministik mertebenin 2, 3 ve 4 oldugu durumlar daha once analiz edilmistir.
Dolayistyla, bu tezde deterministik mertebe 5 olarak secilmistir. Ancak, mertebe
yiikseldik¢e asama sayist artmaktadir. Tercih edilen herhangi bir deterministik
mertebeden RK katsayilar1 kullanilarak yontem uyarlanabilir. Bu ¢alismada
Fehlberg’in [8]’de verdigi katsayilarin uyarlanarak kullanilmasi tercih edilmistir.
Algoritmalarin tamamlanma siireleri ve deterministik mertebe kriterleri goéz oniine

alinarak asama sayis1 se¢ilmelidir.

Ayrica bu tezde, bilinen SRK yontemlerinden farkli olarak, tahminleyici ile daha iyi
yaklasimlar saglayabilmek amaciyla, ara asama degerleri iyilestirilmistir.
Dolayisiyla, onerilen yontem agik olmasina ragmen tahminleyici-diizeltici tipli bir

RK yaklagimi olarak da goriilebilir.
4.1. Stokastik Runge-Kutta-Fehlberg Yontemi

Bu boliimde 6nerilen agik yontem olan 6 asamali SRKF yontemi verilmistir.

Z",Z," ~ N(0,1) bagimsiz,
tpoty+h ZL g 2L N7 7 ”\/Z “"h
o w3 BT B _L
h 2h 2 2 2
I (l)t"’t"+h = Z," \Jh = AB>" kullanilan stokastik integraller,

+AB}"

3
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[tn tn+h

F'=7Y, +ZAUa(t +c,h,F, )h+ZB b(t,+¢;h,G, )
J=1 J=1

6
G/ =Y, + > Aja(t, +c;h,F)h i=1,...,6
=

Yardimci degiskenleri ara asama degerleri olmak tizere,

6 6
Yyu =Y, + > Balt, +c;h, F Y+ yb(t, +éh, G,.”)](’;’)””Jrh
j= i=1
Itn tn+h

+Zn,b(z +¢h,G,” )
i=1

Yontemin katsayilarini veren Butcher tablosu asagidaki gibidir.

=0 W K Yy 1 B)e=2
B =(1%35 0 %005 BWea0 Voo Zs)
vV =(16 0 %0565 2 h10s S5 O
(8/0 g5 2 saa0 205 Fs):

% 0
Yo Y 0

A =B =2A olmak iizere,
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Ayrica, e =(1 1 1 1 1 1)olmak iizere, mertebe kosullart:

c=Ae, ¢=Ae, ple=1, yle=1 Ne=0,

BTAe:%, BTBe=1, yTAe:I, nTAez—l.

seklindedir.

Verilen orneklerde giirtiltiiniin kiigtikliigiinii belirtebilmek icin diflizyon teriminde
b(t,X,) :85(t,X,) seklinde kiigiik bir &£>0 carpan1 kullanilmistir.  Esas

formiilasyonda bu parametreye ihtiya¢ duyulmamasina ragmen, giiriiltiiniin kuigiik
olmasi mertebe kosullarinin sayica az olmasina, ¢6ziim siirecinin varyansinin ve
dolayistyla hatanin kiigiik olmasina sebep olmaktadir. Ayrica, (3.4) denklemi & —0

iken deterministik denkleme yaklasacaktir.

4.2. Simiilasyon Cahsmalari

Bu boliimde, Boliim 3°te verilen Milstein yontemi ile bu béliimde onerilen SRKF
yontemini karsilastirmak i¢in analitik ¢oziimii bilinen {i¢ problem {izerinde hata

analizleri raporlanmistir. 100 realizasyon {iizerinden hata analizleri yapilmistir. &

realizasyon sayaci olmak iizere, ortalama mutlak hata formiilii:

oo, "
oo 2 A

seklindedir.
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Tiim analizler MATLAB programi kullanilarak yapilmistir. Daha iyi karsilastirmalar
yapabilmek iizere, yontemlerin her adimda ayn1 BHS realizasyonlarin1 kullanmasi
icin hata degerleri tek bir kod icinde elde edilmistir. Dolayisiyla, 6rnek uzayin
eleman1 olan belirli bir durum icin iki yontemin nasil yaklasimlar verecegi

karsilagtirilmistir.

Ornek 4.1. Ornek 3.2°de verilen Geometrik BHS’de X, =1, 7 =1 olmak iizere,

siiriiklenme ve diflizyon katsayilari sirasiyla z =—1, o =107° olarak alinmistir.

SRKF yonteminin formiilasyonlar1 kullanilarak MATLAB programi kullanilarak
fonksiyonlar olusturulmustur. randn ~ N(0,1) olmak iizere, siiriiklenme ve difiizyon
terimlerini tanimlayan fonksiyonlar ve ara adimlarda kullanilan EM tahminleyicisi

sirastyla:

Drift(x) = —x, Difussion(x)=10"°x,
Euler(A, x) = x + A - Drift(x) + /A - randn - Difussion(x)

seklinde tanimlanmistir. Burada Euler(A, X, ,n) =X, A seklindedir.

Ek I’de verilmis olan diger fonksiyonlar birbirini ¢agiran yapidadir. Buradan, iteratif

denklemler:
16A 6656h
=Y, +——al(t,,F;")+0ha(t, +V, ,F,") M)
135 a( not1 ) Cl( / 2 1282 / 3
28561h 9h 2h
12h ny_ 2% ny, =0 h n
Heenmg At by E) o @ I+ at, + 1) F")

+AB§’”(%b(tn,G1”)+Ob(tn+}/ ,Gy")+ @b(t 3k .Gy

2197 1
+=—b(t, + ,G” —=b(t,+2h,G5")+0b(t, + h,G{"
4104( 4)5(n 5 )+0b( 6 )
181 128
”—bt,G” +0b(t, +1/ G, ——"b(t, +3/ ,G."
(b, G 0B, + 1), Gy = bta, + 30, G
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2197 12 2
— =T b, + 280 G == b(t, +2h, G+ —b(t, +h,G."
—orag P 2L GO = b, 2GS + b, + 1, G')

16h 6656h
=Y, +— Drift(Y,) + 0hF2("/, .Y, —F3 3n/ v,
35 DAift() < ORF2(/L. Y, 1)+ 78 Yns 1)

28561h
56430

F4(12}/3’ n° n) —FS(]’I, n"[ )+_F6(/’Yn’1n)

+ABh2’”(%Difﬁlsion(Yn)+0G2( ), n)+ﬂ(}3(3 by y,.1

2197

+0G6(h,Y,.1,
04 1,) (h.Y,,1,))

>t no

T GA ,,)——GS(zh
”(—leﬁlSlon(Y)+0G2( o n)—ﬁm( by Y0

2197
G424/ Y 1 )— 1265 2h,Y,, +—G6h, ,
75240(/,1,,) (2h,Y,.1,) (h,Y,,1,))

olarak elde edilir. iki yontem icin de [O,l] araligit N =100, 1000, 10000 esit parcaya

boliinerek hesaplamalar yapilmistir. Mutlak hatalar ve kestirilen mertebe degerleri

Tablo 4.1°de verilmistir.

Tablo 4.1. Ornek 4.1 i¢in Ortalama Mutlak Hatalar ve Kestirilen Mertebe Degerleri

h Milstein SRKF

0.0100 | 1.84710E-03 | 1.84397E-03

0.0010 | 1.84016E-04 | 1.83982E-04

0.0001 | 1.83947E-05 | 1.83274E-05
p 1.0009 1.0013

Ornek 4.2. Stokastik lojistik (Pearl Verhulst) denklemi [53],

{dX, =A(X - X,)X,dt+0X,dB,
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denkleminin ¢6ztimii:

2
exp {(l)_( — 62} +0B, ]

1 ‘ = o’
—+A I exp((ﬁX—]s+GBsts
X 2

0 s=0

X, =

seklindedir. Burada,

t 2
Z, = J. exp([i)_(—%js+0'38]ds

s=0

seklindeki integre edilmis BHS, yaklasik integrasyon yontemlerinden dikdortgenler
kurali vasitasiyla tretilmistir. X, =0.2, 7=20 olmak tizere, 1=0.8, X =0.625,

o =2"" olarak alinmistir.

SRKF yontemi igin, Ornek 4.1°den farkli olarak sadece siiriiklenme ve difiizyon

fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir.

Drift(x) = A(A_’ — x)x,

Difussion(x) = ox.

Tablo 4.2. Ornek 4.2 igin Ortalama Mutlak Hatalar ve Kestirilen Mertebe Degerleri

h Milstein SRKF

26 | 2.43651E-03 | 2.43404E-03
27 | 1.21984E-03 | 1.22073E-03
28 | 6.10321E-04 | 6.05016E-04
p 0.9986 1.0042

Iki yontem igin de [0,20] araligit N =1280,2560,5120 esit pargaya bdliinerek

hesaplamalar yapilmistir. Mutlak hatalar ve kestirilen mertebe degerleri Tablo 4.2°de

verilmistir.
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Ornek 4.3. Ornek 3.7°de verilen

X, =—(a+pX,)(1- X2 )dt+ B(1- X,* )dB,, 1€[0,1]
X, =0

nonlineer skaler SDD’nin ¢6zimii:

v - exp(—2at+2B,)—1
" exp(-2ar +2B,)+1

seklindedir. Burada, 7 =1 olmak iizere, 05=1,ﬁ:2_12 olarak alinmistir. Mutlak

hatalar ve kestirilen mertebe degerleri Tablo 4.3°te verilmistir.

Tablo 4.3. Ornek 4.3 i¢in Ortalama Mutlak Hatalar ve Kestirilen Mertebe Degerleri

h Milstein SRKF

26| 2,86094E-03 | 2,87744E-03
27| 1,42685E-03 | 1,43414E-03
2% | 7,12507E-04 | 6,99095E-04
p 1.0028 1.0206
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde deterministik DD’lerin niimerik ¢oziimlerinde kullanilan RK tipli ag¢ik
yontemlerin stokastik versiyonlar1 incelenmistir. Coztimii 6nceden bilinen Geometrik
BHS gibi bazi oOrnekler i¢cin Euler-Maruyama, Milstein ve Wagner-Platen
yontemlerinin karsilagtirmali hata analizleri yapilmigs ve bdylece bu yontemler
orneklendirilmistir. Ayrica yine bu Ornekler i¢in bazi SRK tipli yOntemlerin

karsilastirmali tablolar1 verilmistir.

Bu tezin orijinal katkis1 olarak 6nerilen yontem, diftizyon teriminde kiiciik bir ¢carpan
olan Itd6 SDD’ler i¢in SRKF yontemidir. Bu yontemin deterministik mertebesi 5’tir

ve stokastik integralleri kullanan 6 agsamali bir yontemdir.

Buckwar ve arkadaslarina [36] gore, p deterministik yontemin mertebesi olmak

tizere, global hata:
O h"? + eh* + hP)

mertebesindendir. Yazarlar, onerdikleri yontemi giiclii yakinsaklik mertebesi 3/2

olan STA ile karsilastirmislardir.

|
Bu calismada, p=5 se¢ildiginden tii¢ bolge olusur. h>gé igin {i¢linct,

2 1 2 )
84 Shﬁgé icin ikinci ve /’l<84 icin 1ise birinci terim baskin gelir. Ornegin,
Ornek 4.1’de €=10"° ve h= 102,102,107 oldugundan ikinci terim baskindir ve

mertebe 1 olmalidir. Analizlerimizden mertebenin asimptotik olarak 1’e yaklastig

gozlemlenmistir.
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Ayni rnekte, hatanin da minimum olabilmesi i¢in £ =107 iken ~=107? segilirse,
p degeri 1.3671 olarak bulunmustur. Benzer analizler Ornek 4.2 ve 4.3 icin de

verilebilir. Teorik degerlerle Tablo 4.1-4.3’te verilen deneysel sonuglar uyumludur.
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Ek I. SRKF yontemi i¢in kullanilan yardimci fonksiyonlar

K'=Y,=X,
G"=Y, =X,

I
R =X, + % Drift(X,, )+~ Diffusion(X, )

h_ .
G =X, + Eant(th )
FXAJJO:DMHE%NA@+gDMHE%MAxD+§DﬁWMMEMMAxm
G2(A, x) = Diffusion(Euler(A, x) + g Drift(Euler(A, x)))

F"=X, +%Dr1ft(X )+ %FZ( X, n)+3312” Diffusion(th)

9, 1
+ 2 G20 X,,)

Gy" = X, +%Dr1ft(X )+—F2( 1)

t’n

F3(A, x, y) = Drift(Euler(A, x) + %Driﬂ(Euler(A, X))+ %F 2(h 4 Euler(A, x), y)

+ i—; Diffusion(Euler(A, x)) + Z—; G2(h ox Euler(A, x)))

G3(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) + % Drift(Euler(A, x))
% 1
+—6F2(/ ,Buler(A, x), y))

1932h 72004 7296h

F/' =X, +——Drift(X, T A i
4 Iy 2197 ( ) 9 ( t n) 9 ( t n)
19327 . . 200/ 29617
+ 0 " Diffusion(X, )—7 "G2(h2,X, )+7 ) nG3(3 X, . 1,)
2197 n 2197 n 2197
38644 144004 145927
G"=X - 2, x, 1 F33h ,
4 ' + 2197 ift(X ) 97 ( 4>, )+ - ( t 1,)
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1932h
F4(A, x, y) = Drift(Euler(A, x) +
(A,x,) (Euler(A, x) 197

Drift(Euler(A, x))

7200k 7296h
—F2 ,Euler(A + F3 3h ,Euler(A, x),
107 P2 Buler(a, ). ) ( (A,%), )
1532V 1y ierision (Buler(A, x)) — 2200 7200y G2(}  Euler(A, x))
2197 2197
, 7296y
G3(3h ,Euler(A, x),
o GG Buler(A,x), )
3864h .
G4(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x)+ - Drift(Euler(A, x))
14400h 14592h
_ 3h
o7 T / Buler(A,x), ) +— == F3( / ,Euler(A, x), )
F"=X, +;T9£’D rift(X, )-8hF2(, . X, .1,) 3680h X, .1,)
—@F4(lzh X, 1)+ 4391" Diffusion(X, )
4104 216 "
36807 8457
81,621, X, )+ o G363k, X, . 1,)~ T G4 x, 1)
G"=X, +41301h Drift(X, )~16AF2("/, X, , n)+72?0h F3(3% . X, .1,)

845h
F4(12h z 1)
2052
. 439h _ . h
F5(A, x, y)=Dr1ft(Euler(A,x)+ 16 Drift(Euler(A, x))—8AhF2( / ,Euler(A, x),y)
3680h 845h
T2 F303% Buler(A, x), y) ———F4(12h/ . Euler(A, x),
oy P3G Buler(A,2), y) -~ FAI 2 Fuler(A, ), )
+439y

= Diffusion(Euler(A, x)) 8 sz(f/ ,Euler(A, x))

L3680y

= (3 Euler(A,x), ) - 845y G4(24h ,Euler(A, x), »))

G5(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) + 413098h

Drift(Euler(A, x))

7360h

—16hF2( / ,Euler(A, x), y)+ F3(3h ,Euler(A, x), y)

_ 845h

F412h 3-Buler(A, x),
“ 205 ( uler(A, x), »))
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8h 3544h

F' = X, ~ 2 Drifi(X, )+ 2hF2(%, . X, n)—%m( X, 1)
+%F4(l2h X, 1)~ F5(h 1) - ”D1ffus1on(X )
21,6207, x, )= ;gzé G3(3 X, 1)+ 18?32” G4 5. X, 1,)
—li(l)" G5(2h, X, ,1,)

Ge' =X, —2i7hDr1ft(X )+ 4hE2( X, . n)—%m( X, .1,)

, 18597
2277 Ry 12h , F5 X, ,
2052 ( t n) ( t n)

F6(A, x, y) = Drift(Euler(A, x) — 8—? Drift(Euler(A, x)) + 2hF 2(]% , Buler(A, x), »)

3544k

2565

s 0 uter(a, ) )~ 2 Diffusion(Euter(, )

1859h

1tn F4(12h ,Euler(A, x), y)

F3(3f/ Euler(4,x), )+,

+2 sz(%,Euler(A, X)) —%63@7 ,Euler(A, x), )

I GaR4y | Buler(A, ), 1)L G524 Buler(A, ), )

G6(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) — gDrift(Euler(A, X))

7088h
h _ 3h
+4hF2(/,Euler(A,x),y) 7565 ——F3( /,Euler(A X),»)
—1;(;5592”’ F4(12h ,Euler(A, x), y)——1 1(’; F5(h, Euler(A, x), »))
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