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RUNGE-KUTTA-FEHLBERG YÖNTEMİNİN KÜÇÜK 
GÜRÜLTÜLÜ ITÔ STOKASTİK DİFERANSİYEL 

DENKLEMLER İÇİN GENİŞLETİLMESİ  

 

ÖZET 

 

 
Bu tezde, öncelikle skaler Stokastik Diferansiyel Denklemlerin (SDD) nümerik 
çözümleri için gerekli altyapının yanı sıra kapsamlı bir literatür taraması verilmiştir.  
Runge-Kutta (RK) tipli açık yöntemlerin güçlü yakınsak stokastik versiyonları 
incelenmiş ve karşılaştırmalı simülasyon çalışmaları yapılmıştır. Küçük gürültü 
durumu için, Fehlberg katsayılarının Stokastik RK (SRK) tipli yönteme 
uyarlanmasıyla elde edilen SRK-Fehlberg (SRKF) yöntemi önerilmiştir. 
 

Anahtar kelimeler: Brown hareketi süreci, Itô integrali, Itô stokastik adi 
diferansiyel denklemler, nümerik çözümler, güçlü yakınsaklık mertebesi, stokastik 
Runge-Kutta metodu, küçük gürültü. 
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AN EXTENSION OF THE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG 
METHOD FOR ITÔ STOCHASTIC DIFFERENTIAL 

EQUATIONS WITH SMALL NOISE  
 

SUMMARY 

 

 
In this thesis, necessary preliminary information for numerical solutions of scalar 

Stochastic Differential Equations (SDE), as well as a comprehensive literature 

review, are given first. Strong stochastic versions of explicit Runge-Kutta (RK) 

methods are examined and comparative simulation studies are carried out. By 

adapting the Fehlberg coefficients to the Stochastic RK (SRK) type of method, 

SRK-Fehlberg (SRKF) method is proposed for SDE with small noise. 

 

Keywords: Brownian motion process, Itô integrals, Itô stochastic ordinary 

differential equations, numerical solutions, strong order of convergence, stochastic 

Runge-Kutta method, small noise. 



 

1 

 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

Bir mühendislik problemi, fizik kanunları gereğince veya deneyler gösterir ki; bir 

fonksiyonun zamana bağlı değişim hızını (türevini) içeren bir diferansiyel denklem 

ile ifade edilen matematiksel bir modele dönüşebilir. Deterministik olarak 

adlandırılan denklemlerde belirsizlik, yani şans faktörü göz önüne alınmaz. Ancak 

gerçek hayat problemlerinde, birbiriyle etkileşen çok sayıda bileşen içeren karmaşık 

sistemler vardır ve dış etkenlerin etkisiyle sonuçları tam olarak kestirilemeyen, yani 

tahmin edilemeyen durumlar ortaya çıkabilir. Koşullar değişmeden tekrarlanan bir 

deneyin sonuçları aynı olmayabilir. Deterministik adı verilen denklemlerden daha 

gerçekçi bir model temsili elde edilmek istenirse, ölçüm ve yuvarlama hataları, 

dalgalanmalar ve düzensizlikler, yani belirsizlik (gürültü) göz önüne alınmalıdır. 

Stokastik analizin konusu, rastgele fonksiyonların olduğu ve özellikle mikro ölçekli 

yapıları olan problemlerdir.  

 

Bir rastgele fonksiyonu ifade etmek için Stokastik Süreç kavramı kullanılmaktadır. 

Bir rastgele değişkenler ailesi olarak tanımlanabilecek stokastik süreç, bir olasılık 

uzayı üzerinde tanımlanmış ölçülebilir bir fonksiyondur ve indis kümesi genellikle 

zamanı ifade eder. Dolayısıyla iki değişkenli bir fonksiyon olan stokastik süreç, şans 

faktörünün ortadan kalktığı düşünüldüğünde sadece zamana bağlı bir fonksiyon 

(realizasyon); zamanın belirli bir anında ise bir rastgele değişkendir.  

 

1828’de Botanikçi Robert Brown, çok küçük bir polen parçacığının suyun içine 

bırakıldığında çok düzensiz ve tahmin edilemez bir yörünge çizdiğini 

gözlemlemiştir [1]. Einstein 1905’te bu durumu, polenin su molekülleri tarafından 

rastgele yönlerde bombardımana tutulması olarak açıklamıştır [2]. Rastgele bir güç 

alanında hareket eden bir parçacığın hız denklemi ilk kez Langevin tarafından 

1908’de formüle edilmiştir [3]. 1923’te Wiener, Brown Hareketi Sürecini (BHS) 
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tanımlamıştır [4]. SDD’nin sistematik olarak ele alınışı ise 1940’ların başlarında 

Japon matematikçi Kazufumi Itô ile başlamıştır [5].  

 

BHS, Itô SDD’nin temellerinde önemli bir yer tutmaktadır. Bir modelde belirsizlik 

faktörünü göz önüne almak için Gürültü (Noise) terimi diferansiyel denkleme 

eklenir. Çok hızlı değişen rastgele dalgalanmalar beyaz gürültü adını alır. Beyaz 

gürültü süreci, BHS’nin türevi gibi görülebilir. 

 

Deterministik bir denklemin çözümü, denklemi sağlayan fonksiyonun bulunmasıdır. 

Uygun koşullar altında ve belirli bir başlangıç koşuluna göre çözüm tek türlüdür. 

Diğer taraftan, stokastik bir denklemin çözümü ise sürekli bir stokastik süreçtir ve 

denklemi çözerek bu stokastik sürecin karakteristiklerinin elde edilmesi istenir. 

Örneğin:  

 

0(0)

¢ =

=

y ry

y y  

 

deterministik üstel büyüme (ya da bozunma) modelinde büyüme (ya da bozunma) 

oranı olarak adlandırılan r  sabit bir sayıdır. Bu oranın zamana bağlı değişen 

deterministik bir fonksiyonun civarında salınan bir rastgele değişken, yani 

( ) gürültü= +tr a t  şeklindeki bir stokastik süreç olduğu kabulü daha gerçekçidir. 

 

Analitik çözümlerin olmadığı ya da zor olduğu karmaşık problemler bilgisayar 

teknolojisine dayalı nümerik (algoritmik) tekniklerle çözülmektedir. SDD’nin 

çözümü için uygulanan analitik ve nümerik yöntemler, stokastik dinamikleri göz 

önüne alacak şekilde düzenlenmiş deterministik tekniklere dayanmaktadır. SDD, 

fizik ve ekonomi gibi farklı alanlardaki uygulamalarından dolayı önemli bir yere 

sahiptir. Maalesef çoğu durumda bu denklemlerin analitik çözümleri yoktur. Bu 

durum, Taylor açılımlarına dayalı nümerik yöntemlerle yaklaşımı gerektirmiştir. 

Taylor yaklaşımlarının en büyük dezavantajı katsayıların yüksek mertebeden 

türevlerinin her iterasyonda hesaplanma zorluğudur. Taylor açılımlarındaki türevler 

yerine sonlu farklar getirildiğinde nümerik yöntemlerin önemli bir sınıfı olan SRK 
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yöntemleri elde edilir. Bu nedenle, SDD’lerin çözümü için SRK yöntemlerinin 

geliştirilmesine büyük ilgi gösterilmiştir.  

 

Nümerik yöntemin etkinliğini veren iki önemli kriter: zayıf ve güçlü yakınsaklık 

mertebesidir [6]. Bazı durumlarda nümerik yaklaşımın realizasyonlarının gerçek 

çözüme yakın olması (yani güçlü yakınsaklık) önemlidir, diğer durumlarda ise 

sadece momentlerle ilgilenilebilir (yani zayıf yakınsaklık önemlidir) [7]. 

 

Bu tezde deterministik DD’lerin nümerik çözümlerinde kullanılan RK tipli açık 

yöntemlerin stokastik versiyonları incelenmiştir. Kapsamlı bir literatür taramasından 

elde edilen mevcut yöntemler, ön bilgileri de içeren Bölüm 3’te verilmiştir. Bu tezde, 

denklem sistemlerine değil de tek bir Stokastik Adi DD’nin olduğu skaler gürültü 

durumlarına ve güçlü yakınsak açık yöntemlere odaklanılmıştır. Ayrıca, bu tezin 

orijinal katkısı küçük dalgalanmalardan etkilenen bir sistemin modellenmesinde, yani 

kısaca küçük gürültü durumu için, Fehlberg [8] katsayılarının SRK tipli yönteme 

uyarlanmasıdır. Gürültü küçük olduğunda, farklı bir analitik karaktere sahip olmasına 

rağmen, stokastik denklemin bir şekilde deterministik olana “yakın” bir çözümü 

olması beklenebilir [9]. Araştırma bulgularına yer verilen Bölüm 4’te küçük gürültü 

terimi içeren Itô SDD için önerilen SRKF yöntemi verilmiştir. Yöntemin etkinliğini 

gösterebilmek üzere, yine aynı bölümde simülasyon çalışmaları yer almaktadır. Bu 

çalışmalar sonucu mertebenin 1’e yakınsadığı görülmüştür. 
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BÖLÜM 2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

 

Rumelin [10], geleneksel RK yöntemlerinin SDD’lerin çözümündeki kullanımını 

araştırmış, ortaya çıkan yaklaşımların yakınsaklığı için yapılması gereken düzeltme 

işlemini ve katsayıların seçiminde dikkat edilmesi gereken kriterleri vermiştir. 

Rumelin’in önerdiği formülasyonlar için güçlü yakınsaklık mertebesinin 3/2 değerini 

aşamayacağı gösterilmiştir [11]. 

 

Newton, çıkış noktası Taylor açılımları olan, asimptotik olarak etkin, 1 ve 3/2 güçlü 

yakınsaklık mertebesindeki SRK yöntemlerini geliştirmiş ve yöntemlerle ilgili 

istatistiksel analizleri yapmıştır [12].  

 

Kaneko, önerdiği 4 aşamalı SRK metodunun güçlü yakınsaklık mertebesinin 3/2 

olduğunu göstermiştir [13]. Ancak, bu yöntemin etkinliği Kloeden ve Platen’in 

[14]’te önerdiği yönteme oranla daha fazla sayıda değerlendirme gerektirdiği için 

Rössler tarafından eleştirilmiştir [15].  

 

Burrage ve Burrage, 1996’da güçlü yakınsaklık mertebesi 2 olan, dört aşamalı, açık 

SRK yöntemler ailesini vermiştir [11]. Yazarlar [16]’da, [11]’de verilen SRK 

yöntemlerinin mertebesini belirlemek üzere bir formülasyon vermiştir. Deterministik 

RK yöntemlerinin mertebelerinin belirlenmesi için Butcher [17] tarafından verilen 

köklü ağaç (rooted tree) kavramı, Burrage ve Burrage [11, 18] ve Rössler [15] 

tarafından SRK yöntemleri için renkli köklü ağaçlar ismiyle uyarlanmıştır. [18]’de 

SRK tipli nümerik yöntemlerin oluşturulmasında ve mertebe koşullarının 

yapılandırılmasında Taylor seri açılımlarının kullanıldığı metodolojik bir yol olan 

köklü ağaç teorisi ile analiz yapılmıştır. Ancak, daha karmaşık mertebe koşulları 

içeren, daha yüksek mertebeden yöntemlerin yapılandırılmasındaki güçlüğün 

giderilmesi için yazarlar [19]’da bağımsız ara aşamaları tanımlamıştır. 
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Kloeden [20]’de SDD için yüksek mertebeden nümerik yöntemlerin sistematik 

olarak Stokastik Taylor açılımından (STA) elde edilebileceğini belirtmiş, çeşitli 

gelişmelerle beraber kodlama aşamasında karşılaşılan sorunları ve açık araştırma 

alanlarını not düşmüştür. 

 

Rössler [21]’de tek boyutlu bir Wiener sürecine göre Itô SDD sistemlerinin güçlü 

yakınsaması için SRK yöntemlerinin yeni bir sınıfını tanımlamıştır. Bir SRK metodu 

için güçlü anlamda en az 3/2 mertebe ile yakınsayan bazı katsayılar bulunmuştur. 

Bunun yanında, küçük gürültülü SDD için deterministik mertebesi 4 olan özel bir 

SRK metodu önerilmiştir. 

 

Kim ve Stanescu tarafından [22]’de SDD’lerin çözümü için düşük depolamalı, 3/2 

güçlü yerel mertebeli sayısal yöntemler uyarlanmış ve hem komütatif hem de 

komütatif olmayan m-boyutlu SDD üzerinde test edilmiştir. 

 

[15]’te, Rössler tarafından komütatif, skaler, köşegen veya toplamsal gürültü gibi 

özel durumları içeren SDD sistemleri için 1 ve 3/2 güçlü yakınsaklık mertebesinden 

SRK yöntemleri tanımlanmıştır. Tüm verilen SRK yöntemlerinde, iyi bilinen 

yöntemlere kıyasla önemli ölçüde hesaplama karmaşıklığı azaltılmıştır. Yazar, zayıf 

ve güçlü yaklaşımların verildiği kapsamlı bir literatür çalışması sunmuştur. 

 

Ekonomik deterministik RK yöntemlerinin stokastik uzantısı [23]’te verilmiştir. 

Verilen sınıf açık, üç aşamalı ve 1 güçlü yakınsaklık mertebesindendir. 

 

Kapalı yöntemler, onların mertebeleri ve kararlılık analizleri için okuyucu 

Kloeden ve Platen [24], Burrage ve Tian [25], Loghmani [26], Wang [27], 

Haghighi ve ark. [28] çalışmalarına başvurabilir. 

 

Şimdi, küçük gürültülü Itô SDD için SRK tipli yöntemleri içeren ilgili literatüre 

geçelim. Özellikle küçük gürültüyü göz önüne alan Milstein ve Tretyakov [29-31] 

verdikleri yöntemlerin yakınsaklık mertebelerini ayrıntılı incelemişlerdir. Güçlü 

yakınsaklık mertebesi 3/2 ve zayıf yakınsaklık mertebesi 2 olan yöntemler sırasıyla 
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Rössler [21, 32] çalışmalarında verilmiştir. Komori [33], küçük gürültü için 

deterministik mertebesi 4 olan ve 2 zayıf yakınsaklık mertebesindeki SRK 

yöntemlerini önermiştir. Yazar iki aşamalı, kapalı, 1. veya 2. mertebeden SRK 

yöntemi için kararlılık özelliklerini [34] çalışmasında incelemiştir. Açık başka bir 

yöntem için okuyucu [35] çalışmasına başvurabilir. Buckwar ve ark. [36] 

deterministik mertebesi 2 ve 3 olan iki aşamalı iyileştirilmiş SRK yöntemini 

önermişler ve bu yöntemin hata analizlerini yapmışlardır. Buckwar ve Riedler [37] 

sıçramalı-difüzyon DD için RK-Maruyama yöntemlerini ele almışlar ve özellikle 

küçük gürültü için bu yöntemlerin sıçramasız durumu da içeren lokal ve global hata 

davranışlarını analiz etmişlerdir. Buckwar ve arkadaşlarının makalelerini referans 

alan, sabit değil de uyarlanabilir (adaptive) adım boyu kullanılan ve küçük gürültülü 

SDD için yerel hata analizleri yapan iki çalışma Valinejad ve Hosseini [38, 39]’dur. 

RKF katsayılarını kullanan, uyarlanabilir başka bir yöntem için okuyucu Averina ve 

ark. [40] çalışmasına başvurabilir. Wang [41], çarpımsal gürültü içeren SDD için 

kararlılık (A-stability) özelliğine sahip SRK yöntemleri incelemiş ve güçlü 

yakınsaklık mertebelerini hesaplamıştır. Tang ve Xiao [42], DD sistemlerinin 

çözümleri için açık, yarı kapalı ve kapalı SRK tipli yöntemleri vermişlerdir. 

Difüzyon teriminde küçük bir çarpan olan Itô SDD için SRKF yöntemi [43]’te 

önerilmiştir.  
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BÖLÜM 3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

3.1.  Ön Bilgiler 

 

Temel olasılık teorisi bilgisinin mevcut olduğu düşünülerek, bu bölümde bazı gerekli 

tanımlara, özelliklere, teoremlere, örneklere ve literatürden bazı temel nümerik 

yöntemlere yer verilmiştir. Stokastik analiz ile ilgili daha ayrıntılı bilgi için okuyucu 

[44-45] kaynaklarına başvurabilir.  Nümerik yöntemleri tartışmaya STA tipli 

yöntemlerden başlanmıştır.  

 

3.1.1. Stokastik Süreç 

 

Tanım 3.1. ( ), , PW Á  olasılık uzayı olmak üzere, W  örnek uzayı üzer!nde 

tanımlanmış, Á-ölçüleb!len, reel değerl! ( )X X w=  fonks!yonuna rastgele 

değ"şken den!r. 

 

Tanım 3.2. T Í  olsun. Eğer reel değerl! ( ),X tw  veya ( )tX w  fonks!yonu her 

t TÎ  !ç!n W  örnek uzayında tanımlanmış b!r rastgele değ!şken !se bu fonks!yona 

rastgele fonks"yon, eğer T += +  ve t  parametres! zamanı !fade ed!yorsa bu 

durumda ( ),X tw  rastgele fonks!yonuna stokast"k süreç den!r. Genell!kle, süreç 

kısaca ( )X t  veya tX  !le göster!l!r. 

 

Bu tanımdan görüleceğ! g!b! stokast!k süreç, rastgele değ!şkenden farklı olarak w  

değ!şken!n!n yanı sıra t  zamanına bağlı b!r fonks!yondur.  

 

Tanım 3.3. Eğer ( ),X tw  rastgele fonks!yonunda b!r an !ç!n bel!rs!zl!k faktörünün 
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ortadan kalktığı düşünülürse, bu fonks!yon sadece t  parametres!ne bağlı, rastgele 

olmayan b!r fonks!yon olur. Bu durumda stokast!k sürec!n b!r real"zasyonu elde 

ed!l!r. 

 

3.1.2. Brown Hareketi Süreci ve Özellikleri 

 

Tanım 3.4. [ )( ), 0,tB B t= Î ¥  stokast!k sürec! aşağıdak! şartları sağlıyorsa 

(Standart) BHS adını alır. 

 

a. 0 0,B =  süreç or!j!nden başlar. 

b. tB  sürec!n!n artımları durağan ve bağımsızdır, yan! 0 1 ... nt t t< < <  !ç!n 

( ) ( ) ( )
1 0 2 1 1

, ,...,
n nt t t t t tB B B B B B

-
- - -  bağımsız rastgele değ!şkenler ve 

( )t sB B-  !le ( )t h s hB B+ +-  aynı dağılıma sah!pt!r.  

c. tB  sıfır ortalamalı, t  varyanslı normal dağılıma uyan rastgele değ!şkend!r 

( )(0, ) .tB N t )(0, ) .)N(0, ))  

 

Teorem 3.1. 0 s t£ <  !ç!n (0, ).t sB B N t s- -(0,N (0,(0N (0(0(0  

İspat: ( ) ( ) ( )0t t s s t s sB B B B B B B B= - + - = - +  şekl!nde yazılır ve her !k! tarafın da 

beklenen değer! alınırsa  

 

[ ] [ ] [ ]t t s sE B E B B E B= - +  

 

olur ve [ ] [ ] 0t sE B E B= =  olduğundan 

 

[ ] 0t sE B B- =  

 

bulunur.  Her !k! tarafın varyansı alındığında !se ( )t sB B-  !le ( )0sB B-  artımlarının 

bağımsız olma özell!ğ!nden  
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( ), 0t s sCov B B B- =  

 

ve 

 

( ) ( ) ( )t t s sVar B Var B B Var B= - +  

 

elde ed!l!r. Buradan ve Tanım 3.4’ten ( ) ( ), t sVar B t Var B s= =  olduğundan ve 

 

( )t sVar B B t s- = -  

 

bulunur. Dolayısıyla, ( )t sB B-  de 0  ortalamalı, ( )t s-  varyanslı normal dağılımlı 

süreçt!r. 

 

Teorem 3.2. 0 s t£ <  !ç!n ( ),t sCov B B s= . 

İspat: Y!ne ( )t sB B-  !le sB  bağımsız olduğundan 

 

( )( ) ( )( ) ( ) [ ]

( ) [ ] [ ]2

( , ) ,

0

t s t s s s t s s s t s s s

t s s s t s s

Cov B B Cov B B B B E B B B B E B B B E B

E B B B E B E B B E B s s

é ù é ù= - + = - + - - +ë ûë û

é ùé ù= - + = - + = ¹ë û ë û
 

şekl!nde !spat tamamlanır. 

 

Sonuç 3.1. Teorem 3.2’ye göre, tB  ve sB süreçler! bağımlı rastgele değ!şkenlerd!r. 

BHS’n!n b!r real!zasyonu Şek!l 3.1’de ver!lm!şt!r.  

 

Önerme 3.1. BHS hemen hemen her yerde türevs!zd!r, yan! neredeyse tüm 

real!zasyonları b!r t  noktasında türevl! değ!ld!r. 
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Şekil 3.1. Brown hareketinin bir realizasyonu 

 

İspat: Eğer türev mevcutsa  

 

0
lim t t t

t

B B

t

+D

D ®

-

D
 

 

formunda olmalıdır. Türev sürec!n!n varyansı hesaplandığında 

 

( )
( )

( )2 20 0 0 0

1 1 1
lim lim lim limt t t

t t t
t t t t

B B
Var Var B B t

t tt t

+D
+D

D ® D ® D ® D ®

-æ ö = - = D = = ¥ç ÷D Dè ø D D
 

 

şekl!nde elde ed!l!r.  

 

Ş!md! türev!n sonlu olmadığını, yan! dağılımsal olarak sonsuza g!tt!ğ!n! gösterel!m. 

(0, )t t tB B N t+D - D(0, )N (0, )(0, )(0N (0,(0,  olduğundan, (0,1)Z N (0,1)N  standart normal rastgele değ!şken 

olmak üzere, 

 

t t tB B
Z

t

+D -
=

D
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olur ve  

t t tB B Z

t t

+D -
=

D D
 

 

şekl!nde elde ed!l!r. 

 

Çok büyük M  sayısı !ç!n türev!n sonsuza g!tme olasılığı, 

 

,
Z Z Z

P M P M M
t t t

ì ü ì ü
> = > < -í ý í ý

D D Dî þî þ
 

 

elde ed!l!r. Özel olarak, 20 810 , 10t M-D = =  alınırsa, standart normal dağılım 

tablosundan olasılık { }0,01 0,992 1P Z > = @  olarak okunur. Bu da türev!n 

dağılımsal olarak sonsuza g!tt!ğ!n! göster!r [46]. 

 

Örnek 3.1. (Geometr"k BHS) 

 

BHS negat!f değerler alab!lmekted!r, ancak örneğ!n h!sse sened! f!yatları g!b! bazı 

çokluklar negat!f olamaz. Bu tür modellerde, Geometr!k BHS: 

 

2

exp( ( )), 0
2

t tX B t t
s

s m= + - ³  

 

kullanılab!l!r. Burada, m  sürüklenme (dr!ft) ter!m! ve s  d!füzyon ter!m! adını alır. 

Standart durumda 0m =  ve 1s =  olarak alınır. ,Z  standart normal dağılımlı 

değişken olmak üzere [ ]
2

exp( ) exp
2

l
l

æ ö
= ç ÷ç ÷

è ø
E Z  olduğundan tX  sürec!n!n beklenen 

değer! ve varyansı: 

 

                   [ ] [ ]
2 2

exp( ( )) exp( ( )) exp( )
2 2

t t tE X E B t t E B
s s

s m m s
é ù

= + - = -ê ú
ë û
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( )22 2

exp( ( )) exp( ) exp( ( ))exp( ) exp( ) ,
2 2 2

t
t E Z t t t

ss s
m s m mé ù= - = - =ë û  

 

( )

2 2 2

2

2 2

exp(2 (2 )) exp( (2 )) exp(2 )

2
exp( (2 ))exp( ) exp(2 ) ,

2

tt
E X E B t t E Z t

t
t t t

s m s m s s

s
m s m s

é ùé ù é ù= + - = -ë û ë û ë û

= - = +

 

 

[ ]22 2 2( ) exp(2 ) exp(2 ) exp(2 )(exp( ) 1)t tt
Var X E X E X t t t t tm s m m sé ù= - = + - = -ë û  

 

şekl!nde bulunur. 

 

3.1.3. Toplam ve Kuadratik Varyasyonlar 

 

Tanım 3.5. [ ],a b  aralığının b!r parçalanışı 0 1 ... na t t t b= < < < =  olmak üzere, reel 

sayılar üzer!nde tanımlı b!r g  fonks!yonu !ç!n 

 

[ ]( ) 1

1

, sup ( ) ( )
n

g i i

i

V a b g t g t -
=

= -å  

 

değer!ne g  fonks!yonunun toplam varyasyonu den!r. Üçgen eş!ts!zl!ğ!nden açıktır 

k!, sağ tarafa yen! değerler eklend!kçe sağ tarafın değer! artar. 

 

[ ],a b  aralığının parçalanışları üzer!nden supremum (maks!mum) alındığından 

( )1
1
max i i

i n
t td -

£ £
= -  olmak üzere toplam varyasyon, 

 

[ ]( ) 1
0

1

, lim ( ) ( )
n

g i i

i

V a b g t g t
d

-
® =

= -å  

 

şekl!nde hesaplanır.  
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Eğer [ ]( ),gV a b <¥  !se g  fonks!yonu  aralığı üzer!nde sonlu varyasyona 

sah"pt"r den!r. [ ]( )0,gV t  yer!ne kısaca ( )gV t  göster!m! kullanılır. Açıktır k! ( ) ,gV t  

t  değ!şken!n!n azalmayan b!r fonks!yonudur. Ayrıca, sonlu varyasyona sah!p b!r 

fonks!yonunun süreks!zl!k noktalarının tamamı sıçramalıdır ve bunlar sayılab!l!rd!r.  

 

Eğer ( )g t  fonks!yonu sürekl! türeve sah!p, 
0

( ) ( )

t

g t g s ds¢= ò  ve 
0

( )

t

g s ds¢ < ¥ò  !se 

ortalama değer teorem!nden [ ]1,i i it te -Î  olmak üzere, toplam varyasyon; 

 

( ) 1 1

1 1 0

lim ( ) ( ) lim ( )( ) ( )

tn n

g i i i i i
n n

i i

V t g t g t g t t g s dse- -
®¥ ®¥= =

¢ ¢= - = - =å å ò  

 

şekl"nde elde ed"l"r. Sınırlı türeve sah"p fonks"yonlar sonlu varyasyona sah"pt"r. 

 

Tanım 3.6. [ ]0, t  aralığının b"r parçalanışı 0 10 ... nt t t t= < < < =  ve ( )1
1
max i i

i n
t td -

£ £
= -  

olmak üzere, reel sayılar üzer"nde tanımlı b"r g  fonks"yonunun kuadrat!k 

varyasyonu:  

 

[ ] ( )21
0

1

( ) lim ( ) ( )
n

i i

i

g t g t g t
d

-
® =

= -å  

 

şekl"nde tanımlanır. Sürekl" ve sonlu varyasyona sah"p b"r fonks"yonun kuadrat"k 

varyasyonu 0’dır [45]. 

 

3.1.4. Riemann-Stieltjes İntegralleri   

 

Tanım 3.7. f  ve g   fonks"yonları reel sayılar kümes" üzer"nde tanımlı olsun. 

0 1 ... na t t t b= < < < =  ve 1,2,...,i n=  "ç"n [ ]1,i i iy t t-Î  olmak üzere, 

1( ) ( )i i ig g t g t -D = -  şekl"nde tanımlansın. Eğer 

[ ],a b
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( )1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

n i i i i i

i i

S f y g t g t f y g-
= =

= - = Då å  

 

olmak üzere, 

 

1

lim lim ( )
n

n i i
n n

i

S S f y g
®¥ ®¥ =

= = Då  

 

l"m"t" mevcut "se bu l"m"te f  fonks"yonunun g  fonks"yonuna göre [ ],a b  aralığı 

üzer"nde R!emann-St!eltjes !ntegral! den"r ve bu "ntegral 

 

( ) ( )

b

a

S f t dg t= ò  

 

şeklinde gösterilir. Eğer f  sürekli ve g  sonlu varyasyona sahipse ( g  türevli olmak 

zorunda değildir.) Riemann-Stieltjes integrali mevcuttur. Riemann-Stieltjes 

integralinde ( )g t t=  alınırsa Riemann integrali elde edilir. Itô Stokastik İntegrali, 

Riemann-Stieltjes integrali formunda tanımlanmıştır. 

 

Tanım 3.8. Eğer her t TÎ  "ç"n  

 

( ) ( )( )2

lim , , 0n
n

E X t X tw w
®¥

- =  

 

oluyorsa ( )( ),nX tw  stokast"k fonks"yonlar d"z"s" ( ),X tw  stokast"k fonks"yonuna 

kuadrat!k orta anlamda yakınsar den"r ve  

 

( ) ( )
. .

, ,w w@
m s

nX t X t  

 

şekl"nde göster"l"r. 
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3.1.5. Itô Stokastik İntegrali 

 

BHS türevl" olmadığından tdB

dt
 anlamlı değ"ld"r. Ancak BHS’n"n sonsuz küçük 

artımları anlamlıdır. Bu artımlar: 

 

(0, )t t dt tdB B B N dt+= - (0, )N dt(0,(0,  

 

şekl"nde rastgele değ"şkend"r. R"emann "ntegral" dt  d"ferans"yel"ne göre alınırken, 

Itô "ntegral" tdB  d"ferans"yel"ne göre alınır. Dolayısıyla, R"emann "ntegral"n"n sonucu 

sadece b"r reel sayı "ken, Itô "ntegral"n"n sonucu b"r rastgele değ"şkend"r.  

 

Standart normal dağılımın özell"kler"nden yararlanarak aşağıdak" sonuçlar elde 

ed"leb"l"r: 

 

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

2 2

,

( ) .

t t dt t

t

dB B B Z dt Z dt

E dB E Z dt Var Z dt dt

+= - = =

é ù é ù= = =ë ûë û

 

 

Kısm" "ntegrasyondan yararlanarak, 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 22 4 22 1 2 0tE dB dt E Z dt dt E Z Z dt dt

é ù é ù é ù- = - = - + = ®ê ú ê ú ë ûë ûë û
 

 

elde ed"l"r, yan" ( )2tdB  kuadrat"k orta anlamda ,yedt  yakınsar ( )
.

2
.

m s

tdB dt
æ ö

@ç ÷
è ø

 

 

Ş"md", 
0

t

s sI B dB= ò  "ntegral"n" R"emann-St"eltjes "ntegral" olarak yazalım. Burada, 

0 10 ... nt t t t= < < < =   ve 1,2,...,i n=  "ç"n 1i i it t -D = -  olmak üzere, 
1i t ti i

B B B
-

D = -  

şekl"nde tanımlayalım. Kısm" toplamlar d"z"s" 
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( ) ( )2

1 1 1 1 1
1 1 1

n n n

n t i t t t t t ti i i i i i i
i i i

S B B B B B B B B
- - - - -

= = =

= D = - = -å å å  

 

şekl"nde elde ed"l"r. Tam kare açılımından, 

 

                          ( )22 2

1 1

1

2
t t t t ii i i i

B B B B B
- -

é ù= + - D
ë û

 

 

kısm" toplamlar d"z"s"nde yer"ne yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )
2

2 22 2 2

1 1 1
1 1 1

1 1

2 2 2

n n n
t

n t t t t t i ii i i i i
i i i

B
S B B B B B B B

- - -
= = =

é ù= - = - - D = - D
ë ûå å å  

 

olarak elde ed"l"r.  

 

Buradak" ( )2
1

n

i

i

B
=

Då  ter"m" ( )nQ t  olarak "s"mlend"r"ls"n. Her 1,2,...,i n=  "ç"n 

1i t ti i
B B B

-
D = -  artımlarının bağımsız olma özell"ğ" kullanılarak, ( )nQ t  "fades"n"n 

beklenen değer" ve varyansı, 

 

[ ] ( ) ( )22

1
1 1

( )
n n

n i t ti i
i i

E Q t E B E B B
-

= =

é ù é ù= D = -ê ú ê úë ûë û
å å  

( ) ( )11
1 1

,
n n

t t i ii i
i i

Var B B t t t--
= =

= - = - =å å  

 

( ) ( ) ( )22

1
1 1

( )
n n

n i t ti i
i i

Var Q t Var B Var B B
-

= =

æ ö
= D = -ç ÷

è ø
å å  

                                      ( ) ( )
2

4 2

1 1
1

n

t t t ti i i i
i

E B B E B B
- -

=

ì üï ïæ öé ù é ù= - - -í ýç ÷ê ú ê úë û ë ûè øï ïî þ
å  

                                  ( ) ( )( )224 2
1 1

1

n

i i i i

i

E Z t t E Z t t- -
=

ì üé ù é ù= - - -í ýë ûë ûî þ
å  
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                                                      { }2 2 2

1 1

3 2
n n

i i i

i i= =

= D -D = Då å  

 

şekl"nde bulunur. n ®¥  "ken l"m"te geç"l"rse; ( )1
1 1
max max 0i i i

i n i n
t t -

£ £ £ £
- = D ®  

olduğundan 

 

( ) 2

1 1

( ) 2 2 max 2 max 0
n n

n i i i i

i i

Var Q t t
= =

= D £ D D = D ®å å  

 

olur. Y"ne [ ]( )nE Q t t=  ve ( )( ) 0nVar Q t =  olduğundan 

 

( )2( ) 0nE Q t té ù- =
ë û

 

 

olarak elde ed"l"r (Önerme 4.9.1, Sayfa 104, [45]). Böylece, ( )nQ t  kuadrat"k orta 

anlamda t  ye yakınsar. Bu durumda, 

 

( )
.

2

0

1

2

t m s

s s tI B dB B t= @ -ò  

 

aranan "ntegral"n sonucudur. Aslında, Itô stokast"k "ntegraller", R"emann-St"eltjes 

toplamlarının kuadrat"k orta anlamda l"m"t"d"r.  

 

I  Itô "ntegral"n"n ortalaması, 

 

                  ( ) ( )2 2

0

1 1
0

2 2

t

s s t tE B dB E B t E B t
é ù é ù é ù= - = - =ê ú ê ú ë ûë ûê úë û
ò  

 

şekl"nde, varyansı "se 
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                                      ( ) ( )2 2

0

1 1

2 4

t

s s t tVar B dB Var B t Var B
æ ö æ ö= - =ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø
ò  

        
( ) ( )2 2

4 2 4 2 2
2 2 23

4 4 4 2

t tE B E B E Z t E Z t t t t
é ù é ù é ù é ù- - -ë û ë û ë û ë û= = = =  

 

olarak bulunur. 

 

Özell!k 3.1. R"emann "ntegraller"n"n sah"p olduğu toplamsallık, homojenl"k ve 

ayırma özell"kler" Itô "ntegraller "ç"n de geçerl"d"r. D"ğer bazı temel özell"kler aşağıda 

ver"lm"şt"r. 

 

a. ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 2 1 1
10

t n

s t t t t t t t ti i n n
i

dB B B B B B B B B
- -

=

= - = - + - + + -åò (1 11 1(1 11 11 1(1 11 1(1 11 1((B(1 11 1(1 11 11 1(BB(t tt tt t(1 11 11 11 1(  

0 0t t t tn
B B B B B= - = - =  

b. ( )
b

s b a

a

cdB c B B= -ò  

c. İzometri özelliği 

( )
2

2

0 0

( , ) ( , )  

t t

s s sE f B s dB E f B s ds

é ùæ ö é ù
ê ú =ç ÷ ê úç ÷ê ú ê úè ø ë ûë û
ò ò  

d. Kovaryans özelliği 

0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )  

t t t

s s s s s sE f B s dB g B s dB E f B s g B s ds
é ù é ù

=ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û
ò ò ò  

 

3.1.6. Stokastik Diferansiyel ve Itô Kuralı 

 

Stokast"k d"ferans"yel alma kuralları temel anal"zdek" bazı d"ferans"yel kurallarıyla 

benzeş"r. Burada unutulmamalıdır k",  ( )2tdB dt=  ve ( )2 0tdt dB dt= =  şekl"nded"r. 
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Aşağıdak" kuralların "spatında tX  sürec"n"n d"ferans"yel"n"n tanımı t t dt tdX X X+= -  

kullanılır. Aşağıdak" özell"kler sağlanır. 

 

a. ( ) ( )t td cX cd X=  

b. ( ) ( ) ( )t t t td X Y d X d Y=) ( ) ( )t t t t) ( ) (Y d X d) ( ) Y(t t t tt t t t) ( ) (  

c. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t td X Y X d Y Y d X d X d Y= + +             (3.1) 

d. ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )t t td f t Y f t d Y Y d f t= +                                                     (3.2) 

 

Itô kuralı klas"k anal"zdek" z"nc"r kuralının benzer"d"r. Klas"k anal"zdek" Taylor 

açılımında olduğu g"b" "k"nc" mertebe türevler" "çeren ter"mler göz ardı ed"lmez, 

üçüncü ve daha yüksek mertebeden türevler" "çeren ter"mler "hmal ed"l"r. Yararlanılan 

formüller (3.3) eş"tl"kler"yle ver"lm"şt"r. 

 

( )

( )

2

2
2

2

2

2

1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2

1
( ( , ))

2

1

2

t t t t t t t t

t t t

x Bt

t

x Bt

d f B f B dB f B dB f B dB f B dt

f f f
d f t B dt dB dB

t x x

f f f
dt dB

t xx

=

=

¢ ¢¢ ¢ ¢¢= + = +

æ ö¶ ¶ ¶
= + +ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶è ø

é ùæ ö¶ ¶ ¶
= + +ê úç ÷ç ÷¶ ¶¶ê úè øë û

 (3.3) 

 

            

[ )0,tÎ ¥  için, bilinen ( ), , PW Á  olasılık uzayı üzerinde tanımlı tX  sürekli stokastik 

süreç, { }0 1P X V= =  ve tB  de BHS olmak üzere, Itô formunda verilen SDD ve 

onun eşdeğer "ntegral denklem" sırasıyla: 

 

0 0

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , )

t t t t

t t

t s s s

dX a t X dt b t X dB

X a s X ds b s X dBV

= +

= + +ò ò
 

(3.4) 
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şekl"nded"r. Burada ( ), ta t X  fonks"yonuna sürüklenme ter"m", ( ), tb t X  

fonks"yonuna "se d"füzyon ter"m" adı ver"l"r. 

 

Örnek 3.2. ,m s  sabitler olmak üzere,   

 

0 0

t t t tdX X dt X dB

X x

m s= +ì
í

=î
 

 

denklemi için stokastik diferansiyel alma kurallarını göz önünde bulunduran 

deterministik çözüm yöntemi uygulanırsa,  

 

t
t

t

dX
dt dB

X
m s= +ò ò ò  

t Bt
tX ke

m s+=  

 

(3.5) 

 

Burada ( )k k t=  şeklindedir. (3.5) eşitliğinin her iki tarafının da diferansiyeli alınırsa 

(3.2) eşitliğinden 

 

( ) ( )t B t B t Bt t t
tdX d ke e dk kd e

m s m s m s+ + += = +  

 

elde edilir. ( , ) t xf t x em s+=  olmak üzere, (3.3) kuralından ,tf fm=  ,xf fs=  

2
xxf fs=  ve 

 

2

2

t B t Bt t
t tdX e dk ke dt dB

m s m s s
m s+ + æ öæ ö

= + + +ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø
 

 

(3.6) 

 

 

şeklindedir. (3.5) ve (3.6) eşitlikleri esas denklemde yerine yazılırsa, 
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2

2

t B t B t B t Bt t t t
t te dk ke dt dB ke dt ke dB

m s m s m s m ss
m s m s+ + + +æ öæ ö

+ + + = +ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø
 

2

2

dk
dt

k

s
= -  

2

2 ,

t

k ce

s
-

=  

2
2

2
2

t Bt t
t B t Bt t

tX ke ce e ce

s
m ss

m s m s

æ ö
ç ÷- +

- ç ÷+ + è ø= = =  

 

şeklinde denklem çözülmüş olur. Başlangıç koşulu uygulanırsa denklemin çözümü: 

 

2

2

0

t Bt

tX x e

s
m s
æ ö
ç ÷- +
ç ÷
è ø=  

 

şeklinde Geometrik BHS olarak bulunur.  

 

Örnek 3.3. r ve a  sab#tler olmak üzere, 

 

a= +t t tdX rdt X dB  

 

d#ferans#yel denklem#nde determ#n#st#k d#ferans#yel denklemler#n çözümünde 

kullanılan #ntegral çarpanı yöntem# uygulanırsa bu çarpan, 

 

1 2 1 2
2

0 0 2

a a a a
r

- +ò ò - +
= =

t t
dB ds

B ts
t

e et  

 

şekl#nde alınır [45]. 

   

Itô formülü (3.3)’ten, ( )
21

2,
x t

f t x e
a a- +

=  olarak alındığında, (3.6) eş#tl#ğ#ndek# 

#şlemlere benzer şek#lde  
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( )

2 2 2

2 2

1 1 12
22 2 2

1 1

2 22 2

1

2 2

     

a a a a a a

a a a a

a
r a a

a a r a a

- + - + - +

- + - +

= - +

= - + = -

t t t

t t

B t B t B t

t t

B t B t

t t t

d e dt e dB e dt

e dB e dt dt dB

 

 

şekl#nded#r. (3.1)’den 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2

22 2

22 2 ,

r r r r

r a a r a a r a a

a r a r r ar r a a r

a r a r r

= + +

= - + + + + -

= - + + + -

+ - =

t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t

d X X d dX d dX

X dt dB rdt X dB rdt X dB dt dB

X dt X dB rdt X dB r dt r dB dt

X dB dt X dB rdt

 

 

ve buradan 

 

( ) ( )2 2

0 0

0

1 1

2 2
0 0

0 0

,

1 t t s

t

t t s

t t
B t B B t s

t s
t t

X X r ds

r
X X ds X e r e ds

a a a a

r r r

r
r r

- - - -

= +

= + = +

ò

ò ò

 

 

şekl#nde bulunur. 

 

3.2.  Sayısal Yöntemler  

 

Bu bölümde tezde kullanılan bazı sayısal yöntemler verilmiştir. 

0 10 Nt t t T= < < < =Nt TNttN  olmak üzere, [ ]0,T  aralığının { }0 1, ,..., Nt t t  parçalanışı ve her 

0,1, , 1n N= -, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1  için adım boyu 1n nh t t+= -  şeklinde eşit seçilerek n tn
Y X@  olacak 

şekilde tn
X  analitik çözümünün yaklaşım sürecini nY  ile gösterelim. 
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3.2.1. Euler-Maruyama Yöntemi 

 

( ) ( )0 , ,t t t tX X a t X dt b t X dB= + +  

 

SDD #ç#n yaklaşım sürec#, 

 

( ) ( )1 , , , 0,1,2, , 1 (3.7)n n n n n n nY Y a t Y h b t Y B n N+ = + + D = -, , 1, ,,, ,, ,

 

şekl#nde elde ed#ld#ğ#nde en bas#t ve en b#l#nen Taylor yaklaşımı, Euler-Maruyama 

Yöntem" (EMY) elde ed#l#r [47]. Burada, 1 (0, )n n nB B B N h+D = - (0, )N (0,(0  şekl#nded#r. 

 

3.2.2. Milstein Yöntemi 

 

Bu yöntem EMY’nin hatasını azaltır. EMY’den farklı olarak difüzyon teriminin 

türevini içerir. Yaklaşım süreci (3.8) eşitliği ile verilmiştir [6]. 

 

( ) ( ) ( )( )2

1

( , )1
, , ( , )  (3.8)

2

0,1,2, , 1

n
n n n n n n n n n n

x Yn

b t x
Y Y a t Y h b t Y B b t Y B h

x

n N

+
=

¶
= + + D + D -

¶

= -, 1,,

 

Burada ( )( )2

nB hD -  terimi 
2

0 0 0
2

h u h
h

s u u u

u s u

B h
dB dB B dB

= = =

-
= =ò ò ò  şeklindeki karışık 

stokastik integrallerden biridir. 

 

3.2.3. Stokastik Taylor Açılımı (Wagner-Platen Açılımları) 

 

Sadece sürece bağlı katsayılara sahip olan 

  

( ) ( ) (3.9)t t t tdX a X dt b X dB= +

 

diferansiyel denklemi alınsın. Itô formülünden, 
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( )21

( ( )) ( ) ( )
2

t t t t td f X f X dX f X dX¢ ¢¢= +
 

 

elde edilir. Burada (3.9) eşitliğindeki tdX  yerine yazılırsa, 

 

            

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22

( ( )) ( ) ( )

1
                   ( ) 2

2

t t t t t t

t t t t t t t

d f X f X a X dt f X b X dB

f X a X dt a X b X dtdB b X dB

¢ ¢= +

¢¢+ + +
 

 

elde edilir. Burada ( ) ( )22
0,t tdt dB dt dB dt= = =  olduğundan, 

 

       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

1
( ( )) ( ) ( ) ( )

2

1
               ( ) ( ) ( )

2

t t t t t t t t

t t t t t t t

d f X f X a X dt f X b X dB f X b X dt

f X a X f X b X dt f X b X dB

¢ ¢ ¢¢= + +

æ ö¢ ¢¢ ¢= + +ç ÷
è ø  

 

şeklindedir. 

 

Bu diferansiyel yazılışından integral yazılışına geçilirse, 

 

( ) ( )

( )

2 2

0 2
0

0

( ) ( )
( ) ( )

2

( )
(3.10)

t
ss s

t s

s

t
s

s s

s

b Xf X f X
f X f X a X ds

x x

f X
b X dB

x

=

=

æ ö¶ ¶
= + +ç ÷ç ÷¶ ¶è ø

¶
+

¶

ò

ò
 

şeklinde bulunur. Burada ilk integral Riemann, ikinci integral Itô anlamındadır. Daha 

basit bir şekilde ifade edebilmek için  0L  ve  1L  operatörleri,  

 

                                               

2 2

0 2

1

,
2

b
L a

x x

L b
x

¶ ¶
= +

¶ ¶
¶

=
¶  
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şeklinde tanımlanırsa (3.10) denklemi, 

 

0 0 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (3.11)

t t

t s s s

s s

f X f X L f X ds L f X dB

= =

= + +ò ò
                                                 

şeklinde olur. Burada ( )f x x=  seçilirse, 

 

                                             

2 2

0 22

b
L f a x x a

x x

¶ ¶
= + =

¶ ¶  

                                             1L f b x b
x

¶
= =

¶
 

 

şeklinde bulunur. Böylece, (3.11) denklemi (3.9) orijinal SDD’ye indirgenir. 

 

Şimdi iki katlı integrallere geçiş yapmak için (3.11) denkleminde sırasıyla 

( ) ( )t tf X a X=  ve ( ) ( )t tf X b X=  alınırsa, 

 

0 0 1

0 0

0 0 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) , (3.12)

( ) ( ) ( ) ( ) . (3.13)

t t

t s s s

s s

t t

t s s

s s

a X a X L a X ds L a X dB

b X b X L b X ds L b X dBs

= =

= =

= + +

= + +

ò ò

ò ò
                                               

elde edilir. Ayrıca (3.9) denkleminin, 

 

                                

( ) ( )0

0 0

t t

t s s s

s s

X X a X ds b X dB

= =

= + +ò ò
 

 

integral gösterilişinde (3.12) ve (3.13) ifadeleri yerine konulursa, 

 

0 0 0 1

0 0 0

( ) ( ) ( )

t s s

t z z z

s z z

X X a X L a X dz L a X dB ds

= = =

é ù
= + + +ê ú

ê úë û
ò ò ò  
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0 0 1

0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 1

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (3.14)

t s s

z z z s

s z z

t t s t s

z z z

s s z s z

t t s t s

s z s z z s

s s z s z

b X L b X dz L b X dB dB

X a X ds L a X dzds L a X dB ds

b X dB L b X dzdB L b X dB dB

= = =

= = = = =

= = = = =

é ù
+ + +ê ú

ê úë û

= + + +

+ + +

ò ò ò

ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò
 

 

elde edilir. Burada, 

 

                   ( ) ( )2 2 2

0 2

( ) ( )
( ) ,

2 2

zz z
z z

b Xa X a X b
L a X a X aa a

x x

¶ ¶
¢ ¢¢= + = +

¶ ¶
    

                   ( )1

( )
( ) ,z

z z

a X
L a X b X ba

x

¶
¢= =

¶
        

                   ( ) ( )2 2 2

0 2

( ) ( )
( ) ,

2 2

zz z
z z

b Xb X b X b
L b X a X ab b

x x

¶ ¶
¢ ¢¢= + = +

¶ ¶
                                          

                   ( )1

( )
( ) z

z z

b X
L b X b X bb

x

¶
¢= =

¶
 

 

şeklindedir. Bu durumda (3.14) ifadesi, 

 

2

0 0

0 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

t t s

z
t z z z

s s z

b X
X X a X ds a X a X a X dzds

= = =

é ù
¢ ¢¢= + + +ê ú

ë û
ò ò ò

 

0

0 0 0

( ) ( ) ( )

t s t

z z z s

s z s

b X a X dB ds b X dB

= = =

¢+ +ò ò ò
 

2

0 0

( )
( ) ( ) ( )

2

t s

z
z z z s

s z

b X
a X b X b X dzdB

= =

é ù
¢ ¢¢+ +ê ú

ë û
ò ò

 

0 0

( ) ( ) (3.15)

t s

z z z s

s z

b X b X dB dB

= =

¢+ ò ò
 

şeklinde yazılır. (3.15) ifadesindeki katsayıların bağımlılığı göz ardı edilerek bu 

katsayılar integralin dışına alınır. Bu durumda, 
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2

0 0

0 0 0 0 0

2

0

0 0 0 0 0

( )
2

     ( ) (3.16)
2

t t s t s

t z

s s z s z

t t s t s

s s z s

s s z s z

b
X X a X ds aa a dzds ba dB ds

b
b X dB ab b dzdB bb dB dB

= = = = =

= = = = =

æ ö
¢ ¢¢ ¢= + + + +ç ÷ç ÷

è ø

æ ö
¢ ¢¢ ¢+ + + +ç ÷ç ÷

è ø

ò ò ò ò ò

ò ò ò ò ò
 

olur. 

 

(3.16) ifadesindeki iki katlı integraller sırasıyla (0,0) (1,0) (0,1) (1,1), ,  ve I I I I  olarak 

adlandırılsın. Burada 0 Riemann integrali, 1 ise Itô integrali alınacağını 

göstermektedir. 

 

                

2

(0,0)

0 0

,
2

= =

= =ò ò
t s

s z

t
I dzds

 

                

(0,1) 0
0 0 0 0 0

,

t s t t t
t

s s s s t ss
s z s s s

I dzdB sdB sB B ds tB B ds
=

= = = = =

= = = - = -ò ò ò ò ò
 

 

Burada, 

0

t

s

s

sdB

=
ò  rastgele değişkeninin dağılımı incelenirse,  

 

                                                   0

0

t

s

s

E sdB

=

é ù
=ê ú

ê úë û
ò

 

 

ve Özellik 3.1 c ile verilen izometriden,  

 

                          

2
3

2

0 0 0
3

t t t

s s

s s s

t
Var sdB E sdB E s ds

= = =

é ùæ ö æ ö é ù
ê ú= = =ç ÷ ç ÷ ê úç ÷ ç ÷ê ú ê úè ø è ø ë ûë û

ò ò ò
 

 

bulunur. Dolayısıyla, 
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3

(0,1) (0, )
3

t
I N

3

(0, ), )
3

, ), )
t

, ), )I N
 

 

şeklinde elde edilir. Ayrıca, 

 

                                      

( )
0 0 0

t t t

s t s s

s s s

B ds tB sdB t s dB

= = =

= - = -ò ò ò
 

 

ve dolayısıyla,  

 

( ) ( ) ( )
2

3
2

0 0 0 0

,
3

t t t t

s s s

s s s s

t
Var B ds Var t s dB E t s dB E t s ds

= = = =

é ùæ ö æ ö æ ö é ù
ê ú= - = - = - =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú ê úè ø è ø è ø ë ûë û

ò ò ò ò  

3

(1,0)

0 0 0

(0, ),
3

t s t

z s

s z s

t
I dB ds B ds N

= = =

= =ò ò ò
3

(0, ))
3

t
N  

 

olur. Buradan (0,1) (1,0)tI tB I= -  şeklinde olduğu görülür. 

 

1
nZ  ve 2

nZ  bağımsız standart normal dağılımlı rastgele değişkenler olmak üzere,  

 

                                   
( )

3
2

1 21,0

1 1

2 3

n n
nI Z Z h Z

æ ö
= + = Dç ÷

è ø  

 

şeklinde alınacaktır. Normal dağılımlı nZD  değişkeni için 

 

                        
[ ] ( ) [ ]2 3 21 1

0, ve 
3 2

n n n nE Z E Z h E B Z hé ùD = D = D D =
ë û  

 

olur. 

 

Son olarak, 
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( ) ( )2 2
(1,1) (1) (0)

0 0 0

1 1

2 2

t s t

z s s s t

s z s

I dB dB B dB B t I I

= = =

= = = - = -ò ò ò
 

 

ile hesaplanır.  

 

Şimdi (3.11) denkleminde 1f L bº  alınıp elde edilen ifade (3.14) ifadesinde yerine 

yazılırsa, 

 

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

t t s t s t

t z z z s

s s z s z s

X X a X ds L a X dzds L a X dB ds b X dB

= = = = = =

= + + + +ò ò ò ò ò ò  

0 1 0 0 1
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1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )
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şeklindedir ve 0 1

0 0 0

( )

t s z

u z s

s z u

L L b X dudB dB

= = =
ò ò ò  integrali 2R  kalan teriminin içine 

katılmıştır.  
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olacağından (3.17) ifadesine eşdeğer STA ise, 
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olarak verilir. Bu yaklaşım literatürde Wagner-Platen Yaklaşımı (WPY) olarak 

bilinir [14]. 

 

Tanım 3.9. é ù- £ë û
p

t nn
E X Y Ch  olacak şekilde h  maksimal adım boyu ve n   

indisine bağlı olmayan 0C >  bulunabiliyorsa, kuadratik ortalama doğruluk (güçlü 

yakınsaklık) mertebesi p  olur denir. 

 

Örnek 3.4. Örnek 3.2 ile verilen Geometrik BHS için, (3.7) denklemi ile verilen 

EMY ile yapılan yaklaşımda güçlü yakınsaklık mertebesi aşağıdaki şekilde 

bulunur [6]. Bir adımlık yaklaşımda 
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mutlak beklenen hatasının mertebesi (yerel mertebe) 1p ,  
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1hE X Yé ù-ë û  

  

hata standart sapmasının mertebesi 2p  olmak üzere, eğer 2 1/ 2p ³  ve 1 2 1/ 2p p³ +  

ise genel (global) mertebe 2 1/ 2p p= -  olur. 
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olduğundan 1 2p =  elde ed#l#r. 
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bulunur ve dolayısıyla ( )
1/ 2

2

1 1 2( ) ve 1 1/ 2h hE X Y E X Y O h pé ù é ù- = - = = >ë ûë û
 

şekl#nded#r. Ayrıca, 1 2 1/ 2p p³ +  olduğundan  1/ 2p =  olarak elde edilir. 

Dolayısıyla, 

 

1/ 2( ).é ù- £ë ût nn
E X Y O h  

 

Güçlü yakınsaklık mertebeleri, EMY, Milstein yöntemi ve WPY için sırasıyla 1/2, 1 

ve 3/2’dir. Yaklaşımın iyi, yani hatanın düşük olması için bu mertebenin yüksek 

olması istenir. 

 

Tanım 3.10. f  herhangi bir fonksiyon olmak üzere, eğer 

( ) ( ) p
T NE f X E f Y Ché ù- £é ùë û ë û  ise zayıf yakınsaklık mertebesi p  olur denir. 

 

Örnek 3.5. Geometrik BHS için (3.7) denklemi ile verilen EMY yaklaşımında zayıf 

yakınsaklık mertebesi 1’dir [48]. Bir adımlık yaklaşımda 
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( ) ( )1hE f X E f Yé ù - é ùë ûë û   

 

hatasının mertebesi ( )1p +  olur. 2( )f x x=  seçilerek,  
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olduğundan 
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şeklinde elde edilir. Buradan, 1p =  bulunur.  

 

Milstein yöntemi için de zayıf yakınsaklık mertebesi 1’dir. Güçlü yakınsaklık 

mertebeleri 1/2, 1, 3/2, 2, … gibi rasyonel sayılar olabiliyorken, zayıf yakınsaklık 

mertebeleri 1, 2, 3, … gibi tam sayılar olur. 

 

Örnek 3.6. Bu örnekte, Örnek 3.2’deki SDD’de 0 1, 0.06, 0.2 ve 1m s= = = =X T  

alınmıştır [49]. 5000 real#zasyon üzer#nden hata anal#z# yapılmıştır. k  realizasyon 

sayacı olmak üzere, ortalama mutlak hata formülü: 
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şeklindedir.  

 

Bu bölümde verilen üç yöntem (EMY, Milstein, WPY) için hesaplanan ortalama 

mutlak hatalar Tablo 3.1’de verilmiştir. Hatırlanacak olursa bu yöntemlerin güçlü 

yakınsaklık mertebeleri sırasıyla 1/2, 1 ve 3/2 idi.  

 

é ù- =ë û
p

t nn
E X Y Ch  

 

ortalama mutlak hata ifadesinde her iki tarafın da 2 tabanında logaritması alınırsa  

 

( ) ( ) ( )2 2 2log log logé ù- = +ë ût nn
E X Y C p h  

 

şeklinde elde edilir. Tablo 3.1’deki ortalama mutlak hataların 2 tabanındaki 

logaritma değerleri bağımlı değişken değerleri ve adım boyunun 2 tabanındaki 

logaritma değerleri bağımsız değişken değerleri olmak üzere, doğrusal regresyon 

yöntemiyle doğrular uydurulduğunda elde edilen katsayılar Tablo 3.2’de verilmiştir. 

( )2log h  ter#m#n#n katsayısı mertebey# bel#rtt#ğ#nden hesaplamalar tutarlıdır. 

 

Tablo 3.1. Örnek 3.6 için Ortalama Mutlak Hatalar 

h  EMY M#lste#n Yöntem# WPY 

20 2,1172E-02 8,8327E-03 1,0863E-03 

2-1 1,5326E-02 4,7107E-03 4,1221E-04 

2-2 1,1301E-02 2,4661E-03 1,5831E-04 

2-3 8,3312E-03 1,2597E-03 6,0270E-05 

2-4 5,8315E-03 6,5684E-04 2,1712E-05 

2-5 4,3120E-03 3,3667E-04 8,0950E-06 

2-6 2,9542E-03 1,6735E-04 2,8003E-06 

2-7 2,1348E-03 8,2938E-05 1,0170E-06 

2-8 1,5086E-03 4,2154E-05 3,6036E-07 

2-9 1,0326E-03 2,0633E-05 1,2293E-07 
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Tablo 3.2. Örnek 3.6 için Uydurulan Doğruların Katsayıları 

Katsayı EMY M#lste#n Yöntem# WPY 

( )2log C  -5,5107 -6,7393 -9,7338 

p  0,4823 0,9726 1,4559 

 

Örnek 3.7.   Bu örnekte, [15]’te 

 

2 21 1
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t

X B X
X

X B X

+ + -
=

+ + -
  

 

şekl#nde olan SDD’de 0 1/ 2 ve 1= =X T  alınmıştır. 5000 real#zasyon üzer#nden hata 

anal#z# yapılmıştır. Bu bölümde verilen üç yöntem (EMY, Milstein, WPY) için 

hesaplanan ortalama mutlak hatalar ve uydurulan doğruların katsayıları Tablo 3.3’te 

verilmiştir.  

 

Tablo 3.3. Örnek 3.7 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Doğruların Katsayıları 

h  EMY M#lste#n Yöntem# WPY 

20 7,2490E-02 2,2193E-02 3,4286E-02 

2-1 6,0680E-02 1,2992E-02 1,3987E-02 

2-2 4,5734E-02 8,6751E-03 5,7873E-03 

2-3 3,2086E-02 5,0227E-03 2,1251E-03 

2-4 2,2229E-02 2,6460E-03 7,8887E-04 

2-5 1,5837E-02 1,4111E-03 2,9328E-04 

2-6 1,1401E-02 7,4237E-04 1,0592E-04 

2-7 8,0396E-03 3,6978E-04 3,8291E-05 

2-8 5,6344E-03 1,8885E-04 1,3620E-05 

2-9 3,8916E-03 9,3692E-05 4,7519E-06 

( )2log C  -3,5926 -5,2099 -4,6745 

p  0,4817 0,8828 1,4302 
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3.2.4. Stokastik Runge-Kutta Tipli Yöntemler 

 

SRK tipli yöntemler deterministik RK yaklaşımlarına dayanır. Dolayısıyla, bu 

bölümde önce deterministik RK yöntemlerine değinilecektir. Ayrıntılar için okuyucu 

[50] kaynağına başvurabilir.  
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başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümünde kullanılan sÎ  aşamalı açık 

(explicit) genel RK formülasyonu, 1, ,i s= ,i s,  için , ,i i ijc aa Î  olmak üzere (3.19) 

ile verilmiştir. 
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(3.19) ile verilen RK formülasyonu, Taylor açılımlarıyla karşılaştırılırsa 1, 2, 3 ve 4. 

mertebeden olma koşulları (3.21) ile sırasıyla verilmiştir. 
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(3.4) denklemleri ile verilen SDD için, (3.19) deterministik yaklaşımının stokastik 

versiyonu (3.22) ile verilmiştir [10]. 
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olmak üzere, 
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0 0 1
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3.2.4.1 Stokastik Heun Yöntemi  

 

Güçlü yakınsaklık mertebesi 1 olan, Stokastik Heun yöntemi (SHY) (3.23) ile 

verilmiştir [51]. 

           

( )

( ) ( )

1 1

2 1 1 2 1 1

1 1 2 1 2

1
( )

2

( ), ( )

( ), ( )

1 1
(3.23)

2 2
+

é ù¢= -ê úë û
= =

= + + D = + + D

= + + + + D

n n

n n n n

n n n

F x a bb x

F F Y G b Y

F F Y F h G B G b Y F h G B

Y Y F F h G G B

 

3.2.4.2 Türevsiz Milstein Yöntemi 

 

( )ˆ
n n nY Y b Y h= +  olmak üzere, Stokastik Runge-Kutta Yaklaşımı 1’"n (SRKY1) 

formülasyonu (3.24) "le ver"lm"şt"r [14].  
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3.2.4.3 Stokastik Runge-Kutta Yaklaşımı 2 – Saito  

 

Güçlü yakınsaklık mertebesi 1 olan SRKY2’nin formülasyonu (3.25) "le 

ver"lm"şt"r [52].  
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Örnek 3.8. Örnek 3.6’daki hesaplamalar bu bölümde verilen üç yöntem (SHY, 

Türevsiz Milstein Yöntemi, SRKY2-Saito) için uygulanmış ve bulunan ortalama 

mutlak hatalar ve uydurulan doğruların katsayıları Tablo 3.4’te verilmiştir.  

 

Tablo 3.4. Örnek 3.8 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Doğruların Katsayıları 

h  SHY 
SRKY1 

Türevs"z M"lste"n 

SRKY2 

Sa"to 

20 1,2819E-03 4,5620E-03 1,2615E-04 

2-1 7,3480E-04 2,3896E-03 5,4757E-05 

2-2 4,3070E-04 1,2519E-03 2,7423E-05 

2-3 2,3970E-04 6,4314E-04 1,3489E-05 

2-4 1,3234E-04 3,3753E-04 6,8119E-06 

2-5 6,4677E-05 1,6229E-04 3,2469E-06 

2-6 3,4107E-05 8,3011E-05 1,6731E-06 

2-7 1,7283E-05 4,1919E-05 8,3211E-07 

2-8 8,6029E-06 2,0533E-05 4,1477E-07 

2-9 4,2881E-06 1,0344E-05 2,0691E-07 

( )2log C  -9.3998 -7.7031 -13.0839 

p  0.9188 0.9789 1.0175 

 

Tablo 3.5 Örnek 3.9 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Doğruların Katsayıları 

h  SHY 
SRKY1 

Türevs"z M"lste"n 

SRKY2 

Sa"to 

20 3,7910E-02 5,2854E-02 5,1393E-03 

2-1 2,6318E-02 2,6360E-02 2,5929E-03 

2-2 1,5818E-02 1,4481E-02 1,1219E-03 

2-3 8,4490E-03 7,3934E-03 4,4471E-04 

2-4 4,4972E-03 3,7017E-03 2,0609E-04 

2-5 2,3257E-03 1,8949E-03 9,6328E-05 
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Tablo 3.6 Tablo 3.5 (Devamı) 

2-6 1,1575E-03 9,4119E-04 4,6019E-05 

2-7 5,9170E-04 4,6709E-04 2,2788E-05 

2-8 3,0609E-04 2,4498E-04 1,1348E-05 

2-9 1,4998E-04 1,2355E-04 5,4490E-06 

( )2log C
 

-4,3308 -4,2100 -7,6601 

p
 0,9095 0,9732 1,1079 

 

Örnek 3.9. Örnek 3.7’daki hesaplamalar bu bölümde verilen üç yöntem (SHY, 

Türevsiz Milstein Yöntemi, SRKY2-Saito) için uygulanmış ve bulunan ortalama 

mutlak hatalar ve uydurulan doğruların katsayıları Tablo 3.5-3.6’da verilmiştir.  

 

3.2.4.4 Stokastik Runge-Kutta Yaklaşımı 3 – Newton 

 

Güçlü yakınsaklık mertebesi 1.5 olan SRKY3’ün formülasyonu (3.26) "le 

ver"lm"şt"r [12].  

 

1 1( ), ( )n nF a Y G b Y= =  

( )2 1 1 2 1

2
( ), ( 3 )

3
n n n nF a Y F h G B G b Y G B h= + + D = - D +  

( )3 1

2
( 3 3 )

9
n nG b Y G B h= + D +  

( )

( ) ( ) ( )

4 1 2 1 2

1 1 2 1 3 4 1 2 3

20 10 10
( 3 ) (3.26)

27 27 27

1 1 1
37 30 27 8 9 3

2 40 16

n n

n n n

G b Y F h G G B G h

Y Y F F h G G G B G G G h+

= - + - D -

= + + + + - D + + -

 

3.2.4.5 Stokastik Runge-Kutta Yaklaşımı 4 – Kaneko 

 

Güçlü yakınsaklık mertebesi 1.5 olan SRKY4’ün formülasyonu (3.27) "le 

ver"lm"şt"r [13].   

 

1 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 8 1 1 2 8 1

6 9 9 6 6 9 9 6
n n nY Y k k k k h k k k k B+

æ ö æ ö= + - + + + - + + Dç ÷ ç ÷
è ø è ø
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1 2 3 4 2 3 4

1 1 2 8 5 1 8 5ˆ ˆ ˆ 3 (3.27) 
6 9 9 6 18 9 63

nk k k k B k k k h
æ ö æ ö+ - + - D + - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö æ ö2 8 5 15 12 8 5 12 8 5 15 12 8 5 12 8 5 12 8 5 15 1
k k k k B kk k k k B kk kk k k k1 2 3 41 2 3 41 2 3 43 4k k k k B kk kk k k k B kk k

2 8 5 12 8 5 15 15 15 15 1
ç ÷1 2 3 43 43 43 4

6 9
1 2 3 41 2 3 43 43 43 4k k1 2 3 41 2 3 43 43 43 4k k1 2 3 41 2 3 41 2 3 43 43 43 4

æ ö5 15 15 1
B kB kB kB k

5 1

18

æ ö5 15 15 15 15 15 15 1
B kB kB kB kB kB kB k

5 15 15 15 15 1

 

Burada 1,2,3,4=i  "ç"n ˆ, ,  ve ˆ ve i i i ik k k k  değerler"  

 

{ } { } { }

{ }

0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 1 2 0 0 0
, ,

1 4 1 4 0 0 0 1 2 0 0

1 3 2 8 3 0 0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0
ˆ

13 32 5 32 0 0

7 24 1 8 1 6 0

ij ij ij

ij

a a a

a

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷= = =
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷-è ø è ø

æ ö
ç ÷-ç ÷=
ç ÷-
ç ÷ç ÷-è ø

ç} 1 21} 1
a

1 2111}a
ç}}

0
}}ijijij

çç=}ijaij}a

 

 

katsayıları kullanılarak 

 

                    
1 1 1

1 1 1

,
3

- - -

= = =

æ öD
= + +D +ç ÷ç ÷

è ø
å å å

111 ö

÷÷÷
,
ö
÷
öö

÷÷÷
i i i

n
i n ij j n ij j ij j

j j j

B
k f x h a k B a k a k  

1 1 1

1 1 1

ˆˆ , 3
i i i

i n ij j n ij j ij j

j j j

k g x h a k B a k vh a k v
- - -

= = =

æ ö
= + +D + =ç ÷ç ÷

è ø
å å å  

                    
1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ,
- - -

= = =

æ ö æ ö
= + + = +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø
å å å

æ
= ç

ææ
+

ççç
+

i i i

i n ij j ij j i n ij j

j j j

k g x h a k vh a k k g x vh a k  

                     

denklemler"nden elde ed"l"r.  

 

3.2.4.6 Stokastik Runge-Kutta Yaklaşımı 5– Rössler 

 

Güçlü yakınsaklık mertebesi 1.5 olan SRKY5’in formülasyonu (3.28) "le 

ver"lm"şt"r [15].   

 

(1,0)(0) (0) (0) (0) (0) (1) (1)

1 1

( , ) ( , ) ,
s s

i n ij n j n j n ij n j n j
nj j

I
H Y A a t c h H h B b t c h H

h= =

= + + + +å å  
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(1) (1) (0) (0) (1) (1) (1)

1 1

( , ) ( , ) ,
s s

i n ij n j n j n ij n j n j n

j j

H Y A a t c h H h B b t c h H h
= =

= + + + +å å  

(0) (0)
1

1

(1,1) (1,0) (1,1,1)(1) (2) (3) (4) (1) (1)
(1)

1

( , )

( , ) (3.28)

s

n n i n i n i n

i

s

i i i i n i n i
n ni n

Y Y a t c h H h

I I I
I b t c h H

h hh

a

b b b b

+
=

=

= + +

æ ö
+ + + + +ç ÷ç ÷

è ø

å

å

 

(3.28) ile verilen SRKY5 formülasyonu için genişletilmiş Butcher Tablosu: 

 

                                           

(0) (0) (0)

(1) (1) (1)

(1) (2)

(3) (4)

a b b

b b

T TT

T T

c A B

c A B

 

 

olmak üzere, mertebe koşullarını sağlayan katsayıları içeren ilgili Butcher Tablosu: 

 

                    

0

3/ 4 3/ 4 3/ 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0

1 4 1 4 1 2

1 1 0 1 0

1 4 0 0 1 4 5 3 1 2

1 3 2 3 0 0 1 4 3 2 3 0 1 4 3 1 3 0

2 4 3 2 3 0 2 5 3 2 3 1

-

-

- - -

- - - -
 

 

şeklinde alınabilir.  

 

Örnek 3.10. Örnek 3.6’daki hesaplamalar bu bölümde verilen iki yöntem 

(SRKY3-Newton ve SRKY5-Rössler) için uygulanmış ve bulunan ortalama mutlak 

hatalar ve uydurulan doğruların katsayıları Tablo 3.7’de verilmiştir.  
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Tablo 3.7 Örnek 3.10 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Doğruların Katsayıları 

h  
SRKY3 

Newton 

SRKY5 

Rössler 

20 1,3513E-03 1,0577E-03 

2-1 4,8490E-04 4,2318E-04 

2-2 1,8197E-04 1,6120E-04 

2-3 6,7902E-05 5,9378E-05 

2-4 2,6002E-05 2,2002E-05 

2-5 9,6504E-06 7,9057E-06 

2-6 3,4223E-06 2,8487E-06 

2-7 1,2353E-06 1,0022E-06 

2-8 4,2836E-07 3,5414E-07 

2-9 1,5565E-07 1,2485E-07 

( )2log C  -9,7334 -9,5035 

p  1,4561 1,4493 

 

Örnek 3.11. Örnek 3.7’deki hesaplamalar bu bölümde verilen iki yöntem 

(SRKY3-Newton ve SRKY5-Rössler) için uygulanmış ve bulunan ortalama mutlak 

hatalar ve uydurulan doğruların katsayıları Tablo 3.8’de verilmiştir.  

 

Tablo 3.8 Örnek 3.11 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Uydurulan Doğruların Katsayıları 

h  
SRKY3 

Newton 

SRKY5 

Rössler 

20 3,1758E-02 2,0158E-02 

2-1 1,3144E-02 2,3181E-02 

2-2 5,3544E-03 4,1846E-03 

2-3 2,1400E-03 1,7602E-03 

2-4 7,8350E-04 6,9081E-04 

2-5 2,8576E-04 2,6642E-04 

2-6 1,0914E-04 1,0574E-04 

2-7 3,7828E-05 3,7462E-05 

2-8 1,3972E-05 1,4201E-05 

2-9 4,8321E-06 4,8664E-06 

( )2log C  -4,9306 -4,7725 

p  1,3965 1,4142 

 



 

 

45 

 

3.2.4.7 Stokastik Runge-Kutta Yaklaşımı 6 – Kloeden ve Platen 

 

Güçlü yakınsaklık mertebesi 1.5 olan SRKY6’nın formülasyonu (3.29) ile 

verilmiştir [14].   

 

( ) ( )

{ } { }

{ }{ } { }{ }

[ ]

1 2

1 1 1 2 1 1

1 1 2 1 2

2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

,

,

1 1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) (3.29)

2 4

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

24

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

4 3

n n

n n n

n n

n n

F Y ah b h F Y ah b h

G F b F h G F b F h

Y Y b B h a F a F Z a F a a F h

b F b F B h b F b b F B h Z
hh

b G b G b F b F B h B
h

+

= + + = + -

= + = -

= + D + - D + + -

+ - D - + - + D -D

ì ü+ - - + D - Dí ý
î þ
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BÖLÜM 4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

 

Bu bölümde $se Buckwar ve arkadaşlarının [36] çalışmasında verd$ğ$, stokast$k 

$ntegraller$ kullanan, $k$ aşamalı $y$leşt$r$lm$ş SRK yöntem$n$n; determ$n$st$k 

mertebes$ 5 olan, 6 aşamalı b$r uyarlaması ver$lm$şt$r. Küçük gürültü $ç$n 

determ$n$st$k merteben$n 2, 3 ve 4 olduğu durumlar daha önce anal$z ed$lm$şt$r. 

Dolayısıyla, bu tezde determ$n$st$k mertebe 5 olarak seç$lm$şt$r. Ancak, mertebe 

yükseld$kçe aşama sayısı artmaktadır. Terc$h ed$len herhang$ b$r determ$n$st$k 

mertebeden RK katsayıları kullanılarak yöntem uyarlanab$l$r. Bu çalışmada 

Fehlberg’$n [8]’de verd$ğ$ katsayıların uyarlanarak kullanılması terc$h ed$lm$şt$r. 

Algor$tmaların tamamlanma süreler$ ve determ$n$st$k mertebe kr$terler$ göz önüne 

alınarak aşama sayısı seç$lmel$d$r. 

 

Ayrıca bu tezde, b$l$nen SRK yöntemler$nden farklı olarak, tahm$nley$c$ $le daha $y$ 

yaklaşımlar sağlayab$lmek amacıyla, ara aşama değerler$ $y$leşt$r$lm$şt$r. 

Dolayısıyla, öner$len yöntem açık olmasına rağmen tahm$nley$c$-düzelt$c$ t$pl$ b$r 

RK yaklaşımı olarak da görüleb$l$r.  

 

4.1.  Stokastik Runge-Kutta-Fehlberg Yöntemi  

 

Bu bölümde öner$len açık yöntem olan 6 aşamalı SRKF yöntem$ ver$lm$şt$r.  

 

( )

( )

1 2

1,
2,1 1,

2 231,0
2

, 2,
21

, (0,1) bağımsız,

3 3 3
,

2 2 2 2

 kullanılan stokastik integraller,

+

+

D
+ + + D

= = = =

= = D

(0,1) bn n
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n n nht t hn n h
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( )
,

6 6
1,0

1 1

6

1

ˆ( , ) ( , )

ˆ ( , ) 1, ,6

+

= =

=

= + + + +

= + + =

å å

å , ,6

t t hn n

n n n
i n ij n j j ij n j j

j j

n n
i n ij n j j

j

I
F Y A a t c h F h B b t c h G

h

G Y A a t c h F h i

 

 

Yardımcı değ$şkenler$ ara aşama değerler$ olmak üzere, 

 

( )

( )

6 6
,

1 1
1 1

,
6

1,0

1

ˆ( , ) ( , )

ˆ( , ) .

b g

h

+
+
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+
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I
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Yöntem$n katsayılarını veren Butcher tablosu aşağıdak$ g$b$d$r. 

 

( )31 12 1 ˆ0 1 , 2 ,
4 8 13 2

T = =c c c  

( )16 6656 28561 9 20 ,
135 12825 56430 50 55

T -=β  

( )25 1408 2197 10 0 ,
216 2565 4104 5

T -=γ  

( )181 128 2197 12 20 ,
360 4275 75240 25 55

T - - -=η  

0

1 0
4

3 9 0
32 32

 (alt üçgensel),
1932 7200 7296 0

2197 2197 2197

439 3680 8458 0
216 513 4104

8 3544 1859 112 0
27 2565 4104 40

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷= -ç ÷
ç ÷

-ç ÷-
ç ÷
ç ÷- - -ç ÷
è ø

A  

 

ˆ 2= =A B A  olmak üzere, 
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ˆˆ .

T T T

c A B

c A

β γ η

 

 

Ayrıca, ( )1 1 1 1 1 1T =e olmak üzere, mertebe koşulları: 

 

ˆˆ, , 1, 1, 0,

1
ˆ ˆ, 1, 1, 1.

2

T T T

T T T T

= = = = =

= = = = -

c Ae c Ae β e γ e η e

β Ae β Be γ Ae η Ae
 

 

şekl$nded$r.  

 

Ver$len örneklerde gürültünün küçüklüğünü bel$rteb$lmek $ç$n d$füzyon ter$m$nde 

ˆ( , ) ( , )t tb t X b t Xe=  şekl$nde küçük b$r 0e >  çarpanı kullanılmıştır. Esas 

formülasyonda bu parametreye $ht$yaç duyulmamasına rağmen, gürültünün küçük 

olması mertebe koşullarının sayıca az olmasına, çözüm sürec$n$n varyansının ve 

dolayısıyla hatanın küçük olmasına sebep olmaktadır. Ayrıca, (3.4) denklem$ 0e®  

$ken determ$n$st$k denkleme yaklaşacaktır. 

 

4.2.   Simülasyon Çalışmaları 

 

Bu bölümde, Bölüm 3’te ver$len M$lste$n yöntem$ $le bu bölümde öner$len SRKF 

yöntem$n$ karşılaştırmak $ç$n anal$t$k çözümü b$l$nen üç problem üzer$nde hata 

anal$zler$ raporlanmıştır. 100 real$zasyon üzer$nden hata anal$zler$ yapılmıştır. k  

real$zasyon sayacı olmak üzere, ortalama mutlak hata formülü: 

 

100

1

1

100 =

= -å k k
T N

k

e X Y  

 

şekl$nded$r.  
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Tüm anal$zler MATLAB programı kullanılarak yapılmıştır. Daha $y$ karşılaştırmalar 

yapab$lmek üzere, yöntemler$n her adımda aynı BHS real$zasyonlarını kullanması 

$ç$n hata değerler$ tek b$r kod $ç$nde elde ed$lm$şt$r. Dolayısıyla, örnek uzayın 

elemanı olan bel$rl$ b$r durum $ç$n $k$ yöntem$n nasıl yaklaşımlar vereceğ$ 

karşılaştırılmıştır.  

 

Örnek 4.1. Örnek 3.2’de ver$len Geometr$k BHS’de 0 1, 1X T= =  olmak üzere, 

sürüklenme ve d$füzyon katsayıları sırasıyla 61, 10m s -= - =  olarak alınmıştır. 

 

SRKF yöntem$n$n formülasyonları kullanılarak MATLAB programı kullanılarak 

fonks$yonlar oluşturulmuştur. randn N(0,1)N(0,1)  olmak üzere, sürüklenme ve d$füzyon 

ter$mler$n$ tanımlayan fonks$yonlar ve ara adımlarda kullanılan EM tahm$nley$c$s$ 

sırasıyla:  

 

6Drift( ) , Difussion( ) 10 ,

Euler( , ) Drift( ) randn Difussion( )

-= - =

D = +D× + D × ×

x x x x

x x x x
 

 

şekl$nde tanımlanmıştır. Burada Euler( , )t tn n
X X +DD =  şekl$nded$r.  

 

Ek I’de ver$lm$ş olan d$ğer fonks$yonlar b$rb$r$n$ çağıran yapıdadır. Buradan, $terat$f 

denklemler: 

 

1 1 2 3

16 6656 3( , ) 0 ( , ) ( , )
4 8135 12825

n n n
n n n n n

h hh hY Y a t F ha t F a t F+ = + + + + +  

          4 5 6

28561 9 212( , ) ( , ) ( , )
13 256430 50 55

n n n
n n n

h h hh ha t F a t h F a t F+ + - + + +  

          2,
1 2 3

25 1408 3( ( , ) 0 ( , ) ( , )
2 4216 2565

n n n n
h n n n

h hB b t G b t G b t G+D + + + +  

          4 5 6

2197 124( , ) ( 2 , ) 0 ( , ))
134104 5

n n n
n n n

hb t G b t h G b t h G+ + - + + +  

          1 2 3

181 128 3( ( , ) 0 ( , ) ( , )
2 42 360 4275

n n nn
n n n

I h hb t G b t G b t G+ + + - +  
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          4 5 6

2197 12 224( , ) ( 2 , ) ( , ))
1375240 25 55

n n n
n n n

hb t G b t h G b t h G- + - + + +  

16 6656 3Drift( ) 0 F2( , , ) F3( , , )
4 8135 12825

n n n n n n

h hh hY Y h Y I Y I= + + +  

   
28561 9 212F4( , , ) F5( , , ) F6( , , )

13 256430 50 55
n n n n n n

h h hh hY I h Y I Y I+ - +  

   2, 25 1408 3( Diffusion( ) 0G2( , ) G3( , , )
2 4216 2565

n
h n n n n

h hB Y Y Y I+D + +  

   
2197 124G4( , , ) G5(2 , , ) 0G6( , , ))

134104 5
n n n n n n

h Y I h Y I h Y I+ - +  

   
181 128 3( Diffusion( ) 0G2( , ) G3( , , )

2 42 360 4275

n
n n n n

I h hY Y Y I+ + -  

   
2197 12 224G4( , , ) G5(2 , , ) G6( , , ))

1375240 25 55
n n n n n n

h Y I h Y I h Y I- - +  

 

olarak elde ed$l$r. İk$ yöntem $ç$n de [ ]0,1  aralığı 100, 1000, 10000=N  eş$t parçaya 

bölünerek hesaplamalar yapılmıştır. Mutlak hatalar ve kest$r$len mertebe değerler$ 

Tablo 4.1’de ver$lm$şt$r. 

 

Tablo 4.1. Örnek 4.1 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Kestirilen Mertebe Değerleri 

h  M!lste!n SRKF 

0.0100 1.84710E-03 1.84397E-03 

0.0010 1.84016E-04 1.83982E-04 

0.0001 1.83947E-05 1.83274E-05 

p  1.0009 1.0013 

 

Örnek 4.2. Stokast!k loj!st!k (Pearl Verhulst) denklem! [53], 

 

( )
0 0

t t t t tdX X X X dt X dB

X x

l sì = - +ï
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denklem!n!n çözümü: 

2

2

0 0

exp
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1
exp
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t t

s
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X

X s B ds
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l s
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şekl!nded!r. Burada,  
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şekl!ndek! !ntegre ed!lm!ş BHS, yaklaşık !ntegrasyon yöntemler!nden d!kdörtgenler 

kuralı vasıtasıyla üret!lm!şt!r. 0 0.2, 20X T= =  olmak üzere, 0.8,l =  0.625,X =  

152s -=  olarak alınmıştır.  

 

SRKF yöntem! !ç!n, Örnek 4.1’den farklı olarak sadece sürüklenme ve d!füzyon 

fonks!yonları aşağıdak! g!b! tanımlanır. 

 

( )Drift( ) ,

Difussion( ) .

x X x x

x x

l

s

= -

=
 

 

Tablo 4.2. Örnek 4.2 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Kestirilen Mertebe Değerleri 

h  M!lste!n SRKF 

2-6 2.43651E-03 2.43404E-03 

2-7 1.21984E-03 1.22073E-03 

2-8 6.10321E-04 6.05016E-04 

p  0.9986 1.0042 

 

İk! yöntem !ç!n de [ ]0,20  aralığı 1280,2560,5120N =  eş!t parçaya bölünerek 

hesaplamalar yapılmıştır. Mutlak hatalar ve kest!r!len mertebe değerler! Tablo 4.2’de 

ver!lm!şt!r.  
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Örnek 4.3. Örnek 3.7’de ver!len  

 

( )( ) ( ) [ ]2 2 2

0

1 1 , 0,1
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nonl!neer skaler SDD’n!n çözümü: 

 

( )
( )

exp 2 2 1

exp 2 2 1

a b
a b

- + -
=

- + +
t

t
t

t B
X

t B
 

 

şekl!nded!r. Burada, 1=T  olmak üzere, 121, 2a b -= =  olarak alınmıştır. Mutlak 

hatalar ve kest!r!len mertebe değerler! Tablo 4.3’te ver!lm!şt!r. 

 

Tablo 4.3. Örnek 4.3 için Ortalama Mutlak Hatalar ve Kestirilen Mertebe Değerleri 

h  M!lste!n SRKF 

2-6 2,86094E-03 2,87744E-03 

2-7 1,42685E-03 1,43414E-03 

2-8 7,12507E-04 6,99095E-04 

p  1.0028 1.0206 
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BÖLÜM 5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

Bu tezde determ!n!st!k DD’ler!n nümer!k çözümler!nde kullanılan RK t!pl! açık 

yöntemler!n stokast!k vers!yonları !ncelenm!şt!r. Çözümü önceden b!l!nen Geometr!k 

BHS g!b! bazı örnekler !ç!n Euler-Maruyama, M!lste!n ve Wagner-Platen 

yöntemler!n!n karşılaştırmalı hata anal!zler! yapılmış ve böylece bu yöntemler 

örneklend!r!lm!şt!r. Ayrıca y!ne bu örnekler !ç!n bazı SRK t!pl! yöntemler!n 

karşılaştırmalı tabloları ver!lm!şt!r.  

 

Bu tez!n or!j!nal katkısı olarak öner!len yöntem, d!füzyon ter!m!nde küçük b!r çarpan 

olan Itô SDD’ler !ç!n SRKF yöntem!d!r. Bu yöntem!n determ!n!st!k mertebes! 5’t!r 

ve stokast!k !ntegraller! kullanan 6 aşamalı b!r yöntemd!r.  

 

Buckwar ve arkadaşlarına [36] göre, p  deterministik yöntemin mertebesi olmak 

üzere, global hata:  

 

2 1 2 2( )e e+ + pO h h h  

 

mertebesindendir. Yazarlar, önerdikleri yöntemi güçlü yakınsaklık mertebesi 3/2 

olan STA ile karşılaştırmışlardır.  

 

Bu çalışmada, 5p =  seçildiğinden üç bölge oluşur. 
1
3h e>  için üçüncü, 

2 1
3 3he e£ £  için ikinci ve 

2
3h e<  için ise birinci terim baskın gelir. Örneğin, 

Örnek 4.1’de 610e -=  ve 2 3 410 ,10 ,10h - - -=  olduğundan ikinci terim baskındır ve 

mertebe 1 olmalıdır. Analizlerimizden mertebenin asimptotik olarak 1’e yaklaştığı 

gözlemlenmiştir.  
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Aynı örnekte, hatanın da minimum olabilmesi için 610e -=  iken 210h -=  seçilirse, 

p  değeri 1.3671 olarak bulunmuştur. Benzer analizler Örnek 4.2 ve 4.3 için de 

verilebilir. Teorik değerlerle Tablo 4.1-4.3’te verilen deneysel sonuçlar uyumludur.  
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         Ek I. SRKF yöntem" "ç"n kullanılan yardımcı fonks"yonlar   
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