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Bu tez iki bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan 
tanımlara, teoremlere ve literatürde çokça bilinen ve kullanılan ölçümlerin doğuruluşu ve Lebesgue 
integraline yer verilmiştir. İkinci bölümde ise bu tez çalışmasında kullanılan [0, 𝑑] , 𝑑 > 0 aralığı 
üzerinde tanımlanan ve 𝑚 ∈ (0,1) aralığı üzerinde birinci ve ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks 
fonksiyonların bazı özellikleri tanımlanmıştır. Ek olarak bazı integral eşitsizlikleri, negatif olmayan 
ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonları ve sonlu ölçümlü ölçülebilir uzay için incelenmiştir. 
Alınan sonuçlar örneklerle desteklenmiştir. 
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This thesis consists of two chapters. In the first chapter, definitions, theorems and the birth of 
measurements that are widely known and used in the literature and Lebesgue integral that will be 
used in other chapters of the thesis are included. In the two chapter, some properties of the (𝑠, 𝑚)-
convex functions in the first and second sense, defined on the interval [0, 𝑑] , 𝑑 > 0 and used in 
this thesis study, on the interval 𝑚 ∈ (0,1) are given. In addition, some integral inequalities have 
been studied for (𝑠, 𝑚)-convex functions and measurable space in the non-negative second sense. 
The results obtained were supported by examples. 
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1.GENEL BİLGİLER 
 
1.1. Giriş 
 

Eşitsizlik, büyüklük ve küçüklük bakımından verilen matematiksel denklemlerin 

karşılaştırılması olarak ifade edilebilir. Eşitsizliklerin asıl amaçlarından biri de değeri tam 

olarak hesaplanamayan matematiksel ifadelerin değerinin daha iyi hesaplanması ve tam bir 

değere sahip olmayan fonksiyonları üstten ve alttan sınırlayarak verilen fonksiyonların 

sonucunun tahmin edilmesinde katkıda bulunmaktır. Eşitsizlikler Matematik biliminin yanı 

sıra diğer bilim dallarında da değeri tam olarak hesaplanamayan problemlerin çözümünde 

önemli bir yer teşkil etmektedir. Bunların yanı sıra eşitsizlikler; Sobolev eşitsizlikleri, öz 

fonksiyon ve spektral eşitsizlikleri, saçılma, kolerasyon ve majorizasyonon eşitsizlikleri 

şeklinde gruplanır [27]. Geçmişten günümüze kadar eşitsizlikler hakkında birçok 

araştırmalar yapılmış ve kitaplar yazılmıştır. Bu yapılan çalışmaların ilkini ise Polya, 

Hardy ve Littlewood’un 1934 yılında yazdıkları “Inequalities” adlı kitaplarıdır [22]. 

Eşitsizlikler üzerine hazırlanan ikinci kaynak ise 1961 yılında R.Bellman ve 

E.F.Beckenbach tarafından yazılan “Inequalities” adlı kitaptır [10].  Eşitsizlikler üzerine 

yazılan üçüncü kaynak ise 1970 yılında Mitronovic’in yazdığı “Analiytic Inequalities” adlı 

kitaptır [31].  
Analitic Inequalites adlı kaynakta daha kapsamlı araştırmalar ve çalışmalar yapılarak 

diğer iki kaynak kitaplarda bulunmayan eşitsizlikler bulunmaktadır. Bu ilk üç ana kaynağın 

dışında Mitrinovic ve arkadaşları tarafından yapılan çalışmalar eşliğinde  “Clasical and 

new Inequalities in Analysis” [33] ve “Their Integrals and Derivatives” [32]  adlı kitapları 

yazmışlardır. Niculescu ve Persons’un yazmış oldukları “Convex Functions and Their 

Applications” [35], Pachpatte’nin yazmış olduğu “Mathematical Inequalities” [31] 

kaynaklar örnek olarak sıralanabilir.  

Eşitsizliklerin bir diğer uğraş alanı ise konvekslik kavramı ve konveks 

fonksiyonlardır. Konveks fonskiyonlar eşitsizlik teorisinde önemli bir çalışma alanıdır. 

1905-1906 yıllarında J. Jensen’in yaptığı çalışmadan sonra konveks fonksiyonların daha 

sistemli olarak çalışılması sağlanmıştır. J. Jensen’in yaptığı önemli çalışmaların ardından 

konveks fonksiyonlar üzerine yapılan araştırmalar ve çalışmalar hız kazanmıştır. Son 
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yıllarda ise bilinen konvekslik tanımından daha genel olarak konveks fonksiyonların 

tanımları ve çeşitleri araştırılmıştır. 1978 yılında Breckner s-konveks fonksiyonları yazmış 

olduğu “Stetigkeit Aussagen für eine Klasse verallgemeinerter konvexer funktionen in 

topologischen linearen Raumen” adlı çalışmasında tanıtmıştır [13]. 1994 yılında Hudzig ve 

Maligranda s-konveks fonksiyonların bazı özelliklerini “Some remarks on s-convex 

functions” adlı çalışmasında kullanmıştır [23]. Konveks fonksiyonlar ve uygulama alanları 

da günlük yaşantımızda birçok alanı etkilemektedir. Bu uygulama alanları ise mühendislik, 

endüstri, fizik, ekonomi, veri analizi, istatistik, sanat, tıp gibi iş alanlarını etkilemektedir 

[27]. Matematik anabilim dallarında ise uygulamalı matematik, olasılık teorisi, 

matematiksel analiz, cebir ve diğer alanları doğrudan ya da dolaylı olarak etkilemektedir. 

Eşitsizlikler hakkında Persons ve Nicelescu tarafından yazılan “Convex Functions 

and Their Applications” [35] ve Pandpatte tarafından yazılan “Matematical Inequalities” 

[40] kaynakları da örnek verilebilir. Verilen tüm bu kaynakların dışında, S.S.Dragomir, 

R.P.Agarval, V.Lakshmikantham gibi araştırmacıların birçok makale, monografi ve 

kitapları eşitsizlik alanında yapılan çalışmalar arasında gösterilebilir. Eşitsizlikler üzerine 

günümüze kadar birçok araştırılmalar yapılmış, makale ve kitaplar yazılmıştır. Bu 

çalışmaların önemli bir kısmı S.S.Dragomir ve C.E.M.Perace tarafından 2002 yılında 

yazılmış olan kaynaktan toparlanmıştır [19]. Bu tez çalışmasında bazı konveks 

fonksiyonların tanımları verilmiş ve bazı özellikleri üzerinde durulmuştur. Özellikle ikinci 

anlamda (s,m)-konveks fonksiyonlar üzerinde durulmuştur. Bu tez çalışmasında [0, 𝑑], 𝑑 > 0 aralığı üzerinde tanımlanan ve 𝑚 ∈ (0,1) aralığı üzerinde birinci ve ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonların bazı özellikleri tanımlanmıştır. Ayrıca bazı integral 

eşitsizlikleri, negatif olmayan ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonları için ve 

ölçülebilir uzay için incelenmiştir. Alınan sonuçlar örneklerle desteklenmiştir. 

 

1.2.Genel Kavramlar 
 

Bu bölümde ölçülebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar teorisinin temel kavramları 

ve sonuçları verilmektedir. 

 



 

1.2.1.Ölçüler  
 

Tanım 1.2.1.1.([7] s.15-19) 
1) 𝑋 herhagi bir küme ve 𝑋’in bir Σ sınıfı için  

a) 𝑋 ∈ 𝛴, 

b)  𝐴 ∈ 𝛴 ise 𝐴௖ = 𝑋\𝐴 ∈ Σ, 

c) Her 𝐴௡ ⊂ Σ için ∪௡ୀଵஶ 𝐴௡ ∈ Σ 

şartları sağlanırsaΣ’ya 𝑋  kümesi üzerinde bir 𝜎-cebiridirdenir. 

2) Bir 𝑋 kümesi ve 𝑋  kümesi üzerindeki bir Σ𝜎-cebirinin oluşturduğu (𝑋, Σ) ikilisine bir 

ölçülebilir uzay denir. 

3) Σ’nın her bir elemanınaΣ-ölçülebilir küme veya ölçülebilir küme denir. 

Şimdi, ölçülebilir (𝑋, Σ) uzayları ile ilgili aşağıdaki 

a) 𝐴ଵ, … , 𝐴௡ ∈ Σ ise ∪௞ୀଵ௡ 𝐴௞ ∈ Σ, 

b) 𝐴ଵ, … , 𝐴௡ ∈ Σ ise ∩௞ୀଵ௡ 𝐴௞ ∈ Σ, 

c) (𝐴௡)௡ୀଵஶ ⊂ Σ ise ∩௡ୀଵஶ 𝐴௡ ∈ Σ, 

d) 𝐴, 𝐵 ∈ Σ ise 𝐴 ∩ 𝐵௖ ∈ Σ 

önermelerin doğruluğu kolayca gösterilir. 

Örnek1.2.1.2. 𝑋 = ℕ, Σ = {∅, {3,6,9, … 3𝑛, … }, {𝑚 ∈ ℕ ∶ 𝑚 ≠ 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ}, ℕ} olarak 

alınırsa Σ, 𝑋  kümesi üzerinde bir 𝜎-cebiridir. 

Örnek 1.2.1.3. 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon olmak üzere, Σ, 𝑌 kümesi üzerinde bir 𝜎-cebiri 

olduğunda  

    𝑓ିଵ(Σ) = {𝑓ିଵ(A): 𝐴 ∈ Σ}  

fonksiyonu da 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝜎-cebiridir. 

Öncelikle; 

a) Σ, 𝑌  kümesi üzerinde bir 𝜎-cebiri olduğundan  𝑌 ∈ Σ olur. Bu halde 𝑓ିଵ(Y) ∈ 𝑓ିଵ(Σ) 

olup diğer taraftan 𝑓ିଵ(Y) = 𝑋 olacağından 𝑋 ∈ 𝑓ିଵ(Σ) olduğu elde edilir. 

b) 𝐵 ∈ 𝑓ିଵ(Σ) olsun. 𝐵 kümesi en az bir A ∈ Σ’nın ters görüntüsüdür. Yani 𝐵 ∈ 𝑓ିଵ(Σ) 

ise 𝐵௖ = 𝑓ିଵ(𝐴௖) olduğu görülür. Σ bir 𝜎-cebiri olduğundan 𝐴௖ ∈ Σ olur. Dolayısıyla 𝑓ିଵ(𝐴௖) ∈ 𝑓ିଵ(Σ) ise 𝐵௖ ∈ 𝑓ିଵ(Σ) elde edilir. 

c) Her bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐵௡ ∈ 𝑓ିଵ(Σ) olduğu kabul edilsin. 𝐴௡ ∈ Σ olmak üzere her bir 𝐵௡  

kümesi için öyle bir 𝐴௡ kümesi bulunabilir ki 𝐵௡ = 𝑓ିଵ(𝐴௡)’dir. Böylece ⋃ 𝐵௡ஶ௡ୀଵ =⋃ 𝑓ିଵ(𝐴௡) =ஶ௡ୀଵ 𝑓ିଵ(⋃ 𝐴௡)ஶ௡ୀଵ  olduğu görülür. Σ bir 𝜎-cebiri olduğundan ⋃ 𝐴௡ஶ௡ୀଵ ∈
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Σ ve dolayısıyla ⋃ 𝐵௡ ∈ 𝑓ିଵ(Σ)ஶ௡ୀଵ  olup, Σ’nın 𝑌 kümesi üzerinde bir 𝜎-cebiri olduğu 

elde edilir.  

Örnek 1.2.1.4. 𝑋 keyfi bir küme ve Σ = 2௑ ise (𝑋, Σ) ikilisine bir ölçülebilir uzaydır denir 

ve bu aile en geniş 𝜎-cebiridir. 

Gerçekten, 

a)𝑋, ∅ ∈ 𝑋 ise 𝑋, ∅ ∈ Σ = 2௑, 

b) Keyfi bir 𝐴 ∈ Σ için 𝐴 ⊂ 𝑋 olup 𝐴௖ = 𝑋\𝐴 ⊂ 𝑋 olduğundan 𝐴௖ ∈ Σ = 2௑, 

c) Keyfi alınan bir 𝐴௡ ⊂ Σ için her 𝑛 ≥ 1 değerlerinde 𝐴௡ ⊂ 𝑋 olduğundan ⋃ 𝐴௡ஶ௡ୀଵ ⊂ 𝑋 olup ⋃ 𝐴௡ஶ௡ୀଵ ∈ Σ = 2௑ 

olduğu elde edilir. 

Tanım 1.2.1.5. ([7] s.18) 𝑋 keyfi bir küme ve γ, 𝑋’in alt kümelerinin boş olmayan ailesi 

olmak üzere γ’yı içeren en küçük 𝜎-cebirine γ tarafından doğurulan 𝜎-cebiridenir. 

Tanım 1.2.1.6.([46] s.70) 𝑋 = ℝ kümesi için 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ olsun. (𝑎, 𝑏) şeklindeki bütün 

aralıkların doğurduğu 𝜎-cebirine Borel cebiridenir ve 𝛽(𝛽ℝ) notasyonu ile gösterilir. 

 

1.2.2.Ölçüm Uzayı 
 

Tanım 1.2.2.1. ([7] s.22) 
1) (𝑋, Σ) bir ölçülebilir uzay olmak üzere, Σ,𝑋’in bazı alt kümelerinin oluşturduğu bir 𝜎-

cebiri ve 𝜇: Σ → ℝഥ    fonksiyonu 

a) 𝜇(∅) = 0, 

b) Her 𝐸 ∈ Σ  için 𝜇(𝐸) ≥ 0, 

c)  Her ayrık ölçülebilir kümelerin 𝐸௡ ⊂ Σ dizisi  𝜇(⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ ) = ∑ 𝜇(𝐸௡)ஶ௡ୀଵ , 𝑛 ∈ ℕ 

yukarıdaki özellikleri sağlıyorsa bu fonksiyona bir ölçü fonksiyonuya da kısaca ölçüm adı 

verilir. 

Örnek 1.2.2.2. 𝑋 kümesi için 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 ≥ 2 ve bu kümenin 𝑃(𝑋) güç kümesi verilsin. 𝑃(𝑋) 

kümesi üzerinde  

    𝜇(𝐴) = ൜0, 𝐴 = ∅1, 𝐴 ≠ ∅   
ile verilen 𝜇 dönüşümünün ölçü fonksiyonu olup olmadığı incelensin. O halde; 

i. Tanım gereği 𝜇(∅) = 0 olduğu açıktır. 

ii. Her 𝐴 ∈ 𝑃(𝑋) için 𝜇(𝑋) ≥ 0, 
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iii. Her 𝑛 ∈ ℕ için (𝐴௡) dizisi 𝑃(𝑋) kümesindeki ayrık kümelerin bir dizisi olmak üzere 

aşağıdaki durumlar söz konusudur; 

a) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴௡ = ∅ ise 𝜇(⋃ 𝐴௡) = ∑ 𝜇(𝐴௡)ஶ௡ୀଵஶ௡ୀଵ  gerçeklenir. 

b) 𝑛଴ ∈ ℕ olmak üzere her 𝑛 ≤ 𝑛଴ için 𝐴௡ = ∅, her 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛଴ için 𝐴௡,𝐴௠ ≠ ∅ ve 𝐴௡ ∩ 𝐴௠ = ∅ olsun. 

    ⋃ 𝐴௡ = ⋃ 𝐴௡ ≠ ∅ஶ௡ୀ௡బାଵஶ௡ୀଵ   

olup, 

    𝜇(⋃ 𝐴௡) = 1ஶ௡ୀଵ   

eşitliği sağlanır. Diğer yandan  

    ∑ 𝜇(𝐴௡)ஶ௡ୀଵ = ∑ 𝜇(𝐴௡) = 1 + 1 + ⋯ = +∞ஶ௡ୀ௡బାଵ   

olduğundan  

    𝜇(⋃ 𝐴௡ஶ௡ୀଵ ) ≠ ∑ 𝜇(𝐴௡)ஶ௡ୀଵ   

sağlanır. 

Dolayısıyla 𝜇, 𝑃(𝑋) kümesi üzerinde bir ölçü fonksiyonu değildir. 

Örnek 1.2.2.3. 𝜇ଵ, 𝜇ଶ, … , 𝜇௡; Σ, 𝜎-cebiri üzerinde  bir ölçü ve 𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡ negatif 

olmayan reel sayı ise Σ üzerinde  𝑣(𝐸) = ∑ 𝛼௞𝜇௞(𝐸)௡௞ୀଵ , 𝑘 ∈ ℕ 

ile tanımlı 𝑣 dönüşümünün 𝜎-cebiri üzerinde bir ölçü olup olmadığı incelensin. Geçekten, 

i. 𝑣(∅) = ∑ 𝛼௞𝜇௞(∅) = 0௡௞ୀଵ , 

ii. 𝜇ଵ, 𝜇ଶ, … , 𝜇௡ ölçü olduğundan her 𝐸 ∈ Σ için  𝑣(𝐸) = ∑ 𝛼௞𝜇௞(𝐸) ≥ 0௡௞ୀଵ , 

iii. (𝐸௠), Σ daki ayrık kümelerin bir dizisi ve 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 için 𝜇௞ dönüşümleri ölçü 

olduğundan  

    𝑣(⋃ 𝐸௠ஶ௠ୀଵ ) = ∑ 𝛼௞𝜇௞(⋃ 𝐸௠ஶ௠ୀଵ )௡௞ୀଵ   

    = ∑ 𝛼௞[∑ 𝜇௞(𝐸௠)ஶ௠ୀଵ ]௡௞ୀଵ  

    = ∑ ∑ 𝛼௞𝜇௞(𝐸௠)ஶ௠ୀଵ௡௞ୀଵ  

               = ∑ (∑ 𝛼௞𝜇௞(𝐸௠)௡௞ୀଵ )ஶ௠ୀଵ  

               = ∑ 𝑣(𝐸௠)ஶ௠ୀଵ  

olup istenilen elde edilir. Dolayısıyla 𝑣 dönüşümü 𝜎-cebiri üzerinde ölçüdür. 

Tanım 1.2.2.4.([7] s.22)(𝑋, Σ) bir ölçüm uzayı olmak üzere, 

1) Her 𝐸 ∈ Σ için 𝜇(𝐸) < ∞ ise 𝜇 ölçümüne göre sonlu ölçüm denir. 
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2) 𝑋 = ⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ , 𝐸௡ ⊂ Σ ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜇(𝐸௡) < +∞ ise 𝜇 ölçümüne 𝜎-sonlu ölçüm 

denir. 

Tanım 1.2.2.5.([7] s.23)𝑋 herhangi bir küme, 𝑋’in alt kümelerinin bir Σ 𝜎-cebiri ve Σ 

üzerinde tanımlı bir 𝜇 ölçümünden oluşan (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüsüne ölçüm uzayı adı verilir. 

Örnek 1.2.2.6.𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑝 ∈ X sabit bir nokta, Σ = 𝑃(𝑋) olmak üzere 𝐸 ∈ Σ için 

    𝜇(𝐸) = ൜1, 𝑝 ∈ E0, 𝑝 ∉ E   
şeklinde tanımlanan 𝜇 fonksiyonu bir sonlu ölçümdür. Bu ölçüme𝑝 noktasındaki 

yoğunlaşmış birim ölçümveyaDirac Ölçümü adı verilir. 

Örnek 1.2.2.7. 𝑋 = ℕ, Σ = 𝑃(ℕ) = 2ℕ ve 𝜇: Σ → ℝഥ , 

    𝜇(𝐸) = 𝑓(𝑥) = ൜𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸),  𝐸 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢 +∞    , 𝐸 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑢𝑧   
ise 𝜇 fonksiyona Σ üzerinde bir sayım öçlümüadı verilir. Verilen bu ölçü sonlu olmayıp 𝜎- 

sonludur. Eğer 𝐸௡ = {𝑛} seçilir ve ⋃ 𝐸௡ sonlu ise 𝐸௡ kümeleri sonlu elemanlıdır ve eleman 

sayılarının toplamı ⋃ 𝐸௡’nin eleman sayısına eşittir. ⋃ 𝐸௡ sonsuz ve 𝐸௡ kümeleri sonlu 

elemanlı ise 𝐸௡  kümesinin eleman sayılarının toplamı sonsuzdur. Gerçekten de ℕ =⋃ {𝐸௡}௡ஹଵ  ve 𝑛 ∈ ℕ için 𝜇(𝐸௡) = 1 olduğu açıktır. 

Örnek 1.2.2.8. (ℝ, 𝛽) ölçülebilir uzay olsun. 𝛽 Borel cebiri üzerinde tanımlı ve her 𝐸 = (𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) açık aralığında aralığın boyunu veren 𝜆 ölçümüne Borel veya 𝛽 Borel 

cebiri üzerinde Lebesgue ölçümü denir. 𝜆(𝑎, 𝑏) = 𝑏 − 𝑎 notasyonu ile gösterilir. 

Teorem 1.2.2.9.([7] s.23) (𝑋, 𝛴, 𝜇) bir ölçüm uzayı olsun. Eğer 𝛢, 𝛣 ∈ Σ ve 𝛢 ⊂ 𝛣 ise  

    𝜇(𝛢) ≤ 𝜇(𝛣)  

olup, ayrıca 𝜇(𝛢) < ∞ ise  

    𝜇(𝛣\𝛢) = 𝜇(𝛣) − 𝜇(𝛢)  

eşitliği elde edilir. 

 Önerme 1.2.2.10.([7] s.24) ( 𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzayı olsun. 

a) Eğer (𝐵௡), Σ içinde artan bir dizi ise  𝜇(⋃ 𝐵௡ஶ௡ୀଵ ) = lim௡→ஶ 𝜇(𝐵௡), 𝑛 ∈ ℕ 

b) Eğer (𝐸௡), Σiçinde azalan bir dizi ve 𝜇(𝐸ଵ) < +∞ ise  𝜇(⋂ E௡ஶ௡ୀଵ ) = lim௡→ஶ 𝜇(𝐸௡), 𝑛 ∈ ℕ 

özellikleri sağlanır. 
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Örnek 1.2.2.11. 𝑋 = ℕ, Σ = 2ℕ ve 𝜇, ℕ üzerinde sayım ölçümü olup 

    𝐹௡ = {𝑚 ∈ ℕ: 𝑚 ≥ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1 

olarak tanımlansın. Bu halde 𝐹௡ ∈ Σ, 𝐹௡ monoton ve  

   𝜇(𝐹ଵ) = 𝜇(ℕ) = +∞  

olup 

    𝜇(⋂ 𝐹௡௡ஹଵ ) = 𝜇(∅) = 0  

olmasına rağmen 

    𝜇(𝐹௡) = +∞ m 

böylece 

    lim௡→ஶ 𝜇(𝐹௡) = +∞ ≠ 0 = 𝜇(⋂ 𝐹௡)௡ஹଵ   

eşitliği elde edilir. 

Teorem 1.2.2.12.([7] s.26) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzayı olmak üzere, Σ’ya ait kümelerin 

herhangi bir (A௡) dizisi için 

    𝜇(⋃ 𝐴௡ஶ௡ୀଵ ) ≤  ∑ 𝜇(𝐴௡)ஶ௡ୀଵ , 𝑛 ∈ ℕ 

eşitsizliği sağlanır. 

Örnek 1.2.2.13. (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı olup 𝐵 ⊂ 𝑋 olsun  

    𝜇∗(𝐵) = 𝑖𝑛𝑓൛∑ 𝜇(𝐸௝ஶ௝ୀଵ ): 𝐸௝ ⊂ Σ, B ⊂ ⋃ 𝐸௝ஶ௝ୀଵ ൟ  

şeklinde tanımlanan 𝜇∗: 2௑ → ℝഥ  fonksiyonuna 𝜇-ölçümünün doğurduğu dış ölçüm denir. 

Teorem 1.2.2.14.([7] s.30) 𝑋 herhangi bir küme ve𝜇∗: 2௑ → ℝഥ  fonksiyonu  

a) 𝜇∗(∅) = 0, 

b) Her 𝐴 ∈ 2௑ için 𝜇∗(𝐴) ≥ 0, 

c) Her 𝐵, 𝐸 ⊂ 𝑋 ve 𝐵 ⊂ 𝐸 için 𝜇∗(𝐵) ≤ 𝜇∗(𝐸), 

d) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐸௡ ∈ 2௑ ise 

    𝜇∗(⋃ 𝐸௡) ≤ ∑ 𝜇∗(𝐸௡)௡ஹଵ௡ஹଵ   

özelliklerini sağlar. 

Örnek 1.2.2.15. ℝ’nin sınırlı ve açık alt aralıklarının bir (𝐼௡) dizisi, 

    𝜏஺ = {(𝐼௡): A ⊂ ⋃ 𝐼௡ஶ௡ୀଵ }, 𝑛 ∈ ℕ 

şeklinde alınsın. 𝑃(ℝ) üzerinde 

    𝜆∗(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{∑ 𝜄(𝐼௡ஶ௡ୀଵ ):  (𝐼௡) ∈ 𝜏஺}  

biçiminde tanımlanan 𝜆∗ bir dış ölçüdür ve Lebesgue dış ölçüsü olarak adlandırılır. 

Şimdi bu fonksiyonun dış ölçü şartlarını sağladığını gösterelim: 

a) Her 𝜀 > 0  için en az bir (𝐼௡) dizisi bulunabilir ki ∅ ⊂ ⋃ 𝐼௡ஶ௡ୀଵ  ve ∑ 𝜄(𝐼௡) < 𝜀ஶ௡ୀଵ  olur. 
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(Örneğin 𝐼௡ = (0, ఌଶ೙శభ) alınabilir.) Dolayısıyla ∅ ≤ 𝜆∗(∅) < 𝜀  olur ki bu 𝜆∗(∅) = 0 olmasını gerektirir. 

b) İnfimumu alınan bir kümenin her elemanı pozitif veya sıfır olduğundan kümenin 

infimumu negatif olamaz. Bu halde her 𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝜆∗(𝐴) ≥ 0 sağlanır. 

c) 𝐴 ⊂ 𝐵 olsun. 𝐵 kümesini örten açık aralıklar 𝐴 kümesini de örter. Dolayısıyla 

    𝜆∗(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{∑ 𝜄(𝐼௡ஶ௡ୀଵ ): (𝐼௡) ∈ 𝜏஺} ≤ 𝑖𝑛𝑓{𝜄(𝐼௡): (𝐼௡) ∈ 𝜏஻} = 𝜆∗(𝐵)  

eşitliği sağlanır. 

d) (𝐴௠), ℝ’nin alt kümelerinin her hangi bir dizisi olmak üzere, eğer 

    ∑ 𝜆∗(𝐴௠ஶ௠ୀଵ ) = +∞  

ise 

    𝜆∗(⋃ 𝐴௠ஶ௠ୀଵ ) ≤ ∑ 𝜆∗(𝐴௠ஶ௠ୀଵ )  

olacağı açıktır.   

    ∑ 𝜆∗(𝐴௠ஶ௠ୀଵ ) < ∞  

olsun. 𝜀 > 0 verildiğinde, infimum özelliğinden her bir 𝑚 ∈ ℕ için  ∑ 𝜄(𝐼௠,௡ஶ௡ୀଵ ) < 𝜆∗(𝐴௠) + ఌଶ೘  

olacak şekilde en az bir (𝐼௠,௡) ∈ 𝜏஺೘dizisi vardır.  𝐴௠ ⊂ ⋃ 𝐼௠,௡ஶ௡ୀଵ  olduğundan ⋃ 𝐴௠ ⊂ ⋃ ൫⋃ 𝐼௠,௡ஶ௠ୀଵ ൯ஶ௠ୀଵஶ௠ୀଵ   

yazılabilir. 𝜆∗’ın tanımından ve ∑ 𝜄(𝐼௠,௡ஶ௡ୀଵ ) < 𝜆∗(𝐴௠) + ఌଶ೘’den  

    𝜆∗(⋃ 𝐴௠ஶ௠ୀଵ ) ≤ ∑ ∑ 𝜄൫𝐼௠,௡൯ஶ௡ୀଵஶ௠ୀଵ   

                           < ∑ ቂ𝜆∗(𝐴௠) + ఌଶ೘ቃஶ௠ୀଵ   

                           = ∑ 𝜆∗(𝐴௠)ஶ௠ୀଵ + 𝜀  
elde edilir. 𝜀 keyfi olarak seçildiğinden 

    𝜆∗(⋃ 𝐴௠ஶ௠ୀଵ ) ≤ ∑ 𝜆∗(𝐴௠)ஶ௠ୀଵ   

elde edilir. 

Örnek 1.2.2.16. 𝜆∗ Lebesgue dış ölçüsü ve 𝐴 ⊂ ℝ kümesi 𝜆∗ ölçülebilir olmak üzere, 

a) Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝜆∗(𝐴 + 𝑥) = 𝜆∗(𝐴), 

b) 𝐴 + 𝑥 = {𝑎 + 𝑥 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴} kümesi 𝜆∗ ölçülebilirdir. 

Gerçekten, 

i. 𝜏஺ = ൛(𝐼௞) = ൫(𝑎௞, 𝑏௞)൯ ∶ 𝐴 ⊂ ⋃ (𝑎௞, 𝑏௞)ஶ௞ୀଵ ൟ 

için 

    𝜆∗(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{∑ 𝜄(𝐼௞ஶ௞ୀଵ ) ∶  (𝐼௞) ∈ 𝜏஺}  
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    = 𝑖𝑛𝑓{∑ (𝑏௞ −ஶ௞ୀଵ 𝑎௞): (𝐼௞) ∈ 𝜏஺}  

eşitliğinin sağlandığı bilinir.  

    𝜏஺ା௫ = ൛(𝐼௞ା௫) = ൫(𝑎௞ା௫ , 𝑏௞ା௫)൯ ∶ 𝐴 + 𝑥 ⊂ ⋃ (𝑎௞ା௫ , 𝑏௞ା௫)ஶ௞ୀଵ ൟ  

olup, 

    𝜆∗(𝐴 + 𝑥) = 𝑖𝑛𝑓൛∑ 𝜄ஶ௞ୀଵ ൫(𝑎௞ା௫ , 𝑏௞ା௫)൯ ∶ ൫(𝑎௞ା௫ , 𝑏௞ା௫)൯ ∈ 𝜏஺ା௫ൟ  

                     = 𝑖𝑛𝑓൛∑ ((𝑏௞ −ஶ௞ୀଵ 𝑎௞)) ∶ ൫(𝑎௞, 𝑏௞)൯ ∈ 𝜏஺ൟ  

                     = 𝜆∗(𝐴)  

eşitliğisağlanır. 

ii. 𝐴 + 𝑥 kümesinin 𝜆∗ ölçülebilir olması için her 𝐸 ⊂ ℝ için  

    𝜆∗(𝐸) = 𝜆∗(𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)) + 𝜆∗(𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)௖)  

eşitliğinin sağlandığı gösterilmelidir. 

    𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥) = [(𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴] + 𝑥  

    𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)௖ = [(𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴௖] + 𝑥  

hatırlatması kullanılarak a) şıkkı yardımıyla, 

    𝜆∗(𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)) = 𝜆∗([(𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴] + 𝑥)  

                                = 𝜆∗((𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴)  

ve 

    𝜆∗(𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)௖) = 𝜆∗([(𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴௖] + 𝑥)  

                                  = 𝜆∗((𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴௖)  

sağlanır. 𝐴 kümesi Lebesgue ölçülebilir olduğundan 

    𝜆∗൫𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)൯ + 𝜆∗(𝐸 ∩ (𝐴 + 𝑥)௖) = 𝜆∗([(𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴]) + 𝜆∗([(𝐸 − 𝑥) ∩ 𝐴௖]  
                                                                  = 𝜆∗(𝐸 − 𝑥) = 𝜆∗(𝐸) 

eşitliği sağlanır. Böylece 𝐴 + 𝑥 kümesinin  𝜆∗ ölçülebilir olduğu gösterilmiştir. 

Tanım 1.2.2.17.([7] s.36) 𝑋 bir küme ve 𝐸 ⊂ 𝑋 olsun. Eğer her 𝐴 ⊂ 𝑋 için  𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴/𝐸) 

koşulu sağlanıyorsa 𝐸 kümesine 𝜇∗-ölçülebilirdir denir. 𝑋 kümesinin bütün 𝜇∗-ölçülebilir 

kümelerinin oluşturduğu aile Σ∗ notasyonu ile gösterilecektir. 

Teorem 1.2.2.18.([7] s.36). Σ∗𝜎-cebiri ve 𝜇∗ ölçümü için eğer 𝐸 ∈ Σ∗, 𝜇∗(𝐸) = 0 ve 𝐵 ⊂ 𝐸 ise 𝐵 ∈ Σ∗ ve 𝜇∗(𝐵) = 0 şeklinde tanımlanır. 
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Teorem 1.2.2.19.([7] s.37) 𝜇∗-ölçülebilir küme oluşturduğu Σ∗ ailesini ve Σ cebirini içeren bir 𝜎-cebiridir. Ayrıca, 

eğer 𝐸௡ ⊂ Σ∗ ayrık bir dizi ise  

    𝜇∗(⋃ 𝐸௡) = ∑ 𝜇∗(𝐸௡)௡ஹଵ௡ஹଵ   

eşitliği doğrudur. Bu teorem C.Caratheodory Genişletme Teoremiolarak ifade edilir. 

Örnek 1.2.2.20. 𝑃(ℝ) üzerinde tanımlı  

    𝜇ଵ∗(𝐴) = ൜ 0, 𝐴 = ∅+∞, 𝐴 ≠ ∅   
dış ölçüm olduğu gösterilsin. Gerçekten; 

i. 𝜇ଵ∗(∅) = 0 tanımdan sağlanır. 

ii. Her 𝐴 ∈ 𝑃(ℝ) için 𝜇ଵ∗(𝐴) ≥ 0 olduğu tanımdan açıktır. 

iii. Her 𝐵, 𝐸 ∈ 𝑃(ℝ) ve 𝐵 ⊂ 𝐸 olduğundan 𝜇ଵ∗(𝐵) ≤ 𝜇ଵ∗(𝐸) olduğu gösterilmelidir. Bunun 

için iki durum söz konusudur:  

a) 𝐵 = ∅ ise 𝐸 ≠ ∅ ya da 𝐸 = ∅’dir. O halde 𝜇ଵ∗(𝐵) = 0, 𝜇ଵ∗(𝐸) = +∞ ya da 𝜇ଵ∗(𝐸) = 0’dır. Böylece  𝜇ଵ∗(𝐵) ≤ 𝜇ଵ∗(𝐸)  eşitliği sağlanır. 

b) 𝐵 ≠ ∅ ise 𝐸 ≠ ∅ olması gerekir. O halde 𝜇ଵ∗(𝐵) = +∞ ve 𝜇ଵ∗(𝐸) = +∞ olup 𝜇ଵ∗(𝐵) ≤ 𝜇ଵ∗(𝐸)  eşitliği sağlanır. 

iv. 𝑃(ℝ) kümesindeki herhangi bir (𝐸௡) dizisi için 𝜇ଵ∗(⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ ) ≤ ∑ 𝜇ଵ∗(𝐸௡)ஶ௡ୀଵ  sağlandığı 

gösterilmelidir. Bunu için aşağıdaki durumlar sağlanmalıdır. 

a) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐸௡ = ∅ olsun. ⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ = ∅ olup 𝜇ଵ∗(⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ ) = 0 olur. ∑ 𝜇ଵ∗(𝐸௡)ஶ௡ୀଵ = 0 + 0 + ⋯ 0 = 0 

olduğundan  

    𝜇ଵ∗(⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ ) = ∑ 𝜇ଵ∗(𝐸௡)ஶ௡ୀଵ   

eşitliği sağlanır.  

b) 𝑛଴ ∈ ℕ öyle ki her 𝑛 ≤ 𝑛଴ için 𝐸௡ ≠ ∅ ve her 𝑛 > 𝑛଴ için 𝐸௡ = ∅ olsun. Bu halde 

    𝜇ଵ∗(⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ ) = 𝜇ଵ∗൫⋃ 𝐸௡௡బ௡ୀଵ ൯ = +∞  

ve 

    ∑ 𝜇ଵ∗(𝐸௡)ஶ௡ୀଵ = ∑ 𝜇ଵ∗(𝐸௡) =௡బ௡ୀଵ + ∞  

gerçeklenip istenen eşitlik sağlanır. 

c) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐸௡ ≠ ∅ olsun.  

    𝜇ଵ∗(⋃ 𝐸௡ஶ௡ୀଵ ) = +∞ ve ∑ 𝜇ଵ∗(𝐸௡) = +∞ஶ௡ୀଵ  

olduğundan istenilen eşitlik elde edilir. Böylece 𝑃(ℝ) kümesi üzerinde  𝜇ଵ∗ dış ölçüdür.  
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1.2.3. Ölçülebilir Fonksiyonlar 
 

Tanım 1.2.3.1. ([7] s.44) 
1) (𝑋, Σ) bir ölçülebilir uzay olmak üzere, 𝑓: 𝑋 → ℝ fonksiyonuna Σ-ölçülebilirdir denir 

ancak ve ancak her 𝛼 ∈ ℝ için 𝑓ିଵ൫(𝛼, +∞)൯ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∈ Σ koşulu sağlanır. 

2) 𝑋’den ℝ’ye bütün Σ-ölçülebilir fonksiyonların oluşturduğu aile 𝑀଴(𝑋, 𝛴) notasyonu ile 

gösterilir. 

Önerme 1.2.3.2.([7] s.44) (𝑋, Σ) bir ölçülebilir uzay olsun. 𝑓: 𝑋 → ℝ fonksiyonu için 

a) Her 𝛼 ∈ ℝ için 𝐴ఈ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∈ 𝛴, 

b) Her 𝛼 ∈ ℝ için 𝐵ఈ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼} ∈ 𝛴, 

c) Her 𝛼 ∈ ℝ için 𝐶ఈ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) ≥ 𝛼} ∈ 𝛴, 

d) Her 𝛼 ∈ ℝ için 𝐷ఈ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) < 𝛼} ∈ 𝛴 

önermeleri denktir. 

Tanım 1.2.3.3.([7] s.44-49) Σ üzerinde tanımlı bir reel değerli 𝑓 fonksiyonu eğer tanım 

bölgesi olan 𝑋 kümesi ölçülebilir ve Önerme 1.2.3.2’nin dört durumundan biri sağlanıyorsa 

ölçülebilir olarak adlandırılır. 

Örnek 1.2.3.4. 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑔𝑛𝑥olarak tanımlansın. 𝑓 fonksiyonu Borel 

ölçülebilirdir. Gerçekten; 

Her 𝛼 ∈ ℝ için {𝑥 ∈ ℝ: 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∈ 𝛽(ℝ) olduğu gösterilmelidir. 

Şimdi, 

    𝑓(𝑥) = 𝑠𝑔𝑛𝑥 = ൝−1,  𝑥 < 00, 𝑥 = 01, 𝑥 > 0    
a) 𝛼 < −1 ise {𝑥 ∈ ℝ: 𝑓(𝑥) > 𝛼} = ℝ ∈ 𝛽(ℝ), 

b) −1 ≤ 𝛼 < 0 ise {𝑥 ∈ ℝ: 𝑓(𝑥) > 𝛼} = [0, +∞) ∈ 𝛽(ℝ), 

c) 0 ≤ 𝛼 < 1 ise {𝑥 ∈ ℝ: 𝑓(𝑥) > 𝛼} = (0, +∞) ∈ 𝛽(ℝ), 

d) 𝛼 > 1 ise {𝑥 ∈ ℝ: 𝑓(𝑥) > 𝛼} = ∅ ∈ 𝛽(ℝ). 

Böylece 𝑓 fonksiyonunun Borel ölçülebilir olduğu gösterilmiştir. 

Örnek 1.2.3.5. (𝑋, Σ) ölçülebilir uzay olmak üzere, 𝑓: 𝑋 → ℝ , 𝑓(𝑥) = 𝑐(𝑐 sabit) ve 𝑐, 𝑥 ∈ ℝ fonksiyonu ölçülebilirdir. Gerçekten, 

a) 𝛼 ≥ 𝑐 için  {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} = ∅ ∈ 𝛴, 

b) 𝛼 < 𝑐 için {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} = 𝑋 ∈ 𝛴. 
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Tanım 1.2.3.6.([7]s.45) Herhangi bir 𝐸 kümesi için  

    𝜒ா(𝑥) = ൜ 1 , 𝑥 ∈ 𝐸0 , 𝑥 ∈ 𝑋\𝐸   
şeklinde tanımlı 𝜒ா: 𝑋 → ℝ  fonksiyonuna 𝐸 kümesinin karakteristik fonksiyonu denir. (𝑋, Σ) ölçülebilir uzay ve 𝐸 ⊂ 𝑋 olsun. 𝜒ா: 𝑋 → ℝ fonksiyonunun ölçülebilir olması için 

gerekli olan şart 𝐸 ∈ 𝛴 olmasıdır. 𝐸 kümesi ölçülebilir olduğundan 𝜒ா ölçülebilirdir. Gerçekten;  

    {𝑥 ∈ 𝑋: 𝜒ா(𝑥) ≤ 𝛼} = ൝ ∅,           𝛼 < 0𝐸௖ ,     0 ≤ 𝛼 < 1𝑋,            𝛼 ≥ 1    
Böylece {𝑥 ∈ 𝑋: 𝜒ா(𝑥) ≤ 𝛼} ∈ 𝛴, her 𝛼 ∈ ℝ ve 𝜒ா, 𝑋 kümesi üzerinde 𝛴 ölçülebilirdir. 

Teorem 1.2.3.7.([7] s.46) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀଴(𝑋, 𝛴) ve 𝑐 ∈ ℝ  ise 𝑓ଶ, 𝑓𝑔, 𝑓 ± 𝑔, 𝑐𝑓, |𝑓| ∈ 𝑀଴(𝑋, 𝛴) 

fonksiyonları da ölçülebilirdir. 

Tanım 1.2.3.8.([7] s.49) 𝑓: 𝑋 → ℝ  (ℝ = [−∞, +∞])  bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

    𝑓ା(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥), 0}, 

    𝑓ି(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{−𝑓(𝑥), 0}  

şeklinde tanımlanan ve negatif değerler almayan 𝑓ା: 𝑋 → ℝ ve 𝑓ି: 𝑋 → ℝ fonksiyonlarına 

sırasıyla 𝑓 fonksiyonun pozitif ve negatif kısımları denir. 

Tanım 1.2.3.9.([7] s.47) 

1) 𝑓: 𝑋 → ℝ bir fonksiyon ve (𝑋, Σ) ölçülebilir uzay olsun. Her 𝛼 ∈ ℝ için 

    𝑓ିଵ൫(𝛼, +∞]൯ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∈ 𝛴   
ise 𝑓’ye Σ-ölçülebilirdirya da ölçülebilirdir denir. 

2) 𝑋 kümesi üzerinde tanımlı ve genişletilmiş reel değerli (ℝഥ )  Σ-ölçülebilir fonksiyonların 

kümesi 𝑀(𝑋, 𝛴) notasyonu ile gösterilir. 𝑀(𝑋, 𝛴) kümesindeki negatif değerler almayan 

fonksiyonların kümesi ise 𝑀ା(𝑋, 𝛴) notasyonu ile gösterilir. 

Önerme 1.2.3.10.([7] s.48)𝑓: 𝑋 → ℝ bir fonksiyon ve bu fonksiyonunun Σ-ölçülebilir 

olması için gerek ve yeter şart 

     𝐴௙ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) = +∞} ∈ 𝛴,   

    𝐵௙ = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) = −∞} ∈ 𝛴  

olması ve 𝑓଴: 𝑋 → ℝ fonksiyonu için 

    𝑓଴(𝑥) = ൜𝑓(𝑥), 𝑥 ∉ 𝐴௙ ∪ 𝐵௙0   , 𝑥 ∈ 𝐴௙ ∪ 𝐵௙    
şeklinde tanımlanan fonksiyonunun Σ-ölçülebilir olmasıdır. 
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Önerme 1.2.3.11.([7] s.51) 𝑀(𝑋, 𝛴) kümesi içinde alınan (𝑓௡) dizisi ℝ değerli ölçülebilir 

fonksiyonların bir dizisi ise, 𝑓(𝑥) = inf(௡) 𝑓௡(𝑥) ve 𝐹(𝑥) = sup(௡) 𝑓௡(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ ℕ 𝑓∗(𝑥) = lim 𝑖𝑛𝑓𝑓௡(𝑥) ve 𝐹∗(𝑥) = lim 𝑠𝑢𝑝𝑓௡(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ ℕ 

fonksiyonları da 𝑀(𝑋, 𝛴) kümesi içindedir. 

Sonuç 1.2.3.12.([7] s.51) Eğer (𝑓௡) ⊂ 𝑀(𝑋, 𝛴) ve 𝑓 𝑋𝑛 → ∞ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓 (noktasal yakınsak) ise 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋, 𝛴) olur. 

Gerçekten; 

    𝐴(𝑥) = lim௡→ஶ 𝑓௡(𝑥) = ൜𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑓௡(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑓௡(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋   
eşitliği ve Önerme 1.2.3.11. den sonuca ulaşılır. 

Önerme 1.2.3.13.([7] s.45) Eğer 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋, Σ) ve 𝐸 ∈ Σ ise 𝑓𝜒ா ∈ 𝑀(𝑋, Σ). 

Önerme 1.2.3.14.([7] s.46) Eğer 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀(𝑋, 𝛴) ise 𝑓𝑔 ∈ 𝑀(𝑋, 𝛴). 

Önerme 1.2.3.15.([9]) 𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, 𝛴) olsun. Bu durumda 𝑀ା(𝑋, 𝛴) içinde olan ve 

aşağıdaki  

a) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑛 ∈ ℕ için 0 ≤ 𝜓௡(𝑥) ≤ 𝜓௡ାଵ(𝑥), 

b) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) = lim௡→ஶ 𝜓௡(𝑥), 

c) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜓௡ fonksiyonu sonlu sayıda değer alır 

koşullarını sağlayan bir (𝜓௡) fonksiyon dizisi vardır. 

Teorem 1.2.3.21. ([9] s.111) 
Eğer Σ cebiri üzerinde tanımlı 𝜇 ölçümü 𝜎-sonlu bir ölçüm ise bu ölçüm Σ’yı içeren bir Σ∗𝜎-cebirine tek biçimde genişletilebilir. Bu teoreme Hahn Genişletişletim Teoremi denir. 

 

1.2.4. İntegral 
 

Tanım 1.2.4.1.([7] s.55) Görüntü kümesi sonlu elemandan meydana gelen fonksiyonlar 

basit fonksiyon olarak adlandırılır. Basit ölçülebilir bir 𝜓: 𝑋 → ℝ  fonksiyonu 𝑎௝ ∈ ℝ, 𝜒ா௝ , 𝐸௝ kümesinin karakteristik fonksiyonu olmak üzere 

 𝜓 = ∑ 𝑎௝𝜒ா௝௡௝ୀଵ , 𝐸௝ = ൛𝑥 ∈ 𝑋: 𝜓(𝑥) = 𝑎௝ൟ, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

şeklinde yazılır. Burada 𝑎௝, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 reel sayılarının farklı olma koşulu koyulduğunda 

basit bir 𝜓: 𝑋 → ℝ fonksiyonunun  
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    𝜓 = ∑ 𝑎௝𝜒ா௝௡௝ୀଵ   

şeklinde ifade edilen gösterimine 𝜓 fonksiyonunun temel (standart) gösterimiadı verilir. 

Tanım 1.2.4.2.([7] s.56) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzayı olmak üzere, 𝜓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) 

fonksiyonunun temel gösterimi tanım 1.2.4.1 şeklinde bir basit fonksiyon ise 𝜓 

fonksiyonunun 𝑋 kümesi üzerinde𝜇 ölçümüne göre integrali 

    ∫ 𝜓𝑑𝜇௑ = ∑ 𝑎௝𝜇(𝐸௝)௡௝ୀଵ   

şeklinde tanımlanan genelleştirilmiş sayıya denir. 

Önerme 1.2.4.3.([7] s.57) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzayı olmak üzere, 𝜑, 𝜓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) iki basit 

fonksiyon ve 𝑐 ≥ 0 olarak seçilsin. Bu durumda 

a) ∫ (𝑐𝜑)𝑑𝜇௑ = 𝑐 ∫ 𝜑𝑑𝜇௑ , 

b)∫ (𝜑 + 𝜓)𝑑𝜇௑ = ∫ 𝜑𝑑𝜇௑ + ∫ 𝜓𝑑𝜇௑ , 

c) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝜑(𝑥) ≤ 𝜓(𝑥) ise ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝜇௑ ≤ ∫ 𝜓(𝑥)𝑑𝜇௑  

önermeleri doğrudur. 

Tanım 1.2.4.4.([7] s.60) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzay olsun, 

1) 𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) olarak seçilsin. 𝑓 fonksiyonunun 𝜇 ölçümüne göre integrali 

    ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ = sup {∫ 𝜓𝑑𝜇௑ : 𝜓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ), ∀𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝜓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)}  

şeklinde tanımlanan genelleştirilmiş reel sayıya denir. 

2)𝐸 ∈ Σ olarak seçilsin. 𝑓 fonksiyonunun 𝜇 ölçümüne göre 𝐸 kümesi üzerindeki integrali 

ise 

    ∫ 𝑓𝑑𝜇ா = ∫ 𝑓𝜒ா𝑑𝜇௑   

şeklinde tanımlanan reel sayıya denir. 

Önerme 1.2.4.5.([7] s.65) (𝑋, Σ, 𝜇) ölçülebilir uzay olsun, 

a)𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) ve 𝑐 ≥ 0 ise 𝑐𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) ve ∫ (𝑐𝑓)𝑑𝜇௑ = 𝑐 ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ , 

b)𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) ise (𝑓 + 𝑔) ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) ve ∫ (𝑓 + 𝑔)𝑑𝜇௑ = ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ + ∫ 𝑔𝑑𝜇௑  

eşitlikleri sağlanmaktadır. 

Önerme 1.2.4.6.([7] s.60) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçülebilir uzay olsun, 

a) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) ve 𝑓 ≤ 𝑔 ise ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ ≤ ∫ 𝑔𝑑𝜇௑ , 

b)𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) ve 𝐸, 𝐹 ∈ Σ, 𝐸 ⊂ 𝐹 ise ∫ 𝑓𝑑𝜇ா ≤ ∫ 𝑓𝑑𝜇ி  

eşitsizlikleri sağlanmaktadır. 

Önerme 1.2.4.7.([7] s.67) (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı ve𝑋 = ℕ, Σ = 𝑃(𝑋) ve 𝜇, ℕ üzerinde bir 

sayım ölçümü olmak üzere, 𝑓: ℕ → [0, ∞] bir fonksiyon ise  
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    ∫ 𝑓𝑑𝜇 = ∑ 𝑓(𝑛)ஶ௡ୀଵℕ   

eşitliği sağlanır. 

Tanım 1.2.4.8.([7] s.69) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzayı olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋, Σ) olarak 

seçilsin. Eğer  ∫ 𝑓ା𝑑𝜇௑  ve ∫ 𝑓ି𝑑𝜇௑  integralleri de sonlu ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑋 kümesi 

üzerinde tanımlı ve 𝜇 ölçümüne göre integrallenebilirdenir ve bu integral  

    ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ = ∫ 𝑓ା𝑑𝜇௑ − ∫ 𝑓ି𝑑𝜇௑   

şeklinde ifade edilir. 𝑋 kümesinde tanımlı ve 𝜇 ölçümüne göre integrallenebilir 

fonksiyonlar ailesi𝐿 = 𝐿(𝑋, Σ, 𝜇) gösterimi ile ifade edilir. 

Teorem 1.2.4.9.([7] s.70) (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋, Σ) olarak seçilsin. 

Bu taktirde 𝑓 ∈ 𝐿 integrallenebilirdir ancak ve ancak |𝑓| ∈ 𝐿’dir. Ayrıca, 

    ห∫ 𝑓𝑑𝜇௑ ห ≤ ∫ |𝑓|௑ 𝑑𝜇  

eşitsizliği doğrudur. 

Tanım 1.2.4.10.([7] s.72) Bir önermenin herhangi bir (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayında 𝜇- hemen 

her yerde geçerli (doğru) olması, 𝜇-ölçümü sıfır olan Σ- ölçülebilir bir kümeni 

tümleyenindede geçerli olması demektir. (𝜇- hemen hemen her yerde yeterlik özelliği 𝜇- 

h.h.y. şeklinde yazılır). 

Örneğin, 𝑋 üzerinde tanımlı bir (𝑓௡) fonksiyon dizisinin bir 𝑓 fonksiyonuna 𝜇-h.h.y. 

yakınsaması demek, 𝜇(𝐴) = 0 olan ölçülebilir bir 𝐴 ∈ Σ kümesinin tümleyenindeki her 𝑥 ∈ 𝑋\𝐴  değeri için 

    lim௡→ஶ 𝑓௡(𝑥) = 𝑓(𝑥)  

sağlanır. Bu durumda ‘‘𝑓௡ 𝑋𝑛 → ∞ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓𝜇- h.h.y’’ şeklinde yazılır. 

Önerme 1.2.4.11.([7] s.72) (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı olmak üzere,𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) fonksiyonu 

için 𝑓 = 0 𝜇- h.h.y.  ancak ve ancak 

    ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ = 0  

koşulunun sağlanmasıdır. 

Önerme 1.2.4.12. (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı olmak üzere, (𝑓௡) ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) monoton artan bir 

fonksiyonlar dizisi ve 𝑓 ∈ 𝑀ା(𝑋, Σ) fonksiyonuna 𝜇- h.h.y. yakınsıyor ise  

    ∫ 𝑓𝑑𝜇 = lim௡→ஶ ∫ 𝑓௡𝑑𝜇௑௑   

eşitliği doğrudur. 
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Önerme 1.2.4.13.([7] s.74) (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı olmak üzere,eğer 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋, Σ), 𝑔 ∈𝐿(𝑋, Σ, 𝜇) ve |𝑓| ≤ |𝑔| ise 𝑓 ∈ 𝐿(𝑋, Σ, 𝜇) ve  

    ∫ |𝑓|௑ 𝑑𝜇 ≤ ∫ |𝑔|௑ 𝑑𝜇  

eşitsizliği sağlanır. 

Teorem 1.2.4.14.([7] s.77) (𝑋, Σ, 𝜇) bir ölçüm uzayı olmak üzere, 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝑋 

kümesi üzerinde integrallenebilen reel değerli fonksiyonlar ve 𝛼 ∈ ℝ olmak üzere 

aşağıdaki  

a)𝛼𝑓 ∈ 𝐿 ve 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐿, 

b) ∫ (𝛼𝑓)𝑑𝜇௑ = 𝛼 ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ ,  

c) ∫ (𝑓 + 𝑔)𝑑𝜇 =௑ ∫ 𝑓𝑑𝜇௑ + ∫ 𝑔𝑑𝜇௑  

eşitlikler sağlanır. 

Önerme 1.2.4.15.([7] s.83-84) (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı olmak üzere,𝑋 = (𝑎, 𝑏] olarak 

tanımlansın. Σ, 𝑋 kümesinin Borel alt kümesi ve 𝜆 ,Σ üzerinde Lebesgue ölçümü olsun. 

Eğer 𝑓, 𝑋 üzerinde tanımlı pozitif ve sürekli bir fonksiyon ise  

    (𝐿) ∫ 𝑓𝑑𝜆[௔,௕] = (𝑅) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

olarak gösterilir.  

Teorem 1.2.4.16.([49] s.257). 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel değerli artan bir fonksiyon 

olmak üzere, 𝑓ᇱ türev fonksiyonu (𝑎, 𝑏)\𝐸 ve negatif değerlidir. Burada 𝐸 kümesi (𝑎, 𝑏)aralığında bulunan ve (ℝ, 𝔐௅ , 𝜇௅) ölçüm uzayında boş bir kümedir. Ayrıca 𝑓ᇱ 
fonksiyonu 𝔐௅ ölçülebilirdir ve (𝑎, 𝑏)\𝐸 üzerinde 𝜇௅-integrallenebilirdir ve   

    ∫ 𝑓ᇱ𝑑𝜇௅[௔,௕] ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)  

eşitsizliği sağlanır. Bu teorem H.Lebesgue Teoremiolarak adlandırılır. 

 
 

 

 



 

 
 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 
 
2.1. (s,m)-Konveks Fonksiyonların Bazı Özellikleri 
 

Tanım 2.1.1.([49])𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑑] ve 𝛼 ∈ [0,1] değerleri 

için  

    𝑓൫(1 − 𝛼)𝑥 + 𝛼𝑦൯ ≤ (1 − 𝛼)𝑓(𝑥) + 𝛼𝑓(𝑦)  

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu konveks fonksiyon olarak tanımlanır.  

Tanım 2.1.2.([19]) 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu her 𝑥 ∈ [0, 𝑑] ve 𝛼 ∈ [0, 1] değerleri 

için 

    𝑓(𝛼𝑥)  ≤ 𝛼𝑓(𝑥)  

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu yıldız biçimli (starshaped) fonksiyon olarak 

tanımlanır. 

Açıklama 2.1.3.([21]) 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu her 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 𝑑], 𝑎 < 𝑏 değerleri 

için bir konveks fonksiyon olmak üzere 

    𝑓 ቀ௔ା௕ଶ ቁ ≤  ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ ௙(௔)ା௙(௕)ଶ   

eşitsizliği geçerlidir. Tanımlanan bu eşitsizlik Hermite-Hadamard Eşitsizliği olarak 

tanımlanır. 

Tanım2.1.4.([19]) 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑑] ve 𝛼 ∈ [0, 1] 
değerleri için 

    𝑓(𝛼𝑥 + 𝑚(1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝛼)𝑓(𝑦)  

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu  𝑚 ∈ (0,1] değeri için [0, 𝑑] aralığı üzerinde 𝒎-

konveks fonksiyon olarak tanımlanır. 

Tanım 2.1.5.([17], [36]) Bir 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu 𝛽, 𝛼 ≥ 0 iken 𝛽 + 𝛼 = 1 ve 

her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑑]  değerleri için  

    𝑓(𝛽𝑥 + 𝛼𝑦) ≤ 𝛽௦𝑓(𝑥) + 𝛼௦𝑓(𝑦)  

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu 𝑠 ∈ (0,1] değeri için [0, 𝑑] aralığı üzerinde birinci 

anlamda 𝑠-konveks fonksiyonolarak tanımlanır. 

Tanım 2.1.6.([13], [23]) Bir 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu her 𝛼 ∈ [0,1] ve her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑑]  değerleri için  

    𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼௦𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼௦)𝑓(𝑦)  
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eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu 𝑠 ∈ (0,1] değeri için [0, 𝑑] aralığı üzerindeikinci 

anlamda 𝑠-konveks fonksiyonolarak tanımlanır. 

Tanım 2.1.7.([40] ) 𝑓 konveks fonksiyon ve 𝑥௠ ≥ 0, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 

    ∑ 𝛼௠ = 1௡௠ୀଵ   

 olup 

    𝑓(∑ 𝛼௠𝑥௠௡௠ୀଵ ) ≤ ∑ 𝛼௠𝑓(𝑥௠)௡௠ୀଵ   

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik Jensen Eşitsizliğiolarak tanımlanır. 

Tanım 2.1.8.([20]) Bir 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑑] ve 𝛼 ∈ [0,1] 
değerleri için 

    𝑓(𝛼𝑥 + 𝑚(1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼௦𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝛼)௦𝑓(𝑦)  

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu (𝑠, 𝑚) ∈ (0,1]ଶ değerleri için [0, 𝑑] aralığı üzerinde 

birinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon olarak tanımlanır. 

Dahası, Eftekhari 2014 yılında ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonsiyonları tanım 2.1.9’da 

tanımlamıştır. 

Tanım 2.1.9.([20]) 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 fonksiyonu, herhangi bir 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑑]  ve 𝛼 ∈ [0,1]  değerleri için 

    𝑓(𝛼𝑥 + 𝑚(1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼௦𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝛼௦)𝑓(𝑦)  

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu (𝑠, 𝑚) ∈ (0,1]ଶ reel değerleri için [0, 𝑑] aralığı 

üzerinde ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon olarak tanımlanır. 

Örnek 2.1.10. 𝑓: [0, +∞) → ℝ, 𝑠, 𝑚 ∈ (0,1] ve  ℎ ∈ [1, +∞) için 𝑓(𝑥) = 𝑥௛ + 𝑐, 𝑐 ≤ 0 

şeklinde tanımlanan 𝑓 fonksiyonu ikinci anlamda bir (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyondur. 

Gerçekten, 𝛼 ∈ [0,1], her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, +∞) ve (𝑠, 𝑚) ∈ [0,1] için 𝑓(𝛼𝑥 + 𝑚(1 − 𝛼)𝑦) = (𝛼𝑥 + 𝑚(1 − 𝛼)𝑦)௛ + 𝑐  ≤ 𝛼𝑥௛ + 𝑚௛(1 − 𝛼)𝑦௛ + 𝑐  ≤ 𝛼௦𝑥௛ + 𝑚(1 − 𝛼)௦𝑦௛ + (𝛼௦ + 𝑚(1 − 𝛼)௦)𝑐  ≤ 𝛼௦𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝛼)௦𝑓(𝑦)  

olduğu ispat edilir ve böylece 𝑓 fonksiyonu ikinci anlamda bir (𝑠, 𝑚)-konveks 

fonksiyondur denir. 

    Negatif olmayan bir fonksiyon, konveks ve yıldız (starshaped) biçimindeyse, her (𝑠, 𝑚) ∈ (0,1]ଶ değeri için ikinci anlamda bir (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyondur. Bu fonksiyon 

sınıfları ikinci anlamda (𝑠, 1)-konveks fonksiyon olan ikinci anlamda 𝑠-konveks 
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fonksiyonun bir uzantısıdır [12]. Dragomir ve Fitzpatrick, [17]’deki 𝑓 fonksiyonunun 

tanım kümesindeki herhangi bir 𝑐 noktası için ikinci anlamda bir 𝑠-konveks fonksiyonu 𝑓(𝑐) = 0 olduğunda Reimann integrallenebilir olduğunu açıkladılar. Aynı zamanda 𝑓[𝑎, 𝑏] 
aralığı üzerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olduğundan [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓 ikinci anlamda bir 𝑠-konveks fonksiyonu için Hermite-Hadamarttipi eşitsizliği  

    2௦ିଵ𝑓(௔ା௕ଶ ) ≤ ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ ௙(௔)ା௙(௕)௦ାଵ   

şeklinde verilir.  

Yine de 𝑚 ∈ (0,1) ile ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonların integrallenebilirliği 

için herhangi bir sonuç yoktur ve bu nedenle araştırmacıların ([29], [46], [47])’da verilen 

integrallenebilirliği şart koşması gerekir. 

Şimdi 𝑚 ∈ (0,1) ile birinci veya ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonlar için bazı 

özellikler ve bazı eşitsizlikler ele alınacaktır.  

Teorem 2.1.11. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ise 𝑓ᇱ hemen hemen her yerde vardır. 𝐸 kümesi (𝑎, 𝑏) aralığında (ℝ, 𝔐௅ , 𝜇௅)  ölçüm uzayında ölçümü sıfır olan bir küme ve her  𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)\𝐸, [𝑎, 𝑏] ⊂(0, 𝑑 ] değerleri için  

    𝑠𝑓(𝑥) ≤ 𝑥𝑓′(𝑥)  

eşitsizliği sağlanır. 

ispat: 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 olmak üzere  𝑚 ∈ (0,1) için birinci anlamda veya ikinci 

anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda, 

    𝑓(0) ≤ 𝑚𝑓(0),  

ve böylece 

    𝑓(0) ≤ 0  

olduğu açıktır. Ayrıca her 0 < 𝑥 ≤ 𝑦 

    𝑓(𝑥) = 𝑓 ቀ௫௬ 𝑦 + 𝑚 ቀ1 − ௫௬ቁ 0ቁ ≤ ቀ௫௬ቁ௦ 𝑓(𝑦) + 𝑚 ቀ1 − ቀ௫௬ቁ௦ቁ 𝑓(0) ≤ ቀ௫௬ቁ௦ 𝑓(𝑦)  

yada 

    𝑓(𝑥) = 𝑓 ቀ௫௬ 𝑦 + 𝑚 ቀ1 − ௫௬ቁ 0ቁ ≤ (௫௬)௦𝑓(𝑦) + 𝑚(1 − ௫௬)௦𝑓(0) ≤ ቀ௫௬ቁ௦ 𝑓(𝑦)  

eşitsizliği mevcuttur. Yani 

    ௙(௫)௫ೞ ≤ ௙(௬)௬ೞ , 0 < 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 

eşitsizliği elde edilir. 
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 Bu eşitsizlik ile 𝑔(𝑥) = ௙(௫)௫ೞ  fonksiyonu [𝑎, 𝑑], 𝑎 > 0 aralığı üzerinde monoton artan 

fonksiyon olduğu anlamına gelir. 𝑔(𝑥) = ௙(௫)௫ೞ  ve ℎ(𝑥) = 𝑥௦  fonksiyonları hemen hemen her yerde türevlenebilir olduğundan 

H.Lebesgue teoremine göre 𝑓′ fonksiyonu hemen hemen her yerde vardır ve 𝐸 kümesi (𝑎, 𝑏) aralığında (ℝ, 𝔐௅ , 𝜇௅)  ölçüm uzayında ölçümü sıfır olan bir küme, her 𝑥 ∈(𝑎, 𝑏)\𝐸, [𝑎, 𝑏] ⊂ (0, 𝑑 ] değerleri için  

    𝑠𝑓(𝑥) ≤ 𝑥𝑓′(𝑥)  

eşitsizliği sağlanır.  

Sonuç 2.1.12. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ise 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑑], 𝑎 > 0 aralığı üzerinde Reimann 

integrallenebilirdir. 

İspat. Bir önceki teoremin ispatından 𝑔(𝑥) fonksiyonunun [𝑎, 𝑑]  aralığı üzerinde 

monoton artan olduğu bilinir. Sonuca göre 𝑔 fonksiyonu integrallenebilirdir. Dolayısıyla ℎ 

fonksiyonu da integrallenebilir olduğundan ℎ. 𝑔 çarpım fonksiyonu da integrallenebilirdir. 

Sonuç 2.1.13. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda 

negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ise 𝑓 sıfırda sürekli, 𝑓(0) = 0 ve monoton 

artan bir fonksiyondur. Böylece 𝑓 fonksiyonunun [0, 𝑑] aralığı üzerinde Reimann integrali 

alınabilir. 

İspat: 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için pozitif değerli birinci anlamda veya ikinci 

anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ (0, 𝑑] aralığı için 

    ௙(௫)௫ೞ ≤ ௙(௬)௬ೞ  , 0 < 𝑥 ≤ 𝑦 

olup 𝑓 fonksiyonu pozitif değerli olduğundan  

    𝑓(𝑥) = 𝑥௦ ௙(௫)௫ೞ ≤ ௫ೞ௬ೞ 𝑓(𝑦) ≤ 𝑓(𝑦)  

öyle ki  

    𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦)  

olup 𝑓  fonksiyonu monoton artandır. Diğer taraftan 𝑥 > 0 için  

    0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ௫ೞ௬ೞ 𝑓(𝑦), 0 < 𝑥 ≤ 𝑦 

olup,  

    lim௫→଴ 𝑓(𝑥) = 0  

eşitliği sağlanır. Ayrıca 

    0 ≤ 𝑓(0) = 𝑓(𝑚0) ≤ 𝑚𝑓(0) ≤ 𝑚ଶ𝑓(0)  
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olup, her 𝑛 ∈ ℕ için  

    0 ≤ 𝑓(0) ≤ 𝑚௡𝑓(0)  

eşitliği sağlanır. Buradan 𝑓(0) = 0 sağlanır. 𝑓 fonksiyonu [0, 𝑑] aralığı üzerinde sürekli ve 

sonuç 2.1.13’den 𝑓 fonksiyonu  [0, 𝑑] üzerinde Reimann İntegrallenebilir olduğu elde 

edilir. 

Sonuç 2.1.14. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda 

negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ve (0, 𝑑) aralığı üzerinde bir fonksiyonun 

türevi ise 𝑓 fonksiyonu [0, 𝑑) aralığı üzerinde süreklidir. 

İspat. Bu sonuç, türev fonksiyonunun ancak ikinci tip süreksizlik noktalarına sahip olması 

durumunda süreksizlik noktalarına sahip olduğu gerçeğinden alınmıştır.  

Teorem 2.1.15. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda 

negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu herhangi bir [0, 𝑐], 𝑐 ≤ 𝑑 aralığı üzerinde 

sürekli ise 

    lim௫→଴ ௙(௫)௫ೞ   

limiti mevcuttur. 

İspat: Farz edelim ki 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci anlamda veya ikinci 

anlamda negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu herhangi bir [0, 𝑐], 𝑐 ≤ 𝑑 aralığında 

sürekli olsun. 

Öyleyse 𝑔: [0, 𝑐] → ℝ fonksiyonu 

    𝑔(𝑥) = 𝑥ଵି௦𝑓(𝑥)  

şeklinde tanımlanan herhangi bir [0, 𝑐] alt aralığında sürekli bir fonksiyondur, her 𝑛 ∈ ℕ 

ve her 𝑥 ∈ [0, 𝑐] için 

    𝑔 ቀଵ௡ 𝑥ቁ = ቀଵ௡ 𝑥ቁଵି௦ 𝑓(ଵ௡ 𝑥) ≤ 𝑥ଵି௦(ଵ௡)ଵି௦(ଵ௡)௦𝑓(𝑥) = ଵ௡ 𝑔(𝑥)  

eşitsizliği sağlanır. 

 Çalışma [14]’deki Teorem 6’ya göre 𝑔(𝑥)𝑥 = 0 noktasında da türevlenebilir bir 

fonksiyondur. Bu 

    lim௫→଴ ௙(௫)௫ೞ   

limitinin var olduğu anlamına gelir. 

Teorem 2.1.16. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda 

negatif değerli (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ise 𝑓 fonksiyonu [0, 𝑑] aralığı üzerinde bir 

yıldız şekilli (starshaped) fonksiyonudur. 
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İspat. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci anlamda veya ikinci anlamda negatif 

değerli (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu, her 𝑥 ∈ [0, 𝑑] için 𝑓(𝑥) < 0 olup 𝑓 fonksiyonunun 

yıldız şekilli fonksiyon olmadığını varsayalım. Buradan 𝑡଴ ∈ (0,1) ve 𝑥଴ ∈ [0, 𝑑] olmak 

üzere iki nokta vardır öyle ki 

    𝑡଴𝑓(𝑥଴) < 𝑓(𝑡଴𝑥଴)  

bağıntısı sağlanır. 𝑓 fonksiyonu 𝑚 ∈ (0,1) için birinci anlamda veya ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu olduğundan 

    𝑡଴𝑓(𝑥଴) < 𝑓(𝑡଴𝑥଴) ≤ 𝑡଴௦𝑓(𝑥଴)  

eşitsizliği doğrudur. Ayrıca 𝑓 negatif değerli bir fonksiyon olduğundan 𝑡଴ ∈ (0,1) için 

    𝑡଴௦ < 𝑡଴  

eşitsizliği elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Böylece 𝑓 fonksiyonunun [0, 𝑑] aralığında yıldız 

şekilli fonksiyon olduğu elde edilir. 

Sonuç 2.1.17. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci veya ikinci anlamda 

negatif değerli (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ise bir 𝑐 ∈ [0, 𝑑] noktası vardır öyleki 𝑓𝜒[଴,௖] 
fonksiyonu[0, 𝑐] üzerinde pozitif olmayan yıldız şekilli bir fonksiyondur. Aynı zamanda  𝜒஺ fonksiyonu ℝ’nin 𝐴 alt kümesinin karakteristik fonksiyonu olmak üzere 𝑓𝜒[௖,ௗ], [𝑐, 𝑑] 
aralığı üzerinde negatif olmayan monoton artan bir fonksiyondur. 

 

2.2. Bazı İntegral Eşitsizlikleri 
 

Teorem 2.2.1. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde Reimann integrallenebilirdir ve 

ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks bir fonksiyon olsun, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚𝑏 ≤ 𝑏 ≤ 𝑑 için 

    2௦ିଵ𝑓(𝑚 ௔ା௕ଶ ) ≤ ௠௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ 𝑚 (௠௕ି௔)௙(௔)ା(௕ି௠௔)௙(௕)(௦ାଵ)(௕ି௔)   

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. 𝑓 ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon olduğundan ve her 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

    𝑓(𝑚 ௫ା௬ଶ ) ≤ 𝑚 ௙(௫)ା௙(௬)ଶೞ   

eşitsizliğinden yararlanılarak, 

eğer 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 ve 𝑦 = 𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎 seçilirse  

    𝑓(𝑚 ௕ା௔ଶ ) ≤ ௠ଶೞ (𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎))  

eşitsizliği elde edilir. 

Son eşitsizliğin integrali alınarak  
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𝑓 ቀ𝑚 ௔ା௕ଶ ቁ ≤ ௠ଶ(ೞషభ) ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

eşitsizliği elde edilir. 𝑎 ≤ 𝑚𝑏 ve 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon olduğundan ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦௕௔ = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௠௕௔ + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௠௕   = (𝑚𝑏 − 𝑎) ∫ 𝑓(𝑡𝑎 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡ଵ଴ + (𝑏 − 𝑚𝑏) ∫ 𝑓(𝑡𝑏 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡ଵ଴   ≤ (𝑚𝑏 − 𝑎) ∫ (𝑡௦𝑓(𝑎) + 𝑚(1 − 𝑡)௦𝑓(𝑏))𝑑𝑡ଵ଴   +(𝑏 − 𝑚𝑏) ∫ (𝑡௦ + 𝑚(1 − 𝑡)௦)𝑓(𝑏)𝑑𝑡ଵ଴   = (𝑚𝑏 − 𝑎) ቆ௧ೞశభ௦ାଵ 𝑓(𝑎) − ௠(ଵି௧)ೞశభ௦ାଵ 𝑓(𝑏)ቇ | ଵ଴  

+(𝑏 − 𝑚𝑏) ቀ௧ೞశభ௦ାଵ − ௠(ଵି௧)ೞశభ௦ାଵ ቁ 𝑓(𝑏)| ଵ଴  = (𝑚𝑏 − 𝑎) ቀ௙(௔)௦ାଵ + ௠௦ାଵ 𝑓(𝑏)ቁ + (𝑏 − 𝑚𝑏) ቀ௙(௕)௦ାଵ + ௠௦ାଵ 𝑓(𝑏)ቁ  = (௠௕ି௔)௙(௔)௦ାଵ + ଵ௦ାଵ (𝑚ଶ𝑏 − 𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑚𝑏 + 𝑚𝑎 − 𝑚ଶ𝑏)𝑓(𝑏)  = (௠௕ି௔)௙(௔)௦ାଵ − (௠௔ି௕)௙(௕)௦ାଵ   = ଵ௦ାଵ ൣ𝑚൫𝑏𝑓(𝑎) − 𝑎𝑓(𝑏)൯ + 𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎)൧  = ଵ௦ାଵ [(𝑚𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑎) + (𝑏 − 𝑚𝑎)𝑓(𝑏)]  = (௠௕ି௔)௙(௔)ା(௕ି௠௕)௙(௕)௦ାଵ   

olup 

    𝑓 ቀ𝑚 ௔ା௕ଶ ቁ ≤ 𝑚 ଶభషೞ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ 𝑚2ଵି௦ (௠௕ି௔)௙(௔)ା(௕ି௠௔)௙(௕)(௦ାଵ)(௕ି௔)   

eşitsizliği sağlanır. 

Not: Teorem 2.2.1. de 𝑚 = 1 ve 𝑠 = 1 alındığı taktirde 

    𝑓 ቀ௔ା௕ଶ ቁ ≤ ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ ௙(௕)ା௙(௔)ଶ   

eşitsizliği ünlü Hermite-Hadamard eşitsizliğidir. 

Sonuç 2.2.2. Eğer𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ise 𝑓′ 
fonksiyonu [𝑎, 𝑏]  aralığı üzerinde Reimann integrali alınabilir, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚𝑏 ≤ 𝑏 ≤ 𝑑 ise, 

    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑚𝑖𝑛 ቄ௕௙(௕)ି௔௙(௔)௦ାଵ , (௠௕ି௔)௙(௔)ା(௕ି௠௔)௙(௕)(௦ାଵ) ቅ௕௔   

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 2.2.3. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ve [𝑎, 𝑏] 
aralığına Riemann integrallenebilir olduğundan 
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    𝑓 ቀ𝑚 ௔ା௕ଶ ቁ ≤ 𝑚 ଶభషೞ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   ≤ ቀ൫(௔ି௠௔)ೞశభି(௕ି௠௔)ೞశభ൯௙(௕)ା௠(௕ି௔)ೞశభ௙(௔)ቁ(௦ାଵ)(௕ି௠௔)ೞ   

eşitsizliği elde edilir. 

İspat : 𝑓 her 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu olduğundan ve 

Teorem 2.2.1’ün ispatından  

    𝑓 ቀ𝑚 ௕ା௔ଶ ቁ ≤ ௠ଶೞషభ ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

olduğu açıktır. Şimdi 𝑥 = ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎 olarak tanımlansın, 

    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   = ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ௕௔ 𝑑𝑥  

≤ ∫ ൜ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ௦ 𝑓(𝑏) + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰௦𝑓(𝑎)ൠ 𝑑𝑥௕௔   

= ቆ(௕ି௠ )௦ାଵ ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ௦ାଵ 𝑓(𝑏) − ௠(௕ି௠௔)௦ାଵ ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰௦ାଵ 𝑓(𝑎)ቇ | ௕௔  = ଵ(௦ାଵ)(௕ି௠௔)ೞ ൫(𝑥 − 𝑚𝑎)௦ାଵ𝑓(𝑏) − 𝑚(𝑏 − 𝑥)௦ାଵ𝑓(𝑎)൯| ௕௔  = ଵ(௦ାଵ)(௕ି௠௔)ೞ ൫(𝑎 − 𝑚𝑎)௦ାଵ𝑓(𝑏) − (𝑏 − 𝑚𝑎)௦ାଵ𝑓(𝑏) + 𝑚(𝑏 − 𝑎)௦ାଵ𝑓(𝑎)൯  

= ቀ൫(௔ି௠௔)ೞశభି(௕ି௠௔)ೞశభ൯௙(௕)ା௠(௕ି௔)ೞశభ௙(௔)ቁ(௦ାଵ)(௕ି௠௔)ೞ . 

Böylece, = 𝑚 ଶభషೞ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   
≤ ቀ൫(௔ି௠௔)ೞశభି(௕ି௠௔)ೞశభ൯௙(௕)ା௠(௕ି௔)ೞశభ௙(௔)ቁ(௦ାଵ)(௕ି௠ )ೞ   

olduğu ve  

    𝑓 ቀ𝑚 ௕ା௔ଶ ቁ ≤ 𝑚 ଶభషೞ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

            ≤ ቀ൫(௔ି௠௔)ೞశభି(௕ି௠௔)ೞశభ൯௙(௕)ା௠(௕ି௔)ೞశభ௙(௔)ቁ(௦ାଵ)(௕ି௠௔)ೞ   

eşitsizliği ispat edildi. 

Teorem 2.2.4. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ,  𝑑 > 0 ve 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 𝑑], 𝑎 < 𝑏 aralığı üzerinde ikinci 

anlamda negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ve negatif olmayan 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

fonksiyonu integrallenebilir ve  ௠௔ା௕ଶ   için simetrik olsun. Böylece  
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    ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ቂ∫ ቀ௫ି௠௕ି௠௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ∫ ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቃ  
eşitsizliği elde edilir. 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 reel değerli negatif olmayan fonksiyonlar olduğundan, 𝑔 integrallenebilir 

fonksiyon ve  ௠௔ା௕ଶ  ye göre simetrik olacaktır. 𝑥 = ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎 olarak 

tanımlansın,  

    ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  = ଵଶ ቂ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ∫ 𝑓(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑔(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቃ  
=  ଵଶ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

+ ଵଶ ∫ 𝑓 ቆቀ௠௔ା௕ି௫ି௠௔௕ି௠௔ ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௠௔ା௕ି௫ି௠௔௕ି௠௔ ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

= ଵଶ ∫ ቂ𝑓 ൬ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑎൰ + 𝑓 ൬ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑎൰ቃ௕௔ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥  ≤ ଵଶ ∫ ൬ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ௦ 𝑓(𝑏) + 𝑚 ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ௦𝑓(𝑎)൰௕௔ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥  + ଵଶ ∫ ቀቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ௦ 𝑓(𝑏) + 𝑚 ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ௦ 𝑓(𝑎)ቁ௕௔ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥  

= 12 න ቊቆቀ𝑥 − 𝑚𝑎𝑏 − 𝑚𝑎ቁ௦ + ൬ 𝑏 − 𝑥𝑏 − 𝑚𝑎൰௦ቇ 𝑓(𝑏) + 𝑚 ቆቀ𝑥 − 𝑚𝑎𝑏 − 𝑚𝑎ቁ௦ + ൬ 𝑏 − 𝑥𝑏 − 𝑚𝑎൰௦ቇ 𝑓(𝑎)ቋ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕
௔  

= ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ∫ ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ∫ ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

eşitsizliği ile ispat tamamlanır. 

Not: Eğer bir önceki teoremde 𝑚 = 1 alınırsa 𝑠-konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard-Fejer türünde eşitsizlik olduğu görülür. Yani; ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  < ௙(௕)ା௙(௔)ଶ ∫ ቀ௕ି௫௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ௙(௕)ା௙(௔)ଶ ∫ ቀ௫ି௔௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   = ௙(௕)ା௙(௔)ଶ ቂ∫ ቀ௕ି௫௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ∫ ቀ௫ି௔௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቃ . 

Sonuç 2.2.5. Teorem 2.2.4’de  𝑔(𝑥) = 1 alınırsa  

    ଵ(௕ି௔) ∫ 𝑓(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 ≤ ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶೞశభ ቀ(௕ା௔ିଶ௠௔)ೞି(௕ି௔)ೞ(௕ି௠௔)ೞ ቁ.  

İspat: Eğer 𝑔(𝑥) = 1 alınırsa  

    ∫ 𝑓(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  
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≤ ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ∫ ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ௦ 𝑑𝑥௕௔ + ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ∫ ቀ௫ି௠௕ି௠௔ቁ௦ 𝑑𝑥௕௔   

eşitsizliği elde edilir. 0 < 𝑠 < 1 olup 𝜑(𝑥) = 𝑥௦ içbükey fonksiyonu alındığında Jensen eşitsizliğinden 

    ଵ(௕ି௔) ∫ 𝑓(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥   ≤ ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ቀ ଵ(௕ି௔) ∫ ௕ି௫௕ି௠௔ 𝑑𝑥௕௔ ቁ௦  + ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶ ቀ ଵ(௕ି௔) ∫ ௫ି௠௔௕ି௠௔ 𝑑𝑥௕௔ ቁ௦
  = ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶೞశభ ቀ (௕ି௔)మ(௕ି௔)(௕ି௠௔)ቁ௦  + ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶೞశభ ቀ(௕ି௔)(௕ା௔ିଶ௔ )(௕ି௔)(௕ି௠௔) ቁ௦

  = ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶೞశభ ቀ(௕ି௔)ೞ(௕ା௔ିଶ௠ )ೞ(௕ି௔)ೞ(௕ି௠௔)ೞ + (௕ି௔)మೞ(௕ି௔)ೞ(௕ି௠௔)ೞቁ  = ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶೞశభ ቀ(௕ା௔ିଶ௠௔)ೞା(௕ି௔)ೞ(௕ି௠௔)ೞ ቁ  

olduğu ispatlanır. 

Teorem 2.2.6. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ,  𝑑 > 0 ve 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 𝑑], 𝑎 < 𝑏 aralığında ikinci anlamda 

negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ve negatif olmayan 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 

integrallenebilir ve  ௠௔ା௕ଶ  için simetrik olsun. 

 Böylece, 

    𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  

≤ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

olarak tanımlanır. 

İspat: 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ ve 𝑑 > 0 ikinci anlamda negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon 

ve negatif olmayan 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu integrallenebilir ve ௠௔ା௕ଶ  için simetrik olsun. 

Bu durumda 𝑥 = ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎 olarak alınsın ve 

    𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  = ∫ 𝑓 ቀ௠௔ା௕ି௫ା௫ଶ ቁ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  ≤ ∫ ଵଶೞ [𝑓(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥) + 𝑓(𝑥)]𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  = ଵଶೞ ∫ 𝑓(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 + ଵଶೞ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   = ଵଶೞ ∫ 𝑓(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑔(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ଵଶೞ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   
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= ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௠௔ା௕ି௫ି௠௔௕ି௠௔ ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௠௔ା௕ି௫ି௠௔௕ି௠௔ ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔     

+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ൬ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑎൰ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

= ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ . 

Yani, 

    𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  

≤ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

olduğu ispatlanır. 

Not: Eğer Teorem 2.2.6. da  𝑚 = 1 alınırsa 𝑠-konveks fonksiyonlar için  

    𝑓 ቀ௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  

≤ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௕ି௫௕ି௔ቁ 𝑏 + ൬1 − ቀ௕ି௫௕ି௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௔௕ି௔ቁ 𝑏 + ൬1 − ቀ௫ି௔௕ି௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

eşitsizliği Hermite-Hadamard-Fejer türünde eşitsizlik olduğu görülür.  

Teorem 2.2.7. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ,  𝑑 > 0 ve 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 𝑑], 𝑎 < 𝑏 aralığı üzerinde ikinci 

anlamda negatif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ve negatif olmayan 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

fonksiyonu integrallenebilir ve  ௠௔ା௕ଶ   için simetrik olsun.  

Böylece,   

    2௦𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥.   

İspat: 𝑥 = ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎 olarak alınsın, bu durumda  

    𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓 ቀ௠௔ା௕ି௫ା௫ଶ ቁ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  ≤ ∫ ൬ ଵଶೞ 𝑓(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥) + ଵଶೞ 𝑓(𝑥)൰ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   = ଵଶೞ ∫ 𝑓(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 𝑔(𝑚𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ଵଶೞ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   



26 

 

= ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௠௔ା௕ି௫ି௠௔௕ି௠௔ ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௠௔ା௕ି௫ି௠௔௕ି௠௔ ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ൬ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑎൰ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

= ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ ௕ି௫௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

olup 

    2௦𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 2.2.8. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, [0, 𝑑] aralığı üzerinde türevlenebilir ve |𝑓ᇱ| fonksiyonu 𝑚 ∈ (0,1) için [0, 𝑑] aralığında ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks bir fonksiyonu için 

    ቚ𝑓(𝑚𝑥) − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦௕௔ ቚ ≤ ห௙ᇲ(௕)ห௕ି௔ ቂ(௠(௦ାଵ)ାଵ)൫(௠௫ି௔)మା(௕ି௠௫)మ൯(௦ାଵ)(௦ାଶ) ቃ , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  [𝑎, 𝑏] ⊂ [0, 𝑑]  eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Bu durumda, Cerone ve Dragomir’in [15]’deki çalışmasında verilen eşitsizlik 

kullanılarak 

    ቚ𝑓(𝑚𝑥) − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦௕௔ ቚ  = ቚ(௠௫ି௔)మ௕ି௔ ∫ 𝑡𝑓ᇱ(𝑡𝑚𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)𝑑𝑡ଵ଴ − (௕ି௠௫)మ௕ି௔ ∫ 𝑡𝑓ᇱ(𝑡𝑚𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡ଵ଴ ቚ  ≤ (௠௫ି௔)మ௕ି௔ ∫ 𝑡|𝑓ᇱ(𝑡𝑚𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑑𝑡ଵ଴ + (௕ି௠௫)మ௕ି௔ ∫ 𝑡|𝑓ᇱ(𝑡𝑚𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡ଵ଴   ≤ (௠௫ି )మ௕ି௔ ∫ 𝑡(𝑚𝑡௦ + (1 − 𝑡)௦)|𝑓ᇱ(𝑏)|𝑑𝑡ଵ଴   + (௕ି௠௫)మ௕ି௔ ∫ 𝑡(𝑚𝑡௦ + (1 − 𝑡)௦)|𝑓ᇱ(𝑏)|𝑑𝑡ଵ଴   = ห௙ᇲ(௕)ห௕ି௔ ቂ(௠(௦ାଵ)ାଵ)൫(௠௫ି௔)మା(௕ି௠௫)మ൯(௦ାଵ)(௦ାଶ) ቃ  
elde edilir. 

Uyarı: Teorem 2.2.8’de 𝑚 = 1 değeri için sonuç sağlanır. Bu sonuç Alomari [2] 

çalışmasında yer almaktadır. 

Teorem 2.2.9. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, [0, 𝑑] aralığında türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer |𝑓ᇱ| 
fonksiyonu [0, 𝑑] aralığında ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu ise aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır 
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    ቚ𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቚ ≤ 𝑓ᇱ ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ൥ቀ೘ೌశ್మ ି௔ቁమାቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ(௕ା௔)(௦ାଶ) ൩ + ൫ห௙ᇲ(௔)หାห௙ᇲ(௕)ห൯௠(௦ାଵ)(௦ାଶ) . 

İspat: 𝑥 = ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ 𝑏 + 𝑚 ൬1 − ቀ௫ି௠௔௕ି௠௔ቁ൰ 𝑎 olarak tanımlansın ve 

    ቚ𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቚ  
denklemi için; ≤ อ𝑓ᇱ ቆ𝑡 ൭ቆ೘ೌశ್మ ି௠௔௕ି௠௔ ቇ 𝑏 + 𝑚 ቆ௕ି೘ೌశ್మ௕ି௠௔ ቇ 𝑎൱ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቇอ  

= ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ  
ve ≤ อ𝑓ᇱ ቆ𝑡 ൭ቆ೘ೌశ್మ ି௠௔௕ି௠௔ ቇ 𝑏 + 𝑚 ቆ௕ି೘ೌశ್మ௕ି௠௔ ቇ 𝑎൱ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቇอ  

= ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ  
denklemleri teoremin çözümü için tanımlansın. Yani; 

    ቚ𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቚ  
≤ ቀ೘ೌశ್మ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡ଵ଴ ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ 𝑑𝑡  

+ ቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡ଵ଴ ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ 𝑑𝑡  

eşitsizliği elde edilir. |𝑓ᇱ| fonksiyonu [0, 𝑑] aralığında her 𝑡 ∈ [0,1] için ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks 

fonksiyonu olarak tanımlanırsa, 

    ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ ≤ 𝑡௦ ቚ𝑓ᇱ ቀ௠௔ା௕ଶ ቁቚ + 𝑚(1 − 𝑡)௦|𝑓ᇱ(𝑎)|  
ve  

    ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ ≤ 𝑡௦ ቚ𝑓ᇱ ቀ௠௔ା௕ଶ ቁቚ + 𝑚(1 − 𝑡)௦|𝑓ᇱ(𝑏)|  
eşitsizliği elde edilir. 

Şimdi, 

    ቚ𝑓 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቚ  
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= | ቀ೘ೌశమ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡ଵ଴ 𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁ 𝑑𝑡− ቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡ଵ଴ 𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁ 𝑑𝑡|   

≤ ቀ೘ೌశ್మ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ 𝑑𝑡ଵ଴   

+ ቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ 𝑑𝑡ଵ଴   

≤ ቀ೘ೌశ್మ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡ଵ଴ ቀ𝑡௦ ቚ𝑓ᇱ ቀ௠௔ା௕ଶ ቁቚ + 𝑚(1 − 𝑡)௦|𝑓ᇱ(𝑎)|ቁ 𝑑𝑡  

+ ቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡ଵ଴ ቀ𝑡௦ ቚ𝑓ᇱ ቀ௠௔ା௕ଶ ቁቚ + 𝑚(1 − 𝑡)௦|𝑓ᇱ(𝑏)|ቁ 𝑑𝑡  

= ቀ೘ೌశ್మ ି௔ቁమ௕ି௔ ቈቚ௙ᇲቀ೘ೌశ್మ ቁቚ௦ାଶ + ௠ห௙ᇲ(௔)ห(௦ାଵ)(௦ାଶ)቉   + ቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ௕ି௔ ቈቚ௙ᇲቀ೘ೌశ್మ ቁቚ௦ାଶ + ௠ห௙ᇲ(௕)ห(௦ାଵ)(௦ାଶ)቉  

= 𝑓ᇱ ቀ௠௔ା௕ଶ ቁ ൥ቀ೘ೌశ್మ ି௔ቁమାቀ௕ି೘ೌశ್మ ቁమ(௕ା௔)(௦ାଶ) ൩ + (ห௙ᇲ(௔)หାห௙ᇲ(௕)ห)௠(௦ାଵ)(௦ାଶ)   

olarak elde edilir. 

Teorem 2.2.10. Bir önceki teoremin tüm varsayımlarının karşılandığı varsayılsın, o zaman 

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

    ቚ𝑓 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡௕௔ ቚ  
      ≤ ห௙ᇲ(௕)หଶೞ(௦ାଶ) ൥ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమାቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ ൩ − ௠(௦ାଷିଶೞశమ)ଶೞ(௦ାଵ)(௦ାଶ) ൥ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమ௕ି௔ |𝑓ᇱ(𝑎)| + ቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ |𝑓ᇱ(𝑏)|൩. 

İspat: 𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎 = ௧ଶ 𝑏 + 𝑚 ቀ1 − ௧ଶቁ 𝑎 ve |𝑓ᇱ| fonksiyonu [0, 𝑑] üzerinde de ikinci 

anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon olduğu bilindiğinden herhangi bir 𝑡 ∈ [0,1] için 

aşağıdaki eşitsizliklerden biri alınabilir; 

    ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ ≤ ቀ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑏)| + 𝑚 ቀ1 − ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑎)|, 
    ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ ≤ ቀ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑏)| + 𝑚 ቀ1 − ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑏)|  
ve böylece 

    ቚ𝑓 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ − ଵ௕ି௔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡௕௔ ቚ  
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= ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ 𝑑𝑡ଵ଴+ ቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ 𝑑𝑡ଵ଴
  

≤ ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑎ቁቚ 𝑑𝑡ଵ଴+ ቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቚ𝑓ᇱ ቀ𝑡 ቀ௕ା௠௔ଶ ቁ + 𝑚(1 − 𝑡)𝑏ቁቚ 𝑑𝑡ଵ଴
  

olup, ≤ ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቀቀ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑏)| + 𝑚 ቀ1 − ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑎)|ቁ 𝑑𝑡ଵ଴   

+ ቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ ∫ 𝑡 ቀቀ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑏)| + 𝑚 ቀ1 − ௧ଶቁ௦ |𝑓ᇱ(𝑏)|ቁ 𝑑𝑡ଵ଴   

= ห௙ᇲ(௕)หଶೞ(௦ାଶ) ൥ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమାቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ ൩ − ௠(௦ାଷିଶೞశమ)ଶೞ(௦ାଵ)(௦ାଶ) ൥ቀ್శ೘ೌమ ି௔ቁమ௕ି௔ |𝑓ᇱ(𝑎)| + ቀ௕ି್శ೘ೌమ ቁమ௕ି௔ |𝑓ᇱ(𝑏)|൩  

olarak elde edilir. 

Uyarı: Teorem 2.2.10’de 𝑚 = 1 için sonuç sağlanır. Bu sonuç Alomari [2] çalışmasında 

yer almaktadır. 

Teorem 2.2.11. 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, herhangi bir 𝑚 ∈ (0,1) için ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-

konveks bir fonksiyon olsun. Bu halde  ∑ ℎ௞௡௞ୀଵ ≤ 1, ℎ௞ ∈ [0,1] ve 𝑥௞ ∈ [𝑎, 𝑏] olmak 

üzere 

    𝑓(𝑚 ∑ ℎ௞𝑥௞) ≤ 𝑚 ∑ ℎ௞௦ 𝑓(𝑥௞)௡௞ୀଵ௡௞ୀଵ    

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. Çalışma [41]’daki gibi matematiksel tümevarım yöntemi kullanılarak ispatı 

verilecektir. Öncelikle 𝑚 ∈ (0,1) ile ikinci anlamda bir (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu 

olduğundan 𝑛 = 1, ℎ ∈ [0,1] ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  𝑓(𝑚ℎ𝑥) = 𝑓(𝑚ℎ𝑥 + (1 − ℎ)0) ≤ (1 − ℎ)௦𝑓(0) + 𝑚ℎ௦𝑓(𝑥) ≤ 𝑚ℎ௦𝑓(𝑥)  

Şimdi tümevarımın bir sonraki adımı için 2.2.11’deki denklemin 𝑛 − 1 için doğru 

olduğunu varsayalım. Bu durumda eğer 

    ∑ ℎ௞௡௞ୀଵ ≤ 1  

ise 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 sağlanır ve  

    𝑓(𝑚 ∑ ℎ௞𝑥௞௡௞ୀଵ ) = 𝑓(𝑚(1 − ℎ௡) ∑ ௛ೖଵି௛೙ 𝑥௞௡ିଵ௞ୀଵ + 𝑚ℎ௡𝑥௡)  ≤ (1 − ℎ௡)௦𝑓 ቀ𝑚 ∑ ௛ೖଵି௛೙ 𝑥௞௡ିଵ௞ୀଵ ቁ + 𝑚ℎ௡௦ 𝑓(𝑥௡)  
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≤ (1 − ℎ௡)௦𝑚 ∑ ௛ೖଵି௛೙௡ିଵ௞ୀଵ 𝑓(𝑥௞) + 𝑚ℎ௡௦ 𝑓(𝑥௡)  = 𝑚 ∑ ℎ௞௦௡ିଵ௞ୀଵ 𝑓(𝑥௞) + 𝑚ℎ௡௦ 𝑓(𝑥௡)  = 𝑚 ∑ ℎ௞௦௡௞ୀଵ 𝑓(𝑥௞). 

Teorem 2.2.12. (𝑋, Σ, 𝜇) sonlu bir ölçüm uzayı ve ℎ: 𝑋 → [0, +∞)𝜇-integrallenebilir bir 

fonksiyon olmak üzere ℎ(𝑥) ≤ ଵఓ(௑) olduğunu varsayalım. Eğer 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0 

herhangi bir 𝑚 ∈ (0,1) için pozitif olmayan ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ve 𝑔: 𝑋 → [0, 𝑑] 𝜇-integrallenebilir fonksiyon ise herhangi bir 𝐸 ∈ Σ için  

    𝑓 ቀ𝑚 ∫ ℎ(𝑥)ா 𝑔(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)ቁ ≤ 𝑚 ∫ ℎ(𝑥)ா 𝑓൫𝑔(𝑥)൯𝑑𝜇(𝑥)  

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. 𝐼 = ⋃ 𝐼௡௞௡௞ୀଵ , 𝑛 ∈ ℕ için 𝐼௡௞ ayrık aralıklarının herhangi bir bölümü olsun. 𝑔 bir 𝜇-

integrallenebilir fonksiyon olduğundan 𝐸௡௞ = 𝑔ିଵ(𝐼௡௞) ∩ 𝐸 herhangi bir 𝐸 ∈ Σ kümesi 

için Σ içindedir ve 𝐸 = ⋃ 𝐸௡௞௡௞ୀଵ . Her bir 𝐸௡௞ kümesinde herhangi bir 𝑥௡௞ noktası 

seçilsin. ℎ pozitif değerli fonksiyon ve  

    ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)௑ ≤ 1  

olduğundan 

    ∑ 𝜇൫𝐸௡௞൯௡௞ୀଵ ℎ(𝑋௡௞)𝑔(𝑋௡௞)  

lineer kombinasyonu yeterince büyük 𝑛 ∈ ℕ için [0, 𝑑] aralığının içerisindedir. 𝑓 

fonksiyonu [0, 𝑑] aralığı üzerinde herhangi 𝑚 ∈ (0,1) için pozitif olmayan (𝑠, 𝑚)-konveks 

fonksiyon olduğundan  𝑓 ቀ𝑚 ∑ 𝜇൫𝐸௡௞൯௡௞ୀଵ ℎ൫𝑋௡௞൯𝑔൫𝑋௡௞൯ቁ ≤ 𝑚 ∑ 𝜇௦൫𝐸௡௞൯௡௞ୀଵ ℎ௦(𝑋௡௞)𝑓 ቀ𝑔൫𝑋௡௞൯ቁ  

                                                          ≤ ∑ 𝜇൫𝐸௡௞൯௡௞ୀଵ ℎ(𝑋௡௞)𝑓 ቀ𝑔൫𝑋௡௞൯ቁ  

eşitsizliği bir önceki teorem kullanılarak elde edilir. 

Bu teoremin ispatı 𝑓 fonksiyonunun süreklilik varsayımı altında tamamlanır. 

Tanım 2.2.13 ([3], [34], [25]) 𝑞-integrali’niThomas ve Jackson 𝑡 ∈ (0,1) olmak üzere  

    ∫ 𝑓(𝑡)𝑑௤𝑡ଵ଴ = (1 − 𝑞) ∑ 𝑓(𝑞௡)𝑞௡ାஶ௡ୀ଴   

şeklinde tanımlamışlardır. Jackson 𝑞-integrali için daha genel bir tanım vererek  

    ∫ 𝑓(𝑡)𝑑௤𝑡௕଴ = 𝑏(1 − 𝑞) ∑ 𝑓(𝑏𝑞௡)𝑞௡ାஶ௡ୀ଴   

 ve 

    ∫ 𝑓(𝑡)𝑑௤𝑡௕௔ = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑௤𝑡௕଴ − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑௤𝑡௔଴   
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 şeklinde ifade etmiştir.  

 
Örnek 2.2.14.   𝑓: [0,1] → ℝ için 𝑓 fonksiyonu 

    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑௤𝑥ଵ଴ = (1 − 𝑞) ∑ 𝑓(𝑞௡)𝑞௡ାஶ௡ୀ଴   

 şeklinde tanımlansın. Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝑚 ∈ (0,1) değeri için pozitif tanımlı ve [0,1] 
aralığında ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyon ise 

    𝑓 ቀ𝑚 ∫ 𝑥𝑑௤𝑥ଵ଴ ቁ ≤ 𝑚 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑௤𝑥ଵ଴   

olur ve buradan, 

    𝑓 ቀ ௠ଵା௤ቁ ≤ 𝑚(1 − 𝑞) ∑ 𝑓(𝑞௡)𝑞௡ାஶ௡ୀ଴   

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca 𝑓 fonksiyonu pozitif değerli olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için, 

    𝑓(𝑞௡) = 𝑓(𝑞௡1 + 𝑚(1 − 𝑞௡)0)  ≤ 𝑞௦௡𝑓(1) + 𝑚(1 − 𝑞௡)௦𝑓(0)   = 𝑞௦௡𝑓(1)  

şeklinde tanımlansın. Buradan, 

    𝑓 ቀ ௠ଵା௤ቁ ≤ 𝑚(1 − 𝑞) ∑ 𝑓(𝑞௡)𝑞௡ାஶ௡ୀ଴   ≤ 𝑚(1 − 𝑞)𝑓(1) ∑ 𝑞(௦ାଵ)௡ାஶ௡ୀ଴   = 𝑚(1 − 𝑞)𝑓(1) ଵଵି௤ೞశభ  = 𝑚𝑓(1) ଵି௤ଵି௤ೞశభ  

eşitsizliği sağlanır. Böylece verilen bu integralde 𝜇(𝐴) = (1 − 𝑞) ∑ 𝜒஺(ାஶ௡ୀଵ 𝑞௡)𝑞௡ şeklinde 

tanımlanır. ∑ =  2[଴,ଵ] olup 𝜇([0,1]) = 1 sağlanır. 

 
 

 

 
 



 

 
 

3.SONUÇLAR 
 
Bu tez çalışmasında 𝑓: [0, 𝑑] → ℝ, 𝑑 > 0, 𝑚 ∈ (0,1) için birinci anlamda veya ikinci 

anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonu için; 

1. 𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑑], 𝑎 > 0 aralığı üzerinde Reimann integrallenebilir olduğu 

gösterilmiştir (Sonuç 2.1.12.). 

2. 𝑓 sıfırda sürekli, 𝑓(0) = 0 ve monoton artan bir fonksiyondur. Böylece 𝑓 

fonksiyonunun [0, 𝑑] aralığı üzerinde Reimann integrallenebilir olduğu 

gösterilmiştir (Sonuç 2.1.13.). 

3. 𝑓 fonksiyonu (0, 𝑑) aralığı üzerinde bir fonksiyonun türevi ise [0, 𝑑) aralığı 

üzerinde sürekli olduğu gösterilmiştir (Sonuç 2.1.14.). 

4. 𝑓𝜒[଴,௖] fonksiyonu[0, 𝑐] üzerinde pozitif olmayan yıldız şekilli bir fonksiyondur. 

Aynı zamanda  𝜒஺ fonksiyonu ℝ’nin 𝐴 alt kümesinin karakteristik fonksiyonu 

olmak üzere 𝑓𝜒[௖,ௗ], [𝑐, 𝑑] aralığı üzerinde negatif olmayan monoton artan bir 

fonksiyon olduğu gösterilmiştir (Sonuç 2.1.17.). 

5. Teorem 2.2.1. de de 𝑚 = 1 ve 𝑠 = 1 alındığı taktirde elde edilen eşitsizliğin 

ünlü Hermite-Hadamard eşitsizliği olduğu gösterilmiştir. 

6. 𝑓′ fonksiyonunun [𝑎, 𝑏]  aralığı üzerinde Reimann integralinin alınabilirliği 

gösterilmiştir. (Sonuç 2.2.2.). 

7. Teorem 2.2.4. de 𝑚 = 1 alınırsa 𝑠-konveks fonksiyonlar için  

         ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  < ௙(௕)ା௙(௔)ଶ ∫ ቀ௕ି௫௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ௙(௕)ା௙(௔)ଶ ∫ ቀ௫ି௔௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   = ௙(௕)ା௙(௔)ଶ ቂ∫ ቀ௕ି௫௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ + ∫ ቀ௫ି௔௕ି௔ቁ௦ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔ ቃ  
                eşitsizliği Hermite-Hadamard-Fejer türünde eşitsizlik olduğu gösterilmiştir.  

8. Teorem 2.2.4. de  𝑔(𝑥) = 1 alınırsa  

          ଵ(௕ି௔) ∫ 𝑓(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥 ≤ ௠௙(௔)ା௙(௕)ଶೞశభ ቀ(௕ା௔ିଶ௠ )ೞି(௕ି௔)ೞ(௕ି௠௔)ೞ ቁ  

       eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmiştir. 

9. Teorem 2.2.6. da  𝑚 = 1 alınırsa 𝑠-konveks fonksiyonlar için  

         𝑓 ቀ௔ା௕ଶ ቁ ∫ 𝑔(𝑥)௕௔ 𝑑𝑥  
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≤ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௕ି௫௕ି௔ቁ 𝑏 + ൬1 − ቀ௕ି௫௕ି௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔+ ଵଶೞ ∫ 𝑓 ቆቀ௫ି௔௕ି௔ቁ 𝑏 + ൬1 − ቀ௫ି௔௕ି௔ቁ൰ 𝑎ቇ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥௕௔   

eşitsizliği Hermite-Hadamard-Fejer türünde eşitsizlik olduğu gösterilmiştir. 

Yapılan bu tez çalışmasında ilgili teoremler ispatlanmış ve sonuçlara ulaşılmış olup 

bulgular makale olarak Maltepe Journal Of Mathematics dergisinde yayınlanmıştır [44]. 

 

 

 

 



 

 
 

4. ÖNERİLER 
 

Bu tez çalışmasında 𝑚 ∈ (0,1) ile birinci veya ikinci anlamda (𝑠, 𝑚)-konveks 

fonksiyonlar için birçok yeni integral eşitsizlikleri ve sonuçları elde edildi. Benzer şekilde 

literatürde(𝑠, 𝑚)-konveks fonksiyonlar sınıflarına benzer başka fonksiyon sınıfları için 

elde edilen eşitsizliklerinin sağlanıp sağlanmadığı incelenebilir. İncelenen bu integral 

eşitsizlikleri ve sonuçları kesirli integraller yardımı ile daha da genişletilebilir ve daha 

genel sonuçlar elde edilebilir. 
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