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Yiiksek Lisans Tezi
OZET
(s,m)- KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN BAZI SONUCLAR VE ESITSIZLIKLER
[lknur MIHYAZ

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Ana Bilim Dali
Danigsman: Dog. Dr. Meltem SERTBAS
2022, 38 Sayfa

Bu tez iki béliimden olugmaktadir. Ilk béliimde tezin diger béliimlerinde kullanilacak olan
tanimlara, teoremlere ve literatiirde ¢okca bilinen ve kullanilan 6l¢iimlerin dogurulusu ve Lebesgue
integraline yer verilmistir. ikinci boliimde ise bu tez ¢alismasinda kullamlan [0,d] , d > 0 arahi@
iizerinde tanmimlanan ve m € (0,1) aralig1 {lizerinde birinci ve ikinci anlamda (s, m)-konveks
fonksiyonlarin baz 6zellikleri tammmlanmistir. Ek olarak bazi integral esitsizlikleri, negatif olmayan
ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyonlari ve sonlu 6l¢iimlii dlgiilebilir uzay icin incelenmistir.
Alinan sonuglar drneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler:Integral esitsizlikleri, Olgiilebilir uzay, (s, m)-konveks fonksiyon
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Master Thesis

SUMMARY

SOME RESULTS AND INEQUALITIES FOR (s, m)-CONVEX FUNCTION
[lknur MIHYAZ

Karadeniz Technical University
Institue of Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Meltem SERTBAS
2022, 38 Pages

This thesis consists of two chapters. In the first chapter, definitions, theorems and the birth of
measurements that are widely known and used in the literature and Lebesgue integral that will be
used in other chapters of the thesis are included. In the two chapter, some properties of the (s, m)-
convex functions in the first and second sense, defined on the interval [0,d] , d > 0 and used in
this thesis study, on the interval m € (0,1) are given. In addition, some integral inequalities have
been studied for (s, m)-convex functions and measurable space in the non-negative second sense.

The results obtained were supported by examples.

Key Words: Integral inequalities, Measure space,(s, m)-convex function
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1.GENEL BILGILER

1.1. Giris

Esitsizlik, biiylikliik ve kiiclikliik bakimindan verilen matematiksel denklemlerin
karsilastirilmast olarak ifade edilebilir. Esitsizliklerin asil amaglarindan biri de degeri tam
olarak hesaplanamayan matematiksel ifadelerin degerinin daha iyi hesaplanmasi ve tam bir
degere sahip olmayan fonksiyonlar1 iistten ve alttan sinirlayarak verilen fonksiyonlarin
sonucunun tahmin edilmesinde katkida bulunmaktir. Esitsizlikler Matematik biliminin yan1
sira diger bilim dallarinda da degeri tam olarak hesaplanamayan problemlerin ¢dziimiinde
onemli bir yer teskil etmektedir. Bunlarin yani sira esitsizlikler; Sobolev esitsizlikleri, 6z
fonksiyon ve spektral esitsizlikleri, sagilma, kolerasyon ve majorizasyonon esitsizlikleri
seklinde gruplanir [27]. Geg¢misten gilinlimiize kadar esitsizlikler hakkinda birgok
aragtirmalar yapilmis ve kitaplar yazilmistir. Bu yapilan ¢aligmalarin ilkini ise Polya,
Hardy ve Littlewood’un 1934 yilinda yazdiklar1 “Inequalities” adli kitaplaridir [22].
Esitsizlikler {iizerine hazirlanan ikinci kaynak ise 1961 yilinda R.Bellman ve
E.F.Beckenbach tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir [10]. Esitsizlikler {izerine
yazilan ii¢lincii kaynak ise 1970 yilinda Mitronovic’in yazdig1 “Analiytic Inequalities” adli
kitaptir [31].

Analitic Inequalites adl1 kaynakta daha kapsamli aragtirmalar ve ¢alismalar yapilarak
diger iki kaynak kitaplarda bulunmayan esitsizlikler bulunmaktadir. Bu ilk {i¢ ana kaynagin
disinda Mitrinovic ve arkadaslar tarafindan yapilan caligmalar esliginde “Clasical and
new Inequalities in Analysis” [33] ve “Their Integrals and Derivatives” [32] adl kitaplart
yazmislardir. Niculescu ve Persons’un yazmis olduklart “Convex Functions and Their
Applications” [35], Pachpatte’nin yazmis oldugu ‘“Mathematical Inequalities” [31]
kaynaklar 6rnek olarak siralanabilir.

Esitsizliklerin bir diger ugras alam1 ise konvekslik kavrami ve konveks
fonksiyonlardir. Konveks fonskiyonlar esitsizlik teorisinde onemli bir ¢alisma alanidir.
1905-1906 yillarinda J. Jensen’in yaptigi calismadan sonra konveks fonksiyonlarin daha
sistemli olarak c¢alisilmasi saglanmistir. J. Jensen’in yaptig1 énemli ¢alismalarin ardindan

konveks fonksiyonlar {izerine yapilan arastirmalar ve calismalar hiz kazanmistir. Son



yillarda ise bilinen konvekslik tanimindan daha genel olarak konveks fonksiyonlarin
tanimlar1 ve ¢esitleri arastirllmistir. 1978 yilinda Breckner s-konveks fonksiyonlar1 yazmis
oldugu “Stetigkeit Aussagen fiir eine Klasse verallgemeinerter konvexer funktionen in
topologischen linearen Raumen” adli calismasinda tanitmastir [13]. 1994 yilinda Hudzig ve
Maligranda s-konveks fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini “Some remarks on s-convex
functions” adl1 ¢caligmasinda kullanmistir [23]. Konveks fonksiyonlar ve uygulama alanlari
da giinliik yasantimizda bir¢ok alani etkilemektedir. Bu uygulama alanlar1 ise miihendislik,
endiistri, fizik, ekonomi, veri analizi, istatistik, sanat, tip gibi is alanlarini etkilemektedir
[27]. Matematik anabilim dallarinda ise uygulamali matematik, olasilik teorisi,
matematiksel analiz, cebir ve diger alanlar1 dogrudan ya da dolayl olarak etkilemektedir.

Esitsizlikler hakkinda Persons ve Nicelescu tarafindan yazilan “Convex Functions
and Their Applications” [35] ve Pandpatte tarafindan yazilan “Matematical Inequalities”
[40] kaynaklar1 da o6rnek verilebilir. Verilen tiim bu kaynaklarin disinda, S.S.Dragomir,
R.P.Agarval, V.Lakshmikantham gibi arastirmacilarin bir¢ok makale, monografi ve
kitaplar esitsizlik alaninda yapilan ¢alismalar arasinda gosterilebilir. Esitsizlikler iizerine
giinimiize kadar bir¢ok arastirllmalar yapilmis, makale ve kitaplar yazilmistir. Bu
caligsmalarin 6nemli bir kismi S.S.Dragomir ve C.E.M.Perace tarafindan 2002 yilinda
yazilmis olan kaynaktan toparlanmistir [19]. Bu tez calismasinda bazi konveks
fonksiyonlarin tanimlar1 verilmis ve bazi dzellikleri iizerinde durulmustur. Ozellikle ikinci
anlamda (s,m)-konveks fonksiyonlar tizerinde durulmustur. Bu tez c¢alismasinda [0, d],
d > 0 arali1 lizerinde tanimlanan ve m € (0,1) aralig: lizerinde birinci ve ikinci anlamda
(s,m)-konveks fonksiyonlarin baz1 o&zellikleri tanimlanmistir. Ayrica bazi integral
esitsizlikleri, negatif olmayan ikinci anlamda (s,m)-konveks fonksiyonlar1 i¢in ve

Olciilebilir uzay i¢in incelenmistir. Alinan sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

1.2.Genel Kavramlar

Bu boliimde 6lgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar teorisinin temel kavramlari

ve sonuclar1 verilmektedir.



1.2.1.Ol¢iiler

Tamm 1.2.1.1.([7] s.15-19)

1) X herhagi bir kiime ve X’in bir £ sinifi i¢in

a)X €2,

b) A€lXise A=X\A€ZX,

¢)HerA, c XiginU;_, A, EX

sartlar1 saglanirsaX’ya X kiimesi lizerinde bir o-cebiridirdenir.

2) Bir X kiimesi ve X kiimesi lizerindeki bir ¥o-cebirinin olusturdugu (X, %) ikilisine bir

Olciilebilir uzay denir.

3) X’nin her bir elemaninaZX-dl¢iilebilir kiime veya 6l¢iilebilir kiime denir.

Simdi, 6l¢iilebilir (X, X) uzaylan ile ilgili asagidaki

a) A, .., A, EXise Uj_; Ay EZ,

b) Ay ..., A, EXise Nj_; Ay EZ,

¢) (A= CXisen,_, A, EZ,

d) AABeXiseANB‘EX

onermelerin dogrulugu kolayca gosterilir.

Ornekl.2.1.2. X=N, X={0,{3,69 ..3n,..},{meN:m=#3nneN},N} olarak

alinirsa X, X kiimesi lizerinde bir g-cebiridir.

Ornek 1.2.1.3. f: X — Y bir fonksiyon olmak iizere, %, Y kiimesi iizerinde bir o-cebiri

oldugunda

@ ={"'(A)xAez}

fonksiyonu da X kiimesi {izerinde bir g-cebiridir.

Oncelikle;

a) X, Y kiimesi iizerinde bir o-cebiri oldugundan Y € X olur. Bu halde f~1(Y) € f~1(2)
olup diger taraftan f ~1(Y) = X olacagindan X € f~1(Z) oldugu elde edilir.

b) B € f~1(X) olsun. B kiimesi en az bir A € X’nm ters goriintiisiidiir. Yani B € f~1(X)
ise B¢ = f1(A°) oldugu goriiliir. ¥ bir o-cebiri oldugundan A¢ € ¥ olur. Dolayisiyla
1A € f71(2) ise B € f1(Z) elde edilir.

¢) Her bir n € N icin B,, € f~1(Z) oldugu kabul edilsin. A, € ¥ olmak iizere her bir B,
kiimesi i¢in dyle bir A, kiimesi bulunabilir ki B, = f~1(4,,) dir. Boylece U5~ B,, =
Ui (4, =71 (U=, Ay) oldugu goriiliir. X bir o-cebiri oldugundan U=, 4, €



¥ ve dolaysiyla US-; B, € f~1(Z) olup, X’nin Y kiimesi iizerinde bir a-cebiri oldugu
elde edilir.

Ornek 1.2.1.4. X keyfi bir kiime ve £ = 2% ise (X, ¥) ikilisine bir 6l¢iilebilir uzaydir denir

ve bu aile en genis o-cebiridir.

Gergekten,

a)X,0 € Xise X,0 € T = 2%,

b) Keyfi bir A € X i¢in A € X olup A° = X\A € X oldugundan A€ € ¥ = 2%,

¢) Keyfi alinan bir A,, € X i¢cin her n > 1 degerlerinde 4,, € X oldugundan

Us_1 A, € Xolup US-, A, €T = 2%

oldugu elde edilir.

Tanim 1.2.1.5. ([7] s.18) X keyfi bir kiime ve y, X’in alt kiimelerinin bos olmayan ailesi

olmak iizere y’y1 igeren en kiigiik o-cebirine y tarafindan dogurulan o-cebiridenir.

Tanim 1.2.1.6.(]46] s.70) X = R kiimesi i¢in a,b € R olsun. (a,b) seklindeki biitlin

araliklarin dogurdugu o-cebirine Borel cebiridenir ve §(fr) notasyonu ile gosterilir.

1.2.2.0l¢iim Uzay1

Tamm 1.2.2.1. ([7] s.22)

1) (X, X) bir 6lgiilebilir uzay olmak tizere, X,X’in bazi alt kiimelerinin olusturdugu bir o-
cebiri ve u: X - R fonksiyonu

a) u(9) =0,

b) Her E € X i¢in u(E) = 0,

¢) Her ayrik 6lciilebilir kiimelerin E,, € X dizisi

u(Unz1 En) = Xnzi u(En), n €N

yukaridaki 6zellikleri sagliyorsa bu fonksiyona bir dl¢ii fonksiyonuya da kisaca dl¢tim adi
verilir.

Ornek 1.2.2.2. X kiimesi icin card X = 2 ve bu kiimenin P(X) gii¢ kiimesi verilsin. P(X)

kiimesi Uizerinde

(0, A=0¢
”(A)_{l,Aqt@

ile verilen p doniistimiiniin 6l¢ii fonksiyonu olup olmadigi incelensin. O halde;
i. Tanim geregi (@) = 0 oldugu aciktir.
ii. Her A € P(X) i¢in u(X) = 0,



iii. Her n € N i¢in (4,) dizisi P(X) kiimesindeki ayrik kiimelerin bir dizisi olmak {izere
asagidaki durumlar s6z konusudur;
a) Hern € Nigin A, = @ ise u(Un=1 4,) = Yin=1 U(A,) gerceklenir.
b) ny € N olmak iizere her n < n, i¢in 4, = @, her n,m = n, icin A,,A,, # @ ve
A, N A, = 0 olsun.
Un=14n = Uppg+14n # 0
olup,
p(Upz14n) =1
esitligi saglanir. Diger yandan
Yn=1 U(An) = Xaingrb(Ap) =1+ 1+ = 400
oldugundan
u(Unz1 An) # Zn=1 u(4n)
saglanir.
Dolayisiyla u, P(X) kiimesi iizerinde bir 6l¢ii fonksiyonu degildir.
Ornek 1.2.2.3. piy, Uy, ..., Uy, Z, o-cebiri iizerinde bir 6l¢ii ve aq,ay, ..., a, negatif
olmayan reel say1 ise X lizerinde
V(E) = Y= arti(E), k €N
ile taniml1 v donilisiimiiniin o-cebiri iizerinde bir 6l¢ii olup olmadigi incelensin. Gegekten,
i. v(0) = k=1 aix (@) = 0,
ii. uq, Uy, ..., Uy Olcii oldugundan her E € X igin
V(E) = Xi=1 axtr(E) = 0,
iii. (E),), ¥ daki ayrik kiimelerin bir dizisi ve 1 <k <n igin p;, donilistimleri 6l¢ii
oldugundan
V(Um=1Em) = Xk=1 @tk (Um=1Em)
= k=1 [Xm=1 i (Em)]
= Yk=1 2m=1 %Mk (Em)
= Ym=1Qk=1 @cttr (Em))
= Ym=1V(Em)
olup istenilen elde edilir. Dolayisiyla v doniisiimii o-cebiri lizerinde 6l¢iidiir.
Tanim 1.2.2.4.(]7] s.22)(X, ¥) bir 6l¢iim uzay1 olmak iizere,

1) Her E € X igin u(E) < oo ise u 6l¢timiine gore sonlu 6lgtim denir.



2)X = Up=1En, En € X ve her n €N i¢in u(E,) < +o ise p olglimiine o-sonlu 6lgiim
denir.

Tamm 1.2.2.5.([7] s.23)X herhangi bir kiime, X’in alt kiimelerinin bir X g-cebiri ve X
tizerinde tanimli bir g 6l¢iimiinden olusan (X, X, i) dlgiistine 6l¢iim uzay ad1 verilir.
Ornek 1.2.2.6.X bos olmayan bir kiime ve p € X sabit bir nokta, & = P(X) olmak iizere

E € ¥ i¢in

1, €E
u(E)={0 o

seklinde tanimlanan p fonksiyonu bir sonlu Olgiimdiir. Bu Olglimep noktasindaki
yogunlasmis birim 8l¢iimveyaDirac Olgiimii ad1 verilir.
Ornek 1.2.2.7.X =N, 2 = P(N) = 2N ve u: = > R,
card(E), E sonlu
w(B) = £ = {744

+oo , E sonsuz

ise u fonksiyona X iizerinde bir sayim &¢liimiiadi verilir. Verilen bu 6l¢ii sonlu olmayip o-
sonludur. Eger E,, = {n} secilir ve U E,, sonlu ise E,, kiimeleri sonlu elemanlidir ve eleman
sayilarmin toplami1 U E,,’nin eleman sayisina esittir. U E,, sonsuz ve E,, kiimeleri sonlu
elemanl ise E, kiimesinin eleman sayilarinin toplami sonsuzdur. Gergekten de N =
Uns1{En} ve n € N i¢in u(E,) = 1 oldugu agiktir.
Ornek 1.2.2.8. (R,B) olgiilebilir uzay olsun.  Borel cebiri iizerinde tanimli ve her
E = (a,b)(a, b € R) agik araliginda araligin boyunu veren A 6l¢iimiine Borel veya § Borel
cebiri tizerinde Lebesgue 6l¢timii denir. A(a, b) = b — a notasyonu ile gosterilir.
Teorem 1.2.2.9.([7] s.23) (X, 2, u) bir 6l¢iim uzay1 olsun. Eger A,B € X ve A C B ise

u(A) < u(B)
olup, ayrica u(A) < oo ise

n(B\A) = u(B) — u(4)
esitligi elde edilir.
Onerme 1.2.2.10.([7] 5.24) ( X, %, 1) bir 6l¢iim uzay1 olsun.
a) Eger (B,), X i¢inde artan bir dizi ise
p(UpZy By) = limy o u(B,),n EN
b) Eger (E,,), Zi¢inde azalan bir dizi ve u(E;) < +oo ise
w(N%y Ey) = limy oo w(Ep), n € N

ozellikleri saglanir.



Ornek 1.2.2.11. X = N, ¥ = 2N ve p, N {izerinde sayim 6l¢iimii olup
E,={meNm=>=n},n>1
olarak tanimlansin. Bu halde F,, € Z, F;, monoton ve
u(Fy) = u(N) = +oo
olup
p(Npe1 B) = u(@) =0
olmasina ragmen
p(F,) = 4o m
boylece
limy o p(Fy) = +00 # 0 = u(Np=1 K
esitligi elde edilir.
Teorem 1.2.2.12.([7] s.26) (X,X, 1) bir dlgiim uzayr olmak lizere, X’ya ait kiimelerin
herhangi bir (A,,) dizisi i¢in
n(Unz14n) < Xnza#(4y), n EN
esitsizligi saglanir.
Ornek 1.2.2.13. (X, %, 1) 6lgiim uzay1 olup B € X olsun
W (B) = inf{X5, u(E):E; c %,B ¢ U, Ej}
seklinde tanimlanan p*: 2% — R fonksiyonuna y-6l¢iimiiniin dogurdugu dis dl¢iim denir.
Teorem 1.2.2.14.([7] s.30) X herhangi bir kiime veu*: 2X — R fonksiyonu
a) w(9) =0,
b) Her A € 2% i¢in u*(A) > 0,
¢) HerB,E c XveB c E i¢in u*(B) < u*(E),
d) Hern € Nigin E,, € 2% ise
1 (Unz1 En) < Znea 17 (En)
Ozelliklerini saglar.
Ornek 1.2.2.15. R’nin smirli ve agik alt araliklarmin bir (I,,) dizisi,
Ta={(n):Ac Uy [}, neN
seklinde alinsin. P(R) iizerinde
A" (A) = inf{¥n=1 t(In): (In) € T4}
biciminde tanimlanan A* bir dis 6l¢iidiir ve Lebesgue dis Olciisii olarak adlandirilir.
Simdi bu fonksiyonun dis 6l¢ii sartlarin1 sagladigini gésterelim:

a) Her € > 0 i¢in en az bir (I,,) dizisi bulunabilirki @ € Uy_; I, ve Ygeq t(I,) < € olur.



&

(Ornegin I, = (0, snr1) almabilir) Dolayisiyla @ < 2* (@) <e olur ki bu A*(Q) =
0 olmasin1 gerektirir.
b) infimumu alian bir kiimenin her elemani pozitif veya sifir oldugundan kiimenin
infimumu negatif olamaz. Bu halde her A c X i¢in A*(4) = 0 saglanir.
¢) A c B olsun. B kiimesini Orten agik araliklar A kiimesini de orter. Dolayisiyla

A" (A) = inf{Xnz1 t(In): () € T4} < inf{1(I): (1) € T3} = A°(B)
esitligi saglanir.
d) (4,,), R’nin alt kiimelerinin her hangi bir dizisi olmak {izere, eger

N A (Am) = +o0
ise

A (Umn=14m) < Xin=14"(Am)
olacag1 aciktir.

S A (Am) < 0
olsun. € > 0 verildiginde, infimum 6zelliginden her bir m € N i¢in
i1 tlmn) < A (Am) + 5
olacak sekilde en az bir (I, ) € 74, dizisi vardir. A, © Uy~ Iy, oldugundan
Um=14m C U10101=1(U10$1=1 Im,n)
yazilabilir. A*’1n tanimindan ve Y, (I ) < A" (4) + zim’den

A (Um=14m) < Xm=12n=1 l(Im,n)

< i |1 (Am) + ]

=Ym=1A"(4n) + ¢
elde edilir. € keyfi olarak se¢ildiginden
N (Um=14m) < Xm=14"(4p)
elde edilir.
Ornek 1.2.2.16. 1* Lebesgue dis 6lciisii ve A € R kiimesi A* 6lciilebilir olmak iizere,
a) Herx € Rigin 1"(4 + x) = 1" (4),
b) A+ x ={a+x:a€ A} kimesi A" dl¢iilebilirdir.

Gergekten,
i. Ty = {(Ik) = ((ak, bk)) tAC Ule(ak,bk)}
i¢in

A'(A) = inf{XZ1tUi) = (k) € T4}



= inf{Xk=1(bx — ar): (x) € T4}
esitliginin saglandigi bilinir.
Tasx = {Ua) = (@rns rax)) 2 A+ % C U1 (Qhsrs Diern) }
olup,
A(A+x) = inf {371 t ((@rns rax)) * (@i Diesx)) € Tasx)
= inf{Xi=1((bx — ax)) = ((ar, b)) € T4}
=1"(4)
esitligisaglanir.
ii. A + x kiimesinin A* dl¢iilebilir olmasi i¢in her E € R i¢in
AME)=1VENA+x)+AT(ENA+x))
esitliginin saglandig1 gosterilmelidir.
EnNn(A+x)=[(E—-x)NnA]l+x
EN(A+x)°=[(E—x)NA°]+x
hatirlatmasi kullanilarak a) sikki yardimiyla,
AMENA+x) =2E —x)nA] +x)
=A"((E—-—x)NnA)
ve
AMENA+x))=2((E —x)n AT+ x)
= A"((E —x) N A°)
saglanir. A kiimesi Lebesgue dlgiilebilir oldugundan
A*(E Nn(A+ x)) +FAENA+x))=2{E —x)nA]D) + A2 ([(E —x) n A°]
=1(E —x)
= A"(E)
esitligi saglanir. Boylece A + x kiimesinin A* 6lgiilebilir oldugu gosterilmistir.
Tanim 1.2.2.17.([7] s.36) X bir kiime ve E € X olsun. Eger her A C X i¢in
pd) =p(ANE) +u (A/E)
kosulu saglaniyorsa E kiimesine u*-0l¢iilebilirdir denir. X kiimesinin biitiin p*-6lgiilebilir
kiimelerinin olusturdugu aile £* notasyonu ile gosterilecektir.
Teorem 1.2.2.18.([7] s.36). X*o-cebiri ve u* Ol¢iimii igin eger E € X*, u*(E) =0 ve
B c E ise B € " ve u*(B) = 0 seklinde tanimlanur.



Teorem 1.2.2.19.(|7] s.37)
u*-olgiilebilir kiime olusturdugu X* ailesini ve X cebirini igeren bir o-cebiridir. Ayrica,
eger E,, C X* ayrik bir dizi ise
1 (Unz1 En) = Zne1 1" (En)
esitligi dogrudur. Bu teorem C.Caratheodory Genisletme Teoremiolarak ifade edilir.

Ornek 1.2.2.20. P(R) iizerinde tanimli
. 0, A=0
pi(4) = {

+oo, A#0Q
dis 6l¢tim oldugu gosterilsin. Gergekten;
i. 47 (@) = 0 tanimdan saglanir.
ii. Her A € P(R) i¢in uj(A) = 0 oldugu tanimdan agiktir.
iii. Her B,E € P(R) ve B c E oldugundan pj(B) < pj(E) oldugu gosterilmelidir. Bunun
i¢in iki durum s6z konusudur:
a) B=Q ise E+ @ ya da E =@’dir. O halde u;(B) =0, ui(E) =+ ya da
ui(E) = 0’dir. Boylece pij(B) < pj(E) esitligi saglanir.
b) B # @ ise E # @ olmasi gerekir. O halde uj(B) =+ ve uj(E) = +o olup
ui(B) < pi(E) esitligi saglanir.
iv. P(R) kiimesindeki herhangi bir (E,,) dizisi i¢in ui (Up=q1 En) < Yimeq ti(Ey) saglandigi
gosterilmelidir. Bunu i¢in asagidaki durumlar saglanmalidir.
a) Her n€N i¢in E, =0 olsun. Up_;E, =0 olup pj(Up-1E,) =0 olur.
Yn=1#i(En) =0+0+--0=0

oldugundan

ui(Unz1 En) = Znz1 pi(En)
esitligi saglanir.

b) ny € N dyle ki her n < ny icin E,, # @ ve her n > ng icin E,, = @ olsun. Bu halde

n

m(Unz1 En) = 11(Up2, Ey) = +oo
ve
Ve 15 (En) = X%y 47 (Ey) =+ 00
gergeklenip istenen esitlik saglanir.
¢) Hern € Ni¢in E,, # @ olsun.
H1(Upzq En) = +oove Yopq pi(Ep) = +o0
oldugundan istenilen esitlik elde edilir. Boylece P(R) kiimesi tizerinde uj dis 6l¢tidiir.



1.2.3. Olgiilebilir Fonksiyonlar

Tamm 1.2.3.1. ([7] s.44)

1) (X,2) bir ol¢iilebilir uzay olmak iizere, f: X — R fonksiyonuna X-0l¢iilebilirdir denir
ancak ve ancak her « € R i¢in f‘l((a, +00)) = {x € X: f(x) > a} € X kosulu saglanir.

2) X den R’ye biitiin X-0l¢iilebilir fonksiyonlarin olusturdugu aile My(X,2) notasyonu ile
gosterilir.

Onerme 1.2.3.2.([7] s.44) (X, 2) bir dl¢iilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonu igin
a)Hera e Rigin4, ={x € X:f(x) >a} €,

b)Hera € Ri¢cin B, ={x € X: f(x) < a} € X,

¢)Hera e Ri¢cinC, ={x €X:f(x) = a} € X,

d)Hera e RicinDy ={x €X:f(x) <a}€X

onermeleri denktir.

Tanim 1.2.3.3.([7] s.44-49) X iizerinde taniml bir reel degerli f fonksiyonu eger tanim
bolgesi olan X kiimesi dl¢iilebilir ve Onerme 1.2.3.2’nin dért durumundan biri saglaniyorsa
Olgiilebilir olarak adlandirilir.

Ornek 1.234. f:R-> R, f(x)=sgnxolarak tanimlansin. f fonksiyonu Borel
Olciilebilirdir. Gergekten;

Her a € Ri¢in {x € R: f(x) > a} € B(R) oldugu gosterilmelidir.

Simdi,
-1, x<0
f(x)=sgnx=4{0, x=0
1, x>0

a)a<—lise{x ER:f(x) >a}=REeL(R),

b) -1 <a<0ise{x €R:f(x) >a}=][0+x) € B(R),

cJ0<a<lise{x ER:f(x) >a}=(0,+x) € B(R),

da>1lise{x eR:f(x)>a} =0 € L(R).

Boylece f fonksiyonunun Borel dlgiilebilir oldugu gosterilmistir.

Ornek 1.2.3.5. (X,X) olciilebilir uzay olmak iizere, f:X - R, f(x) = c(c sabit) ve
¢, x € R fonksiyonu dlgiilebilirdir. Gergekten,

a)a=>cicin {xeX:f(x) >a}=0 €2,

bya<cicin{x€X:f(x)>a}=X€X.
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Tanim 1.2.3.6.([7]s.45) Herhangi bir E kiimesi i¢in

()_{l,xEE
XEWX) =10, x e X\E

seklinde tanimli y;: X — R fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.
(X, X) olgiilebilir uzay ve E € X olsun. yz: X — R fonksiyonunun 6lgiilebilir olmasi i¢in
gerekli olan sart E € X olmasidir.

E kiimesi ol¢iilebilir oldugundan yj dlgiilebilirdir. Gergekten;

@, a<o0
{xEX:)(E(x)Sa}={EC, 0<a<l1
X, a=>1

Boylece {x € X: yg(x) < a} € X, her a € R ve yy, X kiimesi lizerinde X 6l¢iilebilirdir.
Teorem 1.2.3.7.([7] 5.46) f, g € My(X,Z) vec ER ise f2, fg, f + g, cf, |f]| € My(X,X)
fonksiyonlar1 da dlgiilebilirdir.
Tanim 1.2.3.8.([7] s.49) f: X > R (R = [—o0, +00]) bir fonksiyon ve her x € X i¢in
f1(x) = sup{f(x),0},
f~(x) = sup{~f(x), 0}
seklinde tanimlanan ve negatif degerler almayan f*: X - Rve f~: X - R fonksiyonlarina
sirasiyla f fonksiyonun pozitif ve negatif kisimlart denir.
Tanim 1.2.3.9.(]7] 5.47)
1) f: X = R bir fonksiyon ve (X, %) 6l¢iilebilir uzay olsun. Her a € R igin
f(a,+»]) ={x €eX:f(x) >a}EZX
ise f’ye Z-Olclilebilirdirya da dlgiilebilirdir denir.
2) X kiimesi iizerinde taniml1 ve genisletilmis reel degerli (R) X-dl¢iilebilir fonksiyonlarmn
kiimesi M (X,2) notasyonu ile gosterilir. M (X, ) kiimesindeki negatif degerler almayan
fonksiyonlarin kiimesi ise M* (X, ) notasyonu ile gosterilir.
Onerme 1.2.3.10.([7] s.48)f:X — R bir fonksiyon ve bu fonksiyonunun Z-lgiilebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ar ={x €EX:f(x) =t} € X,
Bf={x€X:f(x) =—w}€X
olmasi ve fy: X — R fonksiyonu i¢in

_(f(0), x g A UB;
fo(x)_{ 0, x€A UB

seklinde tanimlanan fonksiyonunun X-6lgiilebilir olmasidir.
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Onerme 1.2.3.11.([7] s.51) M(X, ) kiimesi icinde alman (f,,) dizisi R degerli 6l¢iilebilir
fonksiyonlarin bir dizisi ise,

f(x) = infe) fn(x) ve F(x) = sup( fu(x),x EX,n €N

f*(x) =liminf f,,(x) ve F*(x) = limsupf,(x),x e X,n €N

fonksiyonlart da M (X, 2) kiimesi i¢indedir.

Sonu¢ 1.2.3.12.([7] s.51) Eger (f,) c M(X,2) Vefn%o)f(noktasal yakinsak) ise

feM(X,2Z) olur.
Gergekten,;

liminf f,(x), x €X

A(x) = lim,_ fn(x) = {lim Supfn(x), x€X

esitligi ve Onerme 1.2.3.11. den sonuca ulasilir.

Onerme 1.2.3.13.([7] s.45) Eger f € M(X,X) ve E € Xise fxz € M(X,X).

Onerme 1.2.3.14.([7] 5.46) Eger f,g € M(X,X) ise fg € M(X, X).

Onerme 1.2.3.15.([9]) f € M™(X,X) olsun. Bu durumda M*(X,2) iginde olan ve
asagidaki

a)Herx € X vehern € Nigin 0 < ¢, (x) < Y41 (X),

b) Her x € X igin f(x) = lim,_, ¥, (%),

¢) Her n € N i¢in y,, fonksiyonu sonlu sayida deger alir

kosullarini saglayan bir (y,,) fonksiyon dizisi vardir.

Teorem 1.2.3.21. ([9] s.111)

Eger ¥ cebiri iizerinde tanimli y 6l¢limii g-sonlu bir Slglim ise bu 6l¢im X’y1 igeren bir

X*o-cebirine tek bicimde genisletilebilir. Bu teoreme Hahn Genisletisletim Teoremi denir.

1.2.4. integral

Tamm 1.2.4.1.([7] s.55) Goriintli kiimesi sonlu elemandan meydana gelen fonksiyonlar

basit fonksiyon olarak adlandirilir. Basit olgiilebilir bir 1: X - R fonksiyonu a; € R,
Xej» E; kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak tizere

Y = Z;-‘zl UXE > Ej = {x EX:Y(x) = aj},j =12, ..,n

seklinde yazilir. Burada a;, j = 1,2, ..., n reel sayilarinin farkli olma kosulu koyuldugunda

basit bir : X — R fonksiyonunun
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Y = Z}l=1 A XE
seklinde ifade edilen gosterimine Y fonksiyonunun temel (standart) gdsterimiadi verilir.
Tamm 1.2.4.2.([7] s.56) (X,Z,u) bir olgim uzayr olmak iizere, Y € M*(X,X)
fonksiyonunun temel gosterimi tanim 1.2.4.1 seklinde bir basit fonksiyon ise v
fonksiyonunun X kiimesi iizerindeu 6l¢iimiine gore integrali
S wdu =37, aju(E))
seklinde tanimlanan genellestirilmis sayiya denir.
Onerme 1.2.4.3.([7] 5.57) (X, %, 1) bir 6l¢iim uzay1 olmak iizere, @, € M* (X, ¥) iki basit
fonksiyon ve ¢ > 0 olarak secilsin. Bu durumda
a) [ (co)du = c [, pdu,
b) [, (¢ +P)du = [, pdu + [, Pdu,
¢) Her x € X igin @ (x) < ¥(x) ise fx(p(x)du < fxl,b(x)du
onermeleri dogrudur.
Tanmim 1.2.4.4.([7] 5.60) (X, Z, 1) bir 6l¢iim uzay olsun,
1) f € M*(X,X) olarak segilsin. f fonksiyonunun u dlgiimiine gore integrali
[, fdu = sup ([, pdu:h € M*(X,3),¥x € X,0 < p(x) < f(x)}
seklinde tanimlanan genellestirilmis reel sayiya denir.
2)E € ¥ olarak secilsin. f fonksiyonunun u dl¢limiine gore E kiimesi iizerindeki integrali
ise
Jofdu= [, fxgdu
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.
Onerme 1.2.4.5.([7] 5.65) (X, %, u) 6lgiilebilir uzay olsun,
a)f € M*(X,Z) vec > 0ise cf € M*(X,Z) ve [, (cfldu = c [, fdu,
b)f,g € M*(X,%) ise (f + g) € M*(X,Z) ve [ (f + g)du = [, fdu + [, gdu
esitlikleri saglanmaktadir.

Onerme 1.2.4.6.(]7] 5.60) (X, %, 1) bir 6l¢iilebilir uzay olsun,

a)f,g E M*(X,Z) ve f < gise [, fdu < [, gdu,

b)f € M*(X,2) ve E,F € %,E c Fise [ fdu < [, fdu

esitsizlikleri saglanmaktadir.

Onerme 1.2.4.7.([7] .67) (X, Z, u) 6l¢iim uzay1 veX = N, £ = P(X) ve u, N iizerinde bir

sayim Ol¢limii olmak tizere, f: N — [0, oo] bir fonksiyon ise
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Jyfdw=Zr-1 f()
esitligi saglanir.
Tanim 1.2.4.8.([7] s.69) (X,Z, 1) bir 6lgim uzayr olmak iizere, f € M(X,X) olarak
secilsin. Eger fX frdu ve fX f~du integralleri de sonlu ise f fonksiyonuna X kiimesi
tizerinde taniml1 ve y 6l¢limiine gore integrallenebilirdenir ve bu integral

[ fdu= [, frdu— [ f~du
seklinde ifade edilir. X kiimesinde tanimli ve u Olglimiine gore integrallenebilir
fonksiyonlar ailesiL = L(X, X, u) gosterimi ile ifade edilir.
Teorem 1.2.4.9.([7] s.70) (X, X, u) 6l¢iim uzay1 olmak tizere, f € M(X, Z) olarak segilsin.
Bu taktirde f € L integrallenebilirdir ancak ve ancak |f| € L’dir. Ayrica,

[y fau| < [If1dn
esitsizligi dogrudur.
Tanim 1.2.4.10.([7] s.72) Bir 6nermenin herhangi bir (X, %, u) 6l¢lim uzayinda p- hemen
her yerde gecerli (dogru) olmasi, p-Ol¢limii sifir olan X- Olgiilebilir bir kiimeni
tiimleyenindede gegerli olmasi demektir. (u- hemen hemen her yerde yeterlik 6zelligi p-
h.h.y. seklinde yazilir).
Ornegin, X iizerinde tanimli bir (f,) fonksiyon dizisinin bir f fonksiyonuna u-h.h.y.
yakinsamasi demek, p(A4) = 0 olan olgiilebilir bir A € ¥ kiimesinin tiimleyenindeki her
x € X\A degeri igin

lim,, e frn(x) = f(x)
X

n — oo

saglanir. Bu durumda “‘f;, fu-h.h.y’ seklinde yazilir.

Onerme 1.2.4.11.([7] s.72) (X, %, u) dlgiim uzay1 olmak iizere,f € M*(X,%) fonksiyonu
icin f = 0 u- h.h.y. ancak ve ancak

[ fdu=0
kosulunun saglanmasidir.
Onerme 1.2.4.12. (X, %, ) dlciim uzay: olmak iizere, (f;) € M*(X,Z) monoton artan bir
fonksiyonlar dizisi ve f € M* (X, Z) fonksiyonuna u- h.h.y. yakisiyor ise

i felp = limy o [, fodp

esitligi dogrudur.
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Onerme 1.2.4.13.([7] s.74) (X,Z,u) olciim uzayr olmak iizere.eger f € M(X,X), g €
LX,Z,w)vel|fl <l|glise f € L(X,Z, 1) ve

Jfldu < [ lgldu
esitsizligi saglanir.
Teorem 1.2.4.14.(]7] s.77) (X, X, u) bir dl¢lim uzay1 olmak tizere, f ve g fonksiyonlar1 X
kiimesi lzerinde integrallenebilen reel degerli fonksiyonlar ve a € R olmak {izere
asagidaki
aaf ELvef+ge€L,
b) [, (af)du = a [ fdp,
o [[(f +g)du=[, fdu+ [ gdu
esitlikler saglanir.
Onerme 1.2.4.15.([7] s.83-84) (X,X%,u) olciim uzayr olmak iizere,X = (a,b] olarak
tanimlansin. X, X kiimesinin Borel alt kiimesi ve A.,X {izerinde Lebesgue 6l¢iimii olsun.

Eger f, X lizerinde taniml1 pozitif ve siirekli bir fonksiyon ise

(L) fjyp A2 = (R) [ f (0)dlx
olarak gosterilir.
Teorem 1.2.4.16.([49] s.257). f, [a, b] araliginda taniml reel degerli artan bir fonksiyon
olmak fizere, f' tirev fonksiyonu (a,b)\E ve negatif degerlidir. Burada E kiimesi
(a, b)araliginda bulunan ve (R, I, u;) Ol¢iim uzayinda bos bir kiimedir. Ayrica f'
fonksiyonu I, olgiilebilirdir ve (a, b)\E tizerinde y;-integrallenebilirdir ve

o fdin < F0) = F(@)

esitsizligi saglanir. Bu teorem H.Lebesgue Teoremiolarak adlandirilir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. (s,m)-Konveks Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri

Tanim 2.1.1.([49])f: [0,d] = R, d > 0 fonksiyonu her x,y € [0,d] ve a € [0,1] degerleri
i¢in

F(( - x +ay) < (1 - )f () +af )
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu konveks fonksiyon olarak tanimlanir.
Tanmm 2.1.2.([19]) f:[0,d] = R, d > 0 fonksiyonu her x € [0,d] ve @ € [0, 1] degerleri
i¢in

flax) < af(x)
esitsizligi saglanmiyorsa f fonksiyonu yildiz bi¢imli (starshaped) fonksiyon olarak
tanimlanir.
Aciklama 2.1.3.(]21]) f:[0,d] — R, d > 0 fonksiyonu her a,b € [0,d], a < b degerleri

icin bir konveks fonksiyon olmak iizere

a+b 1 b f(a)+f(b)
F(57) < oo fedx < B2

esitsizligi gegerlidir. Tanimlanan bu esitsizlik Hermite-Hadamard Esitsizligi olarak
tanimlanir.
Tanim2.1.4.([19]) f:[0,d] @ R, d >0 fonksiyonu her x,y €[0,d] ve a €]0,1]
degerleri igin

flax +m(1 - a)y) < af (x) + m(1 - a)f (y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu m € (0,1] degeri i¢in [0,d] aralig1 {izerinde m-
konveks fonksiyon olarak tanimlanir.
Tamm 2.1.5.([17], [36]) Bir f:[0,d] = R, d > 0 fonksiyonu f,a« > 0 iken f +a =1 ve
her x,y € [0,d] degerleri igin

fBx+ay) < pf(x) +a*f(¥)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu s € (0,1] degeri icin [0,d] aralig1 {izerinde birinci
anlamda s-konveks fonksiyonolarak tanimlanir.
Tamm 2.1.6.([13], [23]) Bir f:[0,d] 2 R, d > 0 fonksiyonu her a € [0,1] ve her
x,y € [0,d] degerleri i¢in

flax+ (1 —a)y) s a*f(x) + (1 - a)f(¥)
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esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu s € (0,1] degeri i¢in [0,d] aralif1 {lizerindeikinci
anlamda s-konveks fonksiyonolarak tanimlanir.
Tanim 2.1.7.(]40] ) f konveks fonksiyon ve x,, = 0,1 <m <n
Ym=1m =1
olup
fEm=1amXm) < Xm=1 @ f (Xm)
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik Jensen Esitsizligiolarak tanimlanir.
Tamm 2.1.8.([20]) Bir f:[0,d] = R, d > 0 fonksiyonu her x,y € [0,d] ve a € [0,1]
degerleri i¢in
flax +m(1 - a)y) < a®f(x) + m(1 - a)*f(y)
esitsizligi saglamiyorsa f fonksiyonu (s,m) € (0,1]? degerleri igin [0, d] aralig1 iizerinde
birinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon olarak tanimlanir.
Dabhasi, Eftekhari 2014 yilinda ikinci anlamda (s, m)-konveks fonsiyonlar1 tanim 2.1.9’da
tanimlamistir.
Tamm 2.1.9.([20]) f:[0,d] - R, d > 0 fonksiyonu, herhangi bir x,y € [0,d] ve
a € [0,1] degerleri i¢in
flax +m(1 - a)y) < a®*f(x) + m(1 —a®)f (y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu (s,m) € (0,1]% reel degerleri i¢in [0,d] aralig
tizerinde ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon olarak tanimlanir.
Ornek 2.1.10. f:[0,+) - R, s,m € (0,1] ve h € [1,+) i¢in
fX)=x"+c,c<0
seklinde tanimlanan f fonksiyonu ikinci anlamda bir (s, m)-konveks fonksiyondur.
Gergekten, a € [0,1], her x,y € [0, +0) ve (s,m) € [0,1] i¢in
flax+m(1—a)y) = (ax+m(1 —a)y)* +¢
<ax"+mtA-a)y"+¢
<a’x"+m1 - a)Sy" + (a + m(1 — a)5)c
<a’f(x) +m(l - a)’f(y)
oldugu ispat edilir ve bdylece f fonksiyonu ikinci anlamda bir (s, m)-konveks
fonksiyondur denir.
Negatif olmayan bir fonksiyon, konveks ve yildiz (starshaped) bicimindeyse, her
(s,m) € (0,1]? degeri i¢in ikinci anlamda bir (s, m)-konveks fonksiyondur. Bu fonksiyon

smiflart ikinci anlamda (s, 1)-konveks fonksiyon olan ikinci anlamda s-konveks
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fonksiyonun bir uzantisidir [12]. Dragomir ve Fitzpatrick, [17]’deki f fonksiyonunun
tanim kiimesindeki herhangi bir ¢ noktasi i¢in ikinci anlamda bir s-konveks fonksiyonu
f(c) = 0 oldugunda Reimann integrallenebilir oldugunu agikladilar. Ayni zamanda f[a, b]
aralig1 iizerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan [a, b] aralig {izerinde
f ikinci anlamda bir s-konveks fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamarttipi esitsizligi

2571 (D) < 1 [ f 0 dx < LD
seklinde verilir.
Yine de m € (0,1) ile ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyonlarin integrallenebilirligi
i¢cin herhangi bir sonu¢ yoktur ve bu nedenle arastirmacilarin ([29], [46], [47])’da verilen
integrallenebilirligi sart kogsmasi gerekir.
Simdi m € (0,1) ile birinci veya ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyonlar i¢in bazi
ozellikler ve bazi esitsizlikler ele alinacaktir.
Teorem 2.1.11. Eger f:[0,d] > R, d > 0, m € (0,1) igin birinci veya ikinci anlamda
(s, m)-konveks fonksiyon ise f' hemen hemen her yerde vardir. E kiimesi (a, b) araliginda
(R, M, 1) Olgim uzayinda dlgtimii sifir olan bir kiime ve her x € (a,b)\E, [a,b] C
(0,d ] degerleri i¢in

sf(x) < xf'(x)
esitsizligi saglanir.
ispat: f:[0,d] » R,d > 0 olmak tizere m € (0,1) igin birinci anlamda veya ikinci
anlamda (s, m)-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

f(0) <mf(0),
ve bdylece

f(0)<0
oldugu agiktir. Ayricaher0 < x <y

Fe =f(Ey+m(1-2)0) < () o +m(1- () )1 < () f»)
yada

F6) =f (Ey+m(1-2)0) < & f») +mA - 50 < (2) FO)
esitsizligi mevcuttur. Yani

19 < % 0<x<y<d

esitsizligi elde edilir.
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Bu esitsizlik ile g(x) = % fonksiyonu [a,d], a > 0 aralig1 {lizerinde monoton artan
fonksiyon oldugu anlamina gelir.
glx) = % ve h(x) = x° fonksiyonlar1 hemen hemen her yerde tiirevlenebilir oldugundan

H.Lebesgue teoremine gore f' fonksiyonu hemen hemen her yerde vardir ve E kiimesi
(a,b) araliginda (R,9;,u;) Olgiim uzayinda olgiimii sifir olan bir kiime, her x €
(a,b)\E, [a,b] c (0,d ] degerleri i¢in

sf(x) < xf'(x)
esitsizligi saglanir.
Sonu¢ 2.1.12. Eger f:[0,d] > R, d >0, m € (0,1) i¢in birinci veya ikinci anlamda
(s,m)-konveks fonksiyon ise f fonksiyonu [a,d], a > 0 araligi lizerinde Reimann
integrallenebilirdir.
Ispat. Bir onceki teoremin ispatindan g(x) fonksiyonunun [a,d] aralig1 iizerinde
monoton artan oldugu bilinir. Sonuca gore g fonksiyonu integrallenebilirdir. Dolayisiyla h
fonksiyonu da integrallenebilir oldugundan h. g ¢arpim fonksiyonu da integrallenebilirdir.
Sonu¢ 2.1.13. Eger f:[0,d] > R, d >0, m € (0,1) i¢in birinci veya ikinci anlamda
negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyon ise f sifirda siirekli, f(0) = 0 ve monoton
artan bir fonksiyondur. Boylece f fonksiyonunun [0, d] aralig1 tizerinde Reimann integrali
almabilir.
Ispat: f:[0,d] > R,d >0, m € (0,1) igin pozitif degerli birinci anlamda veya ikinci
anlamda (s, m)-konveks fonksiyonu olsun. Bu durumda her x, y € (0, d] araligi i¢in

16 _ f0)

xS = yS

,0<x<y
olup f fonksiyonu pozitif degerli oldugundan

f@=xL2<Zf0) < fO)

oyle ki
fx)<f)

olup f fonksiyonu monoton artandir. Diger taraftan x > 0 i¢in
0<f@)<Sf().0<x<y

olup,

limy o f(x) =0
esitligi saglanir. Ayrica

0 < £(0) = f(m0) < mf(0) <m?f(0)
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olup, her n € N i¢in

0 < f(0) <m™f(0)
esitligi saglanir. Buradan f(0) = 0 saglanir. f fonksiyonu [0, d] aralig1 {izerinde siirekli ve
sonu¢ 2.1.13’den f fonksiyonu [0,d] iizerinde Reimann Integrallenebilir oldugu elde
edilir.
Sonu¢ 2.1.14. Eger f:[0,d] > R, d >0, m € (0,1) i¢in birinci veya ikinci anlamda
negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyon ve (0,d) araligi {izerinde bir fonksiyonun
tiirevi ise f fonksiyonu [0, d) aralig1 iizerinde stireklidir.
Ispat. Bu sonug, tiirev fonksiyonunun ancak ikinci tip siireksizlik noktalarina sahip olmasi
durumunda siireksizlik noktalarma sahip oldugu gerceginden alinmistir.
Teorem 2.1.15. Eger f:[0,d] = R, d >0, m € (0,1) i¢in birinci veya ikinci anlamda
negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyonu herhangi bir [0,c], ¢ < d aralig1 {izerinde

surekli ise
f(x)

lim,_,, —
limiti mevcuttur.
Ispat: Farz edelim ki f:[0,d] » R, d > 0, m € (0,1) icin birinci anlamda veya ikinci
anlamda negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyonu herhangi bir [0, c], ¢ < d araliginda
stirekli olsun.
Oyleyse g:[0,c] = R fonksiyonu

g(x) = x°f (x)
seklinde tanimlanan herhangi bir [0, c] alt araliginda siirekli bir fonksiyondur, her n € N

ve her x € [0, c] i¢in

1 1 \S .1 P RO | 1
9(3x)=(Gx) fG0) <A@ ) =2g(x)
esitsizligi saglanir.

Calisma [14]’deki Teorem 6’ya gore g(x)x =0 noktasinda da tiirevlenebilir bir

fonksiyondur. Bu
f()

1imx_,0?
limitinin var oldugu anlamina gelir.

Teorem 2.1.16. Eger f:[0,d] > R, d > 0, m € (0,1) igin birinci veya ikinci anlamda
negatif degerli (s, m)-konveks fonksiyonu ise f fonksiyonu [0,d] araligi {izerinde bir

yildiz sekilli (starshaped) fonksiyonudur.
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Ispat. :[0,d] » R, d > 0, m € (0,1) igin birinci anlamda veya ikinci anlamda negatif
degerli (s, m)-konveks fonksiyonu, her x € [0,d] i¢in f(x) < 0 olup f fonksiyonunun
yildiz sekilli fonksiyon olmadigini varsayalim. Buradan t, € (0,1) ve x, € [0,d] olmak
tizere iki nokta vardir 6yle ki

tof (x0) < f(toXo)
bagintis1 saglanir. f fonksiyonu m € (0,1) i¢in birinci anlamda veya ikinci anlamda
(s, m)-konveks fonksiyonu oldugundan

tof (x0) < f(toxo) < to®f (x0)
esitsizligi dogrudur. Ayrica f negatif degerli bir fonksiyon oldugundan t, € (0,1) icin

toS < to
esitsizligi elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece f fonksiyonunun [0, d] araliginda yildiz
sekilli fonksiyon oldugu elde edilir.
Sonu¢ 2.1.17. Eger f:[0,d] » R,d >0, m € (0,1) i¢in birinci veya ikinci anlamda
negatif degerli (s, m)-konveks fonksiyonu ise bir ¢ € [0, d] noktas1 vardir dyleki f x[o ]
fonksiyonu[0, c] tlizerinde pozitif olmayan yildiz sekilli bir fonksiyondur. Ayni1 zamanda
Xa fonksiyonu R’nin A alt kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak iizere fx[cqj, [C, d]

aralig1 lizerinde negatif olmayan monoton artan bir fonksiyondur.

2.2. Baz1 Integral Esitsizlikleri

Teorem 2.2.1. f:[0,d] » R, d > 0, [a, b] aralig1 lizerinde Reimann integrallenebilirdir ve

ikinci anlamda (s, m)-konveks bir fonksiyon olsun, 0 < a < mb < b < d igin

s-1 atb. m b (mb—-a)f(a)+(b—ma)f(b)
27 fm—) < — [, f()dx <m 00

esitsizligi saglanir.
Ispat. f ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon oldugundan ve her x, y € [a, b] igin

x+y FEO+f )
fm=—=) s m——=

esitsizliginden yararlanilarak,

egerx =ta+ (1 —t)bvey =tbh+ (1 — t)a segilirse

b+a

fm=2) < = (f(ta+ (1 - )b) + f(th + (1 - t)a))
esitsizligi elde edilir.

Son esitsizligin integrali alinarak
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f(ma:b) S 60 2(5 D pe af f(x)dx

esitsizligi elde edilir.

a <mb ve f:[0,d] = R, d > 0 ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon oldugundan
[ fondy = [ FGddx + [, f(x)dx
= (mb — a) [ f(ta+m(1 - O)b)dt + (b — mb) [, f(tb + m(1 — t)b)dt
< (mb — a) [} (t°f (@) + m(1 — £)°f(b))dt
+(b —mb) [ (¢° +m(1— )*)f (b)dt

s+1

—(mb—a)( f(a) — 207 f(b)>|

+(b = mb) (5 = 2 f ) ]

= (mb—a) (3 + 557 ) + (b —mb) (3 + 757 0)
= {2 4~ (m2b — ma + b — mb + ma — m2b)f (b)
_ (mb-a)f(a) _ (ma-b)f(b)

= L [m(bf (@) — af (B)) + bf (b) — af (@)]

= —[(mb — a)f(a) + (b — ma)f (b)]

_ (mb-a)f(a)+(b—mb)f(b)
- s+1

olup

a+b 2175 b 1-s (mb-a)f (a)+(b-ma)f (b)
f (mT) = mﬁfa f()dx < m2 (s+1)(b-a)

esitsizligi saglanir.

Not: Teorem 2.2.1. de m = 1 ve s = 1 alindig1 taktirde
a+b 1 b f(b)+f(a)
f(557) S5m0 FGodx < BRHE

2

esitsizligi iinlii Hermite-Hadamard esitsizligidir.

Sonug 2.2.2. Egerf:[0,d] - R, d > 0, ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyonu ise f’
fonksiyonu [a, b] araligi lizerinde Reimann integrali alinabilir, 0 < a < mb < b < d ise,

b . (bf(b)-af(a) (mb-a)f(a)+(b—ma)f(b)
fa f(x)dx = mln{ s+1 ! (s+1) }

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.2.3.f:[0,d] - R, d > 0 ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon ve [a, b]

araligina Riemann integrallenebilir oldugundan
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((a-ma)*1~(b-ma)**1) f(B)+m(b-a)** F(@))
(s+1)(b—ma)s

f(mE2) < mi= [ faodx < (

2
esitsizligi elde edilir.
Ispat : f her x,y € [a, b] icin ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyonu oldugundan ve

Teorem 2.2.1’iin ispatlndan
b+a
f(m%0) s gl Fdx

oldugu agiktir. Simdi x = (z ma) b+m <1 — (?:22)) a olarak tanimlansin,

[? f(x)dx

= 12 () 5 (1= (220 o)

<JG) f<b>+m(1—(x ")) F@}ax

= (SR re -m (- ) )i
——— ((x —ma)** ' f(b) — m(b — 0)°* (@)

- (s+1)(b—-ma)s

: ((a=ma)s* 1 f(b) = (b —ma)**'f(b) + m(b — a)**" f(a))

- (s+1)(b—-ma)s

_ ((a=ma)**1=(b-ma)** 1) f ) +mb-a)*" ' f (@)
- (s+1)(b—ma)s ’

Boylece,
2175 b
=mi— fa f(x)dx
_ (@may - @-may*) @) +mb-a)*" f(2))
- (s+1)(b-m )S
oldugu ve

f(mb;—a) < mgf:f(x)dx

_ ((@=may*1-@-ma>* ) ) +mb-a)" 1 (@)
- (s+1)(b—ma)s

esitsizligi ispat edildi.
Teorem 2.2.4. f:[0,d]> R, d>0 ve a,b€[0,d], a<b aralign iizerinde ikinci

anlamda negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyonu ve negatif olmayan g:[a,b] = R

. . e b .. . . ,
fonksiyonu integrallenebilir ve mat icin simetrik olsun. Boylece
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[} Fg(odx < IR (7 (2 Y gy + [ (122

esitsizligi elde edilir.

) g(x)dx|

Ispat: f ve g reel degerli negatif olmayan fonksiyonlar oldugundan, g integrallenebilir

:22) b+m <1 - (x 22)) a olarak

. b . .
fonksiyon ve mar ye gore simetrik olacaktir. x = (z

tanimlansin,
b
[P Fg(x) dx

= %[f:f(x)g(x)dx + f:f(ma +b—x)g(ma+b— x)dx]
=] f((" ma)b+m<1—( ZZ))a>g(x)dx
+%f:f ((w)b +m (1 - (w» a)g(x)dx

b-ma b-ma
)b+ m(22) o) o

=L (G4 mGEn) o) +7 (G5
<22 () r )+ m (25) F @) g

b—ma

1 (GES) £ +m () f(@) gy
b
- {(Cﬁ ) + () >f () +m ((; ) + () )f(a)}g(x)dx

_ mf(a)+f(b)f (b ma) g(x)dx +mf(a)+f(b)f (x_ma)sg(x)dx

2 b—-ma

esitsizligi ile ispat tamamlanir.
Not: Eger bir onceki teoremde m = 1 alinirsa s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard-Fejer tliriinde esitsizlik oldugu goriiliir. Yani;
b
J, f)g(x) dx

—\S _A\S
<f—(b)+f @ (bTx) g(x)dx + LD B17@ (b (@) g(x)dx

= L@ (22) gy + ) (22) g
Sonug 2.2.5. Teorem 2.2.4°de g(x) = 1 alinirsa

mf(a)+f(b) ((b+a—2ma)S—(b—a)s
(b— a)f f(x) dx < 25+1 ( (b—ma)s )

Ispat: Eger g(x) = 1 alimirsa
b
J, f(x)dx



24

B mf(a)+f(b)f (b ma)s dx + mf(a)+f(b)f (x m )s d

b—ma

esitsizligi elde edilir.

0<s<1 olup @ (x) = x° i¢biikey fonksiyonu alindiginda Jensen esitsizliginden

mf(a)+f(b) 1 b b—x S mf(a)+f(b) 1 b x—-ma S
= ((b —-a)’a b—-ma x) + 2 ((b—a) fa b—ma dx)
_mf(a)+f(b)( (b-a)? ) mf(a)+f(b) ((b—a)(b+a—2a ))5
S st (b—a)(b—ma) 25+1 (b—a)(b—ma)

_ mf(a)+f(b) ((b a)S(b+a-2m )S (b—a)?s )
R (b-a)S(b-ma)s ' (b-a)S(b—-ma)’
_ mf(a)+f(b) ((b+a 2ma)S+(b— a)s)

- 25+1 (b ma)s

oldugu ispatlanir.
Teorem 2.2.6. f:[0,d] > R, d >0 ve a,b € [0,d], a < b aralifinda ikinci anlamda

negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyonu ve negatif olmayan g: [a, b] — R fonksiyonu

. o ma+b . . . ;
integrallenebilir ve icin simetrik olsun.

Boylece,
f(Z52) f; 9o dx

I

)b e (1 (255)) ) sorax
200G

ma x—ma
ma) b+m (1 - (b_ma)) a) g(x)dx
olarak tanimlanair.

Ispat: f:[0,d] » R ved > 0 ikinci anlamda negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyon

ve negatif olmayan g: [a, b] = R fonksiyonu integrallenebilir ve maxb icin simetrik olsun.

Bu durumda x = (z ma) b+m <1 — (x ZZ)) a olarak alinsin ve

(P52 1, 9o dx
_ f f(Rermt) ) g
3 ~[f(ma+b—x) + f(x)]g(x) dx
= L[" fma+ b - x)g() dx + = [} f()g(x)dx

zl—sf:f(ma +b—x)g(ma+b—x)dx + %f:f(x)g(x)dx
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_ zlsf:f (ma+b—x—ma) b+m <1 _ (ma+b—x—ma)) a> g(x)dx

b-ma b-ma
(E29) b+ m (2 a) grdx

<ipy ((b )b +m (1 - (bb_‘"’l‘a)) a) g(x)dx
ey f<(x ma) , +m<1 (’;:ZZ)) a)g(x)dx

oldugu ispatlanir.

Not: Eger Teorem 2.2.6. da m = 1 alinirsa s-konveks fonksiyonlar i¢in

f(52) 1, 9oy dx
(G20 (1 () a)ooas
20 (=)0 + (1= (29))a) a0

esitsizligi Hermite-Hadamard-Fejer tiirtinde esitsizlik oldugu goriiliir.
Teorem 2.2.7. f:[0,d]—> R, d>0 ve a,b€[0,d], a<b aralign iizerinde ikinci

anlamda negatif olmayan (s, m)-konveks fonksiyonu ve negatif olmayan g:[a,b] = R

. . e b .. . :
fonksiyonu integrallenebilir ve mar i¢in simetrik olsun.

Boylece,
25f (%52 f, gGy dx — [ f()g () dx < ) ()9 (%) dx.

Ispat: x = (:ZZ) b+m (1 — (x ZZ)) a olarak alinsin, bu durumda
F(EEE) 1 gy dx = ) f () g (x) dx
< f: (%f(ma +b—x)+ %f(x)) g(x)dx

Zl—sf:f(ma +b—x) g(ma+ b —x)dx + Zisf;f(x)g(x)dx



26

b—ma b—ma

=2lsf:f<(ma+b x—-ma b +m<1 ma+b —-x— ma)) a>g(x)dx
()b +m () @) s
=2isf:f (bb_::;) 1= (bb )> )g(x)dx

ol
e () e m (1 (o) o coas

Q

b+m
b+m

olup
25f (P22) [ 9 dx — [}, f()g()dx < [, f(2)g(x)dx

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.2.8. f:[0,d] » R, [0,d] arahigi iizerinde tiirevlenebilir ve |f’| fonksiyonu
m € (0,1) i¢in [0, d] araliginda ikinci anlamda (s, m)-konveks bir fonksiyonu igin

1 |f (b)| (m(s+1)+1)((mx—a)?+(b-mx)?)
fm) = 52 J) F@)dy| < e |, x € [ab]

[a,b] c [0,d] esitsizligi saglanir.

Ispat: Bu durumda, Cerone ve Dragomir’in [15]’deki ¢alismasinda verilen esitsizlik

kullanilarak
) - 2= 7 Foay|
|(mx 2. f tf'(tmx + (1 —t)a)dt — L mx) f tf'(tmx + (1 - t)b)dt
(mx_a) (b—mx)?

J, tlf'(tmx + (1 — Ha)|dt +

[ tIf' (tmx + (1 — £)b)|dt

< @ [ mes + (1 - O)If'(b)]dt

(b—mx)?

+ fJ t(me* + (1 - D°)If'(B)]de

)| (m(s+1)+1)((mx—a)2+(b—mx)2)]
" b-a (s+1)(s+2)

elde edilir.

Uyari: Teorem 2.2.8°de m =1 degeri i¢in sonu¢ saglanir. Bu sonu¢ Alomari [2]
caligmasinda yer almaktadir.

Teorem 2.2.9. f:[0,d] — R, [0, d] araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f’|
fonksiyonu [0,d] araliginda ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyonu ise asagidaki

esitsizlik saglanir
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I (R2) — L 2 pydx| < £ (R22) [(’"'Z+b-a)2+(b-mi”’)2] , (r @ @hm

2 (b+a)(s+2) (s+1)(s+2)

Ispat: x = (ch ma) b+m (1 — (i:ZZ)) a olarak tanimlansin ve

Jr (%57) = 5 Foas]

denklemi i¢in;
b_ma+b
) ( b_nfa )a +m(1 - t)a)

< (5=

- |7 (¢ (222 + mat - 00)|

ma+b_ma b_ma+b
f' <t ( ;_ma )b +m< b_nfa )a +m(1—t)b>
= |’ (t (ma+b) +m(1- t)b)|
denklemleri teoremin ¢6zliimii i¢in tanimlansin. Yani;
b 1 (b
[ (%57) — s e rdx|

2

< (&;b—a) fol ¢ |f, (t (mc;+b

a

Ve

IA

) +m(1-— t)a)| dt

e

esitsizligi elde edilir.

) +m(1— t)b)l dt

|f'| fonksiyonu [0,d] araliginda her t € [0,1] i¢in ikinci anlamda (s, m)-konveks

fonksiyonu olarak tanimlanirsa,
(o (252 mr - 00) <
§
(o (252 mr - o) <

esitsizligi elde edilir.

Simdi,
[ (%57) — 5 fa O]

f1(222)| + m1 - 0°If' (@)

£ (2Z8)| + m - °1f @)
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(ma+
===

Ler (+(222) +ma - 0a)a
2 oo
swmf( ¢ (22) 4 m(1 - )] a
L (1(252) et - o)
s%ﬂt(ts
+u foe(e= ) (P52)| + m@ = 021 1)) de

_(ma+b [lf ™22 . mlf'@) | +(b =) [lf (=52 | mlr o)l
— s+

( ma+b

”) +m(1- t)b) dt|

(P52 + m - o°If (@) at

2 (s+1)(s+2) 2 (s+1)(s+2)
ma+b 2 ma+b\?]
_ (ma+b) ( 5 a) +(b > ) +(|f’(a)l+|f’(b)|)m
- 2 (b+a)(s+2) (s+1)(s+2)

olarak elde edilir.

Teorem 2.2.10. Bir 6nceki teoremin tiim varsayimlarinin karsilandigi varsayilsin, o zaman

asagidaki esitsizlik gegerlidir.
b 1 b
I (55) =5 i r@de|

< IF' )] [( a) +(b 2 )]_m(s+3—25+2) [( ) |f( )|+(b ) |f M.

25(s+2) b—a 25(s+1)(s+2) b—
Ispat:
b+ma
t( ) +m(l—t)a= —b +m (1 — —) a ve |f'| fonksiyonu [0, d] tizerinde de ikinci

anlamda (s, m)-konveks fonksiyon oldugu bilindiginden herhangi bir t € [0,1] igin

asagidaki esitsizliklerden biri alinabilir;

£ (£ (229) + m - 0a)| < (&) 1P B +m(1-2) If @,
7 (£ (229) + ma - 0b)]| < (&) 1P +m(1-5) I )

ve boylece

Jr (55) - 5 e ree
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(2ma_)
=z ) (telp t(b+ma) +m(1— t)a) dt

t (b+ma) +m(1- t)b) dt

<2 el (e(B) + m(1 - ta)|de
(b_b+ma)2 L -
2t |f’ t( 2"‘“) +m(1l— t)b) dt

N

<G b (@ 1ol +m (1= I @1) e

L) (O 1@+ m (-8 170l e

|f ®)| [(b+ma_a) +(b_b+;na)2 | m(seam js+ )[( +ma
T 25(s+2) 25(s+1)(s+2)

2

) \f (a)|+(” ) O]

olarak elde edilir.
Uyart: Teorem 2.2.10°de m = 1 i¢in sonug saglanir. Bu sonu¢ Alomari [2] ¢alismasinda
yer almaktadir.
Teorem 2.2.11. f:[0,d] —» R, d > 0, herhangi bir m € (0,1) i¢in ikinci anlamda (s, m)-
konveks bir fonksiyon olsun. Bu halde Y-, h; <1, hy € [0,1] ve x; € [a, b] olmak
uzere

fm =1 hiex) < m Y=g hif (xi)
esitsizligi saglanir.
Ispat. Calisma [41]’daki gibi matematiksel tiimevarim yontemi kullanilarak ispati
verilecektir. Oncelikle m € (0,1) ile ikinci anlamda bir (s,m)-konveks fonksiyonu
oldugundann = 1, h € [0,1] ve x € [a, b] igin

f(mhx) = f(mhx + (1 —h)0) < (1 —h)Sf(0) + mhSf(x) < mhSf(x)
Simdi tiimevarimin bir sonraki adimi i¢in 2.2.11°deki denklemin n — 1 ic¢in dogru
oldugunu varsayalim. Bu durumda eger

Yk=1hk <1

ise 1 < k <n— 1 saglanir ve

fmYk=1 hxxi) = f(m(1 —hy) Zk 1

- h + mh,x,)

< (1= h)*f (MERd i) + mhsf ()



30

< (1= hy)*m SR2d 7 £ () + mhif ()

= m¥iZ1 hi £ (o) + mh3 f (x,)

= m Yg=1 hi f (xx).
Teorem 2.2.12. (X,X, u) sonlu bir 6l¢iim uzay1 ve h: X — [0, +o0)u-integrallenebilir bir
fonksiyon olmak flizere h(x) < ﬁ oldugunu varsayalim. Eger f:[0,d] > R, d >0
herhangi bir m € (0,1) i¢in pozitif olmayan ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon ve

g:X = [0, d] p-integrallenebilir fonksiyon ise herhangi bir E € X i¢in
f (m f,h() g(0)du(x)) < m [ h(x) f(g(0))dux)

esitsizligi saglanir.
Ispat. I = U}_, I, o € Nigin [, ayrik araliklarinin herhangi bir b6limii olsun. g bir u-
integrallenebilir fonksiyon oldugundan E,, = g‘l(lnk) N E herhangi bir E € £ kiimesi
icin ¥ icindedir ve E = U;c‘:lEnk. Her bir E,, kiimesinde herhangi bir x;, noktasi
secilsin. h pozitif degerli fonksiyon ve

th(x)dy(x) <1
oldugundan

fe1 1(Eny) h(Xp )9 (X))

lineer kombinasyonu yeterince biiyik n € N i¢in [0,d] aralifinin igerisindedir. f
fonksiyonu [0, d] aralig1 izerinde herhangi m € (0,1) igin pozitif olmayan (s, m)-konveks

fonksiyon oldugundan

£ (mEiey t(Bn) (X, )9 (X)) < m By 1°(Enyl) B (X )f (9(Xy))
< ¥ty w(En) X )f (9(Xn))

esitsizligi bir 6nceki teorem kullanilarak elde edilir.
Bu teoremin ispat1 f fonksiyonunun siireklilik varsayimi altinda tamamlanir.

Tanim 2.2.13 (|3], [34], [25]) g-integrali’niThomas ve Jackson t € (0,1) olmak iizere
1 co
Jo f®)dgt = (1= @) X320 f(@)q"

seklinde tanimlamislardir. Jackson g-integrali i¢in daha genel bir tanim vererek

[ F©dgt = b(1 — q) T4% f(bq™q"

veE

[P F©dt = [°F©dgt — [* F(E)dgt
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seklinde ifade etmistir.

Ornek 2.2.14. f:[0,1] — R icin f fonksiyonu
1 0
Jo fFdgx = (1 - X35 f(@™q"

seklinde tanimlansin. Eger f fonksiyonu m € (0,1) degeri i¢in pozitif tammli ve [0,1]

araliginda ikinci anlamda (s, m)-konveks fonksiyon ise

f(mf, xdgx) <m f) f()dgx

olur ve buradan,

f(E) <m@ - Tis f@)"

1+q

esitsizligi saglanir. Ayrica f fonksiyonu pozitif degerli oldugundan her n € N i¢in,
f(@") = f@"1+m(1—-q")0)
< ¢ f(1) +m(1 - q")°f(0)
=q"f(D)
seklinde tanimlansin. Buradan,
() sm@ -9 T f M
< m(1 = Qf (1) iy g+
=m(1—f (Do

=mf(D 5

esitsizligi saglanir. Bdylece verilen bu integralde u(4) = (1 — q) X412 xa(q™)q" seklinde

tanimlanir. Y, = 2% olup u([0,1]) = 1 saglanur.



3.SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda f: [0,d] - R, d > 0, m € (0,1) igin birinci anlamda veya ikinci

anlamda (s, m)-konveks fonksiyonu i¢in;

1.

f fonksiyonunun [a, d], a > 0 aralig1 izerinde Reimann integrallenebilir oldugu
gosterilmistir (Sonug 2.1.12.).

f sifirda siirekli, f(0) =0 ve monoton artan bir fonksiyondur. Boylece f
fonksiyonunun [0,d] araligi {izerinde Reimann integrallenebilir oldugu
gosterilmistir (Sonug 2.1.13.).

f fonksiyonu (0,d) araligi tizerinde bir fonksiyonun tiirevi ise [0,d) araligi
tizerinde siirekli oldugu gdsterilmistir (Sonug 2.1.14.).

f X10,c] fonksiyonu[0, c] tizerinde pozitif olmayan yildiz sekilli bir fonksiyondur.
Ayni zamanda x4 fonksiyonu R’nin A alt kiimesinin karakteristik fonksiyonu
olmak iizere f [ q], [, d] aralig iizerinde negatif olmayan monoton artan bir
fonksiyon oldugu gosterilmistir (Sonug 2.1.17.).

Teorem 2.2.1. de de m =1 ve s = 1 alindig1 taktirde elde edilen esitsizligin
inlii Hermite-Hadamard esitsizligi oldugu gosterilmistir.

f' fonksiyonunun [a,b] araligi lizerinde Reimann integralinin alinabilirligi
gosterilmistir. (Sonug 2.2.2.).

Teorem 2.2.4. de m = 1 alinirsa s-konveks fonksiyonlar i¢in
b
[, FG0g(x) dx

f(b)+f(a)f (b x) (x)dx+f(b)+f(a)f (x a) g(x)dx

- 1O (0= g+ 2 (2 gcou]

esitsizligi Hermite-Hadamard-Fejer tiirlinde esitsizlik oldugu gosterilmistir.
Teorem 2.2.4. de g(x) = 1 alinirsa
fb f(x) dx < mf(a)+f(b) ((b+a—2m )S—(b—a)s)

1
(b—a)“a 25+1 (b—-ma)s

esitsizliginin saglandig1 gosterilmistir.

Teorem 2.2.6. da m = 1 alinirsa s-konveks fonksiyonlar igin

(521, 9y dx
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1 b b—x b—x
<zl f <(E) b+(1- () a>9(x)dx
1 b x—a x—a
ks f((m) b+ (1-(22) “)9(")‘“
esitsizligi Hermite-Hadamard-Fejer tiiriinde esitsizlik oldugu gdsterilmistir.

Yapilan bu tez calismasinda ilgili teoremler ispatlanmis ve sonuglara ulagilmis olup

bulgular makale olarak Maltepe Journal Of Mathematics dergisinde yaymlanmistir [44].



4. ONERILER

Bu tez calismasindam € (0,1) ile birinci veya ikinci anlamda (s, m)-konveks
fonksiyonlar i¢in bir¢cok yeni integral esitsizlikleri ve sonuglar elde edildi. Benzer sekilde
literatiirde (s, m)-konveks fonksiyonlar siniflarina benzer baska fonksiyon simiflari igin
elde edilen esitsizliklerinin saglanip saglanmadigi incelenebilir. Incelenen bu integral
esitsizlikleri ve sonuclar1 kesirli integraller yardimi ile daha da genisletilebilir ve daha

genel sonuclar elde edilebilir.
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