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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

1) : Bos kiime

F : Cisim

N : Dogal sayilar kiimesi

D(J) : J doniisiimiin tanim kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

X,d) . Metrik uzay

B(x,7) . Metrik uzayda x merkezli r yarigaph agik yuvar
Ay, . Metrik uzayda Y ile Z kiimeleri arasindaki uzaklik
& 1D - Normlu uzay

R . Reel sayilar kiimesi

R* . Sifir dahil pozitif reel sayilar kiimesi

X,9) : S-metrik uzay

Bg(x,71) : S-metrik uzayda x merkezli r yarigaph agik yuvar
AS, : S-metrik uzayda Y ile Z kiimeleri arasindaki uzaklik

{xn}  {x,} dizisi



OZET

Anahtar kelimeler: S-metrik uzay, En iyi yakinlik noktasi, Cakisma en iyi yakinlik
noktasi, S-yakinsal Berinde g-dongiisel daralmasi

Bu tez calismasinda, metrik uzaylarda birinci tiirden ve ikinci tiirden yakinsal
Berinde g-daralma dontisiimleri ve kendi iizerine olmayan iki doniisiimiin yakinsal
Berinde g-dongiisel daralmasi i¢in elde edilen ¢akisma en iyi yakinlik noktasi
teoremleri S-metrik uzaylara genellestirildi.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik olarak tezdeki problemin tamitildig: giris
boliimi verilmistir. Daha sonra, ‘Temel kavramlar’ adi altinda ikinci boliimde
calismada kullanilan temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak en iyi yakinlik noktasi ile gakisma en iyi yakinlik noktasi
tanmimlar1 verilmistir. Daha sonra yakinsal dongiisel daralma doniistimleri ele
alinmigtir ve birinci tiirden ve ikinci tiirden yakinsal Berinde g-daralma doniisiimleri
incelenmistir. Son olarak S-metrik uzayin tanimi ve bu uzaydaki bazi temel topolojik
kavramlar verilmistir.

Dordiincii boliimde S-metrik uzayinda birinci tiirden ve ikinci tiirden S-yakinsal
Berinde g-daralma doniisiimleri ve kendi tizerine olmayan iki doniisiimiin S-yakinsal
Berinde g-dongiisel daralmasi tanitilmigtir. Daha sonra bu uzayda kendi {izerine
olmayan bu doniisiim tiirleri i¢in baz1 ¢akisma en iyi yakinlik noktasi teoremleri
ispatlanmistir. Ek olarak, sonuglari desteklemek amaciyla iki 6rnek sunulmustur.

Besinci boliimde ise calismada elde edilen sonuglara ve goriislere yer verilmistir.



SOME COINCIDENCE BEST PROXIMITY POINT RESULTS IN
S-METRIC SPACES

SUMMARY

Keywords: S-metric space, Best proximity point, Coincidence best proximity point,
S-proximal Berinde g-cyclic contraction

In this thesis study, the coincidence best proximity point theorems obtained for the
proximal Berinde g-contraction mappings of the first kind and second kind and the
proximal Berinde g-cyclic contraction of two nonself mappings in metric spaces are
generalized to S-metric spaces.

This thesis consists of five sections. Firstly, introductory section which it is
introduced of problem in thesis is given. Afterwards, basic definitions and concepts,
which are used in the study, are given in the second section, named as ‘Basic
Concepts’.

In the third section, firstly, the definitions of best proximity point and coincidence
best proximity point are given. Later, the proximal cyclic mappings are discussed
and the proximal Berinde g-contraction mappings of the first kind and second kind
are examined. Finally, the definition of the S-metric space and some basic
topological concepts in this space are given.

In the fourth section, the S-proximal Berinde g-cyclic contraction of two nonself
mappings and the S-proximal Berinde g-contraction mappings of the first kind and
second kind in S-metric spaces are introduced. Later, some coincidence best
proximity theorems are proved for these kinds of nonself mapping in this space. In
addition, two examples are presented to support the results.

In the last section, the results and remarks, obtained in the study are included.



BOLUM 1. GIRiS

Sabit nokta teorisi, dogrusal olmayan denklemler teorisinin incelenmesinde énemli
bir role sahiptir. Baz1 problemler J, bir metrik uzayda veya uygun olan diger
uzaylarda kendi iizerine olan bir doniisim olmak ftizere, Jx = x bi¢imdeki

denklemler olarak formiile edilebilir.

Daralma ve genellestirilmis daralma doniisiimleriyle ilgili sabit nokta teorisi bircok
matematik¢i tarafindan incelenmistir. Daralma doniisimi fikrini ilk ortaya atan
kisinin Banach [1] oldugu bilinmektedir. 1922 de, bir metrik uzayda kendi iizerine
olan doniistimler i¢in daralma kavramini tanittt ve X tam metrik uzayinda kendi
tizerine olan her daralma doniisimiiniin tek bir sabit noktasinin var oldugunu
ispatladi. Daha sonra, 2004 yilinda Berinde [2], bir metrik uzayda daralma
doniigiimiiniin bir genellestirilmesi olan zayif daralma doniisiimii kavramini tanitti ve
X tam metrik uzayinda kendi iizerine olan her zayif daralma doniisiimiiniin bir sabit

noktasinin var oldugunu ispatladi.

Jx = x denkleminde, eger J kendi {izerine olmayan bir doniisiim ise, 0 zaman J nin
hicbir sabit noktas: olmayabilir. Fakat x ve Jx arasindaki uzaklik ya sifira esit veya
sifirdan biyiiktiir. O halde J nin tanim kiimesindeki tiim x ler igin d(x, Jx) = 0 olur.

Dolayisiyla su soru giindeme gelir: J nin tanim kiimesi olan D (J) de

d(x,Jx) = ygg) d(,Jy)

olacak sekilde bir x elemani bulunabilir mi? Bu soru, en iyi yakinlik noktasi

calismalarini ortaya ¢ikarmaistir.



(X, |- 1) bir normlu vektdr uzayi ve C,X in bos olmayan kompakt konveks bir alt
kiimesi olsun. 1969 da Fan [3], en iyi yakinlik noktasini inceleyen ilk kisiydi ve eger
J : C — X kendi iizerine olmayan bir daralma doniisiimii ise, 0 zaman d(Jx*,C) =
min {|[/Jx* — x*|| : x* € C} olmak iizere |[Jx*—x*|| =d(Jx", C) olacak sekilde
x* € C nin var oldugunu ispatladi. Agik olarak, eger J/(C) € C ise 0 zaman x*, J nin

bir sabit noktasidir.

Daha sonra Kirk ve ark. [4] metrik uzayda dongiisel doniisiim kavramini tanitt1 ve
iistelik onlar, (X, d) tam metrik uzayinda / : Y UZ — Y U Z bir dongiisel doniisiim

isevebazia € [0,1) veherx €Y,y € Z igin

d(x,Jy) < ad(x,y)

kosulunu saglarsa, o zaman Y NZ # @ ve J, Y U Z de tek bir sabit noktaya sahip

oldugunu ispatladilar.

Uc y1l sonra, Eldred ve Veeramani [5] dongiisel daralma doniisiimii kavramini tanitti
ve diizgiin konveks Banach uzayinda ve metrik uzayda dongiisel daralma doniigiimii
icin en iyi yakinlik noktasinin varlik ve yakinsama sonuglarini ispatladi. Bu sonuglar
Kirk ve ark. [4] sonuglarinin Y N Z # @ olmasi durumunun bir genellestirmesidir.
Eldred ve Veeramani [5]’nin kavramina dayanarak bir¢ok matematik¢i cesitli

yonlerde en iyi yakinlik noktasi teoremlerini incelediler.

2011 de Basha [6], kendi iizerine olmayan J ve T doniisiimlerinin bir yakinsal
dongiisel daralmasi ve birinci tiirden ve ikinci tiirden yakinsal daralma dontisiimleri
kavramlarini verdi ve tam metrik uzayda bu doniisiimler i¢in en iyi yakinlik noktalari

lizerine bazi ilging sonuglar elde etti.

2021 de Klanarong ve Chaiya [7], Basha’nin kendi iizerine olmayan doniisim
simiflarindan daha genel olan yakinsal Berinde g-dongiisel daralmayi ve birinci
tirden ve ikinci tiirden yakinsal Berinde g-daralma doniisiimlerini tanittilar ve bazi

cakisma en iyi yakinlik noktasi teoremlerini sundular.



2012 de Sedghi ve ark. [8], S-metrik uzay kavramini tanittilar ve bu uzayin
topolojisini arastirdilar. Ayrica, onlar S-metrik uzayda bazi 6nemli sabit nokta
teoremlerini ispatladilar. Daha sonra, 2016 yilinda Nantadilok [9] bu uzaylarda
yakinsal daralma doniisiimlerinin bir sinifi i¢in en iyi yakinlik noktasi teoremlerini
ispatladi. 2020 yilinda ise Khanpanuk [10] S-metrik uzayinda MT-dongiisel daralma

doniistimleri i¢in ¢akisma en iyi yakinlik noktasi teoremlerini verdi.

Bu tez ¢alismasindaki amag, S-metrik uzayinda S-yakinsal Berinde g-dongiisel
daralma ve birinci tiirden ve ikinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimleri
kavramlarmi tanitip bu doniisiim tiirleri i¢in bazi cakisma en iyi yakinlik noktasi

teoremlerini ispatlamaktir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin okunabilirligini ve anlasabilirligini saglamak amaciyla bazi1 temel

bilgilere yer verilmistir.

Tanim 2.1. (Metrik uzay)

Bir X kiimesi ile bir d: X X X — R fonksiyonu verilmis olsun.

Her x,y,z € X i¢in,

M1] d(x,y) =0,
M2] d(x,y) =0 & x=y
M3] d(x,y) =d(y,x) (simetri)

[
[
[
[M4] d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (icgen esitsizligi)

]
]
]
|
sartlart saglansin. Bu durumda d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik ve
(X, d) ikilisine bir metrik uzay denir [11].

Ornek 2.2.

x,y € F (yani R veya C ) olmak iizere

d(x,y) =lx—yl

ile tanimlanan d|| (mutlak deger ) metrigi ile [F kiimesi bir metrik uzaydir. Bu metrige

[F deki dogal (aligilmis, standart) metrik adi verilir [12].



Ornek 2.3.

R" yada C* (n = 1) vektor uzaylari tizerinde
1

n 2
dn(x,y) = <Z|xi - yi|2>

i=1
olarak tanimlanan doniisiime Oklid metrigi denir [11].
Ornek 2.4.
x = (X1,X3, ., Xp) ER"Vey = (¥1,¥2, -, ¥n) € R" (n = 1) olmak lizere

m:R" X R" > R

(x,y) » m(x,y) = max{|x; — y;| : 1 < i <n}

dontigimiine R™ iizerinde maksimum metrigi denir [11].
Tamm 2.5. (Yakinsak dizi)

(X,d) metrik uzayindaki {x,} dizisinin x noktasina yakinsamas: demek, her ¢ > 0

sayisina karsilik oyle bir ny dogal sayisi bulunacak oyle ki Vn = n, i¢in,
d(xp,x) <e

olmasidir. {x,} dizisinin x noktasina yakinsadigini, kisaca,

X, = x veya lim, ,d(x,x)=0

gosterimlerinden birisiyle belirtilir ve x noktasina {x,,} dizisinin limiti denir [11].



Tamm 2.6. (Cauchy dizisi)

(X,d) metrik uzaymda bir {x,}dizisi verilsin. Eger her &€ > 0 sayisina karsilik
VYm,n = ny oldugunda d(x,,, x,) < € olacak bi¢cimde, verilen & sayisina bagli, bir n,
dogal sayisi varsa {x,,} dizisine Cauchy dizisi denir [12].

Tamm 2.7. (Tam metrik uzay)

(X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢indeki bir limite yakinsarsa, (X,d)

metrik uzay: tamdir, denir [12].

Tamm 2.8. (Normlu uzay)

X kiimesi F cismi lizerinde bir vektor uzayr ve p : X — R bir fonksiyon olsun. Her

x,y € Xvehera €T igin,

[N1] p(x) = 0

[N2] p(x) =0 & x =0

[N3] p(ax) = |a|p(x) (pozitif-homojenlik)
[N4] p(x+vy) <p(x)+p(y) (alt-toplamsallik )

ozellikleri saglaniyorsa, p fonksiyonuna X vektor uzayi {izerinde bir normdur ve
tizerinde bir norm tanimlanmis herhangi bir vektor uzayina normlanmis bir uzay, denir.
Bir vektor uzayi tlizerindeki bir norm, ¢ogu kez || || simgesiyle gosterilir. Buna goére

norm fonksiyonu

x = ||l

olacaktir. Bu norm ile normlanmis bir X vektor uzayr (X, || ||) simgesiyle belirtilir [11].



Tanim 2.9. (Banach uzay)

(X, [l. 1) bir normlu lineer uzay olsun. Eger X uzayi, d(x,y) = |[|x — y||, (x,y € X) ile

verilen normdan iiretilen metrige gore tam ise bu uzaya Banach uzayi denir [13].

Tanim 2.10. (Diizgiin konveks uzay)

(X, |- 1) bir normlu vektér uzay olsun. Eger her bir € > 0 ve x,y € X i¢in ||x|| <1,

lyll <1vellx—y|l = & oldugunda

llx =yl

<1-96
> <

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa, X uzayina diizgiin konvekstir denir [14].

Tamm 2.11. (Konveks kiime)

L bir reel lineer uzay ve A € L olsun. Her x,y € A i¢in,

B={z€el:z=ax+(1—-a)y,0<a<1}Cc A

ise A kiimesine konvekstir denir [15].

Tamm 2.12. (Acik yuvar)

(X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

B(xp;r) ={x€X:d(x,xy) <71}

kiimesine x, merkezli ve r yarigapli acik yuvar adi verilir [12].



Tamm 2.13. (Sabit nokta)

X # @ bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X
varsa, bu noktaya T nin bir sabit noktasi denir. Yani Tx = x denkleminin ¢6ziimii veya
¢ozlimleri T doniigiimiiniin sabit noktalaridir [20].

Ornek 2.14.

(i) f(x) =x? ile tamml f: R —> R fonksiyonunun sabit noktalar1 x =0 ve x = 1
olur.

(i) f(x) =x%+ 2x + 3ile tammh f : R > R fonksiyonunun sabit noktas: yoktur.
(iit) 0 <0 < 2m ig¢in,

cosfd —sin6 ] [ x]

T(xy) = [ sin@ cosf y

ile verilen T : R? - R? donme (rotation) fonksiyonunun yalniz bir sabit noktas1 vardir

ve bu (0,0) noktasidir [12].
Tanim 2.15. (Iizometri)

E kiimesi (X, d) metrik uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her x,y € E igin

d(Tx,Ty) = d(x,y) kosulunu saglarsa, T : E — E doniisiimiine izometri denir [27].
Tamim 2.16. (Lipschitzian doniisiim)

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < ad(x,y) (2.1)

olacak sekilde bir « > 0 sabiti varsa T doniisiimiine X uzayinda bir Lipschitzian

dontigiim denir [20].



Tanim 2.17. (Daralma doniisiimii)

(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir Lipschitzian doniisim olsun. Eger (2.1)

esitsizligi a € [0,1) olmasi durumunda saglaniyorsa T donilisiimiine daralma veya

biiziilme (contraction) doniigiimii denir [21].

Tamim 2.18. (Zayif daralma doniisiimii)

(X, d) bir metrik uzay ve J: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Ld(x,]y)

olacak sekilde a € (0,1) ve L = 0 varsa T doniisiimiine X uzayinda bir zayif daralma

doniistimii denir [2].



BOLUM 3. CAKISMA EN 1YI YAKINLIK NOKTASI VE
S-METRIK UZAY

3.1. Cakisma En Iyi Yakinlik Noktasi

Bu boliimde (X, d) bir metrik uzay ve Y, Z kiimeleri X in bos olmayan alt kiimeleri

olsun.
Tanim 3.1.1.

J:Y > Z bir doniisim olsun. Ay,=d(Y,Z) =inf{d(x,y):x €Y vey € Z} olmak
tizere d(x,]Jx) = Ay, esitligini saglayan x € Y noktasina, J nin en iyi yakinlik noktasi

(best proximity point) denir [24].

Tanim 3.1.1. de J kendi {izerine olan bir doniisiim yani Y = Z alinirsa x noktas1 J nin

bir sabit noktas1 olur.

Tanim 3.1.2.

J:Y > Z ve g:Y - Y iki doniisim olsun. d(gx,Jx) = Ay, esitligini saglayan x € Y
noktasing, (g,/) ikilisinin ¢akisma en iyi yakinlik noktasi (coincidence best proximity

point) denir [24].

Tanim 3.1.2. de g, Y iizerinde birim donilisiim alinirsa x noktasi J nin bir en iyi yakinlik

noktasi olur.
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Tanim 3.1.3.

J:Y>Z, T:Z->Yve g:YUZ—>YUZ dontgiimler olsun. Bir (x,y) €Y X Z
eleman1 eger (gx,gy) €Y X Z ve d(gx,Jx) = d(gy,Ty) = Ay, sartlarin1 sagliyorsa
(x,y) noktasina, (g,/, T) t¢liisiiniin ¢akigma en iyi yakinlik noktas1 denir [7].

Tanim 3.1.4.

Eger J:YUZ ->YUZ donisimi J(Y)SZ ve J(Z)CVY sartlarim sagliyor ise

J doniistimiine dongiisel (cyclic) dontisiim denir [24].

Tanim 3.1.5.

Eger J:Y UZ — Y UZ doniisiimii asagidaki kosullar1 sagliyor ise dongiisel daralma
olarak adlandirilir:

(i) J, dongiisel bir doniisiimdiir.

() Tim x€Y , y€Z igin d(Jx,Jy) <kd(x,y)+ (1 —k)Ay; olacak sekilde
k € (0,1) vardir [5].

Tanim 3.1.6.

J:Y > Zve T:Z - Y kendi lizerine olmayan doniistimler olsun. Eger her u,x € Y ve

v,y € Z i¢in,

d(u,Jx) = d(v,Ty) = Ay,
=

d(Jx,Ty) < ad(x,y) + (1 —a)Ay,

olacak sekilde negatif olmayan a <1 sayist varsa (J,T) ikilisine bir yakinsal

(proximal) dongiisel daralma denir [6].



12

Tanim 3.1.7.

J : Y = Z bir doniisiim olsun.

(i) Her uq,u,, xq,x, €Y igin,

d(uy, Jx1) = d(uyp, Jxz) = Ayy
-

d(ug, up) < ad(xq,x3)

olacak sekilde negatif olmayan a < 1 sayisi varsa bu J doniisiimiine birinci tiirden

yakinsal daralma doniisiimii denir.

(ll) Her Uq, Uy, X1, Xy €Y i(}in,

d(uy, Jx1) = d(uy, Jxz) = Ayy
=

d(Juy, Juy) < ad(Jxy,]x3)

olacak sekilde eger negatif olmayan a < 1 sayisi varsa bu J donilistimiine ikinci tiirden

yakinsal daralma dontisiimii denir [6].

J nin kendi iizerine olan bir doniisim olmasi durumunda, birinci tiirden yakinsal
daralma doniisiimii daralma doniisiimiine indirgenir. Ayrica her daralma dontsiimii
ikinci tiirden yakinsal daralma doniisiimidiir [6].

Tamm 3.1.8.

Bir J : Y —» Z doniisimii ve bir g : Y - Y izometrisi verildiginde, her x;,x, € Y i¢in,

d(Jgx1,]g9xz) = d(Jx1,]x3)
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esitligi saglaniyorsa J donlisiimii g ye gore izometrik mesafeyi koruyor denir [6].

Tanim 3.1.9.

J:Y > Z ve g:Y — Y birer doniisiim olsun.

(l) Her X1,X2,Uq, Uy €Y i(;in,

d(guy,Jx,) = d(guy,Jx;) = Ayy
=

d(guy, guy) < ad(gxy, gx;) + Ly min{d(gx;, gu,), d(gx,, gu,)}

sartin1 saglayan «a € [0,1) ve L; = 0 sayilar1 varsa, J doniisiimiine birinci tiirden

yakinsal Berinde g-daralma doniistimii denir [7].

(ll) Her X1, X2, U, Uy €EY ig:in,

d(guy,Jx1) = d(guy, Jx;) = Ayy

=

d(Jguy,Jguy) < pd(Jgx,,]gx;) + L, min{d(Jgx,,Jgu,), d(Jgxz,Jgu,)}

sartin1 saglayan S €[0,1) ve L, > 0 sayilarn varsa, /| doniisiimiine ikinci tiirden

yakinsal Berinde g-daralma doniisiimii denir [7].

L; = 0 (veya L, = 0) ve her x € Y igin g(x) = x durumunda birinci tiirden (veya ikinci
tirden) yakinsal Berinde g-daralma doniisiimii, birinci tiirden (veya ikinci tiirden)
yakinsal daralma doniigiimiine indirgenir.

Tanim 3.1.10.

J:Y>Z T:Z->Yveg:YUZ - Y ULZ birer dontisiim olsunlar. Her x;, gu; €Y
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Ve x5, gu, € Z igin,
d(guy,Jx1) = d(guy, Jx;) = Ayy
=

d(guy, guy) < yd(gxy, gx;) + (1 —y)Ayz + Ld(gxy1, guy)

sartin1 saglayan y € [0,1) ve L > 0 sayilar1 varsa, (J, T) ikilisine bir yakinsal Berinde

g-dongiisel daralmasi denir [7].

L=0 ve her xeYUZ i¢in g(x) =x durumunda yakinsal Berinde g-dongiisel

daralmasi bir yakinsal dongiisel daralmaya indirgenir.

3.2. S-Metrik Uzay

Tamm 3.2.1.

X bos olmayan bir kime ve S: X x X x X - R* fonksiyonu her x,y,z,a € X i¢in,
S S(x,y,2) =0

(52) S(x,y,z) =0 ancak veancak x =y = z

(83) S(x,y,z) <S(x,x,a) + S(y,y,a) + S(z,2,a)

sartlarin1 saglasin. Bu durumda S fonksiyonu X iizerinde S-metrik, (X,S) ikilisi S-

metrik uzay olarak adlandirilir [8].

Ornek 3.2.2.

X = Rolsun. Her x,y, z € R i¢in,

Sx,y,z) =|x—z|+ |x +z - 2y| (3.1

seklinde taniml1 S : X X X X X - R™* fonksiyonu R tizerinde bir S-metriktir [16].
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Ornek 3.2.3.

(R?, d) Oklid metrik uzayi olsun.

S(x,y,z) = max{d(x,y),d(y, 2),d(zx)}

seklinde tanimlanan S fonksiyonu R? iizerinde bir S-metriktir [16].

Asagidaki lemma simetri kosulu olarak kabul edilir ve arastirma bulgularinda bazi

teoremlerin ispatinda kullanilacaktir.

Lemma 3.2.4.

(X, S) bir S-metrik uzay olsun. Her x,y € X igin

St,x,y) =S,y x)

dir [8].

Asagidaki lemma, Tanim 3.2.1. ve Lemma 3.2.4. ten kolaylikla elde edilir.

Lemma 3.2.5.

(X, S) bir S-metrik uzay olsun. Her x,y,z € X i¢in

S, x,z) <S(x,x,y) +25(y,y,2)

dir [26].

Tanim 3.2.6.

(X, S) bir S-metrik uzay olsun. r > 0 ve x € X igin, Bs(x, ) acik yuvari
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Bs(x,1)={y €X:S(y,y,x) <7}

seklinde tanimlanir [8].

Tanim 3.2.7.

(X, S) bir S-metrik uzay olsun.

(i) X de bir {x,,} dizisi i¢in n,m — oo iken S(x,, x,, x;m) — 0 ise {x,,} dizisine Cauchy
dizisi denir. Yani her € > 0 igin, Oyle bir ny € N vardir ki her n,m >n, igin
S(Xpy Xn, Xm) < € Olur.

yakinsar denir. Yani her &€ >0 i¢in, dyle bir ng € N vardir ki her n >ny igin
S(Xp, Xn, x) < €o0lur. Budurumda x, — x yazilir.

(iii) (X, S) deki her Cauchy dizisi (X, S) de yakinsak ise (X, S) S-metrik uzay: tam uzay
olarak adlandirilir [8].

Tamim 3.2.8.
XveX' iki S-metrik uzay ve f : X — X' bir fonksiyon olsun. O zaman f nin x € X
noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart x,, = x olmak tizere X deki her {x,}

dizisi i¢in  f(x,) = f(x) olmasidir. Eger f, her x € X noktasinda siirekli ise f, X de
stireklidir, denir [25].

Tanim 3.2.9.

(X, S) bir S-metrik uzay ve Y € X herhangi bir alt kiime olsun.

(i) x € X olmak tizere her r > 0 igin eger

(Bs(x,7) —{xhnY +0

ise x noktasina Y nin bir yigilma noktasi denir. Y nin tiim y1gilma noktalarinin kiimesi

Yy ile gosterilir [15].
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(i1) Y nin yigilma noktalar1 kiimesi Y tarafindan kapsaniyorsa bir baska ifadeyle Yy c Y

ise Y ye kapali kiime denir [18].

Tanim 3.2.10.

(X, S) bir S-metrik uzay ve Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bir Sy : X X X X

X - R* fonksiyonu her x,y,z €Y igin,

SY(x:yrZ) = S(x,y,z)

olarak tanimlansin. O zaman Sy, bir indirgenmis S-metrik ve (Y, Sy), (X,S) S-metrik

uzayinin bir alt S-metrik uzay1 olarak adlandirilir [18].

Onerme 3.2.11.

Eger (X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y, (X, S) de kapali bir kiime ise, o zaman (Y, Sy)

alt S-metrik uzay1 tamdir [18].

Bir S-metrik ile bir metrik arasindaki iliski asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.2.12.

(X, d) bir metrik uzay olsun. O zaman asagidaki 6zellikler saglanir:

1) Her x,y,z € X igin, Sy(x,y,z) = d(x,z) + d(y,z) fonksiyonu X {iizerinde bir S-
metriktir.

2) (X, d) de x;,, = x olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, S,) de x,, = x olmasidir.

3) {x,} dizisinin, (X,d) de Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,,} dizisinin,
(X, S4) de Cauchy dizisi olmasidir.

4) (X,d) nin tam uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X,S;) nin tam uzay olmasidir
[24].
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[14] de S, fonksiyonu, d tarafindan iiretilen bir S-metrik olarak adlandirildi. Fakat
herhangi bir metrik tarafindan iiretilemeyen S-metrigin baz1 6rnekleri biliniyor. Ornek

3.2.2 de verilen S-metrigi bu 6rneklerden biridir.

Agciklama 3.2.13.

Gupta [19], (X, S) bir S-metrik uzay olmak tizere her x, y € X igin

ds(x,y) = S(x,x,y) + S, y,x) (3.2)

fonksiyonu tanimlayarak her S-metriginin bir metrik tanimladigini iddia etmistir. Fakat
bu dg fonksiyonu her zaman bir metrik tanimlamaz. Ciinkii X kiimesinin her elemant
icin liggen esitsizligi her zaman saglanmayabilir. Eger S-metrik bir d metrigi tarafindan
tiretilebiliyorsa o zaman bu S-metrik X kiimesi iizerinde bir d; metrigi tanimlar ve
ds(x,y) = 4d(x,y) elde edilir. Fakat S-metrik bir metrik tarafindan iiretilemiyorsa dg
fonksiyonu metrik olabilir de olmayabilir de. Eger dg fonksiyonu bir metrik ise dg

metrigine S-metrik tarafindan iiretilen metrik denir [16].

Ornek 3.2.14.

X ={123}veS: XX XXX - |[0,o00) fonksiyonu her x,y,z € X i¢in

S(1,1,2) =S5(2,2,1) =5,

5(2,2,3) =5(3,3,2) =5(1,1,3) = 5(3,3,1) = 2,
x=y=ziseS(x,y,z) =0,

diger durumlarda ise S(x,y,z) = 1

seklinde tanimli olsun. Bu durumda S fonksiyonu herhangi bir metrik tarafindan
tiretilemeyen bir S-metriktir ve (X,S) ikilisi bir S-metrik uzaydir. Fakat Aciklama

3.2.13. te tanimlanan d; fonksiyonu bir metrik degildir. x = 1,y = 2,z = 3 i¢in

ds(1,2) = 10 % dy(1,3) + dy(3,2) = 8
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elde edilir, yani tiggen esitsizligi saglanmaz [16].

Tanim 3.2.15.

(X, S) bir S-metrik uzay olsun. g : X = X doniisiimii eger her x,y,z € X i¢in

S(gx,9y,92z) = S(x,y,2)

sartin1 sagliyorsa g doniisiimiine izometri denir [10].

Tanim 3.2.16.

(X,S) bir S-metrik uzay ve Y, Z X in bos olmayan alt kiimeleri olsun. J : Y — Z kendi

izerine olmayan bir doniisim ve g : Y — Y bir izometri olsun. J doniisiimii eger her

x,y,Z € X igin

SUgx,]gy.]g9z) = S(x,]y,]z)

sartin1 sagliyorsa g ye gore izometrik mesafeyi koruyor denir [10].



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde elde edilen sonuglardan olusan makale (bak. [28]), Proceedings of

International Mathematical Science Dergisinde yaymlanmustir.

Ik olarak (X,S) bir S-metrik uzay ve Y ve Z, X in bos olmayan alt kiimeleri olmak

uzere

AS, = S(Y,Y,2) = inf{S(x,x,y) : x €Y,y € Z},
Yo = {x EY:S(xxy)= A%Z olacak sekilde 3y € Z Vardlr},
Zy ={y € Z: S(x,x,y) = Ay olacak sekilde 3x € Y vardir}

olsun.

Tamm 4.1.

(X,S) bir S-metrik uzay ve Y, Z X in bos olmayan alt kiimeleri olsun. J:Y — Z
g:Y =Y déniisimler olsun. S(gx, gx,Jx) = Ay, sartim saglayan x € Y elemanina

(g,]) ikilisinin ¢akigma en iyi yakinlik noktas: denir.

Tanim 4.1. de g, Y lizerinde birim doniisiim alinirsa x noktast J nin bir en iyi yakinlik

noktasi olur.
Tanim 4.2.

(X,S) bir S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan alt kiimeleri olsun. J:Y = Z |
T:Z->Y ve g:YUZ->YUZ donistimler olsun. Bir (x,y) €Y XZ elemam
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(gx,gy) EY XZ ve S(gx,gx,Jx)=5S(gy,gy,Ty) = S(x,x,y) = Ay, sartlarm

sagliyorsa (x,y) elemanina (g, J, T) t¢liisiiniin cakisma en iyi yakinlik noktasi denir.

Tanim 4.2. de g, Y U Z iizerinde birim doniisiim alinirsa x ve y noktalari sirasiyla | ve

T nin en iyi yakinlik noktalari olur.

Ik olarak S-metrik uzayda birinci tiirden ve ikinci tiirden S-yakisal Berinde g-daralma

doniisiimleri tanimlar1 verilmistir.

Tamm 4.3.

(X,S) bir S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan alt kiimeleri olsun. J:Y = Z ve

g : Y — Y doniisiimler olsun.

(l) Her X1,X2,Uq, Uy €Y i(}in,

S(guq, guy,Jx1) = S(guy, guy, Jx,) = Alsfz

-

S(guq, gus, guy) < aS(gxy, gx;, gx;) +
Ly min {S(gxy, gx1, gu,), S(gxs, gxa, guy)} (4.1)

sartin1 saglayan « € [0,1) ve L, = 0 sayilar1 varsa, J doniisiimiine birinci tiirden S-

yakinsal Berinde g-daralma doniisiimii denir.

(ii) Her x4,x,,uq,u, €Y igin,

S(guy, guy, Jx1) = S(guy, guy, Jx;) = Agz
=

SUgus,Jgus,Jgus) < BSUGxs,Jgx1,]g%2) +
L,min{S(Jgx1,]9x1,]9u2), SUgx2,]gx2,Jgus)} (4.2)
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sartin1 saglayan f € [0,1) ve L, = 0 sayilar1 varsa, J doniisiimiine ikinci tiirden S-

yakinsal Berinde g-daralma doniisiimii denir.

Simdi S-metrik uzayda S-yakinsal Berinde g-dongiisel daralma tanimi verilecektir.

Tanim 4.4.

(X,S) bir S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan alt kiimeleri olsun. J:Y — Z,
T:Z-Yveg:YUZ->YUZ doniasimler olsun. Her x;, gu; €Y ve x,, gu, €

Z igin,

S(guq, guy,Jx1) = S(guy, guy, Tx,) = Axs/z
=

S(guy, guy, guy) < yS(gx19%1, gx,) + (1 — y)AY; + LS(9x19%1, gus)

sartin1 saglayan y € [0,1) ve L >0 sayilar1 varsa, (J,T) ikilisine bir S-yakinsal

Berinde g-dongiisel daralmasi denir.

Simdi S-metrik uzayda bir ¢akigsma en iyi yakinlik noktasi teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 4.5.

(X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan kapali iki alt kiimeleri olsun.
J:Y>Z T:Z->Yveg:YUZ - Y UZ doniisiimleri asagidaki kosullar1 saglasin:
(i) J ve T birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniistimleridir, yani sirasiyla J
ve T doniisimleri, (4.1) esitsizligini saglayacak sekilde «,f €[0,1) ve L;,L, =0
sayilar1 vardir;

(i) J(Yo) € Zy ve T(Zy) S Yo;

(iii) g, D # Yy € g(Yy) ve Zy, € g(Z,) olan bir izometridir;

(iv) (J, T) ikilisi bir S-yakinsal Berinde g-dongiisel daralmasidir.

Bu durumda,
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S(gx, gx,]Jx) = S(gy, gy, Ty) = S(x,x,y) = Ay, (4.3)

olacak sekilde bir x € Y ve bir y € Z noktalar1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y} i¢in,

S(gxn+1: gxn+1:]xn) = Aéz

ile tanimlanan {x,} dizisi her n € N i¢in x elemanma yakinsar ve herhangi bir sabit

Yo € Zy igin,

S(GYn+1, 9Yn+1, Tyn) = By

ile tanimlanan {y, } dizisi her n € N i¢in y elemanina yakinsar.
Ek olarak, eger « + L; <1 ve B + L, < 1 ise, bu takdirde (4.3) denklemini saglayan

bir tek x elemani ve bir tek y elemani vardir.

Ispat

xo € Y, olsun. J(Yp) € Z, oldugundan Jx, € Z, olur. Dolayisiyla S(z;,24,Jx,) = A,
olacak sekilde z; € Y vardir bu da z; € ¥, anlamma gelir. Y, € g(¥;) oldugundan
gx, =z, olacak sekilde x; €Y, vardir, bundan dolay1 S(gx;,gx1,/xo) =

S(zy,241,]%9) = Ay, olur. Benzer yolla, S(gx,, gx,,Jx;) = Ay, olacak sekilde x, € Y,

vardir. Tiimevarim yontemiyle her n € N i¢in,

S(gxn+1' gxn+1']xn) = Agz

olacak sekilde Y, da bir {x,} dizisi olusturulabilir. J, birinci tirden S-yakinsal Berinde

g-daralma doniigiimii oldugundan, her x,,_q, x,, X,41 € Yy icin,

S(gxn, 9xn, Jxn-1) = S(gXn41, GXny1,Jxn) = Af’Z

olup hern € N igin,
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S(gxnugxnrgxn+1) < as(gxn—ligxn—ligxn)
+ L1 min {S(gxn—lf IXn-1, gxn+1): S(gxn' IXn, gxn)}
= aS(gxn—li gxn—lfgxn)

esitsizligi saglanir. Buradan g nin izometri olmasi da kullanilarak

S(xm xn'xn+1) = S(gxn» IXn, gxn+1)
< aS(gxn-1, 9%n-1, 9%n)

< a*S(gxXn-2, 9%n—-2, GXn-1)

< a™S(gxy, 9xo, 9X1)
= a"S(xy, x9, X1) (4.4)

elde edilir. @ € [0,1) oldugundan,
lim,, 00 S(Xp, Xp, Xpe1) = 0
olur. m > n olan pozitif m ve n tam sayilar1 igin,
S(xn' Xn, xm) = ZS(xm—lf Xm—1 xm) + S(xn' Xn, xm—l)
= ZS(xm—l' Xm—1, xm) + ZS(xm—Z' Xm—2» xm—l) + S(xn' Xn, xm—Z)
< 25(Xm-1, Xm—1,Xm) + 28 (X2, Xm—2, Xm—-1) + =+ + S(Xn, Xn, Xn41)
olur. Simdi m =n +r; r = 1 i¢in (4.4) esitsizligi kullanilarak
Sy Xy Xpar) < 2a™7718(xg, X0, x1) + 2™ 725 (xg, X, X1) +.. +a™S (xg, X0, X1)

elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda,

lim S(x,, x,, ;) =0
n—oo
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olur. Yani {x,}, Y de bir Cauchy dizisidir. (Y, Sy) bir tam alt S-metrik uzay oldugundan
n — o iken x, — x olacak sekilde x € Y vardir. Benzer sekilde, T(Z,) €Y, ve

Zy € g(Zy) oldugundan,

S(gyn+1: g)In+1JTyn) = Aéz vneN

olacak sekilde Z, da bir {y,,} dizisi vardir ve y € Z ye yakinsar. (J,T) ikilisi bir S-

yakinsal Berinde g-dongiisel daralma ve her n € N i¢in

S(9%n+1, 9Xn+1,J%n) = B3z = S(GVn+1, 9Yn+1, TVn)

oldugundan,

S(9%n+1 9Xn+1, GYn+1) < ¥S(G%n, GXn, 9¥n) + (1 = ¥)AY 7 + LS(8%n, 9%, 8Xnt1)

olacak sekilde y € [0,1) ve L > 0 sayilar1 vardir. Bu ise

S(xn+1rxn+1: yn+1) < VS(xn'xn: yn) + (1 - V)A}S’Z + LS(xn'xn'erl)

anlamina gelir. Bu esitsizlikte n — oo igin limit alindiginda,

S(x,x,y) <yS(x,x,y) + (1 —y)Ay, + LS(x,x,x)

olur ve buradan

S(x,x,y) <Ay,

elde edilir. Dolayisiyla S(x,x,y) = Ay, dir yani x € Y, ve y € Z, olur. J(Y,) € Z,

ve T(Z,) €Y, oldugundan, Jx € Z, ve Ty €Y, olur. Buradan Y, € g(Y¥y) ve Z, S
9(Zy) oldugundan

S(gw, gw,Jx) = S(gv, gv,Ty) = Ay,
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olacak sekilde w € Y, ve z € Z, vardir. ] birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma

dontistimii ve
S(gw, gw,Jx) = S(gXn+1, GXn+1,J%n) = Axs/z
oldugundan, her n € N i¢in

S(gw, gw, gxns1 ) < aS(gx, gx, gxy )
+L, min{S(gx, gx, gxp41), S(g%n, g%n, gx )}

= aS(gx, gx, gx, ) + L,S(gx, gx, gxn+1)

elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo icin limit alindiginda, g nin sirekliliginden

S(gw, gw, gx) = 0 ve boylece gx = gw olur. Dolayisiyla

S(gx,gx,Jx) = Ayz
anlamina gelir. Benzer sekilde S(gy, gy,Ty) = A, oldugu ispatlanabilir. Béylece
S(gx,gx,Jx) = S(gy, gy, Ty) = S(x,x,y) = Ay,

olur. Dolayistyla (x, y) ikilisi (g, /], T) tgliisiiniin bir ¢akisma en iyi yakinlik noktasidir.
Simdi (x, y) nin tek oldugunu ispatlamak i¢in, ¢« + L; < 1,8+ L, < 1ve

S(gx*, gx*,Jx* ) =AY,

olacak sekilde x # x* € Y nin var oldugu kabul edilsin. J birinci tiirden S-yakinsal

Berinde g-daralma doniistimii oldugundan,

S(gx, gx,gx* ) < aS(gx, gx,gx* ) + L, min{S(gx, gx,gx* ),S(gx*,gx*,gx)}

= (a + Ll)S(gx, gx,gx* )
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elde edilir. @+ Ly <1 oldugundan, S(gx,gx,gx*) =0 olur. Buradan x = x* ve
dolayistyla S(gx, gx,Jx) = Ay, olacak sekilde tek bir x € Y vardir. Benzer sekilde
S(gy,gy,Ty) = Ay, olacak sekilde tek bir y € Z oldugu gésterilebilir. Bundan dolay1
(x,y) ikilisi (g,], T) tg¢liistiniin tek ¢akisma en iyi yakinlik noktasidir.

Simdi Teorem 4.5. i agiklamak i¢in bir ornek verilecektir.
Ornek 4.6.

(R?, d) Oklid metrik uzay1 almsin.

S(x,y,z) = max {d(x,y),d(y, z),d(x,2)}

tanimlansm. Bu durumda (R?,S) bir S-metrik uzaydir. Y = {(0,y); -1 <y < 1} ve
Z={(1,y);—1 <y < 1} olsun. Bu durumda Ay,=1,Y, =Y ve Zo=Zolur. J : Y -
Z, T:Z->Yveg:YUZ—>YUZ doniistimleri

J0,y) = (1), 71y = (1L.3) ve gxy) = (x,—)

olarak tanimlansin. Agikga, Yy = g(Yy), Zo = g(Zy), J(Yp) = {(1,%) ;—1<y< 1} c

Zy, T(Zy) = {(0, %) ;—1<y< 1} c Y, ve g doniisiimii bir izometridir. Ayrica J ve T
birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimleridir ve (J,T) ikilisi bir S-
yakinsal Berinde g-dongiisel daralmadir. Bundan dolay1 Teorem 4.5. in biitiin kosullar
saglanir ve Y X Z de ((0,0),(1,0)) eleman: (g,/,T) tgliistiniin tek ¢akisma en iyi
yakinlik noktasidir.

Eger Teorem 4.5.te L; = 0, L, = 0 ve L = 0 alinursa, asagidaki ¢cakisma en 1yi yakinlik

noktasi teoremi elde edilir.
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Teorem4.7.

X,Y,Z, Yy, Zy, ],T ve g Teorem 4.5. in hipotezlerini saglasin. Bu durumda

S(gx, gx,]Jx) = S(gy, gy, Ty) = S(x,x,y) = Ay,

olacak sekilde bir tek x € Y noktas1 ve bir tek y € Z noktasi vardir.
Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y} i¢in,

S(GxXn+1, 9Xn+1,JXn) = ASS;Z vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar ve herhangi bir sabit y, € Z, i¢in,

S(9Yn+1, 9V, Tyn) =03z VneN

ile tanimlanan {y, } dizisi y noktasina yakinsar.

Eger Teorem 4.5. te her x € Y U Z igin gx = x alinirsa, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.8.

X,Y,Z, Yy, Zy, ] ve T Teorem 4.5. in hipotezlerini saglasin. Bu durumda

S(x,x,]x) = S(}’»)’,TY) = S(x,x,y) = AgZ

olacak sekilde bir x € Y noktasi ve bir y € Z noktasi vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y} i¢in,

S(xn+1rxn+1J]xn) = AgZ vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar ve herhangi bir sabit y, € Z, i¢in,
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S(yn+1J Yn+1JTYn) = A15/Z vneN

ile tanimlanan {y,} dizisi y noktasina yakinsar. Ek olarak, egera + L; < 1vef + L, <

1 ise bu takdirde x ve y noktalar1 sirasiyla J ve T nin tek en iyi yakinlik noktalari olur.

Eger Teorem 4.5. te (iv) kosulu yerine J ve T siirekli dontisiimler olarak alinirsa

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.9.

(X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan kapali iki alt kiimeleri olsun.
J:Y>Z T:Z->Yveg:YUZ - Y UZ donlsimleri asagidaki kosullart saglasin:
(i) J ve T birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma dontisiimleridir; yani sirasiyla |
ve T dontsimleri, (4.1) esitsizligini saglayacak sekilde a,f € [0,1) ve L;,L, =0
sayilar1 vardir;

(ii) J ve T siirekli dontistimler ve J(Yy) € Z, ve T(Z,) S Y, dir.

(iii) g, 0 # Yy € g(Yy) ve Z, € g(Z,) olan bir izometridir.

Bu durumda

S(gx,gx,]x) = S(gy,gy,Ty) = Ay, (4.5)

olacak sekilde bir x € Y noktasi ve bir y € Z noktasi1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y igin,

S(gxn+11 gxn+1:]xn) = Alsf‘Z vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar ve herhangi bir sabit y, € Z, i¢in,

S(9Yn+1, 9V, TYn) =By, VneN

ile tanimlanan {y,} dizisi y noktasina yakinsar.
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Ek olarak, eger « + L; <1 ve B+ L, <1 ise bu takdirde (4.5) denklemini saglayan

bir tek x elemani ve bir tek y eleman1 vardir.

ispat

Teorem 4.5. in ispatindan

S(9%n+1, 9%n+1,J%n) = S(GYn+1, GYn+1, TYn) = Aig’Z vn eN (4.6)

ile tamimlanan {x,} € Y, ve {y,} € Z, dizilerinin sirasiyla x € Y ve y € Z noktalarina
yakinsadiklar1 goriiliir. J,T ve g siirekli doniisiimler oldugundan, Jx, = Jx, Ty, - Ty

Ve gXni1 = 9X, GVn+1 — gy Olur. (4.6) denkleminde n — oo igin limit alindiginda,

S(gx, gx,Jx) = S(gy, gy, Ty) = Ay

elde edilir. x ve y noktalarinin tek olduklarinin ispatt Teorem 4.5. te ki gibidir.

Simdi S-metrik uzayda birinci tiirden ve ikinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma

dontigtimleri i¢in bir ¢akigsma en iyi yakinlik noktasi teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 4.10.

(X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan kapali iki alt kiimeleri olsun.
J:Y > Zve g:Y - Y doniisiimleri asagidaki kosullar1 saglasin:

(i) J birinci tiirden ve ikinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma dontisiimidiir, yani J
dontisimii sirastyla (4.1) ve (4.2) esitsizliklerini saglayacak sekilde a,f € [0,1) ve
L4, L, = 0 sayilar1 vardir;

(ii) ], g ye gore izometrik mesafeyi korur ve J(Yy) S Z, dir.

(iii) g, @ # Yy S g(Yp) olan bir izometridir.

Bu durumda

S(gx,gx,]x) = Ay, (4.7)
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olacak sekilde bir x € Y noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y, i¢in,

S(9Xn+1, 9Xnt1,JXn) = ASS;Z vneN

ile tanimlanan {x,} € Y, dizisi x € Y noktasina yakinsar.
Ek olarak eger a+L; <1 ve f+ L, <1 ise bu takdirde (4.7) denklemini saglayan

bir tek x eleman1 vardir.
Ispat

Teorem 4.5. in ispatindakine benzer olarak her n € N igin

S(GxXn+1, 9Xn+1,JXn) = Als;z

ile tamimlanan {x,} dizisinin x € Y noktasina yakinsadig1 gosterilebilir. ], ikinci tiirden
S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimii oldugundan ve g ye gore izometrik mesafeyi

korudugundan,

S(]xn']xnr]xn+1) = S(]gxn']gxn']gxn+1)
< ﬁS(]gxn—l']gxn—lﬂjgxn)
+ LZ min{S(lgxn—ngxn—1ngn+1)’ S(]gxn']gxn']gxn)}

= BSngn—l']gxn—l']gxn)
= ﬁSan—l']xn—lﬂjxn)

elde edilir. Teorem 4.5. in ispatindakine benzer olarak {J/x,} bir Cauchy dizisi ve

boylece bir y € Z ye yakinsadig1 gosterilebilir. Bundan dolayi

S(ng gx, y) = limn—mos(gxn+1' gxn+1']xn) = Af’Z
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olur, yani gx € Y, dir. Y, € (Y;) oldugundan gx = gz olacak sekilde z € Y, vardir ve
boylece S(gx,gx,gz) =0 dir. g nin bir izometri olmasindan S(x,x,z) =
S(gx, gx, gz) = 0 elde edilir. Dolayisiyla x = z € Y, ve boylece Jx € J(Y,) S Z, olur.

Bu durumda

S(gu;gu;]x) = AéZ

olacak sekilde u € Y vardir.

J birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimii oldugundan her n € N igin,

S(gu’ gu’ gx‘l’H—l) S aS(gx,gx;gxn) + Ll min{S(gx:gx:gxn+1),5(gxn; gxnl u)}

< aS(gx,gx,gx,) + L1S(gx,gx, gxn+1) (4.8)

saglanir. (4.8) esitsizliginde n — oo i¢in limit alindiginda, gu = gx sonucuna varilir.
Bundan dolayr x noktast (g,J) ikilisinin bir ¢akisma en iyi yakinlik noktasidir. Bu

x noktasinin tek oldugunun ispat1 Teorem 4.5. teki gibidir.

Asagidaki 6rnek bu ¢akisma en iyi yakinlik noktasi teoremini agiklamaktadir.
Ornek 4.11.

X=RveS(,y,z)=max{|x —yl|, |y — z|,|z — x|} olsun. Bu durumda (R, S) bir S-
metrik uzaydir. Y = [-2,2] ve Z = {—3} U [3,4] olsun. Bu durumda Aj,=1, Y, =
{=2,2}veZy, ={-3,3}olur.J: Y - Zve g : Y - Y doniigiimleri

Jx = {3, x rasyonel ise Ve ax = —x
~ 14, aksi halde g% =

olarak tanimlansin. Agike¢a, Yy = g(Yy), J(Yy) = {3} € Z, ve g bir izometridir. Ayrica
J déniisimii g ye gore izometrik mesafeyi korur ve bu doniistim birinci tiirden ve ikinci

tirden bir S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimiidiir. Boylece Teorem 4.10. un tiim
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kosullar1 saglanir ve Y de —2 noktas1 (g,]) ikilisinin tek ¢akisma en iyi yakinlik

noktasidir.

Eger Teorem 4.10.da L, = 0ve L, = 0 alinirsa, asagidaki ¢akisma en iyi yakinlik

noktast teoremi elde edilir.

Teorem 4.12.

X,Y,Z, Yy, Zy, ] ve g Teorem 4.10. un hipotezlerini saglasin. Bu durumda

S(gx, gx,Jx) = Ay,

olacak sekilde bir tek x € Y noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y; i¢in,

S(gxn+1J gxn+1J]xn) = ASS;Z vneN

ile tanimlanan {x,} dizisi x noktasina yakinsar.

Eger Teorem 4.10. da her x € Y i¢in gx = x alinirsa, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.13.

X,Y,Z, Yy, Zyve ] Teorem 4.10. un hipotezlerini saglasin. Bu durumda

S(x,x,Jx) = Ay,

olacak sekilde bir x € Y noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y, igin,

S(xn+1'xn+1:]xn) = Als;Z vn €N



ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar.
Ek olarak, eger ¢ + L; < 1ve f + L, < 1 ise bu takdirde x noktas: J nin tek en iyi
yakinlik noktasidir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu boliimde, ¢aligmada elde edilen sonuglara yer verilecektir.
Bulunan sonugclar sunlardir:
Sonug 5.1.

(X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan kapali iki alt kiimeleri olsun.
J:Y>Z T:Z->Yveg:YUZ - Y UZ donisiimleri asagidaki kosullar1 saglasin:
(i) J ve T birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma dontisiimleridir, yani sirasiyla |
ve T dontigimleri, (4.1) esitsizligini saglayacak sekilde «,f € [0,1) ve Li,L, =0
sayilar1 vardir;

(i) J(Yo) € Zy ve T(Zo) € Yy;

(iii) g, D # Yy € g(Yy) ve Zy, € g(Z,) olan bir izometridir;

(iv) (J,T) ikilisi bir S-yakinsal Berinde g-dongiisel daralmadir.

Bu durumda

S(gx, gx,Jx) = S(gy, gy, Ty) = S(x,x,y) = Ay, (5.1)

olacak sekilde bir x € Y ve bir y € Z noktalar1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y; i¢in,

S(gxn+1' gxn+1']xn) = AXS;Z

ile tanimlanan {x,} dizisi her n € N i¢in x elemanina yakinsar ve herhangi bir sabit

Yo € Z, i¢in,

S(9Yn+1, 9Yn+1, Tyn) = A3y
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ile tanimlanan {y,,} dizisi her n € N i¢in y elemanina yakinsar.
Ek olarak, eger « + L; < 1 ve f + L, < 1 ise, bu takdirde (5.1) denklemini saglayan
(x,y) ikilisi (g,], T) ugliistiniin tek ¢cakisma en iyi yakinlik noktasidir.

Sonug 5.2.

X,Y,Z,Yy,Zy, ],T ve g Sonug 5.1. in hipotezlerini saglasin. Ayrica L; =0, L, =0 ve

L = 0 olsun. Bu durumda

S(gx, gx,Jx) = S(gy, gy, Ty) = S(x,x,y) = A},

olacak sekilde bir tek x € Y noktas1 ve bir tek y € Z noktasi vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y igin,

S(gxn+1: gxn+1»]xn) = Agz vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar ve herhangi bir sabit y, € Z, i¢in,

S(gYn+1, GYn+1, TVn) =0, VneN

ile tanimlanan {y,, } dizisi y noktasina yakinsar.

Sonug 5.3.

X,Y,Z,Yy,Zy, ] ve T Sonug 5.1. in hipotezlerini saglasin. Ayrica her x € Y U Z i¢in

gx = x olsun. Bu durumda

S(x,x,Jx) =S(v,y,Ty) = S(x,x,y) = A},

olacak sekilde bir x € Y noktas1 ve bir y € Z noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y igin,
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S(Xnt1) Xnt1,JXn) = ASS;Z vneN

ile tanmimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar ve herhangi bir sabit y, € Z, i¢in,

S(yn+1J Yn+1JTYn) = Aéz vneN

ile tanimlanan {y,,} dizisi y noktasina yakinsar.
Ek olarak, eger a +L; <1 ve B+ L, <1 almirsa, bu takdirde x ve y noktalar

sirastyla J ve T nin tek en iyi yakinlik noktalart olur.

Sonug 5.4.

(X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan kapali iki alt kiimeleri olsun.
J:Y>Z T:Z->Yveg:YUZ - Y UZ doniistimleri asagidaki kosullart saglasin:
(i) J ve T birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimleridir; yani sirasiyla |
ve T doniigimleri, (4.1) esitsizligini saglayacak sekilde «,f € [0,1) ve Li,L, =0
sayilar1 vardir;

(ii) J ve T siirekli doniistimler ve J(Yy) € Z, ve T(Z,) € Y, dir.

(iii) g, @ # Yy € g(Yp) ve Z, < g(Z,) olan bir izometridir.

Bu durumda

S(gx,gx,Jx) = S(gy, gy, Ty) = Aj, (5.2)

olacak sekilde bir x € Y noktasi ve bir y € Z noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y} i¢in,

S(9Xn+1, 9Xns1,JXn) = Agz vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar ve herhangi bir sabit y, € Z, i¢in,

S(GYn+1,9Yn+1, Tyn) =0y, VneEN
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ile tanimlanan {y,,} dizisi y noktasina yakinsar.
Ek olarak, eger a + Ly <1 ve f+ L, <1 ise bu takdirde (5.2) denklemini saglayan

bir tek x elemani ve bir tek y eleman1 vardir.

Sonug 5.5.

(X,S) bir tam S-metrik uzay ve Y,Z X in bos olmayan kapali iki alt kiimeleri olsun.
J:Y > Zve g:Y — Y donlsiimleri asagidaki kosullar1 saglasin:

(i) J birinci tiirden ve ikinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniistimidiir, yani |
doniistimii Sirasiyla (4.1) ve (4.2) esitsizliklerini saglayacak sekilde a,f € [0,1) ve
L4, L, = 0 sayilar vardir;

(ii) ], g ye gore izometrik mesafeyi korur ve J(Y,) € Z, dir.

(iii) g, @ # Yy S g(Yp) olan bir izometridir.

Bu durumda

S(gx,gx,Jx) = Aj, (5.3)

olacak sekilde bir x € Y noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y} i¢in,

S(gxn+1, 9¥ns1,J%n) =By, VnEN

ile tammlanan {x,} € Y, dizisi x € Y noktasina yakinsar.

Ek olarak eger a + L; < 1ve B+ L, <1 ise bu takdirde (5.3) denklemini saglayan x
noktasi (g, /) ikilisinin tek ¢akigma en iyi yakinlik noktasidir.

Sonug 5.6.

X,Y,Z,Yy,Zy, ] ve g Sonug 5.5. in hipotezlerini saglasin. Ayrica L; =0 ve L, =0

olsun. Bu durumda

S(gx, gx,Jx) = Ay,
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olacak sekilde bir tek x € Y noktas1 vardir.
Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y, i¢in,

S(9Xn+1, 9Xnt1,JXn) = ASS;Z vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar.

Sonug 5.7.

X,Y,Z, Yy, Zy ve ] Sonug 5.5. in hipotezlerini saglasin. Ayrica her x € Y i¢in gx = x

olsun. Bu durumda

S(x; x,].X) — A}S"Z

olacak sekilde bir x € Y noktas1 vardir.

Ayrica, herhangi bir sabit x, € Y; i¢in,

S(Xnt1) Xnt1,JXn) = ASS;Z vneN

ile tanimlanan {x,,} dizisi x noktasina yakinsar.
Ek olarak, eger « +L; <1ve B+ L, <1 ise bu takdirde x noktas1 J nin tek en iyi
yakinlik noktasidir.

Birinci tiirden yakinsal daralma doniisiimii ve birinci tiirden yakinsal Berinde g-daralma
doniistimii, birinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimiiniin 6zel durumlar
oldugundan Sonu¢ 5.1.— 5.3. birinci tiirden hem yakinsal daralma hem de yakinsal
Berinde g-daralma doniisiimleri igin karsilik gelen sonuglari genellestirir. Birinci tiirden
ve ikinci tiirden S-yakinsal Berinde g-daralma doniisiimiinii ele alan Sonug 5.5.— 5.7.

icinde durum aynidir.

Elde edilen bu sonucglar metrik uzaylarin farkli genellestirmeleri lizerinde benzer sekilde

ispat edilebilir.
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