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OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir.  Birinci bolim giris kismindan
olusmaktadir. Ikinci boliimde Oklid uzaymnda ve Lorentz uzayinda bu calisma icin
gerekli kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda sabit agili yiizeyler ve egriler
calisilmigtir. Bazi agilabilir yiizeyler ve bazi konikal ylizeyler sabit acili ylizey olma
bakimindan incelenmistir. Ayrica normali sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapan
ylizey lizerinde yatan egriler i¢in bazi karakterizasyonlar verilmistir.

Dordiincii bolimde 3-boyutlu Lorentzian uzayda sabit acili yiizeyler ve egriler
ele alinmustir. Oncelikle sabit spacelike dogrultulu timelike sabit agili yiizey iizerinde
yatan egriler i¢in daha sonra sabit spacelike dogrultulu spacelike sabit acgili yiizey

lizerinde yatan egriler i¢in bazi karakterizasyonlar verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Sabit acili ylizey, acilabilir yiizeyler, helis, slant helis, Darboux
vektor, timelike sabit acili yiizey, spacelike sabit acili yiizey, timelike helis, spacelike
helis.



ABSTRACT

The thesis consists of four parts. The first part is the entry of the thesis. In the
second part, terms definitions and theorems which are necessary for Oklid space and
Lorentz space are given.

In the third part, constant angle surfaces and curves are studied in Euclidean 3-
space. Special developable surfaces and some conical surfaces are examined from the
point of view the constant angle property. Also, some characterization are given for a
curve lying on a surface for which the unit normal makes a constant angle with a fixed
direction.

In the fourth part, constant angle surfaces and curves are handled in Lorentzian
3-space. Firstly, some characterizations are given for a curve lying on spacelike fixed
direction timelike constant angle surface, and then some characterizations are given for

a curve lying on spacelike fixed direction spacelike constant angle surface.

Key words: Constant angle surface, developable surfaces, helix, slant helix, Darboux
vector, timelike constant angle surface, spacelike constant angle surface, timelike helix,

spacelike helix.
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1. GIRIS

Yiizeyin her noktasindaki birim normali, belirli bir dogrultu ile sabit bir ag1
yaptyorsa bu ylizeye sabit acili yiizey denir. Bazi kaynaklarda sabit acil1 yiizey yerine
helisel yiizey de denmektedir. Bu tezde sabit agili ylizey kavrami ve yiizey iizerinde

yatan egriler ele alinmistir.

Munteanu vd. (2009), E’ de, parametre egrilerinin hiz vektdrlerini birbirine dik
olarak sabit acili ylizeylerin parametrik denklemlerini elde etmis ve bu yiizeylerin

egrilikleri ile ilgili karakterizasyonlar vermistir.

Giiler vd.,(2011), Lorentz uzaymnda timelike sabit acili, egrilik, burulma gibi
kavramlara deginmistir. ~ Lorentz uzayinda spacelike sabit agili yiizeyler ile ilgili
calisma yapmistir (Atalay ve dig, 2012). Lopez vd. (2011) ise Lorentz uzayinda genel

olarak sabit acil1 yiizeyler ile ilgili karakterizasyonlar vermistir.

Nistor (2011), bir egriden gecen tanjant, normal ve binormal regle yiizeylerin
hangi durumlarda sabit acili yiizey olacagim incelemistir. Ozkald: vd. (2011) ise bu
sabit acil1 ylizeyler lizerindeki geodezik egri, asimptotik egri ve egrilik ¢izgisi gibi bazi

0zel egriler hakkinda karakterizasyonlar vermistir.

Kahyaoglu (2013) E® de, sabit acili yiizey ailesinin olusturulmasi ile ilgili
karakterizasyonlar vermistir. Ayrica farkli egriler i¢cin diizenlenen sabit acili yiizey

aileleri ile ilgili 6rneklere yer vermistir.

Bu tezde oncelikle 3-boyutlu Oklid uzayinda sabit acili yiizeyler ve egriler
calistlmistir.  Sabit agili bir ylizey lizerinde yatan egri i¢in bazi1 karakterizasyonlar
verilmigtir. Daha sonra yapilan ¢alisma Loretzian uzaya tasinmis ve Lorentz uzayinda

sabit acil1 ylizeyler ve egriler calisilmigtir.

Bu tezin bir sonucu da Oklid uzayinda ve Lorentz uzayinda bazi dzel agilabilir
yiizeyler ve bazi konikal ylizeylerin sabit acili ylizey olma ydniinden incelenmis

olmasidir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismaya esas olan bazi temel tanim, kavram ve teoremler

verilecektir.

2.1. Oklid Uzay:

Tanmm 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi istiinde bir vektér uzayr V
olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f:AxA —V fonksiyonu varsa A ya V
ile birlestirilmis afin uzay denir (Hacisalihoglu,1993 a).

i)V P,Q,ReA igin f(P,0)+ f(Q,R)=f(P.R)

ii)VPeA ve VYaeVigin f(P,Q)=aolacak bigimde bir tek Q € Anoktasi

vardir.

Tamim 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun.

x=X;,X,,....,.X,), Yy=(¥,,¥,,-...y,) olmak iizere V de bir i¢ carpim iglemi olarak

<,>:V><V —>R

(x.y)—> ny
Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A afin uzayma yeni bir ad olarak
Oklid uzay1 ad1 verilir ve E" ile gosterilir.

R3’ 3-boyutlu standart reel vektdr uzayi ile birlestirilmis R’afin uzaymi ele
alalim. Bu R’ vektdr uzayinda Oklid i¢ garpimi x:(xl,xz,x3) ,¥y=(y,,¥,,y;) olmak

luzere

():R*xR* >R

(x,y) = (xy)= Zxx

bigiminde tamimlanmir. Boylece R’ afin uzayr 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E ile

gosterilir (Hacisalihoglu,1993 a).



Tanmm 2.1.3. x € R’ olmak iizere

||x||:./<x,x>

reel sayisina x vektorliniin normu denir. ||x||=1 olan vektore birim vektor denir

(Hacisalihoglu, 1993 a).

Tamm 2.1.4. x, y € R3 olmak {izere

< R3xR> > R?

e € &
XXy=lx X X =)%Y, 5Y — XV 5V, — X))
oY ¥

seklinde taniml1 x operatoriine vektorel carpim denir (Hacisalihoglu, 1993 a).

Tamm 2.1.6. / <R = (a,b) bir acik alt aralik olmak iizere
a:l—E"

t = a(t) = (o, (1), (0),....a, ()

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a(l ) c E" alt climlesine E" de
diferensiyellenebililir bir egri denir.  Ayrica (/,«) ikilisine egrinin koordinat
komsulugu , I alt ciimlesine egrinin parametre araligl ve # € reel sayisina da egrinin

parametresi denir. Bir egri a(I )CE" seklinde veya kisaca « ile gosterilir. Eger

a:1— E", C*smifindan ise o ya C*sinifindan egri denir (Hacisalihoglu, 1993 a).

Tanmm 2.1.7. &'O[f]=D,f tirevine f:E" >R fonksiyonunun o(t) egrisi

yoniindeki yone gore tiirevi veya kovaryant tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1993 a).

Tamm 2 1.8. E" de bir a egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. o :1— E"

fonksiyonunun koordinat fonksiyonlar ¢,,,,...,c, olmak lizere

alt)= (al (1), (t),...cx (t)) c E" yazilabilir. Buradan elde edilen

Ly



da
dt

(da| da,| da, _[dal da, danj
dt ), dt |7 ar ) de T de T dr

- ’
t

t t

vektoriine  egrisinin - ¢r(r) noktasindaki hiz vektorii denir.  Bir diger ifadeyle,
(a'(t),a(t)):a’(t)|a(t) €T, (a(t)) vektdrine « egrisinin  o(t) noktasmda (7,cr)

komsuluguna gore hiz vektorii denir (Hacisalihoglu,1993 a).

Tamim 2.1.9. E" de bir & egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
le]|: 1 > R
1=’ @)

olarak tanimli fonksiyona o egrisinin (I ,a) koordinat komsuluguna gore skalar hiz

fonksiyonu ve ||| € Rreel sayisina da a egrisinin (I, ) koordinat komsuluguna gore

a(t) noktasindaki skalar hizi denir (Hacisalihoglu, 1993 a).

Tanim 2.1.10. E"de bir & egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢ nim her
noktasindaki hiz vektorii birim ise yani Vr e/ igin ||a’(t)|| =1lise a ya birim hizli egri

denir ve bu durumda fel parametresine de egrinin yay parametresi denir

(Hacisalihoglu, 1993 a).
Tamm 2.1.11. Her noktada hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.
Her ¢ igin o'(t)#0 oluyorsa (yani [@'(t)|#0) ise « ya regiler egri denir

(Hacisalihoglu, 1993 a).
Tamm 2.1.12. R’uzayinda birim hizh or: 7 — R’ egrisi i¢in 7(s)=a'(s) esitligiyle

belirli 7(s) vektoriine « egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektdr denir

(Sabuncuoglu, 2014).



Tamm 2.1.13. R’uzayinda birim hizli o :1— R* egrisi i¢in x:/ >R, K(s)=||t'(s)||
fonksiyonuna, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu,2014).

Tamm 2.1.14. R'uzaymnda birim hizh o:7 —> R’ egrisi i¢in n(s)=

esitligiyle belirli n(s)vektdriine,  egrisinin o (s)noktasindaki birinci dik vektorii
(asli normali) denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tammm 2.1.15. R’uzayinda birim hizli a:7 - R® egrisi igin b(s) = t(s)xn(s)
esitligiyle tammli b(s) vektdriine, o egrisinin «(s) noktasindaki ikinci dik vektdrii
veya binormali denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tanmm 2.1.16. (s),n(s),b(s) vektorlerine o :1— R’egrisinin « (s)noktasindaki
Frenet vektorleri denir. {t(s),n(s),b(s)} ciimlesine, « egrisinin a(s)noktasmdaki
Frenet catis1 denir. {t,n,b} vektor alanlarina, o egrisi Ustiinde Frenet vektor alanlari

denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.17. Birim hizli « : I — R* egrisinin Frene vektor alanlari ¢,7,b olmak

I >R, z-(s)=—<b'(s),n(s)>

fonksiyonuna, o egrisinin burulma fonksiyonu denir. z(s) sayisina egrinin «(s)

noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tanim 2.1.18. Ot(s), K egriligine t torsiyonuna sahip R3de birim hizli egri olsun.

o’ (s)

t(s) =a'(s)birim teget , n(s)=————asli normali ve b(s):t(s)xn(s) binormali

Cla"(s)]]

olmak iizere Serret-Frenet formilleri;



dir. Burada <t,t >=<n,n>=<b,b>=1, <t,n>=<t,b>=<n,b>=0dir
(Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.19. «, R’ de regiiler birim hizli egri olsun; « egrisinin her noktadaki teget

vektori sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapan o egrisine genel helis denir
(Hacisalihoglu, 1993 a).

Teorem 2.1.1 «, IR’ de bir egri olsun.
(T / K) sabit < a helistir.

(Hacisalihoglu, 1993 a).

Tamm 2.1.20. o, R’de regiiler birim hizli egri olsun. o egrisinin her noktadaki

binormali sabit bir dogrultu ile sabit a¢i1 yapan o« egrisine dairesel helis denir

(Hacisalihoglu, 1993 a).

Tamm 2.1.21. «, R*de regiiler birim hizli egri olsun. « egrisinin her noktadaki

normali sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapan « egrisine slant helis denir
(Kula ve Yayli, 2005).

Tamm 2.1.22. «, R’de regiiler birim hizli egri olsun. u#0 sabit vektor i¢in «
egrisinin @=1t+xb Darboux vektorli < w,u >=c sabit fonksiyon ise a(s)egrisine

Darboux helis denir. Burada u vektdriiniin yonii, Darboux helisinin eksenidir

(Ozkald1 ve Yayl, 2011).

Tanim 2.1.23. U, R? uzaymin bir alt climlesi olmak tizere ¢@:U > R?,

diferensiyellenebilir bir doniisim olsun. ¢:U — ¢(U) doniisiimii bir homeomorfizm

ise p(U) ciimlesine, R* uzayinda bir basit yiizey denir.



M ,R® uzaynin bir alt ciimlesi olsun. M nin her bir p noktas1 i¢in
pep(U)vep(U)cM

olacak bi¢imde bir go(U ) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M ciimlesine, R’ uzayinda bir

yiizey denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.24. M, R’ uzaymda bir yizey ve peM, v,eT, (M) olsun.

3

DVFW:ZVP [Wi]%(p) esitligiyle taniml DVPW vektoriine, W vektor alaninin, v,

i=1 i

teget vektorili yoniindeki kovaryant tiirev denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.25. W, M yiizeyi istiinde bir vektor alan1 ve V', M ylizeyi iistiinde teget

vektor alan1 olsun. D, R’ uzayindaki dogal baglantiy1 gdstermek iizere her p € M igin
DO,W)(p)=D,,W esitligiyle tanimli D,W vektdr alanina, Wnin, V teget vektor

alan1 yoniindeki kovaryant tiirev denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tanmm 2.1.26. N, M yiizeyi istiinde birim dik vektor alan1 olmak iizere M nin bir p

noktasinda,
S,(v,)= —D‘,p N

esitligiyle tammli S :7 (M) —T,(M) fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, N

birim dik vektor alanina bagli sekil operatorii (veya Weingarten doniisiimii) denir.

(Sabuncuoglu, 2014).

Tamim 2.1.27. M bir ylizey olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatorii S ( p)

olmak tlizere

K:M—>R
p—)K(p)zdetS(p)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K ( p) degerine de

M nin p noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 1993 b) .



Tamim 2.1.28. M bir yiizey olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatori S ( p)

olmak lizere

H:M—>R
p—>H(p)=1(S(p))

bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H ( p) degerine

de M nin p noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 1993 b).

Tamm 2.1.29. M yiizeyinin bir p noktasinda, S :7,(M)—>T,(M) lineer

donlistimiintin  sifirdan farkli 6z vektorlerine p noktasindaki asli vektorler denir

(Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.30. E° de, bir M yiizeyi iizerindeki v, tanjant vektorii igin v, #0ve
<S(V WV p> =0 ise v, vektdriine M yiizeyi lizerinde asimptotik dogrultu denir. M
yiizeyi iizerindeki bir a egrisinin her noktadaki tegeti bir asimptotik dogrultu ise o

egrisine M yiizeyi lizerinde bir asimptotik egri denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.31. M c E’ yiizeyi verilsin. Vp e M noktasinda, E’ iin M de kalan bir
dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve p e M noktasindan gegen ve M de kalan
dogruya da M nin bir dogrultmani denir (Hacisalihoglu, 1993,b).

Tamm 2.1.32. Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki

komsu anadogru arasindaki aciya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi (drali)

denir (Hacisalihoglu, 1993 b).

Tamm 2.1.33. Bir regle ylizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 1993 b).

Teorem 2.1.2. Bir go(s,v) regle ylizeyinin agilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1993,b).



Tamm 2.1.34. M, R’ uzayinda bir yiizey ve «:I — M regiiler bir egri olsun. Her
tel icin () hiz vektori, a(r) noktasinda M yiizeyinin bir egrilik vektorii ise o
egrisine, M ylizeyi i¢inde bir egrilik ¢izgisi veya asli egri denir (Sabuncuoglu, 2014).
Tanmm 2.1.35. M, R’ uzayinda bir yiizey ve «a:I — M bir egri olmak lizere, M
yiizeyinin birim dik vektdr alant N olsun. " vektor alani, Noa vektor alaninin
lineer birlesimi ise o egrisine, M ylizeyi i¢inde bir geodezik egri denir

(Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.36. M , R’ uzayinda bir yiizey ve o :1 — M bir egri olsun. Her e/ icin
o' (1) hiz vektorii, a(¢)noktasinda M yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise « egrisine,
M yiizeyi i¢inde bir asimptotik egri denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.37. R’ de bir M yiizeyi iginde birim hizli bir a:1 — M egrisi verilsin.

Yiizeyin birim dik vektor alan1t N olsun. « egrisinin birim teget vektor alan1 7 olmak

tizere Y =TxN esitligiyle tanimlanan Y vektor alanin1 géz Oniine alalim. Vektorel

carpimin  Ozelliklerinden dolay1 {T(s),Y(s),N (s)} cimlesi 7, R’ uzaymnm

al(s)

ortonormal bir tabani olur. Bu tabana, (a,M) egri-yiizey ikilisinin Darboux gatisi
denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.38. o :1 — M birim hizli bir egri olsun. &, (s)= <a”(s),N(s)> esitligiyle
belirli «,(s) sayisma, (o, M) egri-yiizey ikilisinin (s)noktasindaki normal egriligi
denir (Sabuncuoglu.2014).

Tamm 2.1.39. o :1 — M birim hizli bir egri olsun. «, (s)= <a”(s),Y(s)> esitligiyle
belirli «, (s) sayisina, (a,M) egri-yiizey ikilisinin «(s) noktasindaki geodezik
egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.40. o : ] — M birim hizli bir egri olsun. 7, (s)= —<N’(s),Y(s)> esitligiyle
belirli 7z, (s) sayisma (a,M) egri-ylizey ikilisinin o/(s)noktasindaki geodezik

burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014).
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Tanim 2.1.41. «, M yiizeyi lizerinde birim hizli bir egri olsun. Egri boyunca olusan
Darboux ¢atisini {T,Y ,N } ile gosterelim. Burada 7', a egrisinin birim tanjant vektorti,

N, ylizeyin birim normali ve Y =27 x N, birim vektordiir . M yiizeyi lizerinde yatan o

egrisi i¢in Darboux ¢atisinin tiirev formiilleri

T’ 0 x, &, [|T
Y'|=|-x, 0 <z ||Y
N’ -k, -7, O [N

ile verilir. Burada
<T, T >=<Y,Y >=<N,N >=1,
<T,Y >=<T,N >=<Y,N>=0
dir.
M yiizeyi lizerinde yatan o egrisi i¢in;

K, = KcosO, k, = ksinf, T, =7— 4

dir. Burada 6, M yiizeyin birim normali ile a(s) egrisinin binormali arasindaki acidir.
K, a(s) egrisinin geodezik egriligi; x,, o egrisinin normal egriligi; 7,, & (s)
egrisinin geodezik torsiyonu olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2014).

Teorem 2.1.3. M yiizeyi lizerinde yatan « egrisi i¢in

1) a egrisi bir geodezik egridire «, =0dur.
ii) a egrisi bir asimptotik egridire x, = 0dur.
iii) a egrisi bir asli dogrudur& 7, = 0dir (Sabuncuoglu, 2014).

2.2. Lorentz Uzay:

Tammm 2.2.1. V bir reel vektér uzayr olsun. Her a,beRve x,y,zeV icin <>

dontisiimii, asagidaki Ozelliklere sahipse bu doniisime V vektor uzay: iizerinde bir

simetrik bilineer form denir
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(O' Neill, 1983).
) <x,y>=<y,x>
2) <ax+by,z>=a<x,z>+b<y,z>

<x,ay+bz>=a<x,y>+b<x,z>

Tanim 2.2.2. <,> , simetrik bilineer form olsun. Eger

Du #0igin <u,u> >0 ise <,> ye pozitif tanimli denir.

2)u #0ig¢in <u,u> <0 ise <,> ye negatif taniml1 denir.

3)u eV igin <u, u> > Oise <,> ye pozitif yar1 taniml1 denir.

4)u €V igin <u, u> <0 ise <,> ye negatif yar1 tanimli denir (O’Neill, 1983).

Tanimm 2.2.3. V bir reel vektor uzayi ve

<,>VxV >R

simetrik, bilineer form olsun. W cV olmak tizere;

<>WxW >R

negatif taniml1 olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna, <,> simetrik

bilineer formun indeksi denir ve bu indeks genellikle v ile gosterilir (O'Neill, 1983).

Tanim 2.2.4. x=(x,X,,X;) ve y=(y,¥,,y;) €R Oklid 3-uzayinda iki vektdr olmak

uzere
<XYZ =50 tX%Y, —X%);,

Lorentz metrigiyle donatilmis R’uzayina, Minkowski 3-uzay1 denir ve Rile gosterilir

(O'Neill, 1983).

Tanim 2.2.5. x € R} olsun.

i) <x,x>,>0ve x=0ise x spacelike vektordiir,
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ii) <x,x>,<0ise x timelike vektordiir,
iii) <x,x>,=0 ve x #0 ise x null vektordiir (O'Neill, 1983).
Tanim .2.2.6. x € R} olmak iizere

I xll,=/|< x, x>,

reel sayisina x vektoriiniin normu denir. || x||,=1olan vektore birim vektor denir

(O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.7 R’, bir Lorentz uzayi olsun. Vx,yeR’ i¢in <x,y>=0ise x ve y

vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir (Ozdemir ve Ergin, 2007).

Tamm 2.2.8. x, y € R} olmak iizere

x, :R*xR’ >R’

XX,y =[x X X [=00); XYY — XYY, + X))

Vi Yo X

seklinde tanimli "x, " operatdriine Lorentz anlaminda vektorel carpim denir (O'Neill,

1983).
Tamm 2.2.9. R} Lorentz uzayinda bir agik alt ciimle U olmak iizere;
f:U >R

fonksiyonunun k-yinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevler stirekli

iseler f fonksiyonuna C* —smifindan (k-yinci siniftan) diferensiyellenebilirdir denir.
Ozel olarak, f sadece siirekli ise C°-siifindandir denir. U {izerinde tanimli C!-

sinifindan fonksiyona U iizerinde 0-form adi verilir. Ayrica,

C'(U,R)= {fl f:Uu- R}, f fonksiyonu C* sinifindan}

C*U,R)={fl f:U->R}, feC'(U,R),keN)
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seklinde gosterilir (Beem ve Ehrlich. 1981).

Tamm 2.2.10. o : 1 — R’ regiiler egrisi verilsin. Her bir €1, t = o hiz vektorii i¢in
1) <t,t>L >0 ise, a egrisi spacelike (uzay benzeri),

ii)(r,1), <0 ise, o egrisi timelike (zaman benzeri),

i) <t,t> , =0 ise, aegrisi lightlike veya null egri (151k benzeri) olarak tanimlanir
(O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.11. «, x egrilifine 7 torsiyonuna sahip R de birim hizli spacelike egri
olsun. t(s) = a'(s)birim teget n(s) = a"(s)/ I a"(s) [lasli normali ve

b (s) = t(s) X, n(s) binormali olmak iizere Serret-Frenet formiilleri;

t' 0 x 0]t

!

ni=l-es« 0 7l|ln
b 0O « O0||b

dir. Burada <tt>=1l,<nn>=e=%1,<b,b>,=-¢,

<t,n>,=<t,b>,=<n,b>,=0 dir (O'Neill, 1983).

1) ¢ =lise a spacelike egrisinin asli normali (n) spacelike ve binormali (b) timelikedir.
i) &=-lise « spacelike egrisinin asli normali (n) timelike ve binormali (b)
spacelikedir.

Tamm 2.2.12. a,x egriligine 7 torsiyonuna sahip R’ de birim hizli timelike egri
olsun. #(s)=a'(s) birim teget, n(s)=a"(s)/lla”(s)ll asli normali ve

b (s) =t (s ) Xn (S) binormali olmak {izere Serret-Frenet formiilleri;

t' 0 x O}t
nl=lx 0 zl|n
b’ 0 -z Of|b
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dir. Burada <t,t>,=-1, <n,n>,=¢=1, <b,b>,=1, <t,n>,=<t,b>,=<n,b>,=0
dir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.13. o, R} de regiiler birim hizli egri olsun; « egrisinin her noktadaki tegeti

sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapiyorsa « egrisine genel helis denir (O'Neill, 1983).

Teorem 2.2.1. a , R’ de spacelike veya timelike bir egri olsun.
(r / K‘) sabit <> « bir helistir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.14. «, R} de regiiler birim hizli egri olsun; « egrisinin her noktadaki

binormali sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapan « egrisine dairesel helis denir (O'Neill,

1983).

Tamm 2.2.15. «, R} de regiiler birim hizli egri olsun; « egrisinin her noktadaki

normali sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa a egrisine slant helis denir (Turgut,

1995).

Tamm 2.2.16. M R uzaymin bir alt ciimlesi olsun. M nin her bir p noktasi i¢in
o:M— (D(M ) doniigiimii bir homeomorfizm ise M ciimlesine R uzayinda bir yiizey

denir (O’ Neill, 1983).

Tamm 2.2.17. R} 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M iizerine

indirgenmis metrik pozitif tammli ise M ye R] de bir spacelike yiizey denir (Beem ve

Ehrlich, 1981).

Tamm 2.2.18. R} 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M iizerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye R’ de bir timelike yiizey denir (Beem ve

Ehrlich, 1981).

Tamim 2.2.19. M , R; de bir yiizey olsun. Eger Vpe M ,Vf € C* (M,R)
v,: C*”(M,R)>R

p

f =[]



15

operatorii, Vf, g e C* (M,R); A, pu e Rigin
Do, [Af+ugl=v,[f]+w,[g]

2 v,[fg]=g8(p)v,[f]+f(p)v,[8]

aksiyomlarin1 sagliyorsa, bu operatore p € M noktasinda bir tanjant vektorii denir

(Beem ve Ehrlich. 1981).
M bir p e M noktasindaki tanjant vektorlerinin ctimlesi;
T,(p)={v, v,:C* (M,R)>R)
ile gosterilir.

Tamm 2.2.20. M c R} yiizeyi verilsin. Vp e M noktasinda, R} iin M de kalan bir
dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve p e M noktasindan gecen ve M de kalan

dogruya da M nin bir dogrultmani denir (Turgut, 1995).

Tanim 2.2.21. Bir regle yilizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayn1 ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Turgut, 1995).

Tammm 2.2.22. r(s,v), R} de yiizey olsun. t(s)za’(s) birim teget,
n(s)=a"(s)/lla"(s)ll asli normali, b(s)=1(s)x,n(s) binormali ve @=rt+xb

Darboux vektorii ile olusan bazi yiizey cesitleri;
Tegetsel agilabilir yiizey : r(s,v)=a/(s)+vr(s)
Normal yiizey : r(s,v)=a(s)+vn(s)

Binormal yiizey : r(s,v)=a(s)+vb(s)

Agilabilir Rektifiyan yiizey : 7(s,v)=a(s)+ve(s)
Agilabilir Darboux yiizey : 7(s,v)=b(s)+vt(s)

Acilabilir Tegetsel Darboux yiizeyi : a)(s) +vn (s)
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olarak tanimlanir (Izumiya, 2004).

Tamm 2.2.23 : &, R] de regiiler spacelike birim hizli egri olsun; u # 0 sabit vektdr igin
o egrisinin - @ =1t + kb Darboux vektorii < w,u >= csabit fonksiyon ise « egrisine

spacelike Darboux helis denir. Burada u vektoriiniin yonii, Darboux helisinin eksenidir
(Scofield, 1995).
Tamim 2.2.24 : ¢, R} de regiiler timelike birim hizli egri olsun; u # 0 sabit vektor i¢in

a(s) egrisinin @ = 7t + kb Darboux vektorii < w,u >= ¢ sabit fonksiyon ise « egrisine
timelike Darboux helis denir. Burada u vektoriinlin yonii, Darboux helisinin eksenidir
(Scofield, 1995).

Tanmm 2.2.25 : ¢, M ylizeyi lizerinde birim hizli bir egri olsun. Egri boyunca olusan

Darboux catisini {T, Y, Z } ile gosterelim.

Burada 7', o egrisinin birim tanjant vektorli; Z, yiizeyin birim normali ve

Y =1Zx, T, birim vektordiir .

i) M yiizeyi bir timelike yiizey ise, M ylizeyi iizerinde yatan « egrisi spacelike ya da

timelike oldugunda Darboux ¢atisinin tiirev formiillert;

T' 0 Kk, —&¢k, || T
Y'|= Kk, 0 er, ||Y
Z'| |k, 7, 0 | Z

ile verilir. Burada
<I,T>,=¢==%1, <Y,.Y>,=-¢, <Z2>,=1,
<T,Y>,=<T,2>,=<Y,Z>,=0
dir

ii) M yilizeyi bir spacelike ylizey oldugunda, M yiizeyi lizerinde yatan o egrisi

spacelike egri oldugundan Darboux catisinin tiirev formiilleri;
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T’ 0 x, x,||T
Y'i=|-x, 0 7, ||Y
A k 7, 0]Z

ile verilir. Burada
<T.T>=<Y)Y>=1<ZZ>=-1,
<T)Y>=<T,Z>=<Y,Z2>,=0
dir
M ylizeyi spacelike (timelike), o egrisi spacelike (timelike) oldugunda;
K, = KcosO, k, = ksinf, T, = T+6
olarak;
M ylizeyi timelike, a egrisi spacelike oldugunda;
K, = Kxcoshl, k, = ksinh@, T, = T+6
olarak tanimlanir. Burada €, M yiizeyin birim normali ile a(s)egrisinin binormali

arasindaki agidir.  x,, @ egrisinin geodezik egriligi; x,, & egrisinin normal egriligi;

7., o egrisinin geodezik torsiyonu olarak adlandirtlir (Yayl ve Kiziltug, 2012).
Teorem 2.2.2: M spacelike (timelike) ylizeyi lizerinde yatan « egrisi i¢in

i) a egrisi bir geodezik egridir & x, =0dur.

i) « egrisi bir asimptotik egridir & x, =0 dur.

iii) « egrisi bir asli dogrudur & 7, = 0dir (O'Neill, 1983).
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3.3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA SABIT ACILI YUZEYLER VE EGRILER

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid Uzayinda sabit acili yiizeyler ve egriler ele
almmistir. Bazi Ozel regle ylizeyler, sabit acgili ylizey karakterizasyonunun temel
teoremi altinda smiflandirilmistir. Bazi 6zel regle yilizeyler ve bazi konikal ylizeyler
sabit a¢ili yilizey olma bakimindan incelenmistir. Ayrica sabit acili yiizey {izerinde

yatan egriler i¢in bazi karekterizasyonlar verilmistir.

Tamm 3.1. Bir yiizeyin her noktadaki birim normali, belirli bir dogrultu ile sabit bir ac1
yapiyorsa bu yiizeye sabit agil1 yiizey denir (Nistor, 2011).

Nistor (2011) bir egriden gegen bazi regle ylizeyleri sabit agili yiizey olma

bakimindan incelenmistir.

Teorem 3.1. R*de bir M yiizeyinin bir sabit acil1 yiizey olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul

i) Yayiizey r: M — R3

r(u,u,)= (ulcosﬁ(cos u,,sin u, )+ y(u, ),ulsinﬁ) (3.1)

y(w,) = cosO(~[ (z)sinzdz, [ n(z)coscdr),
0 0

parametrik denklemiyle verilmelidir,

veya

ii) M yiizeyi xsinf—zcos@ = (0diizleminin bir agik parcasidir,
veya

ili) M yilizeyi S ,R2 de bir diferensiyellenebilir bir egri olmak iizere, xR silindirinin

acik bir pargasidir (Munteanu ve Nistor, 2009).

Bu boliimde uzay egrisi ile iligkilendirilmis ii¢ tane agilabilir yiizeyi ele alacagiz.

a, k(s)#0 olacak sekildeki bir birim hizli uzay egrisi olsun.

I"(S,V) = a(s)+vw(s)
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seklinde tanimli regle yiizey, o nin agilabilir rektifiyani olarak adlandirilir. Izumiya
r(s,v) :b(s)+vt(s)

seklinde tanimli regle yiizeyi, @ nin Darboux agilabiliri olarak adlandirilmistir.
r(s,v)=w(s)+vn(s)

seklinde tanimli regle yiizey a nin tanjant Darboux agilabiliri olarak adlandirilir.

Asagidaki ii¢ teorem, E’ de tanjant, normal ve binormal sabit acil1 yiizeyler igin

bir karakterizasyondur.

Teorem 3.2. Tanjant acilabilir sabit acili yiizeyler silindirik helisler tarafindan iiretilir

(Nistor, 2011).
Ispat:
Tanjant agilabilir yiizeyi ;

F(S,V) = a(s)+vt(s)

parametrik denklemi ile ele alalm. Burada «a:I cR —R’ yay parametreli bir

diferensiyellenebilir uzay egrisi ve ¢, o egrisinin birim teget vektor alanidir.

Yiizeyin birim normalini hesaplayalim. Bunun i¢in r(s,v) nin sirastyla s ye ve

v ye gore kismi tiirevleri alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa,
r(s.v)=a'(s)+vt'(s)
=t(s)+vkn
r(s.v)=1(s)
elde edilir. Yiizeyin birim normali ise
r.xr, =(0,0,~vi) = —vich

_ WX

|, xr, ||
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olarak hesaplanir.  Yiizeyin yonlendirmesini, « egrisinin binormali ile yiizeyin
normalini esit olacak sekilde secelim. Yiizey sabit acili ylizey oldugundan yiizeyin

normali ile sabit bir k vektorii sabit bir ag1 yapacagindan,
(k) =(N.K)=0
elde edilir. Bu da a egrisinin bir silindirik helis oldugunu gosterir.

Teorem 3.3. Tanjant acilabilir sabit a¢ili yiizeyler Teorem 3.1. de bahsi gegen

n(t)= (% - ;] igin elde edilmistir (Nistor 2011).

Ispat :

o silindirik helisini

a a. b
a(s)=| —coss,—sins,—s
c c c
parametrik denklemiyle ele alalim. Buradan s ye gore tlirev alinirsa
, a. a b
a'(s)=| ——sins,—coss,—
c c c

elde edilir. Yiizeyin parametrik denklemi
r(s.v)=a(s)+vi(s)

r(s,v):(%(coss—vsins),%(sins+vcoss),%(s+v)j

dir.
k sabit dogrultusunu tanjant ve normal pargasini

k=sin@a’+cosON

olarak alalim. <r ,k> iki sekilde hesaplanir. Birinci olarak

s

<r ,k> = <a',sin 0a'> =sin @

s
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ve ikinci olarak

elde edilir. Buradan

b . a
—=sinf ve —=cosél
c c

elde edilir.

Parametre degisimi u, = s +v yapilarak
r(s.u,)=(cos &(coss—u, sins+ssins),cos O(sin s +u, coss —scoss),u, sin 6)
bulunur.

Ikinci bir parametre degisimi u, = s +% yapilarak

r(u.uy) = (1, cos (cosuy,sinuy )+ (u, ), u, sin 6)

elde edilir. Burada

: 7 T .
y(uz):cosﬁ sinu, — uz—a CoSu,,—COSuU, — uz—z sinu,

Simdi, bu ifadeyi Teorem 3.1. ile karsilastiralim. Bunun i¢in Teorem 3.1. de

gecen 77 diferensiyellenebilir fonksiyonunu belirleyelim.
iddia ediyoruz ki 77(¢) = % _t

dir. Bu iddiay1 ispatlamak i¢in

_l';](t)sintdt = (%—uzjcosuz +sinu, —%

ve
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O —y

77(t)costdt=(§—u2Jsinu2 —cosu, +1

hesaplanir. Buradan U(f):%—t elde edilir. Bu da ispati tamamlar. Bu teorem

silindirik helisin ¢(s)= (2 cos s, Lsin s, b sj genel durumuna genellestirilebilir.
c c c

Teorem 3.4. Normal sabit acil1 yiizeyler diizlemin bir pargasidir (Nistor, 2011).
Ispat:
Normal yiizeyi;
r(s,v) = a(s)+vn(s)
parametrik denklemi ile ele alalim ve ylizeyin birim normalini hesaplayalim. Bunun

icin r(s,v) nin sirastyla s ye ve v ye gore kismi tiirevleri alinir ve Frenet formiilleri

kullanilirsa,
r,(s.v)=a'(s)+v'(s)
r (5.v) =1(s)+v (&t +b)
1 (5.v) = (1= kvt +vrb
r,(s,v)=n(s)
elde edilir. Yiizeyin birim normali ise

rxr, =—tvi+(1-kv)b

rsxrv||=\/’[2v2+(l—l('v)2 =\/Z

—Tvt+(1- b
N = 4 ( KV) , k =sin8a’ +cos ON

A
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olarak hesaplanir. Normal ylizeyin birim normali N ile sabit bir k dogrultusu sabit bir

6 agis1 yapacagindan
<N , k> =cosf

dir. Buna gore

<N,k>=_—w<t,k>+m<b,k>=cos0

LR

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinirsa,

2

72}2 <t’k>2 —M<t,k><b,k>+ ( _Zv) <b,k>2 =cos’ 6
v’ 2 27y 27KV (1—2KV+ K2v2) ,
) = 22k ) 2 0 o't

v ye bagli bir polinom elde edilir.

2

X[fz (1,6 + 22 (1, k) (b, k) + x> <b,k>2]+£[_2T<t,k><b,k>_2K<b,k>j+

<

0

+V—[<b,k>2 — Acos? 6’} =0
A
A=7v? +1=2xv+ 3 drr.

V2 [1'2 <t,k>2 +2i (t,k ) (b, k) + ic? <b,k>2 — 72 cos® 6 — k? cos? 9} +

40| =22 (1,k)(b,k) = 26 (b,K)’ +2xc05> 0 | +1°| (b,k)’ ~cos? 0| =0
v ye bagli polinomun katsayilar1 O a esitleyerek asagidaki denklemler elde edilir.

(b,k)" —cos’@=0 (3.2)

x(b,k) +7(b,k)(t,k)~Kkcos* =0 (3.3)
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(x(bk)+7(1.k)) —(7* +x7)cos? 0 =0 (3.4)
(3.2) deki esitlikten (b,k)=%cos@ dur.
(3.2) deki denklemi (3.3) deki denklemde yazilirsa
2 (b k) {1,k =0
elde edilir. Buna gore asagidaki durumlari verebiliriz:

a) =0 ise

(3.3) ve (3.4) denklemlerinin her ikisi birden (3.2) denklemine otomatik olarak
indirgenir. Ciinkii a bir diizlemsel egri olur ve bu egrinin binormali ile diizlemin

normali ¢akisir.

Bu normal yiizeyi, dogrultmani1 « iirete¢ egrisinin normal dogrusu olan bir regle
yiizey olarak diisiinebiliriz. Bu durumda normal sabit acil1 yiizey, diizlemin bir pargasi

olarak elde edilir.

b) 7#0 ise
b.1) (b,k)=0 ise (1) denkleminden

cos@=0

elde edilir. Bu ifadeyi (3.4) denkleminde yerine yazildiginda
(t,k)=0

elde edilir.
(t,k)=0

denkleminin s ye gore tiirevini alindiginda
<n, k> =0

elde edilir. Buradan k dogrultmaninin 7,n,b ortogonal vektor alanlarinin her birine dik

oldugu elde edilir ki bu bir geliskidir. Ciinkii {¢,n,b} bir ortonormal bazdir.
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b.2) <t,k>=0 ise (b.1) durumuna benzer bir ¢eliski elde edilir. Yine bu durum

saglanmaz.

Boylece, normal sabit a¢ili ylizeyler Teorem 3.1. deki (ii) durumu olarak elde

edilir.
Teorem 3.5. Binormal sabit agil1 ylizeyler silindirik yiizeyin bir pargasidir
(Nistor , 2011).
Ispat :
Bir binormal yiizeyi
r(s,v) = a(s)+vb(s)
parametrik denklemi ile ele alalim.

Yiizeyin birim normalini hesaplayalim. Bunun i¢in r(s,v) nin sirastyla s ye ve

v ye gore kismi tiirevleri alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa,

r (s,v) = a'(s)+vb’(s)

s

1 (5.0)=1(s)+v(-mn)(s)
r,(s,v)=t—7vn
1 (59)=b(s)

elde edilir. Yiizeyin birim normali N ise;

r,Xr, =—Tvi—n

roxr| =N+ =4A

olmak tlizere

T, Xr, —TVt—n

A

N=+

Il
I+

r Xr

N v
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olarak elde edilir. N ile k ic carpilirsa

1

—TVt—n -7V
(NK) = <Tk> - k)
elde edilir. Ayrica yiizey sabit acil1 yiizey oldugundan
(N,k)=cos®

dir. Bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinirsa

[_‘}AV (1.K) jZ<n,k>T o8

. (t,k>2+%<t,k><n,k>+%<n,k>2=cos26?

2.2

N

elde edilir. Burada
A=1+7%? dir.
Denklem diizenlenirse v ye bagli ikinci dereceden

7? <z‘,k>2 +2zv(1,k)(nk)+ <n,k>2 —cos’ 0—1*v*cos*0=0
v [12 (t,k>2 —7?cos? 9} +v[2r (t,k)(n,k)] +1° [(n,k}z —cos? 19} =0

polinomu elde edilir. Bu polinomun katsayilarin1 sifira esitleyerek asagidaki

denklemler elde edilir:

7’ (<t,k>—cos€)(<t,k>+cos6’)=O 3.5
(t,k){nk)=0 (3.6)
(<n,k>—cos¢9)(<n,k>+cos9)=O 3.7

Bir 6nceki teknige benzer bir sekilde 7 =0 sartina ek olarak <t, k> =0 sart1 ortaya ¢ikar

a dizlemsel egrisinin binormali sabit k dogrultusuna paraleldir ve 6 =% elde edilir.
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Boylece, binormal sabit acili yilizeyler o diizlemsel egri ile iiretilen silindirik

yiizeylerdir.
Bu durumda ise Teorem 3.1 in (3.4) durumu gergeklesir.

Teorem 3.6. Rektifiyan acilabilir sabit agili yiizeyler slant helisler tarafindan tiretilir
(Ozkald:1 ve Yayl, 2011).

ispat :
Rektifiyan acilabilir yiizeyi
r(s.v)=a(s)+val(s)

parametrik denklemi ile ele alalim. Burada « egrisinin Darboux vektdrii @ = 7t + kb

dir. Buna gore rektifiyan ylizey
r(s,v) = a(s) +v(rt +Kb)

ile ifade edilebilir. Yiizeyin birim normalini hesaplayalim. Bunun i¢in r(s,v)' nin

sirastyla s ye ve v ye gore kismi tiirevleri alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa
r(sv)=a(s)+v(tt+2t' + Kb+ Kb')
r, (s, v) = t(l + vr’) +b(v1<')
r,(s,v)=tt+xb
elde edilir. Yiizeyin birim normali N olmak iizere

r.xr, =(0,—k'7 + kK + k7'v,0)

N=+ D0

+ =+n
| r,xr, ||

olarak hesaplanir. Yiizeyin yonlendirmesini & egrisinin normali ile yiizeyin normalini

ayni olacak sekilde secelim. Yiizey sabit a¢il1 bir ylizey oldugundan,

(N.K)=(nk)=0
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dir. Bu da bize a egrisinin bir slant helis oldugunu gosterir.

Teorem 3.7. Darboux agilabilir sabit agil1 yiizeyler, silindirik helisin binormal egrileri

tarafindan iiretilir (Ozkald1 ve Yayli, 2011).
Ispat :

Darboux acilabilir yiizeyi;
r(s,v) = b(s) +vt(s)

parametrik denklemi ile ele alalim. r(s,v)nin sirastyla s ye ve v ye gore kismi

tirevleri alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa,
r, (s,v) = b’(s)+vt'(s)
I (s,v) =Tn+vkKn

r.(s,v)=(r+xv)n

elde edilir. Yizeyin birim normali ise

_ T;X}"v

7 xr |l

olarak elde edilir. Yiizeyin yoOnlendirmesini, « egrisinin binormali ile yiizeyin
normalini ayni olacak sekilde secelim. Yani N =5 dir. Yiizey sabit agili bir ylizey

oldugundan,
(N.K)=(b.k)=6
dir. Bu da bize « egrisinin bir silindirik helis oldugunu gdsterir.

Simdi Teorem (3.1) ile Darboux agilabilir yiizeyinin saglandigi sabit a1 6zelligi

arasindaki direk baglantiyr gorelim. Bunun i¢in Teorem (3.1) deki n fonksiyonunu

tanimlayalim.
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Genelligi bozmadan o silindirik helisini

al(s) =(Ecoss,ﬁsins,ésj

c C C

parametrik denklemi ile ele alalim. Frenet formiillerini kullanarak Darboux agilabilir
yuzeyi,

r(s,v) :b(s)+vt(s)

parametrik denklemi ile ele alalim.

, a. a b
o' =| ——sins,—cos s.—
c c c

a'(s)” =1 oldugundan o'(s)=1(s) dir.

a a .
a"=| ——coss.——sin s,0
c @

O‘H(S)H :% dir. n(s)= HZ:EE;H

oldugundan

n(s)=(—coss,—sins,0)

€ €, €
t(s)xn(s)= ~Lsins Lcoss b
c c ¢

—coss —sins O

oldugundan;

C c C

b(s)= (é sin s,—écos s, gj

dir. r(s,v) :b(s)+vt(s) yiizeyi

b a). b a a b
r(s,v): ——vy— |sins,| ——+v— [coss,—+Vv— (3.8)
c c c c

c c
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olarak elde edilir. Bu parametrizasyonun Teorem 3.1 durum (i) deki 6zel durum

oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in
k sabit dogrultusu normal ve tanjant kisimlarina ayrilarak
k =sin 8o’ +cos ON

seklinde yazilabilir.

<r ,k> iki sekilde hesaplanabilir. Birinci olarak

(r.,k)=(d',sinfa’) =sind

ikinci olarak da

elde edilir. Buradan

) a
=sinf , —=cosf

o

bulunur.
(3.1) ve (3.8) denklemlerinin {igiincii bilesenlerine dikkat edilirse

u, =v+cotd

parametre degisimi yapilir. Buna gore

r(s,u)= ((L —u, cos 0) sin s,(—.L +1u, COS 9)005 s, U, Sin 6’)
0 0

Sim Sm

bulunur.

Ikinci bir parametre degisimi u, = s +% yapilarak da

r(s.u,) = (u, cos O(cosu,,sinu, )+ ¢(u, ),u, sin 0)

elde edilir. Burada
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¢(uz)=(—

1 .
——Ccosu,,———sinu,
sin @ sin

dir.

3.1. Sabit Acili Konikal Yiizeyler

Bu boliimde konikal ylizeyleri, sabit agili yiizey olma bakimindan ele alacagiz.
Teorem 3.1.1.Sabit agili konikal ylizeyler dairesel konilerdir (Nistor, 2009).
Ispat :
R’ de tepe noktasi orijin olan bir konikal yiizey
r(s,v)=va(s)

parametrik denklemi ile verilir. Burada « , bir regiiler egridir. Bunun anlami, herhangi

bir koni; o« iirete¢ egrisi birim kiire iizerinde yatan bir egri olarak tekrar

parametrelendirilebilir. Yani ||a(s)|| =1 almabilir. Bu durumda yiizeyin birim normali

N yi hesaplamak i¢in yiizeyin parametrik denkleminin sirasiylas ye ve v ye gore

kismi tiirevleri almnirsa,
r(s,v)=va'(s)
r,(s,v)=vi(s)
n(s.v)=a(s)

olmak {izere; yiizeyin birim normali

olarak hesaplanir. Yiizey bir sabit agili ylizey oldugundan
<N,k> = <axa',k> =6
elde edilir. Her iki tarafin s ye gore tiirevini alinirsa,

<a’><a',k> +<a><a",k> =0
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dir. (a'xa’,k)=0 oldugundan
<a xa", k> =0
elde edilir.

Simdi o" vektorinii {&,a’,axa'} ortonormal bazimn lineer birlesimi olarak

yazalim.
" / ’
a"=ca+c,a +c(axa’)
¢, i bulabilmek i¢in " =ca+c,a'+c;(axa’) ifadesinin her iki tarafim «a ile ig
carpalim.
(a" a)=c{a,a)+c,(a,a)+c,{axa,a)
. — <a”,a>
dir. ¢, yi bulabilmek i¢in " =ca+c,a'+c,(axa') ifadesinin her iki tarafini ' ile
i¢ carpalim.
<a”, a> =c <a, a'> +c, <a',a’> +c, <a xa', a>
c, = <a”,a>
dir. ¢, i bulabilmek i¢in " =c,a+c,a'+¢;(axa') ifadesinin her iki tarafi axa’ ile
i¢c carpalim.
(a" axd')=c(a,axda')+c,(d,axa'y+c;(axd ,axa’)
c, = <a", o x a'>
elde edilir.
"

a =<a”,a>a+<a",a'>a'+<a",axa’)axa' 3.9)

Ha(s) = IH ve Ha'(s)” =1 oldugundan <a (s),a'(s)> =0 ifadesinin tiirevi alindiginda
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elde edilir. Buldugumuz degerleri (3.9) deki denklemde yerine yerine yazalim.

a”=—a+<a”,axa'>axa'

dir. Burada (o",axa')=x, ; K
8

,» o nin geodezik egriligidir.  x, degerini

(axa",k)=0 de yerine koyalim,
(ax(-a+x, (axa'))k)=0
—(axa.k)+x, (ax(axa').k)=0
 ((@a)e’ ~(@a’)ak)=0
k(o' xk) =0

esitligi saglanir. Bu da bize o egrisinin diizlemsel egri yani o nin bir ¢ember

oldugunu sdyler. Béylece r(s,v)=vea(s) dairesel konidir.

Teorem 3.1.2. Tanjant sabit acili konikal yiizeyler, silindirik helis egriler tarafindan

tiretilir (Nistor, 2009).
ispat :

Tepe noktasi orijin olan konikal yiizey;

r(s,v) = vt(s)

parametrik denklemi ile verilir. Yiizeyin parametrik denkleminin sirasiyla s ye ve v ye

gore kismi tiirevleri alinirsa,

r.(s,v)=vi'(s)=vikn

§
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f(s.9)=1(s)
elde edilir. Yiizeyin birim normali ise
rXT, = ((), 0, —VK) =—vkb

r. Xr
=+ —+)

Il r,xr |l

olarak hesaplanir. Sabit acili yiizeylerde ylizeyin normali ile sabit bir k vektorii sabit

ac1 yapacagindan

(b.K)=(N.K)=0
olur ki bu da bize @ egrisinin bir silindirik helis oldugunu gosterir. Yani ylizey
silindirik helisin tanjant egrileri tarafindan tiretilmistir.

Teorem 3.1.3. Normal konikal sabit acili yiizeyler, Darboux helisin normal egrileri

tarafindan {iretilir (Nistor, 2009).
Ispat :
Tepe noktasi orijin olan bir normal konikal yiizeyi
r(s,v) = vn(s)

parametrik denklemi ile ele alalim. Yiizeyin parametrik denkleminin sirasiyla s ye ve v

ye gore kismi tiirevleri alinirsa;
_ ’
I (s,v) =vn (s)

r (s, v) = v(—Kt + rb)

S

r,(s,v)=n(s)
elde edilir. Yiizeyin birim normali N olmak iizere,

r.xr, =(=1v,0,kv)=—7vi —kvb
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||, xr |l=V (2'2+K2)

Nog BXh Tt + kb
=T =+
lr,xr, || (1'2+K'2)

olarak hesaplanir. Ylzeyin yonlendirmesini, yiizeyin normali ile « iirete¢ egrisinin

Darboux vektoriinii esit olacak sekilde segelim. Yani

NN

olur. Yiizeyin normali « egrisinin Darboux vektorii ve ylizey bir sabit acili yiizey

oldugundan, egrinin Darboux vektorii sabit bir k vektorii ile sabit bir ag1 yapar.
Buna gore
(@.k)=(N.k)=6
olur ki bu da bize « egrisinin bir Darboux helis oldugunu gosterir. Yani ylizey
Darboux helisin normal egrileri tarafindan tiretilmistir.

3.2. Sabit Agih Yiizeyler ve Bu Yiizeyler Uzerindeki Egriler
Bu bdliimde sabit agili yiizey lizerinde yatan egriler i¢in bazi karakterizasyonlar

verecegiz.
Teorem 3.2.1. M , birim normali N olan bir sabit acil1 ylizey, a: I cIR—> M bir egri

ve sabit dogrultu k olsun. Egri boyunca Darboux ¢atist {T,Y =T xN,N} olmak iizere;

1) a egrisi M iizerinde bir geodezik egri ise, bu durumda « egrisi E® de ekseni k

olan bir slant helistir.

2) « egrisi M iizerinde bir asimptotik egri ise, bu durumda « egrisi E® de ekseni k

olan bir genel helistir.

3) a egrisi bir egrilik cizgisi ise, bu durumda « egrisi E° de ekseni k olan bir

helistir.
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4) «a egrisi bir egrilik cizgisi ise, bu durumda sabit kdogrultusu, Y ile N
vektorlerinin gerdigi diizlemdedir (Ozkald1 ve Yayli, 2011).

Ispat:

1)« egrisi M 1izerinde bir geodezik egri oldugundan dolayi, yiizeyin normali ile egrinin
asli normali cakisir. Yiizey bir sabit acili ylizey oldugundan sabit bir k dogrultusu ile

sabit bir a¢1 yapacagindan
<N,k>=<nk>=0
elde edilir ki bu da bize « egrisinin ekseni & olan bir slant helis oldugunu gosterir.

2) a egrisi M lizerinde bir asimptotik egri oldugundan

dir.

K, =Ksiny, k#0, siny =0olacagindan y =0 elde edilir. », a egrisinin
binormali ile yilizeyin birim normali arasindaki ag¢i oldugundan egrinin binormali ile

yiizeyin normali ¢akisir. Yiizey bir sabit agili yiizey oldugundan sabit bir & dogrultusu

ile sabit bir a¢1 yapacagindan
<b,k >=<N,k>=0
elde edilir. Bu da o egrisinin ekseni & olan bir silindirik helis oldugunu gosterir.

3) a egrisi bir egrilik ¢izgisi oldugundan §, M yiizeyinin sekil operatorii ve ¢ € R bir

sabit olmak tizere
N'=S§(T)=cT
dir.
Yiizey bir sabit ac¢il1 ylizey oldugundan

<N,k>=c

dir. Bu ifadenin turevi alinirsa
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<N",k>=0
<T,k>=0
elde edilir. Bu da bize « egrisinin bir helis oldugunu gosterir.
4) M, E3te sabit agili bir yiizey olsun. M lizerindeki « egrisi egrilik ¢izgisi oldugu
i¢in
N'=8(T)=cT
dir. Burada c sabit; S, M yiizeyinin sekil operatoriidiir.
M sabit agili yiizey oldugundan
< N,k >= sabit
dir. Bu denklemin tiirevi alinirsa,
<N k>=<cT,k>=0, ¢c#0
oldugundan
<T,k>=0
elde edilir. Boylece
k=AY + uN
yazilabilir.

Teorem 3.2.2. M birim normali N ve sabit dogrultusu k olan bir sabit agil1 yiizey, «
ise M Tlzerinde bir egrilik ¢izgisi olsun. Egri boyunca Darboux catist

{T.Y=TxN,N} olmak iizere

r(s,v) = a(s)+vN(a(s))

parametrik denklemi ile verilen regle yiizey bir sabit agili yiizeydir (Ozkald: ve Yayls,
2011).

Ispat :
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r(s,v) = a(s)+vN(a(s))

Regle ylizeyin birim normalini hesaplayalim. Bunun i¢in parametrik ifadesinin sirasiyla

s yeve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa,
7 (s.v)=ad () 49N (a(5))
r.(s,v)=t+vet
. (s.v) = (1+ve)r
1 (5:7) = N(a(s))
elde edilir. Regle yiizeyin birim normali N ise

rXT, :(O,—(1+vc),0):—(1+vc)

T, XT, =1+vc
~ X
N=+2"D 4y
|l 7, xr, |l

olarak hesaplanir. Regle yiizeyin yOnlendirmesini, yiizeyin normali ile o iireteg

egrisinin Y vektor alanina esit olacak sekilde segelim. Bu durumda

<N,k>=<nk>=0

ifadesinden

k =cosy N + sinyY

yazabiliriz. Boylece <N , k> = %— v elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.3-BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA SABIT ACILI YUZEY VE EGRILER

Bu boliimde 3-boyutlu Lorentz Uzayinda sabit acili yiizeyler ve egriler ele
almmistir.  3-boyutlu Lorentz uzayinda bazi 6zel regle ylizeyler sabit agili yiizey
karakterizasyonunun temel teoremi altinda siniflandirilip bu yiizeyler ile bazi konikal
yiizeyler sabit agili yiizey olma bakimindan incelenmistir. Ayrica 3-boyutlu Lorentz

uzayinda sabit acil1 ylizey lizerinde yatan egriler i¢in bazi karekterizasyonlar verilmistir.

Tamm 4.1. r:M — E’ bir spacelike immersiyon ve N, M fiizerinde bir birim normal

vektor alan1 olsun. Eger N sabit bir u timelike vektorii ile sabit bir hiperbolik ac1

yapiyorsa M ye bir spacelike sabit acil1 yiizey denir (Lopez ve Munteanu, 2011).

Lopez ve Munteanu sadece sabit timelike dogrultulu spacelike ylizeyleri

calismislar bunlarla ilgili asagidaki karakterizasyonlar vermislerdir.

Teorem 4.1. R’de bir M spacelike yiizeyinin bir sabit agili yiizey olabilmesi igin gerek

ve yeter kosul

yiizeyin parametrizasyonu

r(u,v)= (u cosh @(cosv,sinv)+y (v),—usinh 49)

v (v)=sinh O(J.a(v)sin v, —Ia(v)cos v)
Burada« diferensiyellenebilir fonksiyondur (Lopez ve Munteanu, 2011).

Daha sonra bu tanim [Atalay ve digerleri] tarafindan sabit spacelike dogrultulu
spacelike yiizeyler i¢in verilip, R? uzayinda spacelike sabit agil1 yiizeyler asagidaki gibi

siniflandirilmastir.

Teorem 4.2. Ri de bir spacelike M yiizeyinin sabit spacelike dogrultulu bir sabit a¢ili

yiizey olmasi i¢in
1) Yizeyin parametrik denklemi
r(u,v)= (u cosh @cos(v)+y,(v),ucosh Osin(v)+y, (v),—usinh 9)

burada
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r(v)= (7/1 (v).7, (v)) =sinh Gu‘jsin () (7)or, —_V[cos () (r)@r}

0
olmalidir,
veya
i) Silindirikal yiizeyin bir par¢as1 olmalidir.

r(u,v) = (.0, (v), 2, (v))
veya
iii) Denklemi

(cosh@)y+(sinh @)z =0
olan Lorentz diizleminin bir par¢as1 olmalidir.

4.1. Tanjant Acilabilir Sabit A¢ili Spacelike Yiizeyler
Bu béliimde Oklid uzayina benzer sekilde tanjant acilabilir spacelike yiizeyleri

sabit a¢il1 ylizey olma bakimindan ele alinmistir.
a:l >E
de bir regiiler egri, M tanjant yiizeyi de « ile iiretilen
r(s,v) = a(s)+va'(s) , (s,v) el xR
parametrik denklemiyle verilen bir yiizey olsun. M nin (s,v) noktasindaki tanjant

diizlemi {r,,r,} vektorlerinin lineer birlesimi oldugundan

=a(s)+va’(s)
r,=a'(s)
dir.
Yiizey r,x,r,=v(a'(s)xa"(s))#0 olan noktalarda regiilerdir. ~Genelligi

bozmadan v >0 almabilir. Diger taraftan M bir spacelike ylizey ve a(s)eM
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oldugundan, « egrisi bir spacelike egri olmak zorundadir. « egrisini s yay

parametresi ile parametrelendirilirse
<a'(s),a'(s)>L =1
dir. a"(s), a'(s) vektdriine dik oldugundan " ivme vektorii spacelike, timelike veya

null vektor olabilir. Bununla birlikte M nin {E,F,G} birinci temel formlar {r,,r,}

bazina gore hesaplanirsa

elde edilir.

M  bir spacelike yiizey oldugundan EG-F>>0 dir. Boylece
<a”(s),a”(s)>L >0 olmahdir ki yani " bir spacelike vektordiir. Buna gore {r,n,b}

Frenet ¢atis1

dir. t ve n vektorleri birer spacelike vektor olacagindan b bir timelike vektdr olmak

zorundadir. Frenet formiilleri

I =Kn
n' =—xt+7b
b'=1n

olarak hesaplanir. Burada T(s):—<n’(s),b(s)>L fonksiyonu @ nin s noktasimdaki

torsiyonu olarak adlandirilir.
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r(s,v) tanjant yiizeyinin birim normali N hesaplanirsa

KXLr

N= =—b

rs ><L

r7

%

elde edilir.

Asagidaki sonucu verebilmek icin Minkowski uzayinda helis kavramini

hatirlayalim. Bir s-yay parametreli spacelike veya timelike a:a(s) egrisi i¢in
u eEl3 bir sabit vektor olmak iizere <a’(s),u>L fonksiyonu sabit ise « egrisine bir

helis denir. Buna denk olarak

2

T . AP ..
“— = sabit < «a egrisi bir helistir.
K

yazilabilir.
Bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1.1. Tanjant acilabilir sabit acil1 spacelike yiizeyler, spacelike silindirik helis

tarafindan tretilir (Lopez ve Munteanu, 2009).
Ispat:
M tanjant spacelike ylizeyi, « ile iiretilen parametrik denklemi
r(s,v) = a(s)+va'(s) , (s,v) el xR
olan bir yiizey oldugundan yiizeyin birim normali

KXl

N = =-b

rs ><L

r7

v

dir. Ayrica yiizey sabit acili bir spacelike yiizey oldugundan, ylizeyin normali bir u

timelike vektori ile sabit bir hiperbolik a¢1 yapacagindan
<N,u>L = <b,u>L = sabit

elde edilir. Buda o egrisinin bir spacelike helis oldugunu gosterir.
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Teorem 4.1.2. M ,« egrisi tarafindan iiretilen bir tanjant acilabilir spacelike yiizey

olsun. M nin bir sabit acil1 yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7° < x> olmak lizere
a egrisinin bir helis olmasidir.  Ustelik u timelike sabit dogrultusu ve @ sabit

hiperbolik agis1 sirasiyla

0= (N () () ()
cosh(é?) = (KZ— z'2)
dir.
Ispat :

Kabul edelim ki M yilizeyi <u,u >, =—1 olan bir timelike vektor ile ylizeyinin

sabit bir ac1 yapsin. Bu durumda N =-b oldugundan
<b(s),u>L=c, c<0

sabit bir fonksiyondur. Bu denklemde s ye gore tiirev alinip, Serret-Frenet formiilleri

kullanildiginda
(b (s),u), =0
(zn(s).u) =0
e(n(s).u), =0
elde edilir.
@) (n(s).u), #0 ise, 7=0 olur ki bu durumda a bir egrisi diizlemsel egridir.

b(s) vektorii sabit v vektoriidir ve N=-v, M yiizeyi iizerinde sabittir. b=v
oldugundan « € Sp{t,n} dir. Boylece N, sadece u vektorii ile degil herhangi bir

timelike vektor ile de sabit bir ac1 yapar. Bundan dolay1, u diger vektorler tarafindan v

yerine koyulmustur.



u sabit vektorii ¢ ile b nin gerdigi diizlemdedir. Yani
u=0r+b

seklinde yazilabilir.

T K
u=——t+—>b
K K

7 =0 oldugundan

u=-— ‘ r+ K b
\/K2—2'2 \/K'Z—Z'z

elde edilir. Her iki tarafi b ile ¢arparsak

(S
denklemi elde edilir. Burada
cosh @ = K
K=
oldugu goriiliir.
K
K =1
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. JPTIoN o T . o
denkleminden «?-7>>0 ve k° >7° esitligi saglanir. — sabit oldugundan & nin
K

helis oldugu goriiliir.

(ii) <n(s),u>L =0 ve =0 olsun.

<n(s),u>L =0



denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa

<—Kt(s)+rb(s),u>L =0

—K<t(s),u> + r<b(s),u>L =0
elde edilir.

M yiizeyi bir sabit acil1 ylizey oldugundan N =—b dir.

oldugundan

dir. Budabize o egrisinin bir helis oldugunu gdosterir.

cT
u=—rt-cb
K

alalim. <uu>L = —1 oldugundan

<£t—cb,£t—cb> =-1
K K .

c*r? 2c*r
2 <t’t>L -

K K

(1.6), +¢* (b.b), =1

elde edilir.
<t’t>L = 1’ <t’b>L = O’ <b’b>L =-1

esitlikleri kullanilirsa

u vektoru ise

45
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u= <t,u>Lt—cb
olur. Buradan da yine <b,u> , =c=—cosh@ oldugundan

K

K2—T2

cosh@ =

oldugu agiktir.
Aksine « egrisi bir helis ve « tarafindan iiretilen tanjant agilabilir spacelike

yiizey M olsun. « egrisi bir helis oldugundan L oraninm ve <b,u>L i¢ carpiminin
K

sabit fonksiyon oldugunu biliyoruz.

i)7=0 ise a egrisi diizlemsel egridir. « egrisi tarafindan iiretilen tanjant agilabilir

spacelike yiizey M diizlemdir ki , bu diizlem sabit acil1 ylizey olma sartin1 saglar.
i) 7 #0ise u dogrultusu

= (=e(5)(s)+x(s)b(s))

K —1
olsun. Serret-Frenet denklemlerini kullanilarak

du

—=0
ds

elde edilir, bu da # nun sabit bir vektor oldugunu gdsterir.

(but), = <b,%(—n+zcb)>

L

oldugundan
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ve
cosh @ = —=
K -7
dir. Ayrica L sabit oldugundan
K
1
<b, u> L= =
T
K_Z
sabittir. N =—b oldugundan
4 B 1
_<b(s),u>L—<N,u>L—— =
1
KZ

dir. Buifadeden de M tanjant acgilabilir spacelike yiizey bir sabit acil1 yiizeydir.

4.2. Tanjant Acilabilir Sabit Acili Timelike Yiizeyler

Simdi sabit acili ylizey kavramini, tanjant agilabilir timelike ylizeyler icin

verelim.

M , a egrisi tarafindan tretilen bir tanjant agilabilir timelike ylizey olsun. «

egrisi bir spacelike (" timelike ) ya da « egrisi timelike (" spacelike) bir egridir.

o yay-uzunlugu ile parametrelendirilsin. « nin Frenet ¢atisi {t, n,b} ise

dir. Bu durumda Frenet formiilleri;
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a”(s)” ve

—
~
—~
)
N—
~
—~
)
N—
~——

~
I
M
I
|
T
S
~—~
)
N—
S
—~
)
N—
~——
~
)
m
~—
-
|
[
——
o
—
—

Her iki durumda da b spacelike vektordiir.
Bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.1 Agilabilir sabit agili timelike Darboux yiizeyi, silindirik helis tarafindan

uretilir.
Ispat:

Acilabilir Darboux yiizeyi
r(s,v) = b(s) +vt(s)

parametrik denklemi ile ele alalim. r(s,v) parametrik denkleminin sirasiyla s ye ve v

ye gore kismi tiirevleri alinirsa,

r, (s,v) =b’(s)+vt’(s)

=&Tn+vKn

=(er+vi)n

r(s.v)=1(s)
elde edilir. Yiizeyin birim normali ise

r. X, r
N=t—"L> =4}

A
olarak elde edilir. Yiizey sabit acil1 bir yiizey oldugundan,
<N,u>L = <b,u>L = sabit

dir. Buise a egrisinin bir silindirik helis oldugunu gosterir.
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4.3. Lorentz Uzayinda Konikal ve Silindirik Yiizeyler

Bu boliimde silindir ve konilerin spacelike ya da timelike sabit agili yilizey

olduklarini inceleyecegiz. Biliyoruz ki silindir yiizeyi

r(s,v)=a(s)+vu
parametrik denklemi ile verilir. Burada o egrisi bir regiiler egri, u sabit vektor ve
o (s)xu#0 dir. Bir koni yiizeyi ise

r(s,v) = va(s)

parametrik denklemi ile verilir. Burada a regiiler egri, koninin tepe noktasi orijin ve
v(a(s)x, @'(s))#0 dir.
Teorem 4.3.1. Spacelike sabit agili silindirler diizlemlerdir.
Ispat :

o egrisi tarafindan {iretilen, sabit dogrultusu u olan spacelike silindir M olsun.

Yiizey spacelike oldugundan, u spacelike bir vektordiir ve kabul edelim ki |u| =1 olsun.

o egrisini igeren bir 7 diizlemi ve bu diizleme dik bir u distinelim. 7

timelike diizlemdir. Birim normal vektér N (s, v) =N (S) = a'( s) X, u dir.

o egrisi bir dogru olmasin, K(S) #0 dir. «a egrisinin Frenet ¢atisini {t, n,b}

olarak alalim. « egrisi bir diizlemsel egridir,

ve k birim timelike vektor olsun.
<N(s),k>L =sabit

Yiizey sabit acil1 bir yiizey oldugundan <N (s) ,k>L =sabit dir. Bu durumda
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<n(s),k>: sabit
elde edilir. Bu ifadenin s ye gore tlirevi alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa
<n'(s),k>L = <Kt(s)+ Z'b(s),k>L =0
<n'(s),k>L = K<t(s),k>L +T<b(s),k>L =0

elde edilir.

b(s) =TFu oldugundan u diizleme dik bir spacelike vektor ve k birim timelike vektor

oldugundan

elde edilir. Buradan

elde edilir . K(s) # 0 oldugundan

(t(s).k) =0
olmalidir. Buda a egrisinin bir diizlemsel egri oldugunu gosterir.
(t(s).k), =0
ifadesinin her iki tarafinin s ye gére tiirevi alimirsa
(1'(5).k), =x(s)(n(s).k), =0
elde edilir. x(s)#0 oldugundan
(n(s).k), =0

olmalidir. Aslinda, n(s) ve k her ikisi de timelike vektordiir. 1ki timelike vektor

birbirine dik olamayacagindan bu bir ¢eligkidir. Bu durumda
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k(s)=0
olmalidir. K(S)=0 oldugundan o egrisi bir M spacelike diizleminde yatan bir

dogrudur.

Teorem 4.3.2. Timelike sabit a¢il1 tanjant konikal yiizeyler, spacelike (timelike) helisin

tanjant egrileri tarafindan tretilir.
ispat :

Tepe noktasi orijin olan tanjant konikal yiizey;

r(s,v) = vt(s)

parametrik denklemi ile verilir. Yiizeyin parametrik denkleminin sirasiyla s ye ve vye

gore kismi tiirevleri alinirsa,
r, (s,v) = vt’(s)
=VKn
r(s,v)=1(s)
elde edilir. Yizeyin birim normali ise

rX, T, :(0,0,—VK) =—vkb

olarak hesaplanir. Timelike sabit acili ylizeylerde ylizeyin normali ile sabit bir u

vektori sabit a¢1 yapacagindan

(b,u)L = (N,u}L = sabit
olur ki bu da « egrisinin bir silindirik helis oldugunu gosterir. Yani ylizey silindirik
helisin tanjant egrileri tarafindan tiretilmistir.

Teorem 4.3.3. Timelike sabit acili normal konikal yiizeyler, timelike Darboux helisin

normal egrileri tarafindan iiretilir.
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ispat :
Tepe noktas1 orijin olan sabit agili normal konikal yiizeyi
r(s,v) = vn(s)

parametrik denklemi ile ele alalim. Yiizeyin parametrik denkleminin sirasiyla s ye ve v

ye gore kismi tlirevleri alinirsa,

I, (s,v) = vn’(s)

=v (k1 +7b)

r,(s.v)=n(s)
elde edilir. Yiizeyin birim normali ise,

r.x, 1, =(7v,0,kv) =—tvt — KVb

|7, %, r, |[= w72+ K2

X, r,  Ti+kb

v

|7, %, 7, |l NIZE)

olarak elde edilir. Yiizeyin normali, « egrisinin Darboux vektorii oldugundan, egrinin

Darboux vektorii sabit dogrultulu . vektortii ile bir sabit a¢1 yapar. Yani
(w,u)L = (N,u)L = sabit

olur. Bu da a egrisinin bir Darboux helis oldugunu gosterir. Yani yiizey Darboux

helisin normal egrileri tarafindan iiretilmistir.

4.4. Lorentz Uzayinda Sabit Acil Yiizey ve Egriler
Bu boliimde Lorentz uzayinda sabit agili ylizey iizerinde yatan egriler i¢in bazi

karakterizasyonlar verilecektir.

Teorem 4.4.1. M , birim normali Z olan bir sabit agili ylizey, a: I cIR —M bir egri

ve sabit dogrultu u olsun. Egri boyunca Darboux ¢atisi {T,Y =+Zx, T,Z} olmak

lizere;
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1) M, R de sabit agili bir timelike yiizey olsun. M iizerindeki timelike & egrisi

geodezik egri ise a egrisi bir slant helistir.

2) M, E’ de sabit agili bir timelike yiizey olsun. M iizerindeki timelike & egrisi asli

dogru ise « egrisi helistir.

3) M, E’ de sabit agili bir spacelike yiizey olsun. M iizerindeki spacelike  egrisi bir

asli dogru ise a egrisi helistir.

4) M, E’ de sabit agili bir spacelike yiizey olsun. M lizerindeki spacelike a egrisi

egrilik ¢izgisi ise u dogrultusu Y, Z vektorleri tarafindan gerilen timelike diizlemdedir.
Ispat :

1) a timelike egrisi M iizerinde bir geodezik egri oldugundan dolay1, ylizeyin normali
ile egrinin asli normali cakisir. Yiizey bir sabit acili yiizey oldugundan sabit bir u

dogrultusu ile sabit bir hiperbolik a¢1 yapacagindan
<N,u>,=<n,u>,=chf

elde edilir ki bu da bize o egrisinin ekseni # olan bir slant helis oldugunu gosterir.
2) a timelike egrisi bir asli dogru ise 7, =0 dur.

7,=0=7+60
ve M bir sabit agil1 yiizey oldugundan

<Z,u>=c
yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

<Z' u>=0
elde edilir. Frenet formiileri kullanilirsa,

<k l+7,Y,u> =0

elde edilir. 7, =0oldugundan
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<xkT,u>=0=x,<T,u>=0
dir. x, #0ise
<T,u>=0
elde edilir. Bu da bize o timelike egrisinin bir helis oldugunu gdésterir.
3) a spacelike egrisi bir asli dogru ise 7, = 0dir.
7,=0=7+ o
ve M sabit agili ylizey oldugundan
<Zu>=c
dir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
<Z'.u>=0
elde edilir. Frenet formiileri kullanilirsa,
<k T+7,Y,u>=0
elde edilir. 7, =0 oldugundan,
<xkT,.u>=0=x <T,u>=0
dir. x, #0ise
<T,u>,=0
dir. Buda a spacelike egrisinin bir helis oldugunu gosterir.
4) a spacelike egrisi egrilik ¢izgisi oldugu i¢in
Z'=N'
=5(T)

=cT
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dir. Burada c sabit; S, M spacelike ylizeyinin sekil operatoriidiir.
M bir sabit ag¢1l1 yiizey oldugundan
< N,u>,=sabit
dir. Bu denklemin s ye gore tiirevi alinirsa,

<N, u>=<cT,u>,

=0
elde edilir. ¢ # 0 oldugundan
<T,u>=0
elde edilir. Boylece
u=AY +uz

yazilabilir.

Teorem 4.4.2. Birim normali Z olan M , E’ de spacelike yiizey, & ise M iizerinde bir

spacelike egri olsun. M yiizeyinin parametrizasyonu

r(s,v) = a(s)+ vZ(a(s))
ise, M bir spacelike sabit agil1 yiizeydir.

ispat :

r(s,v) = a(s)+vZ(a(s))

parametrik ifadesinin sirasiyla s ye ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa,
r, (s,v) = a'(s)+vZ'(a(s))

r.(s,v)=t+vct

r (s,v) = Z(a(s))

elde edilir. Yizeyin birim normali ise



56

rX, T, :(O,—(1+vc),()):—(1+vc)

olarak hesaplanir. Bu durumda.

U =cos@7Z + sindY

yazilabilir. Boylece (Z , u) = (7z / 2) — @ dir. Yiizeyin normali ile sabit dogrultu arasinda

sabit bir ac1 oldugundan M yiizeyi spacelike sabit a¢il1 ylizeydir.
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