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1.GIRIS

1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, matematigin ¢esitli alanlarinda birgok uygulamaya sahip olan
o6nemli bir konudur. Bu teori, bos kiimeden farkli bir X kiimesi iizerinde tanimli T
doniistimii i¢in Tx = x denkleminin bir ¢oziimii olan x € X noktalarinin varligin1 garanti
eden sartlar tizerine kuruludur. Kapsama problemleri, optimizasyon problemleri,
varyasyonel esitsizlik problemleri, denge problemleri, ayrik fizibilite problemleri,
integral ve diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin varliginin ispati ile ilgili teoremler bir
sabit nokta problemi seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla bu teorinin fonksiyonel analiz,
topoloji, diferansiyel denklemler, integral denklemler gibi matematigin gesitli ¢alisma
alanlarinda ve miihendisligin yapay sinir aglar1 gibi arastirma alanlarinda birgok

uygulamasi vardir.

Sabit nokta teorisinin uygulama alanlarindan biri de goriintii iyilestirme
problemleridir. Bu problemler goriintii islemenin 6nemli bir konusudur. Goriinti
iyilestirme; tibbi goriintiileme, astronomik goriintiileme, uzaktan algilama, video veya
goriintii kodlama gibi ¢esitli uygulamalarda kapsamli bir sekilde incelenen klasik bir ters

problemdir.

Goriintli gercek yasamdaki lic boyutlu nesnelerden olusan bir sahnenin basit iki
degiskenli bir fonksiyon olarak tanimlanmasidir. Goriintii bilgisayar ortaminda matris
seklinde ifade edilmektedir. Matrisin her bir hiicresi bir pikseli temsil etmektedir.

Dolayisiyla goriintiiler piksellerden olusmaktadir.

Goriinti elde edilirken fotograf makinasi veya nesnenin hareketi ve net olmayan
odaklanmama gibi sebepler ile goriintiilerde bulaniklik meydana gelebilir. Ayrica,
goriintiiyli bir kaynaktan baska bir kaynaga aktarirken giirtiltii adi verilen piksel
bozulmalar1 olusabilir. Goriintii 1yilestirme; meydana gelen bu bulaniklik ve giiriiltiileri
mimkiin oldugunca ortadan kaldirarak goriintiiniin niteligini istenilen seviyeye

yiikseltme islemidir.
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x € R™? orijinal goriintii, b € R™*! gdzlemlenen goriintii, v eklenen giiriiltii ve

A € R™ ™ bulaniklagtirma operatorii olmak tizere goriintii iyilestirme problemi

b=Ax+v (1.1)

modelinin matematiksel olarak ters ¢evrilmesi ile formiilize edilmistir. Goriintii
iyilestirme problemindeki amag, eklenen v giiriiltiisiini minimize ederek x orijinal
goriintiisiine yaklagsmaktir. 1 > 0 diizgiinlestirme parametresi, ||Ax — b||3, v ile Ax
arasindaki mesafeyi Olgen en kiigiik kareler terimi olmak iizere goriintii iyilestirme

problemi i¢in ana yaklagim
(1 :
x* = argmin, {E [|[Ax — bl|5 + /1||x||1}

sekilde verilen [; diizenlilestirme problemini ¢ozmektir. h(x) = %lle —b|l5ve g(x) =

Allx||; alinirsa bu problem genel olarak
x* = argmin,{h(x) + g(x)} (1.2)

seklinde yeniden formiilize edilebilir. Dolayisiyla goriintii iyilestirme probleminin iki
0zel fonksiyonun toplami i¢in klasik bir minimizasyon problemi oldugu agiktir. dg, g
fonksiyonunun alt diferansiyeli Vh, h fonksiyonunun gradyen operatorii olmak tizere
(1.2) problemi

0 € Vh(x™) + dg(x™)
seklinde tanimlanan varyasyonel kapsama problemine ve

x* = J29(I — AVh)x*
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seklinde verilen sabit nokta problemine denk oldugu bilinmektedir. Burada J29, ]fg =

(I +A0g)~! seklinde tamimlanan rezolvent operatdriidiir. Ayn1 zamanda bu problemin

g €ETy(H) igin ]fg = prox,g oldugundan
x* = prox,,(I — AVh)x"

seklinde verilen sabit nokta problemine de denk oldugu bilinmektedir. Sabit nokta teorisi
goriintli iyilestirme probleminin ¢éziimiinde 6nemli bir rol oynar ve bu nedenle ele alinan
problemlerin ¢éziimlerini bulmak igin sabit nokta algoritmalari kullanilmistir. Kullanilan

bazi temel algoritmalar asagida verilmistir.

A > 0 ve I 6zdes operator olmak tizere Lions and Mercier (1979)

Xne1 = J37 (I = AVh)x,

seklinde tanimlanan ve en onemli algoritmalardan biri olan ileri-geri ayirma (FBS)
algoritmasini1 tanimlamiglardir. Moudafi and Oliny (2003) iki monoton operatoriin
toplaminin sifirmi bulmak yani monoton kapsama problemini ¢6zmek i¢in eylemsiz ileri-

geri ayirma algoritmasini

Yn = Xp t Hn(xn - xn—l)
Xni1 = J2(I — AB)xy, vn =1,

seklinde tanimlamiglardir. Burada 6, x, —x,_;’i kontrol eden eylemsizlik
parametresidir. f daraltan doniisiim, A, v —ters kuvvetli birikimli (accretive) doniisiim ve
B, m —birikimli doniisim olmak {izere Shehu and Cai (2016) ileri-geri ayirma

algoritmasin viskozite yaklagim yontemi ile birlestirerek

Xni1 = anf () + (1 — an)],lfn(l - A)x,, Vn=>1,
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seklinde tanimlamislardir. Yazarlar algoritma tarafindan iiretilen dizinin Banach

uzaylarda yakinsak oldugunu ispatlamiglardir.

Bu tezde gorintii iyilestirme problemlerini ¢6zmek igin bazi algoritmalar
tanimlanmis ve tanimlanan algoritmalarin goriintii iyilestirme performanslari literatiirde
var olan bazi algoritmalar ile karsilastirilmigtir. Bu tez sekiz ana basliktan olusmaktadir.
[k boliim literatiir bilgisinin verildigi giris boliimiinden olusmaktadir. Ikinci boliimde
kaynak Ozetleri hakkinda bilgi verilmis, iiglincii boliimde ise calismamizda
kullanacagimiz temel tanimlar, teoremler ve lemmalarin bulundugu temel kavramlar
kismina yer verilmis ve bazi problemlerden bahsedilmistir. Bu tezin orijinal kismini
dordiincii, besinci, altinci ve yedinci boliim olusturmaktadir. Calismada elde edilen

sonuglara ise sekizinci béliimde yer verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

2. KAYNAK OZETLERI

Goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek i¢in bir¢ok arastirmalar yapilmis ve bu
problemi ¢b6zen birgok algoritma tamimlanmistir. Bu bolimde goriintii iyilestirme

problemi ile ilgili literatiirde bulunan bazi ¢alismalardan bahsedilecektir.

Kitkuan et al. (2019a) goriintii iyilestirme problemini ¢ézmek i¢in Kim and Xu
(2005), Xu (2006) ve Chen and Zhu (2006) ¢alismalarindan ilham alarak:

— _ A
{yn - ann + (1 ﬁn)]lnxn ’ (2.1)

Xnp1 = anf () + (1 — an)]]lxgnyn ,Vn €N

seklindeki yeni kendi viskozite algoritmalarin1 tanimlamislardir. Ayni1 zamanda reel
Hilbert uzayda algoritma tarafindan fretilen {x,} dizisinin kapsama probleminin
¢oziimiine kuvvetli yakinsak oldugunu ispatlamislardir. Calismanin son kisminda
yazarlar sunulan algoritmayr goriintii iyilestirme problemine uygulamiglardir. Ayni
zamanda sunulan algoritmay1 Douglas-Rachford algoritmasi ve ileri-geri algoritmasi ile
karsilastirmiglardir (Bauschke and Combettes 2011). Sonug olarak yazarlar, Algoritma

(2.1)’in SNR degerinin diger algoritmalardan daha yiiksek oldugunu gostermislerdir.

Kitkuan et al. (2020a) reel Hilbert uzaylarda kapsama probleminin ¢dziimiine

kuvvetli yakinsak olan:

Zn =TaXp + (1 - rn)]fn (I = 2 A)xy
VYn = Spxnp + (1 — sn)]fn(l —1,A)z,
Xns1 = anpu + (1 — ap)yn

seklindeki genellestirilmis Halpern tipli ileri-geri ayirma algoritmasini tanimlamiglardir.
Sunulan algoritmanin genellestirilmis denge problemlerine, monoton varyasyonel
esitsizlik problemlerine, konveks minimizasyon problemlerine ve goriintli iyilestirme
problemlerine uygulamasini vermislerdir. Yazarlar genellestirilmis Halpern tipli ileri-geri

ayirma algoritmasinda A = Vf ve B = dg yazarak:

5
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Zp = ThXp + (1- rn)]f;lg(l - Anvf)xn
Yo = Spxn + (1= s)J30 (I = A,Vf)z, (22)

Xn+1 = ApU + (1 - an)yn

seklinde tanimlanan algoritmay1 elde etmislerdir. Ayn1 zamanda uygun sartlar altinda
algoritma tarafindan {retilen {x,} dizisinin konveks minimizasyon probleminin
¢cozliimiine kuvvetli yakinsak oldugunu gostermislerdir. Ayrica yazarlar ileri-geri ayirma
algoritmast FBS ile Algoritma (2.2)’nin  goriintii iyilestirme performansini
karsilastirmiglar ve sayisal sonuglari degerlendirmislerdir. Sonug¢ olarak, Algoritma
(2.2)’nin SNR degerinin FBS’den daha yiiksek oldugunu gostermislerdir. Bu da kendi
tanimladiklar1 algoritmanin goriintii iyilestirme performansinin daha iyi oldugu anlamina

gelmektedir.

Kitkuan et al. (2020b) Banach uzayinda:

{xn+1 = (1= Bp)xn + Buzn + e (2.3)

Zn = anf(xn) +(1- an)]a(xn —1Ax,) Vn=1

seklinde bir algoritma tanimlamiglardir. Ayn1 zamanda uygun kosullar altinda algoritma
tarafindan tretilen {x,} dizisinin kapsama probleminin ¢oziimiine kuvvetli yakimsak

oldugunu gostermislerdir. Yazarlar Algoritma (2.3)’de A = VG ve B = dM alarak:

{xn+1 = (1 - ﬁn)xn + ﬁn (anf(xn) + (1 - an)]?nM(xn - rnVG(xn))) + ey (2-4)

seklindeki algoritmay1 elde etmislerdir. Ayn1 zamanda uygun kosullar altinda {x,}
dizisinin konveks minimizasyon probleminin ¢6ziimiine kuvvetli yakinsak oldugunu
gostermislerdir. Calismanin son kisminda goriintii iyilestirme problemini ¢dzmek icin
Algoritma (2.4)t kullanmiglardir. Ayn1 zamanda Takashashi et al. (2012) tarafindan

tanimlanan:
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{xn+1 = PnXn + (1 — Br) (anu +(1- an)lgl(xn - rnAxn)) ,Vn=1

seklindeki Halpern tipli algoritma ve Lopez et al. (2012) tarafindan tanimlanan:
{xn+1 =a,u(l - an)]an + (x, —1,(Ax,, + a,) + b,),Vn > 1

seklindeki Halpern tipli ileri-geri aymrma algoritmas1 ile Algoritma (2.4)u
karsilagtirmiglardir. Yazarlar, Algoritma (2.4)’tin SNR degerinin diger algoritmalardan

daha yiiksek oldugunu gostermislerdir.

Kitkuan et al. (2019b) ¢alismalarinda:

{Wn = zn + 6 (2 — Zn—1) (2.5)

Znt1 = @ Vh(z,) + (1 — an)]fn Wy, — 2, Awy)

seklinde yeni eylemsiz viskozite ileri-geri ayirma algoritmasini tanimlamiglardir. Ayni
zamanda yazarlar uygun kosullar altinda {z,,} dizisinin kapsama probleminin ¢6ziimiine
kuvvetli yakinsak oldugunu gostermislerdir. Yazarlar Algoritma (2.5)’de A = VF ve B =
0K alarak:

{wn =2y + ¢n(2y — 2n-1) (2.6)

Zns1 = @ Vh(zy) + (1 — @) ]35 (wy — 4, VFwy,), Yn>1

seklinde tanimlanan algoritmay1 elde etmisler ve uygun kosullar altinda {z,} dizisinin
monoton kapsama probleminin ¢oziimiine kuvvetli yakinsak oldugunu gostermislerdir.
Ayn1 zamanda Algoritma (2.6) ile FBS algoritmasinin goriintii iyilestirme problemine
uygulamasin1 vermislerdir. Yazarlar, Algoritma (2.6)’nin SNR degerinin diger

algoritmadan daha yiiksek oldugunu gostermislerdir.

Padcharoen et al. (2020a) ¢alismalarinda Tseng (2000) tarafindan
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{yn =+ AnB)_l(I - AnA)(xn)
Xn+1 = PX(yn - )ln(Ayn - Axn))

seklinde tanimlanan Tseng algoritmasinin modifiye edilmis hali olan:

Wp = Xp + an(xn - xn—l)
Yn = (1 + AnB)_l(I - )LnA)Wn
Xn41 = Yn — An(Ayn - AWn)

seklindeki eylemsiz Tseng algoritmasini tanimlamislardir. Yazarlar uygun sartlar altinda
algoritma tarafindan tretilen {x,} dizisinin kapsama probleminin ¢6ziimiine zayif
yakinsak oldugunu ispatlamislardir. Calismanin son kisminda goriintii iyilestirme
problemini ¢6zmek i¢in eylemsiz Tseng, Moudafi and Oliny (2003) tarafindan

tanimlanan:

{yn = Xp + 0 (X — Xp—1) @2.7)

Xn+1 = (I + AnB)_l(yn - AnAxn)'

seklindeki eylemsiz ileri-geri ayirma algoritmasi ve Lorenz and Pock (2015) tarafindan

tanimlanan:

{Wn =Zn+ ﬁn(zn - Zn—l)
Znyr = (I + AnB)_l(Wn — Awy),Vn > 1

seklindeki eylemsiz ileri-geri ayirma algoritmalarin1 (IFBS) kullanmiglardir. Sonug
olarak yazarlar eylemsiz Tseng algoritmasinin goriintii iyilestirmede diger

algoritmalardan daha etkili oldugunu gostermislerdir.

Abubakar et al. (2020) ¢alismalarinda:
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th = Uy + Q(un - un—l)
s, =+ A,B)"*(I - 1,A)t,
Uny1 = (1 - p)tn +pSp + pln(Atn - Asn) (2-8)

seklindeki esnetilmis (relaxed) eylemsiz Tseng tipli algoritmayi tanimlamislardir. Burada

A, adim boyutu

”tn_sn”
n{d, ———¢, At, # A
mm{ " \[At, — As,| n Sn

An diger durumlarda

An+1 -

seklindedir. Ayrica yazarlar algoritma tarafindan firetilen {x,} dizisinin kapsama
probleminin ¢6ziimiine zayif yakinsak oldugunu gostermislerdir. Ayni ¢alismada C ve Q,
H, ve H, Hilbert uzaylarinda bos kiimeden farkli kapali konveks alt kiimeleri ve A: H; —

H, siirl lineer operator olmak tizere yazarlar (2.8) algoritmasint:

th =u, + Q(un o un—l)
Sn = Pe[tn — 2,47 (1 — Py)At,] (2.9)
Unp1 = (1= Pty + psy + pAa[A7(1 — Py)At, — A*(1 — Py)Asy|

seklinde modifiye etmislerdir. Ayrica yazarlar bu algoritma tarafindan iiretilen dizinin
ayrik fizibilite probleminin ¢oziimiine zayif yakinsak oldugunu gostermislerdir. Son
olarak goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek i¢in Algoritma (2.8) ve Algoritma (2.9)’u
kullanmiglar ve bu algoritmalar1 Algoritma (2.7) ve IFBS algoritmalar ile
karsilagtirmiglardir. Yazarlar Algoritma (2.8) ve Algoritma (2.9) algoritmalari ile diger

algoritmalardan daha kaliteli goriintiiler elde etmislerdir.

Kaewyong and Sitthithakerngkiet (2021) ¢alismalarinda eylemsizlik ve viskozite

tekniklerini kullanarak A,, adim boyutu
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”Wn - yn” }
minii,—————¢, Aw, # A

Ansr = { " [Aw, — Ay, n 7
An diger durumlarda

olmak lizere

|(Wn =Xp + Hn(xn - xn—l)
B —
4 In ]An (1 AnA)Wn (2.10)

Sn =Yn — An(Ayn - AWn)
an+1 = a,Vh(x,) + (1 — ay)s,

seklindeki modifiye edilmis Tseng algoritmasini tanimlamislardir. Ayni zamanda
yazarlar sunulan algoritma tarafindan iretilen dizinin monoton kapsama probleminin
¢ozlimiine kuvvetli yakinsak oldugunu goéstermislerdir. Yazarlar Algoritma (2.10)’da

A = VF ve B = 0G alarak:

{Wn =Xp + en(xn — xn—l)

Lsn =Vn— An(VF Yn — VF Wn)
Xn+1 = ath(xn) + (1 - an)sn

seklindeki algoritmay1 elde etmislerdir. Ayni zamanda yazarlar sunulan algoritma
tarafindan {tretilen dizinin konveks minimizasyon probleminin ¢oziimiine kuvvetli
yakinsak oldugunu gostermislerdir. Son olarak goriintii 1yilestirme problemini ¢6zmek
icin Algoritma (2.11)’i kullanarak gri ve renkli goriintiilerdeki SNR degerlerini

incelemislerdir.

Hanjing and Suantai (2020) calismalarinda Hilbert uzaylarda genislemeyen

dontisiimlerin sayilabilir ailesinin ortak sabit noktalarini bulmak igin:

10
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Xg, X1 € H,

Wy = Xy + 0, (0 — Xp_1),

Zn = (1 - Vn)Wn + VnTan,
I Yo = (1 = B)Tuwy + BrTnzn,
kxn+1 = (1 - ap)Tnzy + Ty,

seklindeki MW A olarak adlandirilan modifiye edilmis W-algoritmasini tanimlamiglardir.
Ayni zamanda yazarlar uygun kosullar altinda MW A algoritmasi tarafindan tiretilen {x,, }
dizisinin sabit nokta probleminin ¢déziimiine zayif yakinsak oldugunu gostermislerdir.

MWA’da T, = prox., (I — c,Vf) yazarak:

(X0, X1 € H,
Wy = Xy + 0, (0 — Xp_1)
J zp, = (1 —ydwy + anTOXCnh(I - Cnvf)Wn
lyn =1 - B)Twy + ﬁnproxcnh (- Can)Zn
Xn+1 = (1 - an)proxcnh (1 - Can)Zn + AnPT0Xc, (I - Cnvf)yn

seklindeki modifiye edilmis ileri-geri W-algoritmasim (FBMWA) elde etmislerdir.
Yazarlar uygun kosullar altinda FBMWA algoritmasi tarafindan iiretilen {x,,} dizisinin
konveks minimizasyon probleminin ¢dziimiine zayif yakinsak oldugunu gdstermisglerdir.
Son boliimde gorintii 1yilestirme problemini ¢ozmek i¢cin FBMWA algoritmasini

uygulayip FBS, IFBS, Beck and Teboulle (2009) tarafindan tanimlanan:

([ _ .
Yn = pTOX%h <xn - Z f(xn)>

1+ 4/1+4t2 0 -1

tny = ———F,

Xn41 = Yn T Hn(yn - yn—l)’ neN

seklindeki hizli yinelemeli biiziilme esigi (fast iterative shrinkage-thresholding)

algoritmasi (FISTA) ve Verma and Shukla (2017) tarafindan tanimlanan:

11



2. KAYNAK OZETLERI

{yn =Xp + Bn(xn - xn—l):
Xn+1 = Tn[(l - an)yn + anTnyn], n €N

seklindeki yeni hizlandirilmis proximal gradyen algoritmalarinin (NAGA) PSNR
degerlerini karsilastirmiglardir. Yazarlar goriintii iyilestirmede FBMWA algoritmasinin

diger algoritmalardan daha etkili oldugunu gostermislerdir.

Artsawang and Ungchittrakool (2020) c¢alismalarinda Hilbert uzaylarda
genislemeyen doniistimlerin sabit noktalarini bulmak i¢in hata ve eylemsiz terimlerini
kullanarak yeni bir Mann-tipli algoritma sunmuslardir. A ve B, H Hilbert uzayinda
maksimal monoton operatorler ve C, §-cocoercive operator olmak iizere ii¢ monoton

operatoriin sifirlarinin toplaminin bulunmasi problemi:

0€(A+B+0)x (2.12)

Ozelligini saglayan x € H noktasinin bulunmasi seklinde tanimlanmstir. Artsawang and

Ungchittrakool (2020), (2.12) problemini ¢6zmek igin:

ap = Xp + 0, (0n — Xp_1)
Yn = ]E (6nan)
Zn = ]ﬁl(zyn — Opapn — .uCyn)
kxn+1 = 8nan + an(zy —yp) +&p, Vn 21

(2.13)

seklinde bir algoritma tanimlamislar ve kuvvetli yakinsaklik teoremi ispatlamislardir.
Yazarlar Algoritma (2.13)’de Cx = 0 ve Bx = 0 alarak yeni sonuglar elde etmislerdir.
Elde edilen yeni algoritmanin goriintii iyilestirme problemine uygulamasini vermislerdir.
Ayn1 zamanda Algoritma (2.5) ve kendi tanimladiklar1 algoritmalarin goriintii iyilestirme
performansini1 karsilastirmislar ve Sonug¢ olarak kendi tanimladiklari algoritmalarin
goriintii  iyilestirme performansinin diger algoritmalardan daha 1iyi oldugunu

gostermislerdir.

12
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Puangpee and Suantai (2020) calismalarinda Hilbert uzaylarda genislemeyen

doniisiimlerin sonsuz ailesinin ortak sabit noktalarini bulmak igin:

Xo, X1 EH
Yn = Xn + 0p(Xn — xp_1)
i Zp = (1= 0p)yn + 0Ty
Xnt1 = Anf (%) + BuTnYn + ¥nTnzn VR 21

seklindeki NAVA algoritmasini tanimlamiglardir. Burada,

a
min {H,nn—n}, Xn #F Xp—1
%7 — Xp-all

o, diger durumlarda

0, =

dir. Aym1 zamanda yazarlar uygun sartlar altinda algoritma tarafindan iretilen {x,}
dizisinin kuvvetli yakinsak oldugunu ispatlamiglardir. Yazarlar NAVA’da T, =

proxy, 4(I — A,Vh) yazarak:

X0, X1 €EH
Yn = Xp + 0, (xn — X_1)
zp = (1 —o)yn + O-nproxlng(l — ,Vh)y,
kxn+1 = anf(xn) + ﬁnproxlng (I - Ath)yn + YnPT0X) g (I - Ath)Zn

seklindeki hizlandirilmis ileri-geri ayirma algoritmasini (AVFBA) tanimlamislardir.
Uygun sartlar altinda {x,} dizisinin konveks minimizasyon probleminin ¢dziimiine
kuvvetli yakinsak oldugunu gostermislerdir. Ayn1 zamanda yazarlar AVFBA ile
FISTA’nin goriintii iyilestirme problemine uygulamasini vermisler ve Sayisal sonuglar
AVFBA’nin FISTA’ya gore daha yiliksek PSNR ile iistlin goriintii iyilestirme sagladigini

gostermistir.

Padcharoen et al. (2020b) ¢alismalarinda:

13
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. { &n } ~
minjaq, —— ¢, _
Y — Yl YnF Yn-1

a, diger durumlarda

a, =

olmak lzere:

I(yOJyl €H
4 Wy = Yn + @n(Vn — Yn-1)

Xns1 = BnWn + 2611(]{/4(2(]5%1 + bn) - Wn) + an)
L _26n(]1l/?yn + bn) + 6pwn

(2.14)

sekildeki genellestirilmis eylemsiz Douglas-Rachford ayirma algoritmasini tanimlamiglar
ve yazarlar {y,} dizisinin x = 'y € (A + B)~*(0) noktasma zayif yakimsak oldugunu

gostermiglerdir. Son olarak Algoritma (2.14) ile Combettes (2004) tarafindan tanimlanan:

Yn+1 = Yn 24, (])é(z(])lxgyn + bn) - yn) +a, — (])1/33771 + bn))

seklindeki genellestirilmis Douglas-Rachford ayirma algoritmasinin goriintii iyilestirme
problemine uygulamasini vermislerdir. Sonug olarak yazarlar Algoritma (2.14)’tin SNR

degerinin diger algoritmadan daha yiiksek oldugunu gdstermislerdir.

Padcharoen and Kumam (2020) calismalarinda H reel Hilbert uzayinda

genislemeyen doniisiimlerin sayilabilir ailesinin ortak sabit noktasini1 bulmak i¢in:

Zp = (1 - pn)yn + onToyn
Wy = (1 - Sn - pn)Zn + (SnTnZn + .BnTn
Xn+1 = Tawn

{yn =Xp + en(xn - xn—l)

seklindeki modifiye edilmis MM-algoritmasint (MMMA) tanimlamiglardir. Ayni

zamanda yazarlar algoritmanin iirettigi {x,,} dizisinin zayif yakinsakligini ¢aligmiglardir.

14
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Daha sonra konveks minimizasyon problemini ¢ézmek i¢in modifiye edilmis MMMA

algoritmasinda T, yerine J; (I — A,A) yazarak:

I(yn = Xp + Op (X — Xp_1)
4211 =1 = ppyn + pn]fn(l — nA)Yn
LWn =1 -0, —pp)zn + Sn])l?n(l — nA)zy + Bn/ABn(I — Ay

Xn+1 :])lfn(l — A)wy

seklinde tanimlanan modifiye edilmis ileri-geri MM-algoritmasint (FBMMMA)
sunmuslardir. Son olarak yazarlar goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek i¢in FBMMM
algoritmasini1 uygulamiglar ve bu algoritmayr FISTA ve NAGA algoritmalari ile
karsilastirmiglardir. Sonug¢ olarak goriintii iyilestirmede FBMMMA algoritmasinin

yukaridaki iki algoritmadan daha iyi performansa sahip oldugunu gostermislerdir.

Janngam and Suantai (2021) calismalarinda H reel Hilbert uzayinda genislemeyen

doniigsiimlerin sayilabilir ailesinin ortak sabit noktasini1 bulmak igin:

(¥oX1 € H
Wy = Xp + Hn(xn - xn—l)
Zp = (1 - Vn)wn + Y Thwp (2-15)

Yn = (1 - .Bn)TnZn + .BnTnZn
Xn+1 = (1 - Vn)TnZn + YTy, n €N

seklindeki yeni bir hizlandirilmig sabit nokta algoritmasini tanimlamiglardir. Ayni
zamanda algoritma tarafindan iiretilen dizinin doniistimlerin ortak sabit noktasina zayif

yakinsak oldugunu gostermislerdir. Yazarlar Algoritma (2.15)’de T, = prox. ,(I —

¢, Vf) yazarak:

X0, X1 €E H
Wy = Xy + O (0 — Xp_1)
Zn = (1 - Vn)wn + YnPT0Xc, g U - Cnvf)wn (2.16)

Yo = (11— ,Bn)proxcng (I —c,Vf)z, + ,BinOXCng (I —c,Vf)z,
Xnt1 = (L —ylproxe, (I — c,Vf)z, + ypproxe, oI — c,Vf)y,,n €N

15
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seklindeki algoritmay1 elde etmisler ve algoritma tarafindan iiretilen dizinin konveks
minimizasyon probleminin ¢oziimiine zayif yakinsak oldugunu gostermislerdir. Son
olarak goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek i¢in Algoritma (2.16)’y1 kullanmislar ve
bu algoritmayr NAGA ve FISTA algoritmalar1 ile karsilastirmislardir. Algoritma
(2.16)’nin karsilastirilan algoritmalardan daha yiiksek bir PSNR degerine sahip oldugunu

gostermislerdir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdliimde bazi temel tanimlar ve teoremler hakkinda bilgi verilmistir.
3.1. Temel Tanim ve Onermeler

Tamm 3.1.1: E bos kiimeden farkli bir kiime olsun. d: E X E — R fonksiyonu
(M1)d(x,y) =0 & x =y,

(M2) d(x,y) = d(y,x),
(M3) d(x,y) <d(x,z) +d(zy),

sartlar1 saglaniyorsa d ye E de bir metrik, (E, d) ikilisine de metrik uzay denir (Bayraktar
2006).

Tamim 3.1.2; E, F cismi tizerinde bir vektor uzayi ve ||.||: E = R olsun. Her

x,y € Eve A€ F igin,

(N1) [lx|l =0 < x =0,
(N2) [l x|l = 1Al1lxIl,

(N3) [lx + yll < llx|l + llyll,

sartlar1 saglaniyorsa ||.|| fonksiyonuna E’de bir norm ve (E, ||.|| ) ikilisine de normlu

uzay denir (Bayraktar 2006).
Tamim 3.1.3: (E, d) bir metrik uzay ve (x,,), bu uzayda bir dizi olsun.

lim d(x,,x) =0
n—-oo

olacak sekilde x € E varsa (x,,) dizisine E de yakinsaktir denir (Bayraktar 2006).
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Tamm 3.1.4: (E, d) bir metrik uzay ve (x,,), E de bir dizi olsun. Her € > 0 ve

her m,n > n, igin,
d(xn, xpm) < &

olacak sekilde n, = n,(&) dogal sayis1 varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir (Bayraktar
2006).

Tamim 3.1.5: (E, ||. ||z ) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise E’ye

Banach uzay veya tam normlu uzay denir (Bayraktar 2006).

Tanim 3.1.6: E, F cismi lizerinde bir normlu uzay olmak tizere E iizerinde taniml1
tim sinirh lineer fonksiyonellerden olusan Banach uzayina, E nin duali denir ve E’ ile

gosterilir (Bayraktar 2006).

Tamm 3.1.7: (E, ||. || ) normlu uzay ve (x,,), E de bir dizi olsun. Eger her f € E’

i¢in
lim £Cen) = £(x0)

olmak {izere x, € E varsa x,, dizisi x, noktasina zayif yakinsaktir denir. (x,,), dizisinin

zayif yakinsadig1 x, noktasina ise zayif yigilma noktasi denir (Madox 1970).

Tamim 3.1.8: E, F cismi iizerinde bir vektor uzayi, (.,.): E X E = F fonksiyonu

her x,y € E ve 1 € F igin,

(i1) (x,x) =0ve(x,x) =0= x =0,
(i2) (x,y) = (y,x)

(i3) (Ax, ) = Ax, y)

(i4) (x +y,2) = (x,2) + (y,2)
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sartlarin1 sagliyor ise (.,.) fonksiyonuna E’de bir i¢ ¢arpim ve (E,(.,.) ) ikilisine de i¢
carpim uzayt denir. Tamimda (i2) o6zelliginde verilen ¢izgi kompleks eslenigi
gostermektedir. O halde, F = R olmasi durumunda (i2) de (x,y) = (y, x) seklindedir
(Bayraktar 2006).

Tamm 3.1.9: (E,(.,.) ) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x € E olmak tizere

llxIl = v/{x, x)
fonksiyonu bir norm fonksiyonudur. Bu norma i¢ ¢arpim normu denir (Bayraktar 2006).

Tamm 3.1.10: (E,(.,.) ) i¢ carpim uzayi i¢ ¢arpim normuna gore tam ise bu

uzaya Hilbert uzay denir (Bayraktar 2006).

Tamm 3.1.11: H bir Hilbert uzay, f: H > R = R U {—o0, +o0} bir doniisiim ve
D(f) € H, f’nin tamim kiimesi olmak iizere f(x) < 4+oo olacak sekilde en az bir x €
D(f) varsa f fonksiyonuna has (proper) fonksiyon denir (Bauschke and Combettes
2011).

Tamm 3.1.12: H bir Hilbert uzay, f:H - R bir déniisiim ve x € H olsun. x

noktasina yakinsayan her {x,} dizisi igin,

f(x) < liminf f(x,)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna x noktasinda alttan yar1 siireklidir denir
(Bauschke and Combettes 2011).

H’dan R kiimesine taniml1 tiim alttan yar siirekli konveks fonksiyonlarin kiimesi
['(H) ile, H’dan R U {400} kiimesine tanimli tiim has alttan yari1 siirekli konveks

fonksiyonlarin kiimesi ise 'y (H) ile gosterilmektedir (Bauschke and Combettes 2011).
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Asagida proksimal operator tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Tanim 3.1.13: H bir Hilbert uzay ve f € I;(H) olsun. f nin A > 0 parametresinin

x € H noktasindaki proksimal operatdrii prox;s: H > H,

1
proxysx = argmin {£(y) + > lly - I}

seklinde tanimlanir (Bauschke and Combettes 2011).
Yukaridaki taniminda f yerine [;-normu alinirsa,
proxy, (x) = sign(x)max{||x|[; — 4, 0},
dir. Bu durumda proksimal operatorii soft thresholding operator olarak adlandirilir.

Onerme 3.1.14: H bir Hilbert uzay, f € I'y(H) ve x,p € H olmak iizere her y €
H icin

p=proxgx &y —p,x—p)+f(p) < fy)
dir (Bauschke and Combettes 2011).
Metrik izdiisiim operatdriiniin tanim1 ve bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

Tamm 3.1.15: C, H Hilbert uzayimin bos kiimeden farkli kapali konveks bir alt

kiimesi ve x € H olsun.

llx = Pex|l = inf{llx —yll:y € C}
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olacak sekilde bir y € C noktasi varsa y ye x in C iizerine metrik izdiisiimii denir ve Pcx

ile gosterilir. P;: H = C operatoriine de C iizerinde metrik izdiisim operatorii denir

(Cegielski 2012).

Ote yandan P, metrik izdiisiim operatdrii y € C igin

<X_ch,y_PCx> S 0, (31)

seklinde karakterize edilebilir (Goebel and Reich 1984).

Tamm 3.1.16: H bir Hilbert uzay ve f: H — R has bir fonksiyon olsun. x € H
noktasmda f~nin alt diferansiyeli 9f: H —» 2H,

ofx)={ueHA(y—x,uy+ f(x) < f(y),Vy € H}

seklinde tanimlanir. Burada f(x) € {£o} ise df(x) = @ dir. Ote yandan 9f (x)’nin
elemanlarma da x noktasinda f fonksiyonunun alt gradyenleri denir (Bauschke and
Combettes 2011).

Ornegin f(x) = |x| mutlak deger fonksiyonunun alt diferansiyeli

-1, x<0
f(x) ={ [-11], x =
1, x>0

olur.

Tamm 3.1.17: H bir Hilbert uzay, 2 > 0 ve A: H - 2¥ bir d6niisiim olmak {izere

A’min rezolventi J#: H - H,
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Ji=U+24™
seklinde tanimlanir (Bauschke and Combettes 2011).

Onerme 3.1.18: H bir Hilbert uzay, f € I'y(H) ve I: H - H birim déniisiim

olsun. Bu durumda,
p =prox;x & x —p € df (p)
ve prox z; = (I + A0f)~" dir (Bauschke and Combettes 2011).

Tamm 3.1.19: H bir Hilbert uzay ve C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli bir

alt kiimesi olsun. C’nin . indikator fonksiyonu t; : H = ( —o0, +00]:

x€C
, x&C

0,
te(x) = {+oo
seklinde tanimlanir. Bu durumda,
Joc = prox,. = P

dir. Gergekten,

y=J%x & x € (y+]%y)
Sx—y € o
[ — y = PCx
dir (Abubakar et al. 2020).
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3.2. Doniisiim Siiflari

Bu baslik altinda ilerde kullanilacak olan doniisiim smiflarinin tanimi ve

aralarindaki bazi iliskiler verilmistir.

Tamm 3.2.1: H bir Hilbert uzay, D ¢ H, T: D — H bir doniisiim ve ||. || bu uzay

tizerindeki i¢ carpim normu olsun. Bu durumda,

I. Herx,y € D igin,
ITx =Tyl < Lllx = yl|

olacak sekilde bir L > 0 sabit sayis1 varsa T ye Lipschitzian doniisim ve bu
esitsizlige Lipshitz sarti,

ii.  Eger Lipschitz sart1 0 < L < 1 olmasi halinde saglaniyorsa T’ye daraltan veya
bliziilme doniistimii,

iii.  Eger Lipschitz sart1 L = 1 i¢in saglaniyorsa T’ye genislemeyen doniisiim,

denir (Cegielski 2012).

Diger taraftan, H bir Hilbert uzay ve C, H’nin kapali ve konveks bir alt kiimesi

olmak tizere P metrik izdiisiimii genislemeyen bir doniistimdiir. Yani her x,y € H igin

IPcx = Peyll < llx = yli

dir (Cegielski 2012).

Tamm 3.2.2: T, H Hilbert uzayinda D(T) tanim ve R(T) goriintii kiimelerine

sahip lineer olmayan bir doniisiim olsun. Bu durumda,

i. Herx,y € D(T) igin,

(Tx =Ty, x —y)=0
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esitsizligi saglaniyorsa T’ye monoton doniisiim,
ii. Herx,y € D(T) igin,
(Tx =Ty, x —y) = nllx = ylI?
olacak sekilde n > 0 sabiti varsa T’ye n-kuvvetli monoton doniisiim,
iii. Herx,y € D(T) igin,
(Tx — Ty, x —y) > v||Tx — Ty||?

olacak sekilde v > 0 sabiti varsa T’ye v-ters kuvvetli monoton doniisiim veya v-

cocoercive doniisiim,

iv.  Bir T monoton donisiimiin G(T) grafigi baska bir monoton doniisiimiin grafigi

tarafindan igerilmiyorsa T’ye maksimal monoton doniisiim

denir (Zeidler 1986).

Tanimdan yola ¢ikarak, her v-cocoercive doniisiim %—Lipschitz siirekli ve

monoton doniisiim oldugu sdylenebilir.

A:H - 28 kiime degerli bir operatdr olsun. A’nin tanim ve goriintii kiimeleri
sirastyla, D(A): = {x € H: Ax + @} ve R(A): = {Ax:x € D(A)} seklinde tanimlanir. A
operatoriiniin grafigi G(A): = {(x,z):z € Ax} dir. Herz € Ax ve w € Ay i¢in (z —
w,x —y) = 0 esitsizligi saglaniyorsa A kiime degerli operat6rii monoton operator olarak

adlandirilir.
Asagida monoton doniisiimler ile ilgili baz1 6nermeler verilmistir.

Onerme 3.2.3: H bir Hilbertuzay, A:H — H, [-cocoercive (f > 0) bir
doniisiim olsun. Bu durumda A maksimal monoton bir doniisiimdiir (Bauschke and

Combettes 2011).
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Onerme 3.2.4: H bir Hilbert uzay, A: H —» H monoton ve siirekli bir déniisiim

olsun. Bu durumda A maksimal monotondur (Bauschke and Combettes 2011).

Teorem 3.2.5: H bir Hilbert uzay ve A: H - 2 monoton bir doniisiim olsun.

A’nin maksimal monoton olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul R(I + A) = H olmasidir
(Bauschke and Combettes 2011).

Onerme 3.2.6: H bir Hilbert uzay ve f € 'y (H) olsun. Bu durumda df maksimal

monotondur (Bauschke and Combettes 2011).

Tamm 3.2.7: X bir lineer uzay ve f: X — R bir doniisiim olsun. Bu durumda her

x,y € Xvele€|[0,1] igin,

fAx+ A =Dy) SAf () + A =Df(y)

esitsizligi saglaniyorsa f ye konveks dontisiim denir (Cegielski 2012).

3.3. Sabit Nokta Problemleri

Son yillarin en popiiler arastirma alanlarindan biri olan sabit nokta teorisi,
nonlineer analiz, integral ve diferansiyel denklemler, dinamik sistem teorisi, fraktallarin
matematigi, matematiksel ekonomi (oyun teorisi, denge problemleri, optimizasyon
problemleri vb.) ve matematiksel modelleme gibi matematigin c¢esitli teorik ve

uygulamali alanlarinda 6nemli bir rol oynar.

Simdi sabit nokta tanimini verelim.

Tamm 3.3.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim
olmak {izere eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa bu x noktasina T’nin sabit

noktasi denir. T nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F (T) ile gésterilir. Yani,
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F(T)={x€X:Tx = x}

dir (Agarwal et al. 2007).

3.4. Monoton Kapsama Problemleri

Bu boliimde oncelikle bir operatoriin sifirlarinin kiimesi tanimlanip ardindan

monoton kapsama problemi ifade edilmistir.

Tamm 3.4.1: H bir Hilbert uzay ve A:H — 2" bir doniisim olsun. A

doniisiimiiniin tiim sifirlariin kiimesi

zerA = A"10 = {x € H:0 € Ax}

seklinde tanimlanir (Bauschke and Combettes 2011).

Iki monoton operatdriin sifirin1 bulmak monoton operator teorisindeki en dnemli
problemlerden birisidir. A: H — H bir operator ve B: H — 21 kiime degerli bir operator

olmak tizere kapsama problemi:

0e(A+B)x (3.2)

ozelligini saglayan x € H noktasinin bulunmasi seklinde tanimlanmistir. Monoton
kapsama probleminin ¢éziim kiimesi (2 ile gosterilir. A ters kuvvetli monoton ve B
maksimal monoton bir operator olmak iizere 2 kiimesi kapali ve konvekstir (Jung 2013).
Bu problem konveks minimizasyon problemi, varyasyonel esitsizlik problemi ve denge
problemlerini icerir. Ayn1 zamanda makine 6grenmesi, goriintii isleme, sinyal isleme ve
lineer ters problemler matematiksel olarak kapsama problemi seklinde formiilize
edilebilir (Kitkuan et al. 2019a).
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Asagida sifirlarin kiimesi ile ilgili baz1 6zellikler verilmistir.

Onerme 3.4.2: H bir Hilbert uzay ve A:H — 2" maksimal monoton bir

doniisiim olsun. Bu durumda zerA kapali ve konvekstir (Bauschke and Combettes 2011).

Lemma 3.4.3: H bir Hilbert uzay, A: H - H monoton ve Lipschitz siirekli bir
doniisim ve B:H — 2H maksimal monoton déniisiim olsun. Bu durumda A + B

maksimal monotondur (Brezis 1973).

Onerme 3.4.4: H bir Hilbert uzay, 1 > 0 ve A: H — 2" maksimal monoton bir

doniisiim olsun. Bu durumda

F(J§) = zerA

dir (Bauschke and Combettes 2011).

Ispat: 2 > 0 igin

yeEA0 < 0€eldy
Syvey+Ady oS ye(+1A)y
ey=Jiy

s yeF(3)

olur.

Lemma 3.4.5: A: H —» 2 maksimal monoton bir doniisim ve B:H — H bir

doniisiim olsun. Ayrica 2 > 0 i¢in T, = (I + AB) (I — A4) olsun. Bu durumda
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F(T,) =(A+B)"(0)
dir (Lopez et al. 2012).
Ispat: T,.’nin tanimindan,

x=Tx ©x=U+AB)(-214)x
& (x — AAx) € (x + ABx)

e x € (A+B)™1(0)

elde edilir.
3.5. Konveks Minimizasyon Problemi

Bu bolimde konveks minimizasyon problemi ifade edilmis ve bazi 6zellikleri

verilmistir.

Tamm 3.5.1: C, H Hilbert uzayinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve g: C —
R bir doniisiim olmak tizere g nin C iizerindeki yerel minimum noktalarinin bulunmasina

minimizasyon problemi denir. Ayni1 zamanda g nin mutlak minimum noktasina
min g(x
min g (x)

seklindeki problemin optimal ¢éziimii denir ve bu noktalarin kiimesi argmin,c.g(x) ile
gosterilir. Burada g konveks ise bu probleme konveks minimizasyon problemi denir
(Cegielski 2012).
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H bir reel Hilbert uzay: olsun. f: H — R diferansiyellenebilir ve konveks bir
fonksiyon, L > 0 i¢in Vf L-Lipschitz siirekli, g: H — R has alttan yari siirekli konveks

bir fonksiyon olmak iizere bu tez boyunca konveks minimizasyon problemi olarak:
&) +g() = min{f () + g())

esitligini saglayan x* noktasinin bulunmasi problemi ele almacaktir. Eger (3.2) kapsama

probleminde A = Vf ve B = dg alinirsa konveks minimizasyon problemi:
0€eVf(x*)+adg(x")
seklinde tanimlanan monoton kapsama problemine ve dolayisiyla
x* = J29(1 — AVf)x*
seklinde verilen sabit nokta problemine denk oldugu bilinmektedir.
Onerme 3.5.2: H bir Hilbert uzay, 1 > 0 ve f € T'y(H) olsun. Bu durumda,
F(proxlf) = argminf
dir (Bauschke and Combettes 2011).
Ispat: x € H olsun. Bu durumda

x =prox;x S (y—xx—x)+Af(x) < Af(y)

e fx)<sf).VyeH

& x € argminf
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her y € H igin elde edilir.

Teorem 3.5.3 (Fermat Kural): H bir Hilbert uzay ve f:H — (—o0, 4] has

fonksiyon olsun. Bu durumda,

argminf = zerdf

dir (Bauschke and Combettes 2011).

Ispat: x € H olsun. Bu durumda

x € argminf ©(y—x,0)+f(x) < f(y),VyeH

o 0€df(x)

dir.

Daha once f €T'y(H) olmasi durumunda argminf =F (proxf) oldugu
gosterilmisti. Bu esitligi Fermat Kurali ile birlestirirsek, H bir reel Hilbert uzay olmak

tizere f € I'y(H) i¢in
argminf = zerdf = F(prox;)
esitligi elde edilir.
3.6. Varyasyonel Esitsizlik Problemi
A: C — H lineer olmayan bir operatdr olmak {lizere varyasyonel esitsizlik problemi

(VIP):
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(Ax*,y —x") =0

her y € C igin esitsizligini saglayan x* € C noktasinin bulunmast problemidir.

Varyasyonel esitsizlik probleminin ¢6ziim kiimesi VI(C, A) ile gosterilir. Bu problem:
9;
J, €U = AA)x" = Pe(x™ — A, Ax™) = x”
sabit nokta problemine denk oldugu iyi bilinmektedir.

3.7. Denge Problemleri

C, H Hilbert uzayinin bos kiimeden farkli kapali konveks alt kiimesi, A monoton

operator ve F: C X C — R bifonksiyon olmak iizere denge problemi:
F(x,y) =0

her y € C igin esitsizligini saglayan x € C noktasinin bulunmasi problemidir. Denge

probleminin ¢dziim kiimesi EP (F) ile gosterilir. Ayrica genellestirilmis denge problemi:
F(x,y)+ (Ax,y —x) =0

her y € C igin esitsizligini saglayan x € C noktasinin bulunmasi problemidir.
Genellestirilmis denge probleminin ¢oziim kiimesi GEP(F,A) ile gosterilir.
Genellestirilmis denge problemini ¢dzmek i¢in F fonksiyonunun asagidaki ozellikleri

sagladigini varsayalim:

Her y € C i¢in, F(x,y) =0,
F monoton, yani, her x,y € C i¢in F(x,y) + F(y,x) < 0,
Her x,y,z € C iginlim,,oF(tz+ (1 —t)x,y) < F(x,y),

> Wb

Her x,y, € C i¢in y » F(x, y) konveks ve alttan yari siireklidir.
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Asagida denge problemi ve genellestirilmis denge problemi ile ilgili bazi

lemmalar verilmistir.

Lemma 3.7.1: C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli kapali konveks alt
kiimesi ve F: C X C = R, (1)-(4) sartlarin1 saglayan bifonksiyon ve Ay :

A _{{ZEH:F(X;)’)Z(}/—X,Z)}, xX€EC
P o, x¢C

seklinde tanimlanan kiime degerli bir doniisiim olsun. Bu durumda D(Ap) € C tanim

kiimesi olmak {izere Ar maksimal monoton operatdr ve EP(F) = Az0 elde edilir

(Takahashi et al. 2012).

Lemma 3.7.2: F:C X C = R, (1)-(2) sartlarin1 saglayan bifonksiyon ve A: H —

H siirekli ve monoton doniisiim olsun. r > 0ve x € H i¢cin W,: H - C

1
W.x={z€ C:F(z,y)+E(z—x+rAx,y—z),VyEC

seklinde tanimlanan bir doéniistim olsun. Bu durumda

W, tek degerlidir,
F(W,) = GEP(F, A),
W, genislemeyen bir doniisiimdiir,

GEP(F, A) kapal1 ve konvekstir (Kitkuan et al. 2020a).

A 0 bdpoe

Ayn1 zamanda Kitkuan ve arkadaslart GEP(F,A) = (A + Ar)~1(0) oldugunu da
gostermiglertir.  Ote  yandan ]/‘14: I-2A)x=x<x€(A+Ar)"10) oldugu

bilinmektedir.
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3.8. Gériintii Iyilestirme

3.8.1. Goriintii

Goriintli; gercek hayattaki ti¢ boyutlu nesnenin iki boyutlu yiizey {lizerine
diisiiriilmiis haritas1 olarak tanimlanir. Bilgisayar ortaminda goriintii matris seklinde ifade
edilmektedir. Matrisin her bir hiicresi bir pikseli temsil etmekte ve dolayisiyla goriintiiler

piksellerden olugmaktadir.

3.8.2. Goriintii tiirleri

Gorintiiler; renkli goriintii, gri seviyeli gortintii ve ikili (siyah beyaz) goriintii
olmak iizere iice ayrilir. O piksel degeri siyah rengi ve 1 piksel degeri beyaz rengi temsil
etmek tizere ikili goriintiilerde goriintiiniin piksel degerleri 0 ve 1 ile gosterilmektedir.

Sekil 3.1 de siyah beyaz bir goriintii ve buna karsilik gelen matris gosterimi verilmistir.

| E— 0000
0111
0111
0111
— 0000
0111
0111
0111
0000
(@) (b) ©)

Sekil 3.1. (a) E harfi (b) Gosterimi () Sayisallagtirilmasi

Gri seviyeli goriintiiler grinin tonlarindan olusmakta ve siyah ile beyaz arasinda
bulunan tiim renk tonlarini igermektedir. Baska bir ifadeyle bu goriintiiler piksel degeri 0
ile 255 arasinda olan 256 farkli piksel degeri almaktadir. O piksel degeri siyah rengi 255

piksel degeri ise beyaz rengi temsil etmektedir.
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Son olarak renkli goriintiiler ise kirmizi, yesil ve mavi olmak iizere ii¢ renk
bileseninden olusur. Gri seviyeli goriintiilerde de oldugu gibi her bilesen 0 ile 255
arasinda 256 farkl piksel degeri almaktadir.

Goriintii isleme, goriintii tizerinde bazi islemleri gergeklestirmek igin gelistirilmis,
spesifik goriintii elde etmek ve ondan bazi bilgiler ¢ikarmak i¢in kullanilan yontem olarak
ifade edilmektedir. Goriintii islemede ilk asama sayisal gorlintiiyli kameralar ya da
benzeri elektronik cihazlar kullanarak elde etmektir. Sayisal goriintii elde edildikten sonra
on isleme asamasina gegilir. On isleme asamasini takip eden asamalarda daha iyi sonug
elde edebilmek i¢in goriintii lizerinde iyilestirme islemleri gergeklestirilir. Bu islemler,
giiriiltii yok etme veya kontrast genisletme gibi islemlerdir. Goriintii isleme; yapay zeka,
makine 6grenmesi, bilgisayarli gérme, makine ile gérme, sinyal isleme, goriintii kodlama,
gorsel algilama, goriintii teknolojisi, goriintiileme ve istatistik, bilgi teorisi gibi birgok

konu ile iliskisi vardir.

Gorilintii islemenin alt alanlarindan biri goriintii iyilestirmedir.

Goriintii elde edilirken fotograf makinasi veya nesnenin hareketi ve net olmayan
odaklanmama gibi sebepler ile goriintiilerde bulaniklik meydana gelebilir. Ayrica,
gorlintiiyli bir kaynaktan baska bir kaynaga aktarirken de giiriiltii ad1 verilen piksel
bozulmalar1 meydana gelebilir. Goriintii iyilestirme; meydana gelen bu bulaniklik ve
giriltileri miimkiin oldugunca ortadan kaldirarak goriintiiniin niteligini istenilen

seviyeye ylikseltme islemidir.

Yukarida bahsedilen goriintiide bulaniklik olusturan temel fonksiyonlar; Gaussian

bulaniklik, odaklanmamis (out of focus) bulaniklik, ve hareket (motion) bulanikliktir.

Gaussian bulaniklik; can seklindeki bir egriyi izleyen, belirli sayidaki pikseli
asamali olarak karistiran bir bulanikliktir. Gaussian bulanikligin ortaya ¢ikmasi, sicaklik

ve riizgar hiz1 gibi ¢esitli faktorlere baglidir (Maru and Parikh 2017).

34



3. TEMEL KAVRAMLAR

Hareket bulaniklik; goriintii elde edilirken nesne veya kameranin hareketi

nedeniyle olusan bulanikliktir (Maru and Parikh 2017).

Odaklanmamis bulaniklik; goriintii yakalamadan dolay1 nesnenin odaktan ¢iktigi

durum, odaklanamama bulaniklig1 olarak adlandirilir (Maru and Parikh 2017).

Bulaniklik gibi goriintiide bozulmalar olusturan giiriiltii, gorlintiiyii kirleten ve
goriintii kalitesini diigiiren dis kaynaklarda olusan etki olarak ifade edilmektedir. Bir
gorintiide giiriiltd, birgok farkli kaynaklardan meydana gelebilir. Giiriiltiiniin ilk ortaya
ciktig1 siire¢ sayisal goriintii elde etme siirecidir. Siiregteki her adim ise dogal olaylar
nedeni ile dalgalanmalar meydana getirir ve bu pikselin gergek piksel degerine tesadiifi
bir say1 ekler. Bu da goriintiide ani renk degisimine neden olmaktadir. Dolayisiyla
girdltilii piksel ile komsu piksellerin degerleri arasinda goriiniir bir sekilde piksel degeri
farki olugmaktadir. Bir goriintiide giiriiltii olmamasi igin piksel degerlerinin birbiri ile
etkilesim igerisinde olmasi gerekir. Goriintiide kamera hatalari, ¢ekim hatalar1 gibi
nedenler ile meydana gelen dogal giiriiltiilerin yani sira yapay olarak olusturulan
giiriiltiiler de mevcuttur. Bu giiriiltii ¢esitlerinin bazilari; Gaussian giiriiltli, Tuz ve Biber
(Salt ve Pepper) giiriiltii ve Diizgiin (Uniform) giiriiltiidiir. Bu giirtiltii tiplerine 6rnek

goriintiiler asagidaki sekillerde verilmistir.

(b)
Sekil 3.2. (a) Gaussian giiriiltii (b) Tuz biber giiriiltii (c) Diizgiin giiriiltii

Bir goriintiide hangi adimda hangi tiir giiriiltiiniin var oldugu bilinebilseydi bunun
iyilestirilmesi de sifir hata ile gerg¢eklesebilirdi. Fakat bu durum normalde pek miimkiin
degildir. Bunun igin temel tanimlanmig bazi giiriiltiilere gére Medyan ve Ortalama gibi

bazi filtrelemeler uygulanmaktadir.
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3.8.3. Goriintii iyilestirme problemi

x € R™? orijinal goriintii, b € R™*! gdzlemlenen goriintii, v € R™*1 eklenen
guriltic ve A € R™™ bulaniklastirma operatorii olmak tizere goriintii iyilestirme

problemi:
b=Ax+v
matematiksel olarak bu modelin ters ¢evrilmesi ile formiilize edilmistir.

Goriintii iyilestirme probleminin optimizasyon problemi seklinde mevcut birgok
farkli probleme yaklasik olarak esdeger oldugu bilinmektedir. Goriintii iyilestirme
siirecinde bir¢cok diizenlilestirme (regiilarizasyon) metodu kullanilmistir. Bunlardan

bazilari:

a) En kiigiik kareler metodu:
min=||b — Ax||3
x 2
b) [;- diizenlilestirme metodu:
(1
min = 1b = Ax[13 + 2l
x (2
c) Tikhonov diizenlilestirme metodu:
(1
min {2 [1b — Ax1l3 + AllxI13]
x (2
d) Total varyasyon (TV) diizenlilestirme metodu:

1
min{—llb — Ax||3 + l”X“TV}
x (2

seklinde verilmistir. Burada ||x||ry ayrik diizenleme terimi ve A pozitif diizenlilestirme

parametresidir.
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Goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek igin genellikle [;-diizenlilestirme metodu

kullanilir. Sonug olarak goriintii iyilestirme problemi:
* = in {2 Ax — b||3
x = argmin (> l14x - bl + llxl.}

seklinde tanimlanan [;- diizenlilestirme problemi seklinde ifade edilebilir. [;-
diizgiinlestirme probleminde f(x) = %IIAx — bl|3 ve g(x) = 7l||x||; almnirsa bu durumda

konveks minimizasyon problemine denk olur. Aym zamanda AT,A operatriiniin
transpozesi olmak iizere f’nin gradyeni Vf(x) = AT(Ax — b) oldugu bilinir. Vf’nin

Lipschitz sabiti L, AT A matrisinin 6zdegerlerinin maksimum degerine esittir.

Goriintii iyilestirme problemlerinde, restore edilmis goriintiiniin Kalitesini

degerlendirmek i¢in isaret giiriiltii oran1 (SNR) ve tepe isaret giiriiltii oran1 (PSNR) gibi
degerler kullanilir. MSE = %llxn — x]|% i¢in M gériintii piksel sayis1, x orijinal griintii

ve x,, tahmin edilen goriintii olmak tizere PSNR ve SNR degerleri:

2552
PSNR = 10log ISE

ve

lIxll,

SNR = 20log =z
n

seklinde tanimlanir. Burada SNR ve PSNR degerlerinin yiiksek olmasi daha kaliteli

goriintiiler elde edildigi anlamina gelir.
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4. EYLEMSIZ S*-ALGORITMASI
4.1. Algoritma Tanim ve Zayif Yakinsakhk Teoremi

Bu boliimde reel Hilbert uzayinda sayilabilir genislemeyen doniistimler ailesinin
ortak bir sabit noktasin1 bulmak igin eylemsiz S*- algoritmasi adi verilen yeni bir
hizlandirilmis sabit nokta algoritmasi sunulacaktir. Ardindan algoritmanin bazi hafif
kosullar altinda zayif yakinsakligi kanitlanacaktir. Elde edilen sonuglar konveks
minimizasyon problemini ve dolayisiyla goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek i¢in de
uygulanacaktir. Bu boliimde verilen sonuglar 2021 yilinda 8th International Conference
on Recent Advances in Pure and Applied Mathematics sempozyumunda ‘Convergence
Theorem of Inertial S*-algorithm for Family of Nonexpansive Mappings with

Applications’ baglikli tam metin bildiride yayimlanmistir.

Eylemsiz S*-algoritmasi ile ilgili sonuglar1 vermeden 6nce bu sonucu ispatlamak

icin gerekli olan kosulun tanimi1 verelim.

@ + F(A) € Q:= N;-; F(T,) olmak tizere {T},} ve A, C iizerinde genislemeyen
doniistimlerin aileleri ve F(A)’de A ailesindeki doniisiimlerin ortak sabit noktalarinin
kiimesi olsun. w,,(x,), C’deki smirh bir {x,} dizisinin tim zayif yigilma noktalarmimn

kiimesi olsun. C deki her sinirli {x,,} dizisi ve her T € A igin

lim || T, x,, — x,|| = 0iken lim ||Tx,, — x,|| =0
n—-oo n—oo

sart1 saglanirsa {T;,} dizisi, A ile NST-(I) kosulunu saglar denir (Nakajo et al. 2007).
Nakajo et al. (2009), NST-(I) kosulundan daha genel olan bir kosul tanitmstir. C deKi

her sinirh {x,,} dizisi igin

lim || T, — x|l = lim [l 41 — 2]l = 0 iken wg, (x,) € Q
n—oo n—-oo

sart1 saglanirsa {T,,} dizisi NST * kosulunu saglar denir.
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Ana sonucumuzu kanitlamak i¢in asagidaki lemmalar kullanilmistir.

Lemma 4.1.1: H bir reel Hilbert uzayi, f: R™ — R diferansiyellenebilir ve
konveks bir fonksiyon, Vf, L-Lipschitz siirekli ve g: R™ — R U {co} has alttan yari
stirekli konveks bir fonksiyon olsun. {T},}; f ve g fonksiyonlarinin ileri-geri operatorii
yani T, = prox,, (I — @, Vf) ve ¢, € (0,2/L) olmak iizere {¢,}, ¢ ye yakinsak olsun.
Bu durumda {T,}, T = prox,,(I — ¢Vf) ileri-geri operatérii ile NST-(I) kosulunu
saglar (Bussaban et al. 2020).

Asagidaki lemma teoremimizin ispatinda kullanilan bazi esitsizlikleri ifade

etmektedir.

Lemma 4.1.2: H bir reel Hilbert uzay1 olsun. Bu durumda her x,y € H, a,f € R
ve 1 € [0,1] igin asagidaki 6zellikler gegerlidir:

Lolx £ 112 = llxll* £ 2¢x, ) + lIyll%,
2. llx + ¥0% < llxll* + 2¢y, x + y),
3. 1x + (1 = Dyll? = AllxlI> + 1 = Dlyll* — A = Dllx = ylI%,

4. llax + Byll = ala + PlIxlI* + Bla + AlylI* — aBllx — ylI?

(Takahashi 2009).

Lemma 4.1.3: {a}, {6x} ve {b} negatif olmayan diziler olmak tizere:

ag+1 < (1 + 6x)ay + by,

olsun. Y7, 6, < oove Y, b, < coiselimy_,a; vardir (Tan and Xu 1993).

Lemma 4.1.4: H bir reel Hilbert uzay1 olsun. {x;}, H 'da bir dizi ve 2 c H bos

kiimeden farkli bir kiime olmak tizere:
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1. x* € Qigin limy_, ||, — x*|| limiti mevcut,

2. {x} dizisinin her zayif y1gilma noktas1 (1’da,

olsun. Bu durumda {x;} dizisi Q’daki bir noktaya zayif yakinsaktir (Moudafi and Al-
Shemas 2013).

Lemma 4.1.5: {a;} ve {6, } negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi ve
A1 < (1 + Hk)ak + Bkak_l,k eEN

olsun. Bu durumda K = max{a,, a,} olmak iizere
K
Appr < Kl_[ (1+26)),
=1

saglanir. Ustelik Y52, 0, < o ise {a;} sturhidir (Hanjing and Suantai 2020).

Bu bolimiin temelini teskil eden yeni tanimladigimiz eylemsiz S*-algoritmasi

asagidaki gibi verilmistir.

H reel bir Hilbert uzayi, {T},}, H tizerinde genislemeyen doniisiimlerin aileleri olmak

uzere

X0, X1 EH
Wy = Xy + O (0 — Xp_1)
zp = (1 — ap)w, + ap Ty,
Lyn = (1= B)Tuxy + BnTnzn
Xnt1 = (1 =¥ )TnXn + ¥u Ty n €N

seklinde tanimlanan algoritmaya eylemsiz S*-algoritmasi denir.

Simdi eylemsiz S*-algoritmasinin zayif yakinsanlik teoremini verelim.
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Teorem 4.1.6: H reel bir Hilbert uzayt, {T,,}, NST * kosulunu saglayan H iizerinde
genislemeyen doniisiimlerin bir ailesi ve Q:= N, F(T,) # @ olsun. {x,} dizisi,
eylemsiz S*-algoritmasi tarafindan tiretilen dizi olsun. Ayrica {a,}, {Bn}, {vn} Ve {6,.};
0<a<a,<a <1,0<b<B,<b <1, 0<c<y,<c <1, 6,>0 ve
Yim—q 0, < oo kosullarini saglasin. Bu durumda K = max{”xl — x*”, ||x2 — x||} ve

x € Q olmak iizere

Lo ||xnes — x|| <KI[lj= (1+ 29j)’d1r.
2. {x,} dizisi Q’da zayif yakinsaktir.

ispat: x * € Q olsun. Bu durumda eylemsiz S*-algoritmasindan

lwn =27 = |lotn + 6 (tn = 20-1) —x 7|
= ”xn - X *” + Hn”xn R xn—lll’ (41)
lzo =" = (1 — @) wn + @ T, — x|

= ||(1 — an)(a)n —-x ) + an(Tna)n — x)||

<(1- an)”wn - x|| + an”ann — x||

= ||(L)n _x*” (42)
ve
”yn - X ' ” = ”(1 - ﬁn)Tnxn + ﬂnTnZn - X *”
< (1 - .Bn)”Tnxn - X *” + .Bn”TnZn - X *”
<1 =B)|xn—x ||+ Bullzn — x| (4.3)
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esitsizlikleri saglanir. (4.1), (4.2) ve (4.3) esitsizliklerini birlestirerek
[nes =2 7| = |1 = ¥) Tndn + ¥ Ty — x|

< (=¥ Tuxtn — || + vl Ty — x|

< (U =yl — x| + ¥allyn — x|

< (A =yl — x| + v = B ||l — x|

+¥nBnllwn — x|

< (A=)l = x| + v = B ||Jn — x|

+nBnll%n — X || + VuBnbnllxn — xnll

= [l = x| + YaBabnllxn = X1l

< [l =2 [ + Onllacn = x || + Bnlrns — x|

=1+ 0)|xn — x || + 0|0y — x| (4.4)
elde edilir. Lemma 4.1.5°den K = max{||x; —x ||, ||x; — x ||} olmak iizere ||xy4q —
x| <K= (1+26;) olur. ¥4 6, < o oldugundan dolay {x,} dizisi sinrhdr.

Bu durumda Yo Op||x, —x || < o0 dir. (4.4) esitisizligi ve Lemma 4.1.3’den,

lim,_,o0||x, — x || limiti mevcuttur. Lemma 4.1.2°nin 1. esitliginden,

”wn -Xx ”2 = ”xn + 0 (O — Xp-1) — X ”2
< Jlan = || + 62112 = Xy 112

+29n”xn - xn—l” ”xn -X ' ” (4-5)

olur. Ayn1 zamanda Lemma 4.1.2’nin 3. esitliginden,
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lze —2|I° =] = a)wp + anTrwn — x|
* 112 * 112
= an”ann - X || + (1 - an)”wn — X ||
_a‘n(l - an)”ann - (‘)nllz

< lwn — x| = @n(1 = @) ITpwy — wyll? (4.6)

ve

Iy =" I° = 11CL = BTt + BuTuzn = x|
= Bnl|Tnzn — x*llz + (1 = B)||Twxn — x ||2
_Bn(l - ﬁn)”Tnzn - Tnxnllz

< Buallza —x"|* + A = BD|xn — x| 4.7)

elde edilir. Yine Lemma 4.1.2°nin 3. sikkindan ve (4.5), (4.6), (4.7) esitsizliklerinden

s =2 = 11C = )T + vaToy = x|
x 112 * 112
= Vn”Tnyn - X ” +(1- ]/n)”Tan —X ”
_Vn(l - Vn)”Tnxn - Tnynllz
*112 x 112
< Vn”yn - X ” + (- YH)”xn -X ”
x 112 x 112
S Vn(l - .Bn)”xn - X ” + VTL:BTL”ZH - X ”
x 12
+(1 - yn)”xn - X ”

< (1= Bl = | + vuBullon — x|
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_Bnynan(l - an)”ann - wnllz

*

: + Vnﬁn”xn - X *”2

< (1 + Vnﬁn)”xn - X

+Vnﬁn9721 ”xn — Xn-1 ”2

*

+Vnﬁn26n”xn - xn—1””xn - X
_Bnynan(l - an)”ann - wnllz

< [0 =27 + VBB l%n — s 12

+2VnBnOnllxn — xp_1ll ”xn —x

_ﬁnynan(l - an)”ann - wnllz
elde edilir. Bu durumda

7)

*

,Bn)/nan(l - an)”ann - wnllz < ”xn —x z2_ |

|xn+1 -X

+ ynﬁn@%llxn - xn—1”2

+2ynﬁn9n”xn - xn—l”llxn - X '

olur. limy, o, ||, — x || mevcut ve Y01 O, llxn — x,_1|l < o oldugundan dolay:

lim ”Tna)n - wn” =0
n—-oo

dir. Ayn1 zamanda
”a)n - xn” = gn”xn - xn—l”

ve
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”Tnxn - xn” < ”xn - wn” + ”ann - wn” + ”ann - Tnxn”

< 2”(‘)11 - xn” + ”ann - (‘)n”
bulunur. Sonug olarak lim,,_, , || T,,w,, — w, || = 0 ve lim,_,||lw,, — x|l = 0 oldugundan

lim ”Tnxn - xn” =0
n—>oo

elde edilir. Diger taraftan

”Zn - wn” = ”(1 - an)wn + a, T w, — C’-)n”
= an”ann F— wn”:

”Zn - xn” < ”Zn - wn” + ”“)n - xn”
ve

")Jn - xn” = ”(1 - ﬁn)Tnxn + ﬁnTnZn - xn”

< ”Tnxn - xn” + ﬁn”zn - xn”
dir. T,, genislemeyen doniisiim oldugundan,

”xn+1 - xn” = ”(1 - Vn)Tnxn + Y Tnyn — xn”

< ”Tnxn - xn” + Vn“yn - xn”

olur. Bu durumda, lim,,_,||X,+1 — x|l = 0 olur ve {T;,}, NST * kosulu sagladigindan
w,, (x,) € Q elde edilir. Sonug olarak, Lemma 4.1.4°den {x,,} dizisi x € Q noktasina

zayif yakinsaktir. Bu durumda teoremin ispati tamamlanir.
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4.2. Konveks Minimizasyon Problemine Uygulamasi

Bu boliimde eylemsiz S*-algoritmasinin konveks minimizasyon problemine

uygulamasi verilmistir.

f:R™ > R diferansiyellenebilir ve konveks bir fonksiyon, L > 0 i¢in Vf L-
Lipschitz siirekli ve g: R™ - R U {0} has alttan yar1 siirekli konveks bir fonksiyon olsun.
{an}, {Bn}, {vnl), {6} dizileri Teorem 4.1.6°daki gibi segilsin. Bu durumda eylemsiz S*-

algoritmasinda T, = prox,,_,(I — ¢, Vf) yazilirsa

(xo, X1 €EH
Wy = Xp + Hn(xn - xn—l)
zp = (1 - a)w, + anproxtpng(l - (anf)wn (4.8)

L:Vn =1- Bn)prox(png (- (anf)xn + ﬁnproang(l - ‘pnvf)zn
Xn+1 = (1 ™ Vn)prox(png (1 e (anf)xn - YnPT0Xyp, g (I - <anf)yn,n €EN,

algoritmasi elde edilir.

Teorem 4.1.6°daki eylemsiz S*-algoritmasinin yakinsaklik sonucu kullanilarak
algoritma tarafindan liretilen dizinin konveks minimizasyon probleminin bir ¢dziimiine

zayif yakinsak oldugu asagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 4.2.1: f: R™ — R diferansiyellenebilir ve konveks bir fonksiyon, L > 0
icin Vf L-Lipschitz siirekli, g: R™ - R U {oo} has alttan yar1 siirekli ve konveks bir
fonksiyon ve {x,,}, Algoritma (4.8) tarafindan tiretilen bir dizi olsun. {a,,}, {Bn}, {¥0}, {61}
dizileri Teorem 4.1.6’daki kosullar1 saglasin ve ¢, € (0,2/L) olmak tizere {¢,}, ¢’ye

yakinsak olsun. Bu durumda K = max{||x1 —x ,||x2 —x’ } ve x € argmin(f +

g) olmak tizere

Lo | —x || < KTy (1 +26)) dir.

2. {x,}dizisi argmin(f + g)’deki bir noktaya zayif yakinsaktir.
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Ispat: T,, = prox,_,(I — ¢,Vf) ve T = prox,,(I — ¢Vf) olsun. Her n igin T
ve {T,} genislemeyen doniisiimler ve F(T) = Ny=, F(T,) = argmin(f + g) olur.
Lemma 4.1.1°den {T,;}, NST * kosulunu saglar. Bu durumda Teorem 4.1.6’dan istenilen

sonu¢ elde edilir.

4.3. Goriintii Iyilestirme Problemine Uygulamasi

Bu boliimde goriintii iyilestirme problemini ¢6zmek icin Algoritma (4.8)
uygulanacak ve bu algoritma NAGA ve FBS algoritmalar ile karsilastirilacaktir. Tim
algoritmalar Intel (R) Core (TM) i5 CPU ve 8 GB RAM’e sahip bir Dell iizerinde ¢alisan
R2020a’da yazilmstir.

Sayisal karsilastirmalarda Kameraman test goriintiisii, Gauss bulanikligi ve
rastgele giiriiltii kullanilmustir. {1k olarak test goriintiisiine bulaniklik ve giiriiltii eklenerek
dejenere olmus goriintii elde edilecektir. Daha sonra Algoritma (4.8) kullanilarak orijinal
goriintiiye yakin bir goriintii elde edilecektir. Yeni elde edilecek goriintiilerin kalitesi

sinyal giiriiltii oran1 (SNR) degeri ile olglilecektir. Parametreler:

6, =O0,D" ¢, = A, = Pn =7Vn = 0,99,

(n+ 1L’

seklinde alinmistir ve diizglinlestirme parametresi 7 = 0,0001 dir. Calisilan
algoritmalarin 1.000. adimindaki Kameraman goriintiisii i¢in sonuclar asagidaki Sekil

4.1, Sekil 4.2 ve Cizelge 4.1°de gosterilmektedir.
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Cizelge 4.1. Kamereman goriintiisii icin SNR degerleri

Adim Sayisi Algoritma (4.8) NAGA FBS algoritma
1 40,025981 39,632260 38,832059
5 42,610094 42,137754 41,028188
10 43,498017 43,063994 42059728
25 44,553841 44,144176 43,252843
50 45,340838 44910753 44,048204
100 46,231861 45,722967 44,804466
250 47,715666 47,039628 45,878159
500 49,023556 48,280874 46,873621
1.000 50,118079 49,557068 48,086867

(c)
Sekil 4.1. (a) Kameraman goriintii (b) Bozulmus goriinti (c) Algoritma (4.8) (d) NAGA
(e) FBS algoritmasi.

(d)
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SNR

40 - Algorithm (4.8)
NAGA
39 L KFBS alqorltma

1 1 L 1 1 1 T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Adim Sayisi

Sekil 4.2. Kamereman goriintiisii icin SNR degerleri grafigi

Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve Cizelge 4.1°den Algoritma (4.8)’in SNR degerinin NAGA
ve FBS algoritmasindan daha yiiksek oldugu goriilmektedir.
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5. YENi EYLEMSIZ VISKOZITE ALGORITMASI

5.1. Algoritma Tanmimi ve Kuvvetli Yakinsaklik Teoremi

Bu béliimde ilk olarak reel Hilbert uzayinda genislemeyen doniisiimlerin sonsuz
ailesinin ortak sabit noktasini bulmak i¢in yeni bir eylemsiz viskozite ileri geri ayirma
algoritmast sunulmustur. Ardindan algoritmanin bazi hafif kosullar altinda kuvvetli
yakinsakligi kanitlanmistir. Bu bdliimde verilen sonuglar 2023 yilinda Journal of
Industrial and Management Optimization dergisinde ‘A Modifed Inertial Viscosity
Algorithm for an Infinite Family of Nonexpansive Mappings and its Application to Image

Restoration’ baslikli makalede yayimlanmustir.

Algoritma ile ilgili sonuglar1 vermeden dnce bu sonucu ispatlamak i¢in gerekli

olan lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 5.1.1: H bir reel Hilbert uzayi, T: H — H genislemeyen bir doniisiim ve
F(T) # @ olsun. Bu durumda I —T doniisimii 0°da yar1 kapali (demiclosed)’dir,
yani, x,, = x € Hve ||x,, — Tx,|| = 0iken x € F(T)’dir (Goebel and Kirk 1990).

Lemma5.1.2: {s,} ve {&,} negatif olmayan reel sayilarin dizisi ve

Sn+1 < (1 - 6n)sn + 6nrn + &,
olsun. {6,,}, (0,1)’de bir dizi ve {n,} reel bir dizi olsun. Eger
1. Z?Lo=1 571 = 0o,
2. Yoli&p < o,

3. limsup,,et <0,

sartlar1 saglanirsa lim,,_, .S, = 0 dir (Aoyam et al. 2007; Xu 2002).
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Lemma 5.1.3: {6,,}, her i € N i¢in 8, < 0,,,, kosulunu saglayan {in.} alt dizisi
var olacak sekilde sonsuzda azalmayan bir reel sayilar dizisi olsun. {t(n)},>n, tamsay1

dizisi {l < n:0; < 0,,1} # 0 olacak sekilde asagidaki gibi tanimlansin:

t(n):=max{l <n:0, < O;,,},ny, € N.

Bu durumda asagidakiler saglanir:

1. t(ng) <t(ng+1) < ve t(n) - oo,

2. Her n =ngigin O;¢) < Or(n)41 Ve Oy < Or(y)41 dir (Maingé 2008).

Simdi asagidaki varsayimlar altinda yeni bir algoritma tanimlanacaktir.

H bir reel Hilbert uzay, {T,,}, T: H > H genislemeyen doniisimii ile NST- (1)
sartin1 saglayan H iizerinde genislemeyen doniisiimlerin sonsuz bir ailesi ve f: H — H k-
daraltan doniisiim olsun. Ayrica {n,,} € (0, ), {a,}, {Bn}, ve {¥»}, (0,1) araliginda 0 <

a<a,<a <1,0<b<pB, <b' <1 esitsizliklerini saglayan diziler ve 6 > 0 igin

In¥n

oy = 2l
o, diger durumlarda

min {9 } Xp F Xp_q LSE,
0,:=

olsun. x,,x; € H olmak iizere yeni algoritmamiz:

Zn = Xp + 0 (0n — Xp_1)

Yn = (1= Br)zy + BrnTyzy

Wy = Tn((l - an)Tnxn + anTnyn)
kxn+1 =(1- Vn)ann + ynf(wn)

(5.1)

seklinde tanimlanmaktadir.

Ana teoremi ispatlamadan 6nce bazi lemmalar ispatlanacaktir.
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Lemma 5.1.4:{T,}, T:H — H genislemeyen doniisimii ile NST-(I) sartin
saglayan H lizerinde genislemeyen doniisiimlerin sonsuz bir ailesi ve @ # F(T) c
N,—, F(T,,) olsun. f:H — H, k-daraltan doniisim ve {x,} dizisi Algoritma (5.1)

tarafindan tretilen dizi olsun. {n,,} ve {a,} dizileri asagidaki kosullar1 saglasin:

1. 0<a§an<a’<1,

2. lim, 1, = 0,
Bu durumda {x,,} dizisi sinirlidur.
Ispat: x* = Prrf (x*) olmak lizere x™ € F(T) olsun. Algoritma (5.1)’den

2 =271 = llxn + O (xn = X5-1) — X7l

< P = 2711 + Bnlloxn — 2511, (5.2)

ve T,, genislemeyen bir doniisiim oldugundan,

”yn - X*” = ”(1 - .Bn)zn + .BnTnZn - x*”
< (A -BIllzn — x*|| + BpllTpzn — x|
=1 =Bz — x*|| + BpllTrzn — Tx”|

< ||z, — x~||, (5.3)

olur ve ayn1 zamanda

|w, — x*|| = ||Tn((1 — ) Tpx, + anTnyn) —x*

= ||T((1 = ) Tpxn + anTyn) — Tux®

< ”(1 - an)Tnxn + anTnyn - x*”
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= |(1 = ap) (Trxn — x7) + an(Tyn — x|
= ”(1 - an)(Tnxn - Tnx*) + an(Tnyn - TnX*)”

< (A = a)llxn = x"1 + anlly, — x7l (5.4)

elde edilir. (5.2), (5.3), (5.4) ve teoremin 1. sartindan,

%m0 — 7l

= 11 = v Thwp + vaf (wn) = x7|

= (1 = ¥) (Thwn = x*) + vu(f (@n) = F(x)) +ya(F (x*) = 2D
< (A =yl = x|l + vall f (@n) = FGO + vallf (7)) — 27|
= (1 = y)IThwp = Tnx |l + ¥l f (@) = f (x|

+yallf () — 7l

< (A =ydllwp = 2" + vukllwn, = 27| + vl f (™) — x7|

< (1= 7.1 =)A= a)llxn — x|l

+anllyn — x4yl f (x7) — 27|

< (1= (1 =)A= a)llxy — x| + anllxy, — x|l

+anOn Xy — X1 I + yullf () — 27|

* ! On
S (1 =-y(1=R)lxp — x| +a Voo 12 = Xl

Hallf () — x7|] (5.5)

bulunur. 6,,’nin tanimin1 kullanarak ve teoremin 2. sartindan n — oo iken limit alinirsa

On
—llxn = Xp-all = 0
n
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oldugu agiktir. Bu durumda, her n > 1 igin

0
— lxp — xpqll < My
n

olacak sekilde M; > 0 sabit sayis1 vardir. (5.5)’den

e ="l < (1 =y, (1 = 1))l — x*I + y(@ My + IF *) — x*1)

= (1= yal1 = )l 'l + (1 — b [0

a ’M1+||f(x*)—x*||}

< max{llxn - x|, )

a ’M1+||f(x*)—x*||}

< max{llxl —x*||, T

olur. Bu durumda {x,,} dizisi sinirlidir ve ayn1 zamanda {z,}, {v,} ve {w,} dizileri de

sinirhidir.
Lemma 5.1.4’{in 15181nda asagidaki teorem elde edilmistir.

Teorem 5.1.5: {T;,}, T genislemeyen dontisimi ile NST-(I) sartin1 saglayan H
tizerinde genislemeyen doniigiimlerin sonsuz ailesi, @ # F(T) cn;-, F(T,), f:H = H,
k-daraltan donisiim, x,,x; € H keyfi noktalar ve {x,}, Algoritma (5.1) tarafindan
tiretilen dizi olsun. {n,} € (0,), {a,}, {B.} {v»} € (0,1) asagidaki kosullar1 saglayan

diziler olsun:

1. 0<a$an<a'<1,

2. 0<hb<PB,<b <1,

3. lim,,,n, =0,
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4. lim,_ ¥, =0, Z?f:l Yn = ©0.

Bu durumda {x,,} dizisi F(T)’nin x* noktasma yani, x* = P f (x*)’ye kuvvetli

yakinsaktir.
Ispat: x, > x* = Ppyf(x*) oldugu gosterilecektir. Gergekten her n > 1 igin,

”Zn_X*H2 = ”xn +9n(xn_xn—1)_X*”2
< o — 2|12 + 26,1, — x* ||y, — x4

+97%”xn - xn—1”2 (5.6)

ve

llon = 27117 = ”Tn((l — ap)Thx, + anTnyn) —x i

< ”(1 - an)Tnxn + anTnyn - x*”2

= ”(1 - an)(Tnxn - Tnx*) + an(Tnyn - Tnx*)llz

dir. (5.3), (5.6) ve Lemma 4.1.2°nin 3. sikkindan

lwn =217 < anllTuyn — Tox ™12 + (1 — @) I Tyxn — Tux"|I?
—an(1 = ap)ITuyn — Tuxall? (5.7)
< anllToyn — Tnx "I + (1 — ap) I Tpxn — Tox"|I?
< anllyn — %7117 + (1 = ap)llx, — x7|I1?
< apllzy — %7117 + (1 — ap)llx, — x*|I?

< aplllxn — 2112 + 26l — X[l — 254 |
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+9721”xn - xn—1”2] + (1 - an)”xn - x*”2
= ”xn - x*”Z + zanen”xn - X*””Xn - xn—l” (58)

+07 10 — Xp_q|I?
bulunur. Yine Lemma 4.1.2’nin 2. ve 3. siklarmi kullanarak

xnss = %712 =1L = ¥) Tn@y + ¥uf (wr) — X°I17
< |1 = 1) Toon = %) + v f(wr) = FO)|°
+a(F ) = 2Ol
< | = 1) Tan = %) + Y F (@) = F)|°
+ 20y, (F(X7) = x7), Xgs — x7)
< (1= yllwn = 217 + ¥allf (0n) = FGI2
—Yu(1 = y)llf (wn) — f(x") — Thwn + x|
+ 20y (F(X7) = x7), Xgr — x7)
< (1= yllwn = 27117 + yuk?llwy, — |12

+2yn<f(X*) - X*,Xn+1 - X*)

oldugu goriiliir. Bu durumda (5.8)’den

”xn+1 - x*”2 < (1 - Vn(l - kz))”wn - x*”2
+2y(f (") = X", Xpyq — X7)
= (1 =y (1 = £»)llxy, — x7II?

+2an9n”xn - x*””xn - xn—l”
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0z llxn — Xn-a 1] + 27 (f (") = X", Xp41 — x7)

< (1 - Vn(l - kz))”xn - x*”Z + angn”xn - xn—l”

X (2lxn = x|l + Opllxn — X511

+2y(f (") = %", Xp41 — X7)

elde edilir. n = oo i¢in limit alinirsa

n
Onllxn — xp_4ll = Vn-y_ lx, — xp—11l = 0
n

oldugundan her n > 1 i¢in
Hn”xn - xn—l” < Mz:
olacak sekilde M, > 0 sabit sayis1 vardir. (5.9)’dan

e = %717 < (1 =y, (1 = k)l — x*1I% + 3M3a 6, [|xn — Xps |
F2Y(f (™) — X", X1 — X7)
< (1 - yn(]- - kz))”xn - x*”2 + yn(]- - kz)

!
3M3a (7]

2 " * .
(1-k2) '.VZ ”xn - xTL—l” m(f(x ) — X, Xpny1 — X )]

olur. Burada M3 = supy»1{llx, — x*||, M,} dir. Yukaridaki esitsizlikte

Sn = ”xn - x*||2,5n = Vn(l - kz)

ve
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3Msa’ 6, 2

rTl = N ”le - xn—l” + (1 _ kz)

1=k (f () = X, Xy = x7)

alinirsa bu durumda her n > 1 igin,
Sne1 < (1 = 68,)s, + 0,7, (5.11)
oldugu goriiliir. Simdi ispat1 tamamlamak i¢in asagidaki iki durum ele alinacaktir.

Ik olarak {||x,, — x*||}nsn, dizisi artmayan olacak sekilde bir ny € N sayisi var
olsun. {x,} dizisi sinirl oldugundan {||x,, — x*||} dizisi yakinsaktir. Teoremin 4. sartini

kullanarak Y-, &, = oo elde edilir. Simdi,

limsup(f(x*) — x*, X431 —x*) <0

n—oo

oldugu gosterilecektir.

lyn =112 =111 = Bp)zn + BnTnzn — x"|I?
= I(1 = B)(zn — x") + Bn(Tnzn — x)II?
< BallTuzyn — %7112 + (1 = Bz — x” I
—Bn(1 = B)ITzy — 2, |I?

< 1zn = x7112 = Br(1 = B Tnzp — 2z, lI? (5.12)
dir. (5.6) ve (5.12) esitsizliklerinden ve Lemma 4.1.2’nin 3. sikkindan,

”wn - X*llz < an”Tnyn - Tnx*llz + (1 - an)“Tnxn - TnX*llz

_an(l - an)”Tnyn - Tnxn”2
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< apllzy — X117 — @B (1 = BTz — zl?
+(1 = ap)llx, — x|

< apllxn — X717 + 20,05 1, — x*||127, — X1l
07 ||, — X117 + (1 = a) 1%, — x|

— B (1 = BTz, — 2z, |I?

< lxy = 1% + 20,6, 12, — x*[|1x5 — 254l

+angr%”xn - xn—lllz — apfn(1 = BTz, — Zn”2 (5.13)

bulunur. (5.13) ve yine Lemma 4.1.2°nin 3. sikkindan,

41 = %12

= |(1 = ¥) (Thwn — x*) + v (f () — x9)|I?
< Vallf () — x*11? + (1 = ¥) I Thwy, — T *|I?
V(1 = ¥ If (0r) — Trwpll?

< Yullf (wn) = x*117 + (1 = y)llw, — x*]|?

< Yullf (@n) — 2" + (1 = )

X [llxn — 27117 + 20,65 12y, — X7 |12, — X1
+an 07 1%, — xn_1 117

~(1 =y anBn(1 = B Tzn — 2, 1%]

= Yullf () = x*[1% + (1 = ) [, — x*||?

+(1 = y)anOnllxn — xp_1 12|, — x|

+9n”xn - xn—l“] - (1 - Vn)anﬁn(l - .Bn)“TnZn - anlz
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yazilir. Her n > 1 i¢in,

(1 - Vn)anﬁn(l - Bn)“TnZn - Zn”2 < Yn(”f(wn) - x*”2 - ”xn - x*”2)

Hllxen — 212 = llxn4q — 27|17

+(1 - Yn)anen”xn - xn—l”

X [lexn - X*” + Hn”xn - xn—l”]

oldugu goriilir. Bu durumda teoremin 1., 2. ve 3. sartlarindan ve {||x,, —x*||} ve

{6, 11x,, — x5,_1|1} dizilerinin yakinsakligindan n — oo igin limit alinirsa

”Tnzn i Zn” -0

elde edilir. {T,,}, T ile NST-(I) sartin1 sagladigindan n — oo igin

”TZn - Zn” -0

olur. Ayni zamanda

”Zn - xn” = ”xn + Hn(xn - xn—l) - xn” = gn”xn - xn—l” -0

dir. (5.14) ve (5.15)’den,

"yn - xn” = ”(1 - ﬁn)zn + BnTnZn - xn”

<(1- ﬁn)”zn - xn” + ﬁn”zn - TnZn”:

yazilir ve bu durumda n — oo igin
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“yn - xn” -0 (5-16)

elde edilir. Ayn1 zamanda (5.14), (5.15) ve (5.16)’dan

lwn — zall = llwy — 2y + Tnzy — Tpzyl
< Nlwp = Tazyll + 1 Twzn — 2zl
= [|T((1 = @) Tty + @ Todn) — Tz || + I Tuzn — 24l
< (1 = @) Ty + @ Ty — Znll + 1 Tnzy — 2zl
< tullyn = xnll + I Taxy = zyll + 1Tz, — 2l

< an“yn F xn” + ”xn - Zn” + 2”Tnzn F Zn”:

olur. Buradan n — oo i¢in limit alinirsa

”wn - Zn” -0 (517)

dir. (5.14) ve (5.17)’den

”xn+1 - Zn” < ”xn+1 - TnZn” + ”Zn - TnZn”
= ”(1 - Vn)ann + an(wn) - Tnzn” + ”TnZn - Zn”

< Vn”f(wn) - ann” + ”ann - Tnzn” + ”TnZn - Zn”

< Vn”f(a)n) - ann” + ”wn - Zn” + ”TnZn - Zn”

oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa

%41 — znll = O (5.18)

bulunur. Bu durumda (5.15) ve (5.18)’den
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”xn+1 - xn” =< ”xn+1 - Zn” + ”Zn - xn” -0
dir. Simdi x,, - x* oldugu gosterilecektir.

v = limsup(f(x*) — x*, xp41 — X*)

n—-oo

olsun. {x,} dizisi sinirl oldugundan
v = lim(f(x*) —x* xp,41 — %)
L—>00
olacak sekilde {x,}’nin bir {xni} alt dizisi vardir. (5.14) ve (5.15)’den

lxn, = Txpll = llxn —2n + 25 + Tz — Tz, — Ty |
< ”Zn > xn” + ”TZn - Zn” + ”TZn - Txn”

< 2”Zn - xn” + ”TZn - Zn”
olmasindan dolay1 n — oo i¢in limit alinirsa
”xn - Txn” -0
elde edilir. || x4 — x|l = 0 ve x,, = t oldugundan x,, ., — t dir. Bu durumda Lemma
5.1.1°den t € F(T) sonucuna varilir. Ayrica x* = Pp)f (x*) ve (3.1) metrik izdiisiim
operatori 6zelliginden
v = lim(f(x*) — X", X1 — ) =(f(x) —xt—x") <0
1—>00
yazilir. Bu durumda
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limsup(f (x*) — x*, %41 —x*) <0 (5.19)

n—-oo
oldugu goriiliir. (5.10) ve (5.19) den limsup,,_,,7;, < 0 elde edilir. Buradan x,, = x* dir.

Simdi ikinci durumu diisiinelim. ny € N igin, {||x, — x"[[}>n, dizisi monoton

azalmayan ve her n € N i¢in ©,, = ||x,, — x*||? olsun. Bu durumda her j € N i¢in 0y <

0 olacak sekilde {®,,}’nin {@nj} alt dizisi vardir. Boylece 7: {n:n > ny} » N olmak

Njt+1

uzere:
t(n):=max{l e N:1 <n,0; <0,,,}

dontisiimiinli tanimlayabiliriz. T’nin azalan bir dizi oldugu aciktir. Bu durumda Lemma

5.1.3’den her n = n; i¢in O,(;) < Oyy)+1 OlUr. Yani,

”xf(n) - X*” = ”xr(n)+1 - X*”
dir. 1k duruma benzer olarak

*

limsup”xr(n) x| <0
n—oo

elde edilir. Bu durumda n — oo igin limit alinirsa

ey — 2°||° = 0 ve [|Xeayes — 27| = 0 (5.20)

olur. (5.20) ve Lemma5.1.3’den n — oo i¢in limit alinirsa

1260 = "Il < [[oe(myer — x| = 0
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elde edilir. Dolayisiyla {x,} dizisi x* noktasina kuvvetli yakinsaktir ve bu ispati
tamamlar.

Simdi Algoritma (5.1)’in konveks minimizasyon, varyasyonel esitsizlik,
genellestirilmis denge, monoton kapsama ve goriintii iyilestirme problemlerine

uygulamalar1 verilecektir.
5.2. Monoton Kapsama Problemine Uygulamasi

H bir reel Hilbert uzay ve f:H — H, k-daraltan doniisiim olsun. A:H = H,
n —ters kuvvetli monoton bir operator ve B: H — 2 maksimal monoton operator olmak

tizere Algoritma (5.1)’de T,, = ]fn (I — A, A) yazilirsa,

(Zn = Xp t+ en(xn — Xn-1)
an =1 =Bz, + ﬁn]fn(l — nA)zy

| W = ]/‘lfn (I — 2,4) ((1 - an)])}fn (I = A A)x, + an]ABn - AnA)Yn)
kxn+1 =(1- yn)]fn(l — A wy, + an((‘)n)

(5.21)

seklindeki algoritma elde edilir.

A n —ters kuvvetli monoton bir operatdr, B maksimal monoton bir operator ve
A € (0,2n) olmak iizere J¥(I — AA) déniisiimiiniin genislemeyen doniisiim oldugu iyi
bilinmektedir. Ayrica Lemma 4.1.1°den J§ (I — 24) NST-(I) sartin1 saglar. Bu durumda

Teorem 5.1.5’in sonucu olarak asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 5.2.1: H bir reel Hilbert uzay ve f: H - H k-daraltan doniisiim olsun.
A:H — H, n —ters kuvvetli monoton bir operatér, B:H — 2f maksimal monoton
operator, 2 = (A+ B)"1(0) = ¢ ve {1,} € (0,2n) olmak iizere A, — A olsun. {x,},
Algoritma (5.21) tarafindan iiretilen dizi ve tiim parametreler Teorem 5.1.5°deki gibi
segilsin. Bu durumda {x,,} dizisi 2°’mn x* noktasina, yani, x* = Pof (x*)’ye kuvvetli

yakinsaktir.
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Asagida Algoritma (5.21) tarafindan iretilen dizinin monoton kapsama

probleminin ¢6ziimiine yakinsamasi ile ilgili sayisal bir 6rnek verilmistir.

Ornek 5.2.2: A:1, > I, B: 1, = I, ve x = (x4, %5, X3, ...) € I, olmak iizere

Ax = 3x + (1,2,3,0,...)

ve

Bx = 8x,

olsun. Bu durumda A, 1/3-ters kuvvetli monoton ve B maksimal monoton operatordiir.

Gergekten, x,y € [, i¢in

(x —y,Ax — Ay) = {(x — y,3x — 3y) = 3|lx — ylI}, = = [|Ax — Ay},

W] =

ve
(x —y,Bx — By) =(x —y,8x — 8y) = 8||X—3’||122 = 0,

dir. Teorem 3.2.5°den her A, > 0 i¢gin R(I + A,B) = l, elde edilir. Dogrudan bir
hesaplama ile
Ji (x = 2,Ax) = (I + 1,A)"(x — A, Ax)

1-31, An
= X — 1,2,3,0,...
1481, 1481, ( )

bulunur. Yani kapsama probleminin ¢6ztimii
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(A+B)1(0) =(-0,0909,—-0,1818,—0,2727,0,...)

. , 1 1 1
dir. Algoritma (5.21)'de, x; = (=3,=5-10,...),an = 75, B0 = 757 ¥n = G

M = 1n_0' f(x) =0,1x ve 8 = 0,99 alinirsa

10 }
nn+ Dllx, — x,-4|)°
0,99, diger durumlarda

min {0,99, Xn F Xn-1,

0,:=

olmak iizere FBS ve Algoritma (5.21) kullanilarak elde edilen sayisal sonuglar asagida

verilmigtir.

Cizelge 5.1. Algoritma (5.21) icin Ornek 5.2.2°deki sayisal sonuglar

Adim
Say1s1 Xn ”Xn+1 - Xn”

1 (—3,0000,-5,0000,-1,0000,0,...

5,348508328299641

(—0,2587,-0,4593,-0,3112,0, ...
(—=0,1007,—-0,1979, —-0,2746,0,... 0,307697307985137
(=0,0915,-0,1827,-0,2728,0,... 0,017842101753803

0,001012672623884
5,20922627048853e — 05
3,63409477195576e — 06
1,586876496103217e—06
6,846782832692272e — 07
3,101627715539751e — 07

(—=0,0909,-0,1819, -0,2727,0,...
(—=0,0909,-0,1819,-0,2727,0,...
(=0,0909,-0,1819,-0,2727,0,...
(—=0,0909, -0,1819, —0,2727,0, ...
(—=0,0909,-0,1819,-0,2727,0,...
10 (—=0,0909,-0.1819,-0,2727,0,...

O |0 (IO | U |W|N

L | ) | W N S L | |

20 (—=0,0909,-0,1819,-0,2727,0,...) | 1,88268019556989e — 09

Cizelge 5.1°deki sayisal sonuglardan goriilecegi iizere dizi 20. Adimda ¢6ziime
yakinsamistir. Asagida Algoritma (5.21) ile ileri-geri ayirma (FBS) algoritmalarinin

performanslari karsilastirilmistir.
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102
Algoritma (5.21)
FBS algoritma
10°
1072
S
£ 10
w
106
108
10-10 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Adim Sayisi

Sekil 5.1. Algoritma (5.21) ve FBS algoritmasinin hata kiyaslamasi

5.3. Konveks Minimizasyon Problemine Uygulamasi
Algoritma (5.1)’de T,, = ]jg (I — AVh)x* yazilirsa

(Zn = Xp Tt Hn(xn =3 xn—l)
Yn = (1- .Bn)zn + .Bn_]jf(l - Ath)Zn

on = 13901 = 2 T0) (1 = )39 = AT + @201 = 1), )

Wni1 = (1= 130U = VR Wy + Yo f ()

(5.22)

seklindeki algoritma elde edilir.

Asagidaki teorem ispatsiz bir sekilde verilmistir.

Teorem 5.3.1: H bir reel Hilbert uzay ve f:H — H k-daraltan doniisim
olsun. h: H —» R diferansiyellenebilir ve konveks bir fonksiyon, Vh, n —ters kuvvetli
monoton, g: H — R has alttan yar: siirekli ve konveks bir fonksiyon, IT = argmin(f +
g) = @ ve {1,,} € (0,2n) olmak tizere A, = A olsun. {x,}, Algoritma (5.22) tarafindan
tiretilen dizi ve tim parametreler Teorem 5.1.5”deki gibi se¢ilsin. Bu durumda {x,,} dizisi
konveks minimizasyon problemin ¢oziimii olan yani, x* = Py f(x*) noktasina kuvvetli
yakinsaktir.
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5.4. Varyasyonel Esitsizlik Problemine Uygulamasi

C, H Hilbert uzaymnin bos kiimeden farkli kapali konveks alt kiimesi n > 0 i¢in
A:H — H, n —ters kuvvetli monoton operator ve f: H — H, k-daraltan doniisim olmak
tizere Algoritma (5.1)’de T,, = P.(I — A, A) yazilirsa

|(Zn = Xp + 0, (xp — Xp_1)
zyn = (1= Bp)zn + PP — 1, A)zy

wy = PC(I - AnA)((l - an)PC(I - AnA)xn + anPC(I - AnA)yn)
an+1 = (1 - Vn)PC(I - AnA)wn + ynf(wn)

(5.23)

seklindeki algoritma elde edilir.

P:(I — 2,A) dontsimiinin A’nin ters kuvvetli monoton doniisiim olmasi

9;
durumunda genislemeyen bir doniisiim oldugu iyi bilinmektedir. Ayn1 zamanda J, © =

P, esitligini kulanarak Lemma4.1.1°den P (I — 1,A) NST-(I) sartin1 saglar. Bu durumda

Terom 5.1.5°den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.4.1: C, H Hilbert uzayinin bos kiimeden farkli kapali konveks alt
kiimesi,nn > 0i¢in A: H — H, n —ters kuvvetli monoton operatér, VI(C,A) # @, f:H —
H, k-daraltan dontisim ve {A,} € (0,2n) olmak tizere A, — A olsun. {x,}, Algoritma
(5.23) tarafindan iretilen dizi ve tiim parametreler Teorem 5.1.5’deki gibi segilsin. Bu
durumda {x,} dizisi varyasyonel esitsizlik probleminin x* = Py;(c 1) f(x™) ¢bziimiine

kuvvetli yakinsaktir.
5.5. Genellestirilmis Denge Problemine Uygulamasi

C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli kapali konveks alt kiimesi n > 0 i¢in
A: H - H, n —ters kuvvetli monoton operator, F:C X C — R, (1)-(4) sartlarin1 saglayan

bifonksiyon olsun. Teorem 5.1.5°de B = A yazarak
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Zy = Xp + 0, (X — Xp_1)
Yn = (1 - .Bn)zn + .Bn_]f:(l - AnA)Zn

wn = I35 = 2 ) (L= @25 U = Ay + 3701 = )y
W1 = (0= ¥)JF U = )@y + Yuf (@p)

(5.24)

seklinde tanimlanan algoritma ve Lemma 3.7.2°den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.5.1: C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi, n > 0 i¢in A: H - H, n —ters kuvvetli monoton operatér, F:C X C - R, (1)-
(4) sartlarin1 saglayan bifonksiyon ve T'= (4 + Az)"1(0) # @ olsun. f:H - H, k-
daraltan doniisiim, {4,,} € (0,2n) olmak lizere A,, — A, {x,,} Algoritma (5.24) tarafindan
tiretilen dizi olmak tizere tiim parametreler Teorem 5.1.5°deki gibi se¢ilsin. Bu durumda

{x,} dizisi (A + Az)~1(0)’nin x* noktasina, yani, x* = Prf(x*)’ye kuvvetli yakmsaktir.
5.6. Goriintii Iyilestirme Problemine Uygulamasi

Bu bolimde goriintii iyilestirme problemini ¢ozmek igin Algoritma (5.22)
kullanilacak ve ayni zamanda tanimlanan algoritmanin etkinligi, ileri-geri ayirma

algoritmas1 (FBS), Algoritma (2.5), AVFB, FBMMMA ve NAGA ile karsilastirilacaktir.

Bu boliimde yapacagimiz tiim karsilagtirmalarda Lena, Biber ve Kameraman test
goriintiileri kullanilacaktir. Burada once ele alacagimiz test goriintiilerine bulaniklik ve
giiriiltii ekleyerek dejenere goriintii elde edilecektir. Goriintiiye eklenecek hareket
bulaniklig1 i¢cin MATLAB da fspecial(’motion’, 15,60) fonksiyonu kullanilacak ayrica
rastgele giiriiltii eklenecektir. Daha sonra Algoritma (5.22) kullanilarak orijinal goriintiiye
yakin bir goriintii elde edilmeye calisilacaktir. Yeni elde edilecek goriintiilerin kalitesi

sinyal giiriiltii oran1 (SNR) ile dl¢tilecektir.

Ik olarak Algoritma (5.22)’de eylemsizlik ve viskozite terimlerinin etkinligi

20
arastirtlacaktir. Teorem 5.3.1°de, 4,, = %, Bn=Vn= %, a, = %,nn = %, f(x) =0,99x

olsun. 8 = 0,99 alinirsa,
69



5. YENI EYLEMSIZ VISKOZITE ALGORITMASI

1020
Xy F Xy
'n?|lx, — xn—lll}' nToml

0,99, diger durumlarda

0, = min {0,99

elde edilir. Bu durumda elde edilen sonuglar Sekil 5.2, Sekil 5.3 ve Cizelge 5.2°de

verilmistir.

Sekil 5.2. (a) Biber goriintiisii (b) Bozulmus goriintii (c) Eylemsiz ve viskozite terimsiz
Algoritma (5.22) (d) Viskozite terimsiz Algoritma (5.22) (e) Eylemsiz terimsiz
Algoritma (5.22) (f) Algoritma (5.22).
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SNR

Algoritma (5.22)

Eylemsiz teriminin gikarilmasi
Viskozite teriminin gikariimasi
Eylemsiz ve viskozite terimlerinin gikariimasi

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Adim Sayisi

Sekil 5.3. Biber goriintiisii icin SNR degerlerinin grafigi

Cizelge 5.2. Biber goriintiisii igin SNR degerleri

Eylemsizlik Viskozite -
terimsiz terimsiz Eylemsizlik ve

Adim Sayis1| Algoritma(5.22) 4 . viskozite terimsiz

Algoritma Algoritma Algoritma (5.22)
(5.22) (5.22) g '
1 25,292058 22,368991 0,000000 0,000000
5 43,403404 42,632692 29,530821 29,345449
10 48,643235 47,275684 39,653579 39,294982
20 52,490425 50,871112 46,844475 46,247206
30 54,397355 52,757836 49,890838 49,194864
40 55,626238 54027441 51,688664 50,950629
50 56,494179 54,971150 52,927414 52,174183
70 57,613901 56,302456 54,587938 53,845230
80 57,977812 56,788446 55,183919 54,458482
90 57,977812 57,190757 55,679869 54,976793
100 58,458689 57,526028 56,098940 55,421989

Sayisal sonuglar viskozite ve eylemsizlik terimlerinin goriintii iyilestirmede daha

kaliteli sonuglar elde etmemizi sagladigini gostermektedir.
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Asagida genislemeyen doniisiimlerin Sonsuz ailesi igin Algoritma (5.22), AVFB,

FBMMMA ve NAGA algoritmalari ile karsilagtirilmigtir. Parametreler A, = ﬁ, Bn =

1 1 1 1 1020 .
Yn = Pn = On =;’an =6, = @p =El On = 1_5_;:77n =T'f(x) = 0,7x seklinde

secilmigtir. Bu durumda sonuglar Sekil 5.4, Sekil 5.5 ve Cizelge 5.3’de verilmistir.

@ (e ®
Sekil 5.4. (a) Kameraman goriintii (b) Bozulmus goriintii (c) NAGA (d) FBMMMA (e)
AVFBA (f) Algoritma (5.22).

SNR

20

Algoritma (5.22)
AVFBA

NAGA
FBMMMA

0 10 20 30 40 50 60 7'0 80 90 100
Adim Sayisi
Sekil 5.5. Kameraman goriintiisii icin SNR degerlerinin grafigi
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Cizelge 5.3. Kameraman goriintiisii icin SNR degerleri

Adim Sayisi|Algoritma(5.22)] AVFBA | FBMMMA | NAGA

1 23,367583 | 15,283348 | 30,855847 | 24,007789

5 36,649323 | 33,006604 | 36,84145 | 34,103671
10 40,897499 | 38751068 | 41,140872 | 38,183572
20 44460392 | 43,223013 | 42,465793 | 39,187671
30 46,393900 | 44,970841 | 42,365621 | 41,453228
40 47,709275 | 46,126490 | 42,353539 | 40,851389
50 48,684256 | 46,944487 | 42,355574 | 41,273638
70 50,040212 | 48358723 | 41,786430 | 41,576294
80 50,525856 | 48,881213 | 41,589025 | 41,496965
90 50,924759 | 49,328276 | 41462924 | 41,294600
100 51,256042 | 49,738586 | 41,258755 | 41,418902

Son olarak Algoritma (5.22), Algoritma (2.5) ve FBS algoritmas1 farkli bir

20
goriintii i¢in karsilastirlmistir. 4, = %, Brn=Vn=0np =Y, =¢, = lﬂ?n _— 6 =

n n

099, a, = %, ve Vh(x) = f(x) = 0,6x alinirsa bu durumda sonuglar Sekil 5.6, Sekil 5.7

ve Cizelge 5.4’de verilmistir.
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(d) (e)
Sekil 5.6. (a) Lena goriintiisii (b) Bozulmus goriintii (c) FBS (d) Algoritma (2.5) (e)
Algoritma (5.22).

SNR

25

20 1 Algoritma (5.22)

Algoritma (2.5)

| { | i | [ FBS algoritma

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Adim Savisi

Sekil 5.7. Lena goriintiisii igin SNR degerlerinin grafigi
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Cizelge 5.4. Lena goriintiisii icin SNR degerleri

Adim Sayis1 | Algoritma (5.22) | Algoritma (2.5) | FBS Algoritma
1 17,748951 17,372599 44922549
5 43,22688 39,824111 47,593908
10 50,193068 47,884830 49,431945
20 54,994313 53,046121 51,900830
30 57,174776 54,929475 53,597159
40 58,497187 56,231519 54,849974
50 59,389414 57,219987 55,820225
70 60,479787 58,659111 57,246811
80 60,814045 59,112947 57,793841
90 61,056274 59,487271 58,264392

100 61,228103 59,805114 58,673967
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6. YENi ON KOSULLANDIRMALI ILERI GERi AYIRMA ALGORITMASI

6.1. Algoritma Tanimi ve Kuvvetli Yakinsakhk Teoremi

Optimizasyon problemlerinde 6n kosullandirma genellikle birinci dereceden
optimizasyon algoritmalarmi hizlandirmak i¢in kullanilir. Ornegin gradyen inis
yonteminde reel degerli fonksiyonun yerel minimumunu bulmak i¢in mevcut noktada

fonksiyonun gradyeninin tersi yoniinde adimlar atilir. Bu algoritma:

Xn+1 = Xp — A Vf(xp), VR €N

seklinde verilmektedir. M simetrik ve pozitif tanimli bir matris olmak {izere Cholesky
ayrismasi, bir M matrisinin alt tiggen matris H ve bu alt tiggen matrisinin transpozesinin
carpmmi yani M = HHT seklinde yazilabilecegini ifade etmektedir. H™T, H’ nin
traspozesinin tersi ve f(x") = H~'f(H Tx’") olmak iizere x' = HT x noktas1 gradyen

inis yonteminde yazilirsa

X1 = xh — A Vf(x),¥vn € N

= x1,1 - AnH_lvf(H_Tx;l);

elde edilir. Son ifadenin her iki tarafi H~7 ile carpilirsa

HTHTx,, 1 = H TH x, — A, H-THVf(x,),

olur. Buradan

Xn+1 = Xn — AnM_lvf(xn)

elde edilir. Bu iterasyona 6n kosullandirmali en dik inis algoritmas: ve M’ye de 6n

kosullandirma terimi denir. Buradaki 6n kosullandirmanin amaci Seviye egrilerini
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cembere doniistiirerek vektdr uzaymin geometrisini degistirmek olarak goriilebilir

(Himmelblau 1972).

M:H — H smurli lineer operator olsun. M*, M operatdriiniin adjointi olmak iizere
M* =M ise M’ye self-adjoint operator denir. Her 0 # x € H igin, (M(x),x) >0
esitsizligi saglanirsa M self-adjoint operatorii pozitif tanimlidir denir (Limaye 1996). Her

X,y € H i¢in M-i¢ ¢arpimi1

(x,y)u = (x, M(y))

seklinde tanimlanir. Ayn1 zamanda her x € H i¢in M ile iliskili norm

llxll7 = (x, M ()

seklindedir (Limaye 1996).

Tamm 6.1.1: C, H’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi, T: C — H bir doniisiim

ve M: H — H pozitif taniml1 bir dontisiim olsun.

1. Herx,y € H i¢in
ITx =Tyl < lIx = yllu
ise T°ye M-normuna gore genislemeyen bir doniisiim,
2. Herx,y € Higin

ITx = Tyll%-1 < (x —y,Tx — Ty)

ise T’ye M-cocoercive operatdr

denir (Dixit et al. 2021).

Ayrica her x,y € H igin,
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ITx =Tyl < kllx =yl

olacak sekilde k € (0,1] varsa T’ye M-normuna goére k-daraltan doniisiim denir
(Altiparmak and Karahan 2022).

Simdi ana sonucumuzun ispatinda gerekli olan baz1 6nermeler verilecektir.

Onerme 6.1.2: B: H - 2" maksimal monoton operator, A: H — H M-cocoercive
operator, M: H — H sinirly, lineer, self-adjoint ve pozitif tanimli bir operatér ve A € (0, 1]

olsun. Bu durumda
1. I — AM~1A, M-normuna gére genislemeyen bir doniisiim,
2. (I+AM~1B)™1, M-normuna gore genislemeyen bir doniisiim,
3. ]f,ﬁ =+ AM™1B)"1(I — AM~1A), M-normuna gére genislemeyen bir

dontisimdiir (Dixit et al. 2021).

Ispat: 1) S=1—-AM"'A olsun. S’nin M-normuna gore genislemeyen bir

dontisiim oldugu gosterilecektir. A, M-cocoercive operator oldugundan, x,y € H igin

[|Ax — Aylllzw_l <{(x—y,Ax — Ay)

< 2(x —y,Ax — Ay)
olur. Bu durumda
IM~1(Ax — AN = lAx — Ayl
< 2(x —y,Ax — Ay)

ve
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PM71(Ax — APy < 2(x —y, AM ™ (Ax — Ay))y

elde edilir. Buradan

llx =yl + 1AM~ (Ax — AY) Iy — 20c — y, AM7 (Ax = Ay < llx = yllF;

yani,

(=AM~ A)x — (I — AM~ A)y|Z, < llx -yl ,

olur. Bu durumda S, M-normuna gore genislemeyen bir dontisiimdair.

2) T=(0U+AM"1B) 1 olsun.

T=U+AM"B)! oT1-1=1MB

S AB=M(T1-1)

dir. x,y € H olsun. Bu durumda M(x —T(x)) € AB(T(x)) ve M(y—T())€
AB (T(y)) olur. B monoton oldugundan,

(Tx —=Ty,M(x —Tx) —M(y = T(y))) =0,

yani,

(Tx —Ty,M(x —y)) =(Tx—Ty,M(Tx —Ty))

elde edilir. Bu durumda
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(Tx =Ty, M(x —y))y = Tx —Tyll%
ve dolayisiyla T, M-normuna gore genislemeyen bir doniistim olur.
3) )ve2)denToS =] ;‘3}3, M-normuna gore genislemeyen bir doniisiim olur.

Onerme 6.1.3: A: H — 2/ maksimal monoton operator, B: H - H M-cocoercive
operator, M: H = H smurl, lineer, self-adjoint ve pozitif tanimli bir operator ve A €
(0, ) olsun. Bu durumda x € H’nin monoton kapsama probleminin bir ¢6ziimii olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul (I + AM~*B)~1(I — AM~1A4)(x) = x olmasidir (Dixit et al.
2021).

Ispat: 0 € (4 + B)x olsun. Bu durumda

0€EAMx +ABx <= 0€ M 1Ax+ AM~1Bx
& —AM1Bx € AM~1Ax
S x—AM 1Bx € x + AM~1Ax

S+ MBI - M A (x) =x
dir.

Bu bdliimde reel Hilbert uzaylarda yeni bir 6n kosullandirmali ileri-geri ayirma
algoritmasi sunulacak ve algoritmanin kuvvetli yakinsakligi kanitlanacaktir. Bu boliimde
verilen sonuglar 2022 yilinda International Journal of Computer Mathematics dergisinde
‘A new preconditioning algorithm for finding a zero of the sum of two monotone
operators and its application to image restoration problems’ baslikli makalede

yayimlanmustir.

M:H — H smurh, lineer, self-adjoint ve pozitif taniml1 bir operator, A: H — 21
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maksimal monoton operator, B: H - H M-cocoercive operatér, f:H — H, M-normuna
gore k-daraltan dontisim ve A € (0,1] olsun. Ayrica 6 € [0,1) olmak iizere {6,} C
[0,0], {a,} ve {B,} dizileri (0,1) araliginda tanimli ve baz1 a, b, ¢ ve d pozitif reel
sayillart icin 0<a<a,<b<1 ve 0<c<p,<d<1, esitsizliklerini saglayan

diziler olmak tizere yeni algoritmamiz:

X0, X1 €E H

Yn =X + Bn(xn - xn—l)
_ 1 AN=1(7 _ 3nmg-1 (1—adyn (6.1)

| = I+ AM™2A)= (1 = AM™B) (-I—an(l + AM~TA)1(U - AM—lB)(yn)>

Unir = Buf (za) + (1 = B) (U + AM~1A)"2(I — AM~1B)(z,)

seklinde tanimlanmaktadir.

Teorem 6.1.4: H bir reel Hilbert uzayi, M: H = H sinirli, lineer, self-adjoint ve
pozitif taniml1 bir operatdr, A: H » 27 maksimal monoton operatér, B:H —» H M-
cocoercive operatér ve £2 = (A + B)71(0) bos kiimeden farkli olsun. f:H — H, M-
normuna gore k-daraltan doniisiim ve A € (0, 1] olmak tizere {x,,} dizisi Algoritma (6.1)
tarafindan tretilen dizi olsun. {a,},{B,} € (0,1), 6 €[0,1) ve {6,} c [0,8] olsun.

Ayrica bazi a, b, c ve d pozitif reel sayilari i¢in,

0<a<a,<b<],
0<c=sp,<d<1,
Z:Lo=1 Hn”xn_xn—lllM<oo,

limn—»ooﬁn = 0, Z;?:l ﬁn = @,

A o np e

kosullar1 saglansin. Bu durumda {x,,} dizisi p = Pqf (p) noktasina kuvvetli yakinsaktir.

Ispat: Kanit asagidaki adimlara boliinerek yapilacaktir.

Adim 1: Ik adimda, {x,,} dizisinin sinirl1 oldugu gosterilecektir. p € Q olmak
tizere p = Py f(p) olsun. | /‘{1’}3, M-normuna gore genislemeyen bir doniisiim oldugundan

Algoritma (6.1)’den
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”yn - p”M = ”xn + gn(xn - xn—l) - p”M
< ”xn - p”M + gn”xn - xn—l”M (62)

ve

Hzn =Pl = |7 (= )y + @l ) — p”M
< |1 = @y + anf Om) —
= |1 = @) — p) + @5 ) — )|,
< (1= allyn = pllw + aalFE ) —

< llyn = pllm (6.3)

elde edilir. Ayni zamanda f, M-normuna gore k-daraltan déniisiim oldugundan (6.2) ve

(6.3) esitsizliklerini de birlestirerek

Pnes =Pl = [|Baf (za) + (1 = B)J3ai Gza) =1,
< [B(f ) =P = F@) + F@)) + A = B Uani ) = D),
< Ballf@n) = F®)llae + Ball f @) = Pl
+(1 = B Va (20) — 2,
< Buklizn = Pllwg + Ball f @) = Pllag + (1 = B)lzn = Pl
= (1= Bl = 1))lIZn = Pllnt + Bullf @) = Pl

< (1= a1 = 1)l = plly + B 3 12 = Xn-slly (6.4)
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+B:1lf (@) — pllm

: . 0 -
bulunur. Teoremin 2. ve 3. sartlarindan lim,,_, ﬁ—" 1%y — %n—11lps = 0 oldugu sonucuna
n

varilir. Bu durumda, her n > 1 i¢in Z—” 12, — %11l < K; olacak sekilde K; > 0 sabit

sayis1 vardir. (6.4)’den,

IXne1 —plln < (1 — (1 - k))”xn —plly + Bu(Ky + |If (p) — plIn)

= (1= Ba(1 = ))llxn = pllys + Ba(1 = k) (PHEESEL)

K1+I|f(p)—pllm}

< max {[lx — pllu, 52

Ki+lIf()-plim

S22l v > 1

< max {|lx; = pllu,

olur. Bu durumda {x,,} dizisi ve dolayisiyla da {z,} ve {y,,} dizileri de sinirlidur.

Adim 2: Ikinci olarak, x, = p = Pof(p) oldugu gésterilecektir. Gergekten

Lemma4.1.2’den her n > 1 igin

“yn - p”IZVI = ”xn + en(xn - xn—l) - p”%/l
< ”xn - p”%/[ + 2Hn”xn - p”M”xn - xn—l”M

+07 11y — Xn—1 Il (6.5)

ve

ln =l = |28 (@ = ay + a2 00) =]
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< ||(1 = a)yn + anding ) — P“,ZV,
= a0 = ol + (1= a)lly, — pli
—a,(1 — a3 G) — yn||,zv,

< “yn - p”IZVI - an(l - an)”]ﬁ'B(Yn) - Yn”IZVI

< llyn — pll% (6.6)

bulunur. (6.5), (6.6) ve Lemma 4.1.2°den

et =PI = |1Bof () + (1~ BoVEE () — .,
< [|Ba(f(zn) = F®)) + (1 = B) U (Z) — P)
FB.(F ()~ DI
< [1Ba(f @) = f @) + (A = BIUE ) ~ D),
+2Bn{f (D) — D, Xnt1 — PIu
< Ball Fz0) — F@NG + A = BIEE @) —

+2B,(f(P) = P, Xn41 = Pu

< Buk?lizn = pllfy + (1 = B)llzn — vl

+2B,(f (P) = P, Xn41 = Pu

< (1= Bn(1 = kD))lIz = plIF + 2B2{f (P) = D Xn1 — PIu

< (1 - ﬁn(l - kz))[”xn - p”%/]
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+26, |1, = pllmllxn = X1l

+07 1%y — Xn-1llig] + 2B2(f ®) = D %41 = PIm

< (1= B = kP)llxn — plIfy + Onlln — Xnslly (6.7)
X [2llxn = pllm+6Onllxn — X1l

+2B,f (®) — P, Xn41 — PIu

dir. lim,,_,0o 0,l1%, — X1l = 0 oldugundan her n > 1 i¢in 6, ||x, — xp—1lly < K>
olacak sekilde K, > 0 sabit sayis1 vardir. Her n > 1 icin (6.7) esitsizliginden,
”xn+1 - p”12\/1 < (1 r .Bn(l - kz))”xn - p”IZVI + 3K30n”xn - xn—l”M
+2B,(f () — P, Xn+1 — PIu

= (1= Bn(1 = k) llxn — plIis + 3K36nl120 — X1l

2

+ﬁn(1 - kz) (1—k?) (f(p) — D Xn41 — p)M'

olur. Burada K3 = supps1{llx, — plly, K>} dir. Yukandaki esitsizlikte, &, = B,(1 —

2
kz)’ Sp = ”xn - p”lzvh th = (1-K2) <f(p) — D Xn+1 — p)M Ve g, = 3K30n”xn - xn—l”M

alinirsa bu durumda her n > 1 igin s, < (1 — 6,)s, + Ity + &, elde edilir.

Simdi limsup,,{f(p) — 0, Xns1 — ) < 0 oldugu gosterilecektir. Burada

ispat1 tamamlamak i¢in iki durum dikkate alinacaktir.

Ik olarak {||x, — pl| MJn=n, dizisi artmayan olacak sekilde bir n, € N sayis1 var
olsun. {|lx,, — pll)} dizisi 0 ile alttan sinirli oldugundan yakinsaktir. Teoremin 4. sartini
kullanarak, Y»—; &, = © oldugu elde edilir. limsup,_ o {(f(p) =P, Xps1 —P)u <0
oldugu gosterilecektir. (6.5) ve (6.6) esitsizlikleri ile Lemma 4.1.2’yi birlestirerek,
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lnss =Pl = 1B (2) + (1 = BIEE ) — Pl

elde edilir. Bu ise

= Ballf (za) = Il + (1 = B z) — |,

(1= B f (z) = I )|,

< Bullf(z) — pllG + (1 = Bllze — i

< Bullf (za) = Pl + (1 = B)

%[y~ plIZ — @n (1~ a2 )~ yall’ ]

< Bullf (@) = plly + (1~ Bo)

x [t = Pl + 26,1 — pllulln — Xnoslly
F0211x — xna Iy — (1~ @) U220 = 3l |
= Bullf z) — Pl + (1 — B)llxn — plIE

+2(1 = B)Oallta — Pl = Xn-alu

+(1 = )07 lIxn — x5l

(1~ @)1~ B 0m) ~ 3l

an(l - an)(l - ﬁn)”])f']g(yn) - yn”IZVI < ﬁn(”f(zn) - p”lzvl - ”xn - p”lzvi)

~Nxps1 = 2l + llxn — Pl
+(1 - Bn)en”xn - xn—l”M
X (lexn - p”%/] + inlxn - xn—l”M)
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oldugu anlamima gelir. Teoremin 3., 4. sartlarindan ve {||x, — plly} dizisinin

yakinsakligindan

Tim [[77% Om) =yl = 0 (6.8)
bulunur. Ote yandan,
Tlli_r&“y” = Xpllm = Tlli_r)gloanllxn —Xp-1lly =0 (6.9)
ve
1Zn = Yalle = {lzn = Jim ) + o On) = 3l

< ||z = Iz G, + 2 G) = all,
< ”(1 - an)yn + an_]ﬁ’]g(yn) - yn”M +||]:1L1,1\1/91(yn) ™ yn”M
= ”an(]ﬁ]g(yn) - yn)”M + ”]f_[\?[(yn) - yn”M

= (1 + an)”],fnlf[(yn) - yn”M'
dir. Buradan

Ai_r)lc}ollzn - yn”M = rlll_)r?O”]fﬁ(yn) - yn”M =0 (6-10)

elde edilir. (6.8), (6.9), (6.10) ve teoremin 4. sartin1 kullanarak

IXne1 = wnlly = ||xn+1 _]ﬁﬁ(yn) +])Ii’13(yn) - yn”M
< ||xn+1 _jﬁﬁ(yn)”M + ”]ﬁf{(yn) - yn”

M
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= ”an(zn) + (1 - ﬁn)]ﬁ']g(zn) _]ﬁ}g(yn)”M
+||])13,15(yn) - yn”M

< Ballf 2 = Iam @), + 2w (z0) = I G

M
+||])13,15(yn) - yn”M
< ﬁn”f(zn) _Jﬁ}g(zn)”M + ”Zn - yn”M
+||])f113(yn) - yn”M
bulunur. Buradan,
lim llxn 4 = yully =0 (6.11)

elde edilir. Bu nedenle (6.9) ve (6.11) esitsizliklerinden,

Ixn+1 — Xnlly < xns1 — Yullar + Iy — x0llm

ve

elde edilir.

Simdi

limsup(f (p) = p, Xns+1 =PIy = ¢

n—-oo
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olsun. {x,,} dizisi smirli oldugundan, x,, = v olacak sekilde {x,}'nin {x,,} alt dizisi

vardir ve lim_, o (f (p) — P, Xn,+1 — p)M = t dir. (6.8) ve (6.9) esitsizliklerini kullanarak
2 Gen) = xall = Va7 Cen) = X+ Y0 =+ Jaa On) = T O,
< 2M1yn = Xallw + T30 O = all,
yazilir. Buradan
lim [/ () = xa|, = 0
oldugu elde edilir. Bu durumda Lemma 5.1.2°den v € F(J1,;) oldugu agiktir. Ote

yandan, |[xp4+1 — Xnlly = 0 Ve x,,, = v oldugundan x,,,, . — v olur. Ayrica, p = Pqof (p)

ve metrik izdiisiim operatoriiniin 6zelligi birlestirilerek
m(f(p) = p, 241 —P),, = @) =P v =PIy < 0
elde edilir. Bu durumda

limsup(f (p) — P, Xns1 —PIu <0 (6.12)

n—-oo

saglanir. (6.12)’den limsup,,_,t, < 0 olur. Sonug olarak x,, — p elde edilir.

Ikinci olarak {||x,, — p|| MInzn, dizisi monoton azalan olacak sekilde bir ny € N
sayist var olsun. Her n > 1 icin ®, = ||x,, — p||, olsun. Bu nedenle, her n > n, icin
@, <y, olacak sekilde {®,,} nin {®;} alt dizisi var olsun. 7: {n:n > ny} - N olmak

uzere:
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t(n) =max{leEN:[ <n, &, < D}

seklinde tanimlansin. T dizisinin artmayan bir dizi oldugu agiktir. Her n > n, icin Lemma

5.6’dan @, () < P (y)41 0ldugu sdylenir. Bu durumda,
@y = 2ll,, < | Pemy+r = 2ll,,
dir. Ik durumda, n yerine t(n) alarak benzer sonuglar elde edilir. Yani,
: 2
llmsup”CDT(n) = p||M <0
n—-oo
olur. Ayni zamanda n — oo i¢in limit alinirsa

”q)‘f(n) - p”IZ\,, - Ove ||q)‘c(n)+1 _ P”M -0 (6.13)

elde edilir. Bu durumda, (6.13)’ti ve Lemma 5.1.3’y1 kullanarak n — oo igin limit

alinirsa

1y = plly < |2y — 2|, = 0

sonucuna varilir. Bu durumda, x,, — p oldugu elde edilir ve ispat tamamlanur.
6.2. Konveks Minimizasyon Problemine Uygulamasi

H bir reel Hilbert uzay1, h: H — R diferansiyellenebilir ve konveks bir fonksiyon,
Ly > 0 olmak iizere Vh, Lj-Lipschitz siirekli bir doniisim ve g: H = R has alttan yari

stirekli ve konveks bir fonksiyon olmak tizere:
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h(x™) + g(x*) = r;leig{h(x) +g(0)}

seklindeki konveks minimizasyon problemini ele alalim. Vh, Lj-Lipschitz stirekli
oldugundan Baillon-Hadded Teoremi geregi Vh gradyen operatdrii Ly, ~*-cocoercive dir.
Ayrica, g € I(H) olmak tizere dg maksimal monotondur (Bauschke and Combettes

2011). Bu segimlere karsilik olarak konveks minimizasyon problemini:
0 € Vh(x™) + dg(x™)

Ozelligini saglayan x* € H noktasini bulma problemine denk oldugu ve ayni zamanda
(I +AL;*0g)~*(I — AL,*Vh) déniisiimiiniin sabit noktasinin bulunmasi problemine

denk oldugu daha once verilmisti.

Diger taraftan Algoritma (6.1)’de A yerine dg, B yerine Vh, M yerine de L,

alinirsa,

(X0, X1 €EH
éyn =Xxp+ Hn(xn - xn—l)

= (1 + A5 09)™ (1 = AL;Vh) (1= an)y ) (6.14)

l +a,(I +AL;*0g) (I — AL,*Vh)y,
Xn+1 = .an(zn) + (1 - ﬁn)(l + ALi_llag)_l(I - ALi_l1Vh)Zn

seklindeki algoritma elde edilir. Bu durumda Teorem 6.1.4 kullanilarak asagidaki

teorem ispatsiz olarak verilebilir.

Teorem 6.2.1: h: H — R diferansiyallenebilir konveks bir fonksiyon, L, > 0 i¢in
Vh Ly-Lipschitz siirekli, g: H = R has alttan yar1 siirekli konveks bir fonksiyon ve
konveks minimizasyon probleminin ¢éziimii bos kiimeden farkli olsun. {x,} Algoritma
(6.14) tarafindan tretilen bir dizi ve {6,},{a,}ve {B,} dizileri Teorem 6.1.4’deki
kosullar1 saglasin. Bu durumda {x,,} dizisi konveks minimizasyon problemin ¢6ziimii

olan x* noktasina kuvvetli yakinsaktir.
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6.3. Goriintii Iyilestirme Problemine Uygulamasi

Bu boliimde yeni tanimlanan 6n kosullandirmali ileri-geri ayirma algoritmasi
(6.14)’iin goriintii iyilestirme problemine uygulamasi verilecektir. Ayrica Algoritma

(6.14)’iin Lorenz and Pock (2015) tarafindan tanimlanan

{yn =Xp t Hn(xn - xn—l)
Xpse1 = { +AM™A)Y( - AM~1B)y,, vn=>1,

seklindeki eylemsiz ileri-geri ayirma algoritmasi (IFBS) ve Dixit et al. (2021) tarafindan

tanimlanan:

Yn = X + 0, (X — x5_1)

Xpey = (I + AM1A)"1(1 — AM~B) ( (1 - aw)yn )

+a, (I + AM~*A)~1(I — AM~1B)y,

seklindeki hizlandirilmis 6n kosullandirmali ileri-geri normal S-iterasyonu (APFBNSM)

ile kiyaslamasi yapilacaktir.

Bu bélimde yapacagimiz tiim karsilagtirmalarda Kameraman ve Dag test
goriintiileri kullanilacaktir. Burada 6nce ele alacagimiz test goriintiilerine bulaniklik ve
giiriiltii ekleyerek dejenere goriintii elde edilecektir. Goriintiiye eklenecek hareket ve
gaussian bulanikliklar1 igin MATLAB’da fspecial (‘motion’,15,60) ve fspecial
(‘gaussian’, 9,4) fonksiyonlari kullanilacak ve ayrica rastgele giiriiltii eklenecektir. Daha
sonra Algoritma (6.14) i kullanarak orijinal goriintiiye yakin bir goriintii elde edilmeye
caligilacaktir. Yeni elde edilecek goriintiilerin kalitesi sinyal giirtiltii oran1 (SNR) ve tepe
sinyal giirtiltii oran1 (PSNR) ile Olciilecektir. Tiim hesaplamalarda diizgiinlestirme

parametresi olarak p = 0,0001 alinacaktir.

Ik olarak kameraman gériintiisii ve hareket bulaniklig1 fonksiyonunu kullanarak

Algoritma (6.14), IFBS ve APFBNSM algoritmalar ile karsilastirilacaktir. a,, = %, 0, =
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1—10, Bn = ﬁ, A =0,99 ve f(x) = 0,99x olsun. Bu durumda sayisal ve gorsel sonuglar

asagida Sekil 6.1, Sekil 6.2, Sekil 6.3, Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2°de verilmistir.

(d) (e)
Sekil 6.1. (a) Kameraman goriintiisii (b) Bozulmus goriintii (c) IFBS (d) APFBNSM (e)
Algoritma (6.14).
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SNR

Algoritma (6.14)
APFBNSM
IFBS
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Sekil 6.2. Kameraman goriintiisii i¢in SNR degerleri grafigi
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Sekil 6.3. Kameraman goriintiisii i¢cin PSNR degerleri grafigi
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Cizelge 6.1. Kameraman goriintiisii icin SNR degerleri

Adim Sayis1 | Algoritma (6.14)| APFBNSM IFBS
35,358278 34,805570 34,447978
5 39,041491 37,647298 36,739191
10 41,596885 39,737838 38,459428
25 45,483306 43,327179 41,672360
50 48,676063 46,328902 44,557987
100 52,156726 49,590691 47,648439
250 56,836376 54,268904 52,177390
500 60,117373 57,738798 55,736154
1.000 63,000553 60,935109 59,103851
Cizelge 6.2. Kameraman goriintiisii icin PSNR degerleri
Adim Sayis1 | Algoritma (6.14)| APFBNSM IFBS
79,479563 79,203224 79,024436
81,227461 80,550059 80,109624
10 82,446397 81,538934 80,921214
25 84,343144 83,273703 82,457524
50 85,906469 84,748400 83,871979
100 87,620117 86,348858 85,391488
250 89,962710 88,668544 87,623570
500 91,621486 90,416429 89,404532
1.000 93,096925 92,035617 91,106244

Simdi, dag goriintiisii ve gaussian bulanikligi fonksiyonunu kullanarak Algoritma
(6.14), APFBNSM ve IFBS algoritmalari ile karsilastirilacaktir. a,, = %, 0, = %, Bn = i;

A=10,99, ve f(x) =0,9999x alalim. Bu se¢imlere karsilik gelen sayisal ve gorsel
sonuclar asagida Sekil 6.4, Sekil 6.5, Sekil 6.6, Cizelge 6.3, Cizelge 6.4’de verilmistir.
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(d) (e)
Sekil 6.4. (a) Dag goriintiisii  (b) Bozulmus goriintii (¢) IFBS (d) APFBNSM (e)
Algoritma (6.14).
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Cizelge 6.3. Dag goriintiisii icin SNR degerleri

Adim Sayis1 | Algoritma (6.14) APFBNSM IFBS

1 33,150494 33,079983 32,970274

5 33,975156 33,862282 33,758195

10 34,235762 34,094985 33,975192

25 34,593426 34,411929 34,271498

50 34,919419 34,688625 34,524013

100 35,350730 35,031797 34,822088
250 36,222684 35,692589 35,362060
500 37,213319 36,460288 35,977868
1.000 38,502561 37,530003 36,867338

Cizelge 6.4. Dag goriintiisii icin PSNR degerleri
Adim Sayis1 | Algoritma (6.14) APFBNSM IFBS

1 68,908473 68,873217 68,818362

5 69,320821 69,264381 69,212336

10 69,451135 69,380740 69,320840

25 69,629990 69,539228 69,469005

50 69,793020 69,677597 69,595278

100 70,008724 69,849221 69,744343
250 70,444861 70,181534 70,014391
500 70,940457 70,563717 70,322399
1.000 71,585632 71,098913 70,767362
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7. MODIFIYE EDILMiS ON KOSULLANDIRMAL | ILERI GERI AYIRMA
ALGORITMASI

7.1. Algoritma Tanimi ve Kuvvetli Yakinsakhk Teoremi

Bu boliimde modifiye edilmis 6n kosullandirmali eylemsiz viskozite ileri-geri
ayirma algoritmasi tanitilacak ve ardindan reel Hilbert uzayinda bazi uygun varsayimlar
altinda kuvvetli yakinsamasi kanitlanacaktir. Ayrica elde edilen sonuglar konveks
minimizasyon problemi ve dolayisiyla goriintii iyilestirme problemine uygulanacaktir. Bu
bolimde verilen sonuglar 2022 yilinda University Politehnica of Bucharest Series A
dergisinde ‘A Modifed Preconditioning Algorithm for Solving Monotone Inclusion
Problem and Application to Image Restoration Problem’ bashkli makalede

yayimlanmustir.

M:H — H smurl, lineer, self-adjoint ve pozitif tanimli bir operatdr, B: H — 2
maksimal monoton operatér, A: H - H M-cocoercive operator, h: H — H, M-normuna
gore k-daraltan doniisim ve A € (0,1] olsun. Ayrica 8 € [0,1) olmak {izere {6,} C
[0, 0], {a,}, {Bn} ve {y,} dizileri (0,1) araliginda ve bazi a, b, c ve d pozitifreel sayilart
icn0<a<a,<b<1 0<c<pf,<d<1 esitsizliklerini saglayan diziler olmak

lizere yeni algoritmamiz Xy, x; € H i¢in:

(Wn = Xpn + 0n(p, — Xp—1)
V=0 —a)w, +a,(I + AMB)1(I — AM~A)(w,,)
(1 - ﬁn)yn ) (7-1)
+B, (I + AM™1B) (I — AM~1A) (y,,)
Xn+1 = (1 - Vn)(l + AM_lB)_l(I - AM_lA)(Zn) + Vnh(zn)

2, = (I + AM~1B)~1(] — AM~14) (

seklinde tanimlanmaktadir.

Algoritma (7.1) tarafindan tiretilen dizinin kuvvetli yakinsaklig ile ilgili teorem

asagidaki sekilde verilmistir.
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Teorem 7.1.1 : M:H — H smurli, lineer, self-adjoint ve pozitif tanimli bir
operator, B: H — 21 maksimal monoton operatdr, A: H — H, M-cocoercive operatdr ve
N = (A+ B) 1(0) bos kiimeden farkli olsun. h: H - H, M-normuna gore k-daraltan
dontisim ve A € (0, 1] olmak tizere {x,} dizisi Algoritma (7.1) tarafindan tiretilen dizi
olsun. Bazi a, b, c ve d pozitif reel sayilari igin, {a,}, {B.}, {vn} € (0,1), 6 € [0,1) ve
{6,} c [0, 0] dizileri,

0<a<a,<b<],
0<c<sp,<d<],
Z%O=1 gn”xn_xn—lllM<O°,

limy, 0¥ = 0, Xpeq ¥ =

W p e

kosullarmi saglasm. Bu durumda {x,}dizisi x* = Pqf(x*) noktasina Kkuvvetli

yakinsaktir.

Ispat Ispat iki kisimda incelenecektir.

Kisim 1: Ik adimda, {x,,} dizisinin smirli oldugu gosterilecektir. x* € Q olmak
tizere x* = Pof(x*) olsun. Jiy = (I +AM~B)~'(I — AM~*A) M-normuna gdre

genislemeyen bir doniisiim oldugundan,

”(‘)n - X*”M = ”xn + Hn(xn - xn—l) - x*”M
< ”xn - x*”M + Hn”xn - xn—l”M; (72)
”yn_x*”M = ||(1_an)wn+anlﬁl1\l/31(wn)_x* M

= (1 = @) (@n = 2 + x50 (@n) = x7)
M

* AB *
< (1 - an)”wn - X ”M + an”])L,M(wn) - X M

= llwp = "l (7.3)
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ve

lzw =l = [ (= Bdvm + Bl Ow) = ¥°||

= ”(1 - ﬁn)yn + 5n]f}3(3’n) —x*

M

= |1 = B O — ) + Bu( ) — x7)

M

<A =BIllyn —x*lm +ﬁn”]j4151(37n) —x" v

< lyn = %"l (7.4)

esitsizlikleri elde edilir. Ayn1 zamanda h, M-normuna gore k-daraltan doniisiim

oldugundan, (7.2), (7.3) ve (7.4) esitsizliklerini de birlestirerek,

lxner — X7l = ”(1 - Vn)]ﬁ}g(zn) + Vf () — x° M

= ”yn(f(yn) —x" = f(x*) +f(x*))

+(1 - Vn)(]ﬁ}g(zn) - x*) M

S Vallf ) = F) I + vall f () = x7Im

+(@ =y |z () = x|,
< Yakllyn — X" |y + vall f (7)) — x7[Iy
+(1 = yllzn — x"||yM

< Yakllyn — X" |y + vl f (X7) — x"lIy

+(1 =y I)llyn — x"ly

= (1= ya (1 = K)llyn — "Iy + vall f ") = 2"l
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< (1= 1@ = ) lIxn = x* Iy + Onllxn = Xn1lly
+ullf(x") — x"y

* On
< (1 - Vn(l - k))”xn - X ”M + Vn-ﬁ ”xn - xn—l”M

Hallf (%) = x|lm (7.5)

e - . ) )
esitsizligi elde edilir. Teoremin 2. ve 3. sartlarindan lim,,_, i [|x, — xpn—1llps = O dir.

Bu durumda, i—nllxn — Xp—1llmy < N; olacak sekilde N; > 0 sabit sayis1 vardir. (7.5)

esitsizligi kullanilarak

%1 = %7l < (1= ¥u(X =) lIxn = X"y + Ya Ny + 11f (%) = x*[la)

* P
= (1= (@ = 1)y = 2"lly + ya(1 — k) (L)

N1+|If(x*)—x*|IM}

< max {{lx, — x*ll, "5

N1+I|f(x*)—x*llm}

< max {[lx; = x*lly, S

olur. Buradan {x,,} dizisi simirhidir ve dolayisiyla {z,}, {y,} ve {w,} dizileri de sinirlidir.

Kisim 2 : Simdi x, = x* = Pof(x") oldugu gosterilecektir. Lemma 4.1.2°den,

lon =% = llxn + 6,000 — x0-1) — %71y
< lloen — 1 + 265 llxn — %"y llxn — Xn-1llm

+07 16, — xn—1 I3, (7.6)
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|2 AB «||%
lyn — x*1In = ”(1 —ay)w, + an_]/LM(wn) -X M

A,B 2
= a1 () = X[} + (1 = @l — 27N

—a,(1-— an)lllf}ﬁ(wn) - wn”,ZV,

< llwn = x"lI3 (7.7)

ve

lzn =2 W3 = |2 (= Budynm + B G)) = x° ,ZV,

2
M

< || = Byn + Bulsm ) — X

2
= Bn”]ff](yn) —x" oy +(1- ﬁn)“yn - x*lllzvl

~Ba = BIE ) =yl

< llyn — x" 17, (7.8)

elde edilir. (7.6), (7.7), (7.8) ve Lemma 4.1.2°den,

2
”xn+1 - x*lllz\/l = ”(1 - Vn)]f[\l;(zn) + Vnh(yn) —-x" M

= ”(1 - Vn)(]ﬁ}g(zn) - x*) + Vn(h(yn) - h(x*))

Y (h(x*) — %)l

< |1 = ) U () = x7) + va(hGi) = RGO

+2yn<h(X*) - X*,Xn+1 - X*)M
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< (1= v i) = ||}, + vl FOm) = FOIE
+2yp(h(x") — X", xpy1 — X"y
< Yuk?llyn — %1 + (1 = y)llzn — 271l
+2yp(h(x") — X", xpy1 — X"y
< (1 =y = kD)llyn — x* 115
F2¥n{f (x") = X%, X4 — X Iy
< (1= = k) llxn — %7113
+20n |l — x| llxn — xn-1llm
+0% %0 — -1 llf] + 270 (R(x™) — X7, Xp41 — X"y
< (1= = k) llxn — x* 113 (7.9)
+0nllxn — xn-1llm[2llxn — X"y
+0nllxn — Xp-1llm] + 2y (R(X") = X%, X041 — X",
dir. lim,, o, 0, ||, — %51 ||y = 0 oldugundan her n > 1 i¢in 6, |[x,, — x,_1llyy < N,
olacak sekilde N, > 0 sabit sayis1 vardir. (7.9) esitsizliginden,
lxner =27l < (1 =11 = k)l — X717 + 3N36, 1%, — X1 [l
+2¥n{f (x*) = X%, Xp41 — X Im
= (1= ya(1 = k®)llxn — x*|l3; + 3N, 12 — X511l

(L = k) 2 (F () = X X = X Dy (7.10)
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bulunur. Burada N5 = sup,s1{llx, — x*||y, N,} dir. (7.10) esitsizliginde, g, = y,, (1 —

2
(1-k?)

kz)' Cn = ”xn - X*HIZ\/I» 6y = <f(x*) — X" Xppq — X*>M ve &, = 3N.?gnllxn -

Xp_1|lp alinirsa bu durumda ¢, < (1 — )6, + 0,6, + &, elde edilir.

Simdi  limsup, e {(f(x™) — x*, xp41 — X))y < 0 oldugu gosterilecektir. Bu

durumda, ispati tamamlamak i¢in iki durum dikkate alinacaktir.

[k durumda, {||x,, — x*|| MInsn, dizisi artmayan olacak sekilde bir ny € N sayisi
var olsun. {||x,, — x*||p} dizisi 0 ile alttan siirli oldugundan yakinsaktir. Teoremin 4.
sartin1 kullanarak )7, a,, = oo elde edilir. (7.6) ve (7.7) esitsizlikleri ile Lemma 4.1.2’yi

kullanarak,

2
”xn+1 - x*lllzvl = ”(1 - Vn)])f}\lj(zn) + an(yn) —x" M

2
M

= yn”h(yn) - X*HIZVI + (1 - Yn)”]ﬁlg(zn) —og

(L = ¥ |G = Ja ||,

< YallhGr) = 23 + (1 = yllz — 11

< YallhG) = 2" + (1 = y)llyn — x° I,

< VallhOm) = x* 113 + (1 =)

x [lleom = 271 = an (1 = @) /5 () = wnl

< YallhGy) = 23 + (1 = )

X [l = 2 Iy + 26,12 = %" gl = Xzl
+02 1% — Xnoallfy — @n (1 — @) @n) — @i ]

= Vn”h(yn) - X*HIZVI + (1 - yn)”xn - X*”%/l
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+2(1 - Vn)en”xn - x*”M”xn - xn—l”M

+(1 - Vn)grzl”xn - xn—l”%/l

_an(l - an)(l - Vn)”]ﬁ‘]\lj](wn) - wn”IZVI,

bulunur. Bu ise

2
an(l - an)(l - Vn)”])ﬁg(wn) - wn”M < Yn(”h(yn) - X*HIZVI - ”xn - x*lllzvl)

=y = 271 + llxen — x7 1y

+(1 - Vn)gn”xn - xn—l”M

X 2llx — x"Ml3 + Opllxn — xp-11ln)

olmasin1 gerektirir. Teoremin 3., 4. sartlarindan ve {||x, — x|} dizisinin

yakinsakligindan
Tim |27 (@n) — @y, = 0 (7.11)
sonucuna varilir. Diger taraftan
Tlli_{f(}o”(l)n — Xpllm = gi_r)goen”xn —Xp-1lly =0 (7.12)
ve

lyn = @l = (1 = an)eon + anfing (wn) — |,

= an”]ﬁ']\]/i(wn) - wn”M
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dir. Bu durumda
) . AB
lim ||y, — wyplly = lim ||]1M(wn) - wn” =0 (7.13)
n—oo n—oo d M
olur. Ayni zamanda

1zn = wnllr < |20 = I3 (@], + Ui (@n) = ],
< ”(1 - Bn)yn + ﬁn]f’[g(yn) - wn”M + ”])114,’3((‘)71) - wn”

M

< "yn - wn”M + ﬁn”]f’[g(wn) - c’Jn”M
dir. (7.11) ve (7.13) esitsizliklerinden

lim ”Zn - wn”M =0
n—>00
olur. (7.11), (7.12), (7.13) ve teoremin 4. sartin1 kullanarak

i1 = wnlly = [xnes = Jpa (@n) + Jim (@) = wnll,,
< |lnes = Jam @], + i (@n) = ],
= |4 = vdifn ) + ah(zn) = I (@)l
+ i @n) = ||
< Yullh(z) = JE || + i (z) — T @],
+ i @n) = ||
< Yallhz) = S )|, + Nzn — wully
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7 (@n) = wall,,
ve
lim [l 11 — wplly =0 (7.14)
elde edilir. Bu durumda, (7.12) ve (7.14) esitsizliklerinden

”xn+1 - xn”M < ”xn+1 - wn”M + ”wn - xn”M

ve

olur. Simdi

limsup(f (x*) = x", Xp41 = X" )y = u

n—-oo

olsun. {x,} dizisi smirli oldugundan, x,, = v olacak sekilde {x,}nin {xni} alt dizisi
vardir ve lim_q(f(x") = X", Xp41 —x*)M =u dir. (7.11) ve (7.12) esitsizliklerini

kullanarak
e = all, = 4G = 20+ 00 = 00 + I3 wn) = S @,
< 20wy = Xull + U5 (wn) = wu|
olur. Buradan
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Jim [[7757 Gen) = 2], = 0

dir. Bu durumda Lemma 5.1.1°den t € F(J;5;) oldugu agiktir. Ote yandan, [|xp41 —
Xnlly = 0 ve x,, —t oldugundan x,  —t dir. Ayrica, x* = Pof(x*) ve metrik
izdlisiim operatoriiniin 6zelliklerini diisiiniirsek

=(f(x") —x"t—x")y <0

i (f () = " Xnge = ),

elde edilir. Bu durumda

limsup(f(x*) = x*, xp41 —x" )y <0 (7.15)

n—-oo

saglanir. (7.15) den limsup,,_,, 6, < 0 olur. Sonug olarak x,, = x* oldugu goriiliir.

Ikinci durumda, {|lx, — x* || }n=n, dizisi monoton azalan olacak sekilde bir n, €

_ 2 . .
N sayis1 var olsun. ©,, = ||x,, — x*||3; olsun. Bu nedenle, her n = n, igin On; <Oy,

olacak sekilde {0,,} nin {G)j} alt dizisi var olsun. 7: {n:n > ny} - N olmak iizere 7(n) =
max{l € N:[ < n,0; < 0,,,} seklinde tammlansin. 7 dizisinin artmayan bir dizi oldugu
agiktir. Her n = n igin Lemma 5.1.3’den 0,,;) < 0¢,)41 oldugu sdylenir. Bu durumda

”@T(n) - X*”M = ||®T(n)+1 - X*”M dur.

[Ik durumda n yerine t(n) alarak benzer sonuglar elde edilir. Yani,

: o112
hmsup”@T(n) - X ||M <0
n—->oo
olur. Ayni zamanda n — oo i¢in limit alinirsa
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”@T(n) - x*”IZVI -0 ve ||®T(TI.)+1 - X*”M -0 (716)

dir. Bu durumda (7.16) ve Lemma 5.1.3’i kullanarak n — oo igin limit alinirsa
10, = %"l < [|®zeny1 — x|, = 0
elde edilir. Sonug olarak x,, = x* olur ve bdylece ispat tamamlanir.
7.2. Konveks Minimizasyon Problemine Uygulamasi
f:H — R konveks diferansiyellenebilir bir fonksiyon, Lf >0 igin Vf Lg-

Lipschitz siirekli ve g: H — R has alttan yari siirekli konveks bir fonksiyon olmak iizere
Teorem 7.1.1’de A = Vf, B = dg ve M = Ly yazilirsa

(Wn = Xp + 0, (Xn — Xp_1)
V=1 —ap)w, + a, (I + AL;lag)_l(I — AL VS ) (wy)

_ 9 1 1 (1 - .Bn)Yn (7-17)
zn = (I +AL;'0g) (I — AL;'Vf) <+,Bn(1 +/1L]?16g)_1(1 —AL}1Vf)(yn)>

\Xn+1 = (1 - Vn)(l + AL]:lag)_l(I - ALflvf)(Zn) + Ynh(zn)

A

seklinde tanimlanan algoritma ve asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 7.2.1: f: H — R konveks diferansiyallenebilir bir fonksiyon Ly > 0 i¢in
Vf Lg-Lipschitz siirekli, g: H — R has alttan yar siirekli ve konveks bir fonksiyon ve
konveks minimizasyon probleminin ¢éziimii bos kiimeden farkli olsun. {x,} Algoritma
(7.17) tarafindan tretilen dizi olsun. 8 € [0,1) olmak tizere {6,}c [0,0] ve
{an}, {Bn}, {vn} € (0,1) dizileri Teorem 7.1.1°deki kosullar1 saglasin. Bu durumda {x,,}

dizisi konveks minimizasyon problemin ¢6ziimii olan x* noktasina kuvvetli yakinsaktir.
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7.3. Goriintii Iyilestirme Problemine Uygulamasi

Bu bolimde Algoritma (7.17)’yi kullanilarak goriintii iyilestirme problemi
coziilecektir. Ayrica gorlintii iyilestirmede Algoritma (7.17)’nin IFBS, APFBNSM ve
Algoritma (6.14) ile kiyaslamasi yapilacaktir.

Sayisal karsilastirmalarda MATLAB’da Gaussian ve Hareket bulaniklagtirma
fonksiyonlar1 kullanilmis ve rastgele giiriiltii eklenmistir. Test goriintiileri olarak
Kameraman, Goldhill, Dag ve Barbara kullanilmistir. Yeni elde edilecek goriintiilerin

kalitesi sinyal giiriiltii oran1 (SNR) degeri ile dl¢tilmiistiir.

1 1 1
6, =— =— = —
LR TN Pn 2n’ Yn 10’

N |-

Tiim sayisal karsilagtirmalarda parametreler a;,, =

A=0,99, f(x) = 0,99x ve T = 0,0001 olarak secilmistir.

Ilk olarak Algoritma (7.17)’yi IFBS, APFBNSM ve Algoritma (6.14) ile
karsilastirilacak ve Kameraman ve Goldhill goriintiileri ile hareket bulanikligi fonksiyonu
kullanilacaktir. Yukaridaki se¢imlere karsilik gelen sayisal sonuglar Sekil 7.1 ve Sekil

7.2°de verilmistir.

(b)

Sekil 7.1. (a) Kameraman goriintiisii (b) Bozulmus gorintii (c) IFBS (d) APFBNSM (e)
Algoritma (6.14) (f) Algoritma (7.17) (g) Goldhill goriintiisii (h) Bozulmus
gortntii (i) IFBS (j) APFBNSM (k) Algoritma (6.14) (1) Algoritma (7.17).
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() (k) 0
Sekil 7.1. (devam)
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SNR

Algoritma (7.17)
Algoritma (6.14)

APFBNSM
35 \’ 1 1 L 1 1 Il IFBS
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Adim Sayisi
(@)

SNR

45 Algoritma (7.17)
Algoritma (6.14)
APFBNSM
IFBS
L L 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Adim Sayisi
(b)

Sekil 7.2. (a) Kamereman goriintiisii igcin SNR degerleri grafigi (b) Goldhill goriintiist
icin SNR degerleri grafigi.

Ikinci olarak, Dag ve Barbara goriintiileri ve Gauss bulamklik fonksiyonu
kullanilarak Algoritma (7.17) ayn1 algoritmalarla karsilastirilacaktir. Sekil 7.3 ve Sekil

7.4 bu se¢imlere karsilik gelen sayisal sonuglar1 gostermektedir.
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Sekil 7.3. (a) Barbara goriintiisii (b) Bozulmus goriintii (¢) IFBS (d) APFBNSM (e)
Algoritma (6.14) (f) Algoritma (7.17) (g) Dag goriintiisii (h) Bozulmus
goriintii (i) IFBS (j) APFBNSM (k) Algoritma (6.14) (1) Algoritma (7.17).

(i)
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Sekil 7.3. (devam)

N : : : : : .
49} 4
a8t -
a7t -
x 46F 1
P4
[0}
45} 1
a4t ]
43 :
Algoritma (7.17)
Algoritma (6.14)
42 APFBNSM
1 1 1 1 1 L IFBS
0O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Adim Sayisi
(@)
Sekil 7.4. (a) Barbara goriintiisii i¢in SNR degerleri grafigi (b) Dag goriintiisii igin SNR
degerleri grafigi.
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38
37
36
e
pd
» 35
34
Algoritma (7.17)
33 Algoritma (6.14)
APFBNSM
IFBS

1 1 1 1 1 L T 3
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Adim Sayisi

(b)
Sekil 7.4. (devam)
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8. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde ¢alismalarimizdan elde edilen sonuglar verilmistir.

Dordiincii boliimde, sayilabilir genislemeyen doniisiim ailesinin ortak sabit
noktasini bulmak ve reel Hilbert uzayinda yakinsama sonucunu ispatlamak i¢in eylemsiz
S*-algoritmasi sunulmustur. Bu algoritmanin konveks minimizasyon problemine
uygulamasi verilmistir. Daha sonra gorintii iyilestirme problemini ¢6zmek igin
Algoritma (4.8), NAGA ve FBS algoritmalari kullanilmistir. Kameraman goriintiisii i¢in
SNR degerleri Cizelge 4.1°de verilmistir. Bu ¢izelge incelendigi zaman, Algoritma
(4.8)’in SNR degerinin NAGA ve FBS algoritmasindan daha yiiksek oldugu
goriilmektedir. Bu, Algoritma (4.8)’in goriintii iyilestirme performansinin karsilastirilan

algoritmalardan daha iyi oldugu anlamina gelmektedir.

Sonug¢ 8.1: Eylemsiz S*-algoritmasinda 6,, = 0 yazilirsa, bu durumda Karahan

and Ozdemir (2013) tarafindan tanimlanan S*-algoritmas elde edilir.

Besinci boliimde, reel Hilbert uzayinda sonsuz genislemeyen doniisiimler
ailesinin ortak sabit noktasin1 bulmak icin yeni bir algoritma sunulmustur ve bazi zayif
varsayimlar altinda kuvvetli yakinsama kanitlanmistir. Ana sonu¢ monoton kapsama
problemi, genellestirilmis denge problemi, varyasyonel esitsizlik problemi, konveks
minimizasyon problemi ve dolayisiyla goriintii 1yilestirme problemlerine uygulanmistir.
Biber, Kameraman ve Lena goriintiisii icin SNR degerleri Cizelge 5.2, Cizelge 5.3, ve
Cizelge 5.4°de verilmistir. Ik olarak Biber goriintiisii icin Cizelge 5.2 incelendiginde
Algoritma (5.22)’de eylemsiz ve viskozite terimlerinin etkinligi karsilastirilmis ve bu
terimlerin, algoritmanin performansimni arttirdigi sonucuna varilmustir. ikinnci olarak
Kameraman goriintiisii i¢in Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4 incelendiginde Algoritma
(5.22)’nin daha yiiksek SNR ile goriintii iyilestirme sagladigi goriillmektedir. Bu nedenle
Kameraman goriintiisii i¢in Algoritma (5.22)’nin goriintii iyilestirme performansinin
FBMMMA, AVFB ve NAGA’dan daha iyi oldugu gosterilmistir. Diger taraftan Lena
goriintiisii i¢cin  Algoritma (5.22)’nin Algoritma (2.5) ve FBS algoritmalar ile
karsilastirilmis ve yeni tanimlanan algoritmanin daha yiiksek SNR degeri ile daha kaliteli

goriintiiler elde edilmistir.
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Sonug 8.2: Algoritma (5.1)’de 6,, = y,, = 0 yazilirsa, bu durumda Hussain et al.

(2018) tarafindan tanimlanan K-algoritmasi elde edilir.

Altinc1 boliimde, goriintii iyilestirme problemini etkin bir sekilde ele almak igin
var olan bazi algoritmalari genellestiren bir 6n kosullandirma ileri-geri algoritmasi
Onerilmistir. Ayrica genellestirdigimiz diger algoritmalar i¢in zayif yakinsama teoremleri
ispatlanmigken, algoritmamiz i¢in kuvvetli yakinsama teoremleri verilmistir. Algoritma
(6.14) IFBS ve APFBNSM ile karsilastirilmistir. Kameraman ve Dag goriintiileri igin
SNR ve PSNR degerleri Cizelge 6.1, Cizelge 6.2, Cizelge 6.3 ve Cizelge 6.4°de
verilmistir. Bu ¢izelgeler incelendiginde, Algoritma (6.14)’tin IFBS ve APFBNSM’dan
daha yiiksek bir SNR ve PSNR’ye sahip oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla Algoritma
(6.14)’tin goriintii iyilestirme performansinin karsilastirilan algoritmalardan daha {istiin

oldugu anlasilmaktadir.

Yedinci boliimde yine goriintii iyilestirme problemini ¢ozmek i¢in modifiye
edilmis bir 6n kosullandirmali eylemsiz viskozite ileri-geri ayirma algoritmasi
sunulmustur. Ayrica Algoritma (7.1)’in belirli kosullar altinda kuvvetli yakinsamaya
sahip oldugu da gosterilmis ve bu algoritmanin konveks minimizasyon problemine
uygulamasi verilmistir. Daha sonra gorintii iyilestirme problemini ¢6zmek igin
Algoritma (7.17), IFBS, APFBNSM ve Algoritma (6.14) algoritmalar1 ile
karsilastirilmistir. Kameraman, Goldhill, Dag ve Barbara goriintiileri icin SNR degerleri
grafikleri Sekil 7.1 ve Sekil 7.4’de verilmistir. Sekiller incelendigi zaman, Algoritma
(7.17)’nin  karsilagtirilan algoritmalardan daha yiikksek SNR ile daha iyi goriinti

tyilestirme sagladigi agikca goriilmektedir.

Algoritma (7.1)’den asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Sonug¢ 8.3: Algoritma (7.1)’de,

1. a, = 0 almirsa Algoritma (6.6),

2. a,=0,y, =1veh =1 alinirsa APFBNSM algoritmasi,

3. an,=pL,=0,y,=1veh =1 alinirsa IFBS algoritmasi,
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8. SONUC ve ONERILER

4. a,=f,=60,=0,y, =1ve h =M = [, alinirsa, bu durumda FBS algoritmasi

elde edilir.
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