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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilan bazi simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

(X,d) Metrik uzay

CB(X) X 1n bos olmayan kapali altkiimelerinin ailesi
d, Hausdorff metrigi

a(A) A kiimesinin kompaktsizlik 6l¢iisti

Gr(F) F dontistimiiniin grafigi



1.GIRIS

X bostan farkli bir kilme ve f: X — X bir doniisiim olsun. Eger fx, =x, olacak
sekilde bir x, € X noktas1 varsa bu x, noktasma f doniisiimiiniin bir sabit noktasi

denir. Ornegin,
x
X =[0,0), fx:E, gx=x+1

seklinde tanimlanirsa, x, =0 noktas1 f doniislimiiniin sabit noktasidir ancak g do-
nlisiimiiniin sabit noktast yoktur. Yine X =(0,00) alinirsa f doniisiimiiniin de sabit
noktas1 olmadigi aciktir. O halde bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, o doniisii-
miin tanimina bagli oldugu gibi tanimlandig1 kiimenin yapisina da baghdir. Bu ne-
denle sabit nokta teori ¢alismalari, bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi kosullar
altinda var oldugu, varsa tek olup olmadigi, tek ise nasil bulunabilecegi sorularina

cevap aramaktadir.

Genel olarak sabit nokta teori ¢caligsmalar iki yonde gelismektedir. Birincisi tam met-
rik uzaylar tizerinde tanimli biiziilme ve biiziilme tipi doniisiimler i¢in sabit nokta
teori, digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri {izerinde ta-

nimli siirekli doniistimler i¢in sabit nokta teoridir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori g¢alismalar1 Brouwer ile baglamistir.

Brouwer, R" nin kapali birim yuvarindan yine kendi tizerine tanimlanan siirekli do-

nlisimiin sabit noktasinin varliginmi kanitlamistir [1]. Daha sonra Schauder,

Brouwer’in teoremini R” yerine herhangi bir normlu lineer uzay alarak asagidaki

sekilde genisletmistir [2].

“X bir normlu lineer uzay, C < X kapali ve konveks bir alt kiime ve f:C > C

stirekli ve kompakt bir doniistim olsun. O zaman f, C de bir sabit noktaya sahiptir”.



Tam metrik uzaylar lizerinde sabit nokta teori ¢calismalari ise Banach ile baslamstir.

Banach, biiziilme doniisiim prensibi olarak da bilinen asagidaki teoremi vermistir [3].

“(X,d) bir tam metrik uzay ve f:X — X donlisiimii her x,y e X ve bir o €[0,1)
icin d(fx, fy) < ad(x,y)esitsizligini sagliyorsa f donlisimi bir tek ze X sabit
noktasina sahiptir, tistelik her xe X i¢in y, = f"x seklinde tanimlanan {y, } dizisi

z noktasina yakinsar”.

Banach sabit nokta teoremi, dontisiimiin sabit noktasinin varligin1 garanti ettigi gibi,
Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanin tek-

ligini ve nasil bulunabilecegini de gostermektedir.

Sabit nokta teorinin temelini teskil eden yukaridaki teoremler daha sonra pek ¢ok
yazar tarafindan genellestirilmistir. Ornegin, Ciri¢ calismalarim, “Fixed Point
Theory” adli kitabinda toplamis, Kirk ve Sims, c¢esitli yazarlar tarafindan yazilmis
olan makaleleri “Handbook of Metric Fixed Point Theory” adli bir kitapta toplamis
ve sabit nokta teori calisanlar i¢in temel bir kitap olan “Fixed Point Theory and
Applications” adli kitap ise Agarwal, Meehan ve O’Regan tarafindan yazilmistir [4-
6].

Sabit nokta teori ¢calismalar1 sadece yukarida bahsedilen tam metrik ve normlu uzay-
larda sinirlt kalmayip, sirali Banach uzaylari, diizglin uzaylar, fuzzy metrik uzaylar
v.b. uzaylarda da yapilmistir. Bahsedilen bu uzaylardaki birka¢ ¢alisma su kaynak-
larda bulunabilir [7-15].

Ayrica sabit nokta teori matematigin ¢esitli alanlarinda uygulamasi olmasi nedeniyle
matematik diinyasinda énemli bir yer tutmaktadir. Ornegin bu teori lineer denklemle-
rin, diferensiyel ve integral denklemlerin ¢6ziimlerinin varlik ve tekliginde sikca kul-

lanilmaktadir. Bu yondeki bazi ¢alismalar su kaynaklarda bulunabilir [16-18].



Tek degerli dontistimler i¢in sabit nokta teori, daha sonra kiime degerli doniisiimler
acisindan da incelenmeye baslanmistir. X bostan farkli bir kiime, 2%, X in bostan

farkl1 alt kiimelerinin ailesi ve F: X — 2" bir doniigiim olsun. Eger x, € Fx, olacak
sekilde bir x, € X noktas1 varsa bu x, noktasina F kiime degerli doniistimiiniin bir

sabit noktas1 denir. Ornegin,

X =[0,1], Fx=[x",x"]

seklinde tanimlanirsa x, =0 ve x, =1 bu doniistimiin sabit noktalaridir.

(X,d) bir metrik uzay, CB(X) de X in bostan farkli kapali ve sinirlt alt kiimeleri-

nin ailesi olmak lizere 4,B € CB(X) i¢in

d(x,A) =inf{d(x,y):y € A}

Ve

d,(A,B)=max{sup _, d(x, B),sup,_, d(y,A)}

olarak tanimlansin. Nadler, Hausdorff metrigi olarak ta bilinen yukaridaki d,, fonk-

siyonunu kullanarak kiime degerli doniistimler i¢in ilk sabit nokta teoremini asagida-

ki sekilde vermistir [19].

“(X,d) bir tam metrik uzay ve F:X — CB(X) kiime degerli doniisiimii, eger her
x,ye X vebir A€ (0,1) i¢gin

dH(anFy)S//id(xay)

esitsizligini sagliyorsa X icinde bir sabit noktaya sahiptir”.



Nadler’in bu teoreminden sonra gelismeye baslayan kiime degerli doniisiimler i¢in
sabit nokta teori de tek degerli doniisiimler i¢in verilen sabit nokta teoremlerine ben-
zer sekilde difeferensiyel ve integral igermelerin ¢oziimlerinin varlik ve tekliginde
kullanilmistir. Kiime degerli doniisiimler i¢in verilen bazi sabit nokta teoremlerine ve

bunlarin bazi uygulamalarina 6rnek olarak su kaynaklara bakilabilir [20-30].



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
Bu boliimde ileride kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

R, =[0,0) olmak iizere x,yeR i¢in x<y bagmntistnin y—xeR, bagmtisina
denk oldugu bilinmektedir. Bu diisiince ile bir Banach uzayinda R, nin yerine gece-

cek uygun bir alt kiime bulundugunda bu uzayda siralama yapilabilir.

2.1. Tanim

@

. || E) bir reel Banach uzay1 ve K < £ bostan farkli kapali bir kiime olsun. Eger

K kiimesi,

() K+KcK,

(i) Her A >0 i¢in AK c K,

(ii1) 0, £ nin birimi olmak tizere, —-K N K = {0}

kosullarin1 saglhiyorsa K kiimesine E i¢inde bir koni denir. Boylece E iizerinde
xSy y-xek

seklinde bir kismi siralama bagintis1 tanimlanabilir. £ Banach uzayr K tarafindan
tiretilen < kismi siralama bagmtisi ile donatildiginda E ye bir sirali Banach uzayi
denir [9].

2.1. Ornek

(a) E=R’ uzaymda K ={(x,y): x>0,y >0} kiimesinin koni kosullarmi sagladig

kolayca gosterilebilir. Bu koni yardimiyla R* {izerinde (x,,,),(x,,¥,) € R* i¢in



L) S (0, ) < (0, 0,)—(x,n)eK < x <x, vey <y,

seklinde bir kismi siralama bagintisi tanimlanabilir. Dolayistyla R* kismi siralanmig

bir uzay olur [31].

(b) a,beR i¢in (C([a,b]),R) ile [a,b] kapali araligindan R ye taniml biitiin sii-
rekli fonksiyonlarin uzayini gosterirsek, bu uzay

||x||C([a,h]) = max {|x(t)| Le [a,b]}

normu ile birlikte bir Banach uzayidir. (C([a,b]),R) nin negatif olmayan fonksiyon-

larindan olusan altkiimesi olan (C([a,b]),R,) bir konidir [31].

E Banach uzayinda K konisi tarafindan elde edilen siralama, kismi siralama olma-
sma ragmen R iizerindeki tam siralama bagmtisinin birgok 6zelligine sahiptir. Orne-

gin, bir £ Banach uzayinda ki bir K konisi tarafindan elde edilen < siralamasi,

(1) her x,y,z,we E icin x<y, z<wise x+z< y+w
(1) x,yeK ve a,beR, i¢cin ax+bye K,

(i) —x e K ise inf{|x+y|:yeK}>0

gibi 6zelliklere sahiptir [31].
2.2. Tanim

E bir reel Banach uzayi, K < E bir koni, x,y€ £ ve x<y olsun. x<z <y kosu-
lunu saglayan biitiin z € E elemanlarinin kiimesine sira aralik denir ve [x, y] ile gos-

terilir [9].



2.3. Tanim

E bir reel Banach uzayi, K < E bir koni olsun. 0 <x <y kosulunu saglayan her-
hangi x,y e E i¢in ||x||E <N ||y||E olacak sekilde N >0 sayis1t varsa K ya normal

koni denir [9].
2.2. Ornek

(a) (C([0,1]),R) uzaymnda (C([0,1],R ) konisi normaldir [31].

(b) (C"([0,1]),R) ile [0,1] kapali araligindan R ye tanimli biitiin birinci mertebe-

den siirekli tiireve sahip fonksiyonlarin uzayini gosterirsek bu uzay

=max {|

|x||C([0,1]) > x,”C([O,lD}

||x||c“>([0,1])

normu ile bir Banach uzayidir. Bu uzayda (C"([0,1],R,) konisi normal degildir.
Gergekten y(f)=1 ve x (¢f)=sin’nt ise 0<x, ()< y(f) olmasina ragmen

lim

n—0

X

n

) =® dur [31].

(o1

Eger E nin her sira aralig1 norma gore sinirli ise K konisi normaldir [9].

2.4. Tanim

E bir reel Banach uzayi, ), de E nin biitiin sinirh alt kiimelerinin ailesi olsun.

AeQ, igin Cap(4)=sup{|x—y|:x,ye A,.} olmak {izere

a(A):inf{g >0:4c|J’ 4 ve Cap(4) < e, ie {1,2,---,n}}



seklinde tanimlanan «:Q, — R, fonksiyonuna Kuratowskii kompaktsizlik &lgiisii

denir [32].
2.1. Teorem

E Dbir reel Banach uzayi, 4,B < E simirl alt kiimeler ve 4 € R olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir:

(i) a(4)=0< A4 kompakt,

(i) A< B ise a(4)<a(B),

(iii) a(4) = a(4),

(iv) a(4 v B) = max{a(4),a(B)},

(V) A4 ={Ax:x € A} olmak iizere a(14)=|A|a(4),

(vi) A+B={x+y:xe A,ye B} olmak iizere a(A4+B)<a(4)+a(B),
(vii) co(A), A kiimesinin konveks zarfi olmak iizere, a(co(A4)) = a(A),

(viii) 4 kiimesi sonluise a(4)=0 dir [32].
2.5. Tanim

X bir topolojik uzay, (Y,d) bir metrik uzay, C(X,Y), X den Y ye taniml biitiin
stirekli fonksiyonlarm smifi ve Q c C(X,Y) olsun. Eger bir x, € X ve her £¢>0

i¢in
VxeU ve Vf eQ i¢in d(f(x), f(x,)) <&

olacak sekilde x, mn bir U a¢ik komsulugu varsa Q kiimesine x, noktasinda

esstireklidir denir. Eger Q kiimesi X in her noktasinda essiirekli ise Q kiimesine

X i¢inde esstireklidir denir [33].



Aciktir ki Q kiimesi X de essiirekli ise, Q nin keyfi bir f* eleman1 X de stirekli-
dir. Bunun tersi dogru olmayabilir, yani her f e Q siirekli iken Q essiirekli olmaya-

bilir.
2.3. Ornek
X =Y =R ve tizerindeki metrik alisilmig metrik olsun ve

Q={f :f,(x)=nx,xe R} c C(R,R)

ile tanimlansm. Q nin her bir elemanmin siirekli oldugu agiktir. Ancak x, e R ve

her £ >0 i¢in

|x—x0|<5:>

£,(0) = fo(x,)| =nlx—x|< e

olacak sekilde bir 6 >0 sayisinin bulunamayacagi agiktir. Dolayisiyla Q kiimesi

esstirekli degildir .
2.6. Tanim

X,Y iki Banach uzayr, Dc X ve F:D — 2" bir doniisiim olsun. Eger Y nin her
V' acik alt kiimesi i¢in F*(V)={xe D:FxcV} kiimesi D i¢inde ag¢ik oluyorsa F
dontlistimiine D icinde iistten yar1 slireklidir denir. Yine eger Y nin her V' acik alt
kiimesi i¢cin F~ (V)={xe D:FxnV =} kiimesi D icinde ag¢ik oluyorsa F donii-

stimiine D i¢inde alttan yar siireklidir denir [32].

Fx, cV olacak sekilde Y i¢indeki her V' acik alt kiimesi i¢in F'(B(x,,0)nD)cV
olacak sekilde en az bir 6 =d(x,,V) >0 sayis1 varsa F kiime degerli doniisiimiine

x, € D noktasinda iistten yari stireklidir denir. Yine eger her y € Fx, ve y nin her
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V' komsulugu i¢in x € DN B(x,,0) olmak tizere FxNV #(J olacak sekilde en az
bir 6 =9(x,,y,V) >0 sayis1 varsa F' kiime degerli doniisiimiine x, € D noktasinda

alttan yari stireklidir denir [32].

2.7. Tanim

X veY iki Banach uzayl, Dc X, F:D — 2" bir doéniisim ve d, Y iizerindeki
metrik olsun. x, — x, iken d, (Fx,,Fx,) — 0 oluyorsa F' kiime degerli doniisiimii-

ne sureklidir denir [32].

2.2. Teorem
X ve Y iki Banach uzay1 Dc X ve F:D — 2" bir doniigiim olsun.

a) F,D de ustten yar slireklidir ancak ve ancak her kapali A cY kiimesi i¢in

F~(A) kiimesi D i¢inde kapalidir. F' alttan yar siireklidir ancak ve ancak her agik

JV Y kiimesi i¢in F(A) kiimesi D iginde agiktir.

b) Her xeD icin Fx kapali ve d, Y tizerindeki metrik olsun. Bu durumda

x, = x, iken sup{d( v, Fx):ye Fxo} — 0 oluyorsa F alttan yar siireklidir. Yine

x, —>x, iken sup{d(y,Fx,):yeFx,} >0 oluyorsa F istten yari siireklidir. F

hem alttan hem de tistten yar siirekli ise stireklidir.

c) Her xe D icin Fx kapali olsun. Eger F istten yar1 stirekli ve D kapali ise bu

durumda F nin grafigi olan Gr(F)= {(x, y)eXxY:xeX,ye Fx} kiimesi kapali-

dir. Eger F(D) kompakt ve D kapali ise bu durumda F nin iistten yar1 siirekli ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul Gr(F) nin kapali olmasidir.
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d) Eger D kompakt, F' istten yari stirekli ve her xe D i¢cin Fx kompakt ise bu
durumda F(D) kompakttir [32].

2.4. Ornek

X =Y =R olsun. F ve G kiime degerli dontisiimleri

Fx:{{l} , x#0
[0,1] , x=0

Ve

{[0,1] , x#0
Gx =
{0} , x=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda F istten yari stirekli fakat alttan yari siirekli de-

gildir. Yine G alttan yari stirekli fakat tistten yari stirekli degildir [34].
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3. METRIiK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

3.1. Metrik Uzayda Tek Degerli Doniisiimler i¢cin Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda bir uzay {izerinde iki metrik ile birlikte bir kapali (implicit) bagintiy1 kul-

lanarak tek degerli doniistimler icin sabit nokta teoremleri verilecektir.

Bu kisimda kullanacagimiz kapali bagintiy1 tanimlayarak buna iliskin baz1 6rnekleri

verelim.

R, negatif olmayan reel sayilarin kiimesi ve J de R® dan R ye asagidaki kosullart

+

saglayan biitiin siirekli 7 fonksiyonlarin kiimesini gostersin:

T, : T(¢,t,, -,t;) fonksiyonu ¢,,---,z, degiskenlerine gore artmayan,

T, : T(u,v,v,u,u+v,0)<0

veya

T(u,v,0,0,v,v)<0

iken R, dan R, ya siirekli, azalmayan, f(0)=0, >0 i¢in f(#) <¢ kosullarma uy-

gun 6yle f fonksiyonu vardir ki u < f(v),

T, : YVu>0icin T(u,0,0,u,u,0) >0 dir.

Yukarida verilen kosullar1 saglayan fonksiyon i¢in birka¢ 6rnek verelim.



13
3.1. Ornek
T fonksiyonu 0<a <1, 0<a<1/2, 0<bh<1/2 olmak iizere
T(t, -,t;)=t —amaxit,,t,t,} —(1-a)lats + bt]
seklinde tanimlansin. Bu durumda 7 €T olur.
Gergekten T fonksiyonunun ¢,,---,¢, degiskenlerine gore artmayan oldugu agiktir.
u>0 ve
T(u,v,vyu,u+v,0)=u—amax{u,vi—(1-a)a(u+v)<0

olsun. Eger u >v ise (1-a)u < au olup a<1/2 oldugundan bu bir ¢eliski olusturur.
O halde u<v dir. Boylece w—amax{u,v}i—(1-a)a(u+v)<0 ifadesinden

< a+(l-a)a

u< v bulunur. Benzer sekilde # >0 ve
I-(I-a)a

T(u,v,0,0,v,v)=u—av—(1-a)(a+b)yv<0

olsun. Buradan u <[a+(1—a)(a+b)]v bulunur. Eger u=0 ise bu durumda da

u<[a+(l1-a)a+b)]v oldugu agiktir. Boylece

a+(l-a)a

f(t):max{l—(l—a)a

,a+(l—a)(a+b)}t

olmak tizere 7, kosulu saglanir.
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Yine her u >0 i¢in
T(u,0,0,u,u,0)=(1-a)1—-a)u>0
olur. Yani 7, kosulu da saglanir. Sonug olarak 7 €7 dir.

3.2. Ornek

T fonksiyonu 0 <k <1 olmak tizere
T(tl,'--,l‘é)=tl—kmax{tz,tpt“,ts%té}

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7' €J olur.

Gergekten T fonksiyonunun ¢,,---,¢, degiskenlerine gore artmayan oldugu agiktir.
u>0 ve

T(u,v,v,u,u+v,0)=u—kmax{u,v} <0

olsun. Eger u>v ise u <ku olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde u <v ve boylece

u < kv olur. Benzer sekilde u >0 ve
T(u,v,0,0,v,v) =u—kmax{u,v} <0

ise yine u <kv olur. Eger u =0 ise de u <kv oldugu agiktir. Boylece f(z) =kt ol-

mak {izere 7, kosulu saglanir.

Yine her u# >0 i¢in



15
T(u,0,0,u,u,0)=(1-k)u>0
olur. Yani 7, kosulu da saglanir. Sonug olarak 7" e 7 dir.

3.3. Ornek

T fonksiyonu, ¢:R, — R, siirekli, azalmayan, ¢(0)=0 ve 7> 0 i¢in ¢(¢) <t ko-

sullarini saglayan fonksiyon olmak iizere

ts+1
T, t)=t —¢(max{t2,t3,t4,5T6}]

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7 €T olur.

Gergekten T fonksiyonunun ¢,,---,7, degiskenlerine gore artmayan oldugu agiktir.
u>0 ve

T(u,v,v,u,u+v,0)=u—¢(max{u,v})<0

olsun. Eger u>v ise u <¢(u) olup bu bir ¢eliski olur. O halde u <v ve boylece

u < ¢(v) olur. Benzer sekilde u >0 ve
T(u,v,0,0,v,v)=u—¢(max{u,v})<0

ise yine u < @(v) elde edilir. Eger # =0 ise bu durumda da u < ¢(v) oldugu agiktir.

Boylece f =¢ olmak iizere 7, kosulu saglanir.

Yine her u# >0 i¢in
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T(u,0,0,u,u,0)=u—¢(u)>0

olur. Yani 7, kosulu da saglanir. Sonug olarak 7" e 7 dir.

3.4. Ornek

T fonksiyonu, a >0, b,c,d 20, a+b+c<1vea+d<1 olmak iizere

T(t, - t)=t —t(at, +bt,+ct,)—dtt,

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7' €7 olur.

Gergekten T fonksiyonunun ¢,,---,¢, degiskenlerine gore artmayan oldugu agiktir.

u>0 ve

T(u,v,v,u,u+v,0)=u’ —u(av+bv+cu) <0

a+b

olsun. O halde u < v olur. Benzer sekilde u >0 ve

1-¢

T(u,v,0,0,v,v)=u’ —auv+dv> <0

a+~4d+a’

ise bu durumda uﬁfv bulunur. Eger #=0 ise bu durumda da

u<a+\/4d+a2
B 2

v oldugu aciktir. Boylece



l1-c 2

f(t):max{a+b,a+\/4d+a2 }l

olmak iizere 7, kosulu saglanir.

Yine her u >0 i¢in

T(u,0,0,u,u,0)=(1—c)u’> >0

olur. Yani 7, kosulu da saglanir. Sonug olarak 7 €7 dir.

3.5. Ornek

T fonksiyonu, 0 <« <1 olmak tizere

Lt + 1t

T, t)=t —a
L+t +t+1+1

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7 €T olur.

17

Gergekten 7 fonksiyonunun ¢,,---,¢, degiskenlerine gore artmayan oldugu kolayca

gosterilebilir.

u>0 ve

2.2
avu
T(u,v,v,u,u+v,0)=1u’ ————— <0
2u+2v+1
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2

2
olsun. O halde u<—%Y olup ayrica X < oldugundan u < av elde
2u+2v+1 2u+2v+l1

edilir. Benzer sekilde # >0 ve

4
av

2v+1

T(u,v,0,0,v,v) =u -

ise bu durumda u <Jav olur. Eger u =0 ise bu durumda da u < Jav oldugu agik-

tir. Boylece f(¢) = Jat olmak iizere T, kosulu saglanir.
Yine her u >0 i¢in

T(u,0,0,u,u,0) =1’ >0

olur. Yani 7, kosulu da saglanir. Sonug olarak 7" e T dir.

Benzer sekilde 7' €7 olacak sekilde pek ¢ok fonksiyon bulunabilir.

Bu kisimdaki orijinal teoremlerimizi vermeden once teoremlerde kullanacagimiz

bazi kisaltmalar1 verelim.

(X,d") bir tam metrik uzay ve d de X tzerinde bir bagka metrik, x, € X ver >0

igin
B,(x),r)={xe X :d(x,x,)) <r}

olsun. Ayrica B,(x,,7)" ile B,(x,,r) yuvarimn d' metrigine gore kapanigini goste-

relim. d ve d' bir X kiimesi iizerinde iki metrik olmak iizere eger her x,y € X igin
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d'(x,y)=>d(x,y) oluyorsa bu durumu d'>d ile gosterecegiz. Aksi durumu ise

d ,Z/ d ile gosterecegiz. Ornegin X =[0,1] ve iizerindeki iki metrik, her x,y € X igin

d(xay)=|x_y|
ve
, I, x#y
d(x,y)Z{
0, x=y

olsun. Bu durumda d'>d oldugu agiktir. Eger X =[0,2] ve d ile d’' yukaridaki gibi
tanimlanirsa d'Zd ve dZd' olur. Eger en az bir x,ye X i¢in d'(x,y)#d(x,y)
oluyorsa bu durumu d' #d ile gdsterecediz. Aciktir ki d'2d ise d'#d dir. Fakat
d' #d oldugunda d'2d veya d¥d’ olmayabilir. Ornegin X =[0,1] ve d ile d’

yukaridaki gibi tanimlanirsa d' # d olup d'>d dir.
Simdi bu kisimdaki ilk teoremimizi ifade ve ispat edelim.
3.1. Teorem

(X,d") bir tam metrik uzay, d, X Uzerinde bir baska metrik, x, € X, r>0 ve

F:B,(x,,r)" — X bir doniisiim olsun. F déniisiimiiniin asagidaki kogullar1 sagla-

digin1 kabul edelim.
a) Her x,y € B,(x,,r)" icin

T(d(Fx,Fy),d(x,y),d(x,Fx),d(y,Fy),d(x,Fy),d(y,Fx))<0
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olacak sekilde 7' €7 var,

b) f fonksiyonu 7, kosulundaki fonksiyon olmak tizere

r—d(x,, Fx))=y>0ve Y f"(d(x,, Fx,)) <7,

n=1

¢) d#d' iken F: (B,(x,,r),d)— (X,d") diizgiin siirekli,
d) d #d' iken F:(B,(x,,r)",d") = (X,d') siirekli.

Bu durumda F, B d(xo,r)d' icinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani, Fx=x olacak

sekilde bir x € B,(x,,#)" vardur.
fspat

x, = Fx, olsun. d(x,,x,)<r oldugundan x, € B,(x,,r) dir. Simdi »n e {2,3,---} i¢in

x, = Fx,_, diyelim. Asagidaki ifadenin dogru oldugunu iddia ediyoruz.
nel{l,2,--} i¢in x, € B,(x,,r) ve {x,} dizisi d metrigine gore bir Cauchy dizisidir.

[k olarak ne{1,2,---} i¢in x, € B,(x,,r) oldugunu gorelim. Bunu gostermek igin
tiimevarim yontemini kullanacagiz. x,,x, € B,(x,,7) oldugunu biliyoruz. O halde (a)

kosulunu kullanabiliriz. Boylece

T(d(Fx,,Fx)),d(x,,x,),d(x,, Fx,),d(x,, Fx,),d(x,, Fx,),d(x,, Fx,)) < 0

ve buradan
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T(d(xl s xz)a d(XO’ xl)’ d(XO’ xl)a d('xl b xz )’ d(XO’ xz): 0) S O

olur. 7 ve T, kosullar1 kullanilirsa R, dan R, ya siirekli, azalmayan,

£(0)=0, >0 icin f(r) <?

kosullaria uygun 6yle f fonksiyonu vardir ki

d(x,,x,) < f(d(x,,x,))

olur. O halde (b) kosulundan

d (%5 %) < d (%0, ) +d(x,,%,)

<d(xp,x)+ f(d(x5,x,))
<d(x,,x)+y

=r

elde edilir ki bu da x, € B,(x,,7) oldugunu gosterir. Simdi m e {1,2,---,k} i¢in
x, € B,(x,,r) olacak sekilde k €{2,3,---} var olsun. x,,, € B,(x,,7) oldugunu gos-

terelim. me {1,2,---,k} i¢in x,_,x, € B,(x,,r) oldugundan (a) kosulu kullanilirsa,

m—12

T(d(Fx, ,,Fx,),d(x, ,x, ).d(x, ,Fx, ),d(x,, Fx, ),d(x, ,Fx, ),d(x,  Fx, )<0

m—12 m—12 m—12 m—1° m? m

ve buradan da

rd(x,,fx,,),d(x,.,x,),d(x,_,x,),d(x,,x,,),d(x,_,x,.,),0) <0

elde edilir. Yine 7, kullanilirsa m € {1,2,---,k} i¢in
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d(‘xm > xm+1 ) S f(d(xm—l > xm ))

olur. Yani m e {1,2,---,k} i¢in

d(x,,x,,)< b (d(xy,x,))

bulunur. Diger taraftan k € {1,2,---} icin

k
d(xy, %) < d (x5, %) + D d(x,,x,,,)

m=1

oldugundan (b) kosulu da kullanilirsa

(50, 3) S d(ip.x) + 3 (A0, 5)

m=l

Sd(xo,xl)+ifm(d(xoaxl))

<d(xy, %) +y

=r

bulunur. Boylece x,,, € B,(x,,r) olur. Sonug olarak ne{1,2,--} i¢in x, € B,(x,,7)

olur. Ayni zamanda n € {1,2,---} i¢in
d(x,,x,.,) < ["(d(x,x,))
olduguna da dikkat edilmelidir.

Simdi de {x,} dizisinin d metrigine gore bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

Bunun dogru olmadigin1 kabul edelim. O halde £ € {1,2,---} i¢in



r,= d(xn(k),xm(k)) >0
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olacak sekilde tam sayilarin {m(k)}, {n(k)}, m(k)>n(k) >k dizileri ve 6 >0 sayisi

bulunabilir. Ayn1 zamanda n(k) dan biiylik en kiigiik m(k) i¢in
A (X, 040015 X)) <O

oldugunu kabul edebiliriz. Boylece

o< < d(xm(k) > xm(k)—l) + d(xm(k)—l > xn(k))

< f"ONd(xg,x)) +6
ve boylece de

limr, =&

n—o
olur. Ayni1 zamanda

o< < d(xn(k) s Xye) T d(xm(k) s X)) T d(xn(k)+l 3 Xkye1)
oldugundan

o<r Sfn(k)(d(XO’xl))+fM(k)(d(x0>xl)+d(Fxn(k)>Fxm(k))

3.1)

bulunur. Diger taraftan x,,,x,,, € B,(x,,7) oldugundan (a) kosulunu kullanabiliriz.

O halde
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T(d(Fxn(k)’Fxm(k))’d(xn(k)ﬂxm(k))ﬂd(xn(k)ﬁFxn(k))bd(xm(k)ﬂFxm(k)):»

d(xn(k)’F‘xm(k))’d(‘xm(k)’Fxn(k))) <0

ve boylece

T(d(Fx, 5 F,y 0510 £ (A (g, 3,)), £ (A i ), 15+ £ (A3, %),

Ty +f”(k)(d(x0’x1))) <0

bulunur. 7 fonksiyonunun siirekli oldugu goz oOniine alinarak bu son esitsizlikte

k — oo i¢in limit alinirsa

T(lim d(F, ), F,)),6,0,0,8,8) <0

elde edilir. 7, kosulundan ise

Ilcl—l;g d(FXn(k),Fxm(k)) < f(é‘)

bulunur. Boylece Es.3.1 esitsizliginde k& — oo igin limit alinirsa ¢ < f(J5) bulunur ki
buise >0 i¢in f(#) <t olmasi ile gelisir. Bundan dolay1 {x, } dizisi d metrigine

gore bir Cauchy dizisidir.

Simdi {x } dizisinin d’ metrigine gore bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Eger

d>d' ise bu durum agiktir. d ,Z/ d' olsun ve & >0 verilsin. O halde (¢) kosulu

Vx,y € B,(x,,r) ve d(x,y)< 9 iken d'(Fx,Fy)<e
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olacak sekilde & >0 sayisinin varligini garanti eder. {x,} dizisi d metrigine gore

bir Cauchy dizisi oldugundan en az bir n, € {1,2,---} vardir ki n,m > n, iken
d(x,,x, )<o
olur. Béylece n,m > n, iken

d'('xnﬂ >

x,.)=d(Fx,  Fx )<&

bulunur ki bu da {x,} dizisinin d' metrigine gore bir Cauchy dizisi oldugunu goste-
rir. Boylece (X,d") tam metrik uzay oldugundan » — oo i¢in d'(x,,x) —> 0 olacak

sekilde x € B, (xo,r)d/ vardir.

Bulunan bu x € B, (x,, r)? noktast igin Fx = x oldugunu gosterelim.

Ik olarak d # d' durumunu goz 6niine alalim. Bu durumda

d'(x,Fx)<d'(x,x,)+d'(x,, Fx)

<d'(x,x,)+d'(Fx, |, Fx)

n-1°

olup (d) kosulu kullanilir ve 7 — oo i¢in limit alinirsa d'(x, Fx) =0 bulunur ki bu da

Fx =Xx oldugunu gosterir.

fkinci olarak d =d' olsun. x, ,,x € B,(x,,r)’ oldugundan (a) kosulunu kullanabili-

n—-1°

riz. Boylece

T(d(Fx, ,Fx),d(x, ,x),d(x,,,Fx, ),d(x,Fx),d(x, ,Fx),d(x,Fx, ) <0

n-1° n—1°
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olup 7 — o i¢in limit alinirsa

T(d(x,Fx),0,0,d(x, Fx),d(x,Fx),0)<0

elde edilir ki burada da 7, kosulu kullanilirsa d(x, Fx)=0 bulunur. Bu da ispat1 ta-

mamlar.

Bu kisimdaki ikinei orijinal teoremimizi vermeden 6nce bu teoremde kullanacagimiz

kapal1 bagintiy1 kisaca verelim.

7" kiimesi R dan R ye taniml, 7, ve 7, kosullari ile birlikte asagidaki kosulu

saglayan biitiin siirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin:

T2' : T(u,v,v,u,u+v,0)<0

veya

T(u,v,v,v,v,v)<0

iken R, dan R, ya taniml, stirekli, azalmayan, f(0)=0, ¢ >0 i¢in f(¢) <t kosulla-

rina uygun dyle f fonksiyonu vardir ki u < f(v) dir.

Bu durumda 7' J oldugu aciktir. Ornek 3.1, Ornek 3.2, Ornek 3.3 ve Ornek 3.5
icinde tanimlanan 7' fonksiyonlarinin 7" kiimesine ait olduklar1 kolayca gosterilebi-

lir. Ancak Ornek 3.4 de tanimlanan fonksiyon a >0, b,c,d >0vea+b+c+d <1

kosulu altinda 7" kiimesine aittir.
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3.2. Teorem

(X,d') bir tam metrik uzay, d, X Uzerinde bir baska metrik, x,€ X, »>0 ve

F:B,(x,,r)" = X bir doniisiim olsun. F déniisiimiiniin F €7’ olmak {izere (a),

(c) ve (d) kosullarinin yani sira
b") d(x,,Fx,)<r—f(r)
kosulunu da sagladigini kabul edelim.

Bu durumda F, B d(xo,r)d' icinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani, Fx=x olacak

sekilde bir x € B,(x,,7)" vardur.
fspat

x, = Fx, olsun. d(x,,x,) <r oldugundan x, € B,(x,,r) olur. Simdi n € {2,3,---} i¢in

x, = Fx,_, diyelim. Asagidaki ifadenin dogru oldugunu iddia ediyoruz.
nel{l,2,--} i¢in x, € B,(x,,r) ve {x,} dizisi d metrigine gore bir Cauchy dizisidir.

[lk olarak n e {1,2,---} i¢in x, € B,(x,,7) oldugunu gosterelim. Bunu gostermek igin
tiimevarim yontemini kullanacagiz. x,,x, € B,(x,,7) oldugunu biliyoruz. O halde (a)

kosulunu kullanabiliriz. Boylece

T(d(FXO')Fxl)ad(xoaxl)ad(xoaFxo)ad(xlaFxl)ad(xmFxl)ad(xlano)) S 0

ve buradan da
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T(d(xl s xz)a d(xO’ xl)’ d(XO’ xl)a d('xl b xz )’ d(XO’ x2): 0) S O

elde edilir. 7] ve Tz' kosullar1 kullanilirsa R, dan R, ya taniml, siirekli, azalmayan,

£(0)=0, >0 icin f(r) <?

kosullarina uygun 6yle f fonksiyonu vardir ki

d(x;,x,) < f(d(x,x,))

olur. O halde (b") kosulundan

d(xy,x,) <d(xy,x)+d(x,,x,)
<d(xy,x)+ f(d(x,x,))
<[r—=f]+f(r)

=r

olur ki bu da x,eB,(x,,r) oldugunu gosterir. Simdi me{l,2,---,k} icin
x, € B,(x,,r) olacak sekilde k €{2,3,---} var olsun. x,,, € B,(x,,r) oldugunu gos-
termeliyiz. me {l,2,---,k} i¢in x,_,x, € B,(x,,7) oldugundan (a) kosulunu kullana-

biliriz. O halde

T'(d(Fx, ,,Fx,)),d(x, ,x, ).d(x, ,Fx, ). d(x, Fx, ),d(x, ,Fx ),d(x,  Fx, )<0

m—12 m—1°

ve buradan da

T(d(xm > Fxm+] )’ d('xm—l > ‘xm )7 d(‘xm—l > xm )9 d(xm > xm+l )9 d(x xm+l )9 O) S 0

m—12
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elde edilir. Yine Tz' kullanilirsa m € {1,2,---,k} igin

d(x,,x,..) < f(d(x,,x,))

olur. Yani m e {l1,2,---,k} i¢in

d(x,,%,.) < " (d(xy,%,))

bulunur. Simdi

d(x;,x,)< f(r)

oldugunu gosterelim.

Eger k=2 ise, d(x,x,)< f(d(x,,x,)) < f(r) olur.

Eger k =3 ise, d(x,,x,)=d(Fx,,Fx,) olup x,,x, € B,(x,,r) oldugundan (a) kosulu

kullanilirsa

T(d(Fx()asz)ad(xmxz)ad(xmFxo)ad(xzanz)ad(XOanz)ad(xzaFxo))SO

elde edilir ki buradan

T(d(xl s x3)a d(xo b xz )a d(xo b xl)n d(x2’ x3): d(xo b x3 ): d(xz b xl )) S O

bulunur. Bu son ifadeden de

T(d(x1ax3)’d(xo’xz):d(xonxl)afz(d(xoaxl)),d(xo’x3)nd(x23xl)) <0
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ve boylece

T(d(xl,x3),r,l",f2(r)’]/"f(]/'))SO

bulunur. Diger yandan f'(r) <7 oldugundan 7, kosulu kullanilirsa

T(d(x,x,),r,r,r,r,r)<0

bulunur. Béylece T, kosulundan

d(x,x,) < f(r)

elde edilir.

Eger k=4 ise, d(x,,x,)=d(FXx,,Fx;) olup x,,x;, € B,(x,,7) oldugundan (a) kosulu

kullanilirsa

T(d(Fxy,Fx,),d(xy,x,),d(x,, Fx,),d(x,, Fx;),d(x,, Fx;),d(x;,Fx;)) <0

elde edilir ki buradan

T(d (x5 %,),d(x, x3),d (X, X,),d (x5, %), d (%), %,),d (x5, %)) <0

bulunur. Bu son esitsizlikten de

T(d(x19x4)ad(x0=x3)od(xoox1)of3(d(xoaxl))ad(xoax4):d(x3’x1)) <0

ve boylece
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T(d(x,,x,),r,r, f(r),r, f(r) <0

olur. Diger taraftan f(r)<r oldugundan 7, kullanilirsa

T(d(x,x,),r,r,r,r,r)<0

bulunur. Béylece 7, kosulundan

d(x,,x,) < f(r)

bulunur. Yani k =4 i¢in de iddia dogrudur.

Bu sekilde devam edilerek & € {5,6,---} icinde

d(x;,x,)< f(r)

oldugu gosterilebilir. Simdi x,,, € B,(x,,r) oldugunu gorelim. x,,x, € B,(x,,r) ol-

dugundan (a) kullanilirsa

T(d(Fxy,Fx,),d(x,,x,),d(xy, Fxy),d(x,,Fx,),d(x,, Fx,),d(x,,Fx;)) <0

olur ki buradan

T(d(x;,x;,,),d(xq,%,),d (x, %), d (X, %), d (X4, %, ), d (X, %)) <0

bulunur. Bu son ifadeden

T(d(xlaxkﬂ)ad(xoaxk)ad(xoax1)afk(d(xoax1))>d(xoaxkn)ad(xk:xl)) <0
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ve boylece de

T(d(x, %), 7,7 £ (1)1, f(r) S0

olur. Ayrica f(r) <r oldugundan 7, kullanilirsa

T(d(x,x,,,),r,r,r,r,r)<0

bulunur. Béylece T, kosulundan

d(x,x,.,) < f(r)

elde edilir. Son olarak

d(xy, X)) <d(xp,x) +d(x,x,,,)

<[r=7rMI+ f(r)

=r

bulunur ki bu da x,,,€B,(x,,r) oldugunu gosterir. Yani ne{l,2,---} i¢in

x, € B,(x,,r) olur.

Ispatin bundan sonraki kismi Teorem 3.1 in ispatinda oldugu gibi devam edilerek

tamamlanir.

Yuvar lizerinde verilen yukaridaki teoremden hareketle daha genel olan asagidaki

teoremi ifade ve ispat edebiliriz.
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3.3. Teorem

(X,d") bir tam metrik uzay, d, X {izerinde bir bagka metrik, F': X — X bir donii-

stim olsun. F doniisiimiiniin asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim.
a) Her x,ye X i¢in

T(d(Fx,Fy),d(x,y),d(x,Fx),d(y,Fy),d(x,Fy),d(y,Fx))<0

olacak sekilde 7' € 7" var,

b) d£d' iken F:(X,d)— (X,d") diizgiin siirekli,

c)d=#d' iken F:(X,d")— (X,d') siirekli.

Bu durumda F, X i¢inde bir sabit noktaya sahiptir.

ispat

Teorem 3.2 de B,(x,,r) yerine uzayin kendisi olan X aliirsa ispat tamamlanir.
Yukaridaki orijinal teoremlerden asagidaki sonuglari elde edebiliriz.

3.1. Sonug

(X,d') bir tam metrik uzay, d, X Uzerinde bir baska metrik, x,€ X, »>0 ve

F:B,(x,,r)" = X bir doniisiim olsun. F déniisiimiiniin asagidaki kosullar1 sagla-

digin1 kabul edelim.
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a) Her x,y e m i¢in

d(Fx, Fy) < g max {d(x, v),d(x,Fx),d(y, Fy),%[d(x, Fy)+d(y, Fx)]}

olacak sekilde ¢ € (0,1) var,

b) d(x,,Fx,)<(1—-q)r,

¢) d £d’ iken F: (B,(x,,7),d) —> (X,d") diizgiin siirekli,

d) d#d' iken F:(B,(x,,r)",d") > (X,d') siirekli.

Bu durumda F, Bd(xo,r)d' icinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani, Fx=x olacak

sekilde bir x € B,(x,,7)" vardir [35].

jspat

Teorem 3.2 de T fonksiyonu Ornek 3.2 deki gibi alinirsa, yani
t.+t
T(t, -, t) =t —qmax{tz,t3,t4,ST6}
olarak tanimlanirsa ispat tamamlanir. Ciinkii Her x,y € B, (x,, )Y icin

d(Fx,Fy) < gmax {d(x, v),d(x,Fx),d(y, Fy),%[d(x, Fy)y+d(y, Fx)]}
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ise bu durumda

d(Fx,Fy)—qmax {d(x,y), d(x,Fx),d(y,Fy),%[a’(x,Fy)+ d(y, Fx)]} <0

olur ki Teorem 3.2 deki (a) kosulu saglanir. Ayrica f(¢) =gt oldugundan
d(x,,Fx,)<(1=q)r ise d(x,,Fx,)<r—qr=r— f(r)

olup Teorem 3.2 deki (b") kosulu da saglanir. Teorem 3.2 deki (c) ve (d) kosullarinin

saglandig1 agiktir.
Sonug 3.1 in ispat1 Teorem 3.1 yardimu ile de yapilabilir.

3.2. Sonug

(X,d) bir tam metrik uzay, x, € X, r >0 ve F:B,(x,,r) = X bir doniisiim olsun.

F dontisimiiniin asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim.

a) Her x,y e B,(x,,r) i¢gin
d(Fx,Fy)< ¢(max {d(x, V), d(x, Fx),d(y, Fy),%[a’(x, Fy)+ d(y,Fx)]}j

olacak sekilde, stirekli, azalmayan, ¢(0)=0 ve >0 i¢cin ¢(¢) <t kosullarin1 sagla-

yan bir ¢: R, — R, fonksiyonu var,

b) d(x,,Fx,)<r—¢(r).
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Bu durumda F, B,(x,,r) i¢inde bir sabit noktaya sahiptir. Yani, Fx =x olacak se-

kilde bir x € B, (x,,r) vardir [36].

Ispat

Teorem 3.2 de d =d' alinir ve T fonksiyonu Ornek 3.3 deki gibi tanimlanirsa ispat

tamamlanir.

3.2. Uygulama

Bu kesimde bir 6nceki kesimde verilen Teorem 3.2 yardimiyla, iki homotopik donii-
stimden birinin sabit noktasinin var olmasi ve aralarindaki homotopinin de ileride
verilecek olan kosullar1 saglamas1 durumunda digerinin de sabit noktaya sahip oldu-
gunu gosteren orijinal bir teorem verilecektir.

3.4. Teorem

(X,d") bir tam metrik uzay ve d, X tizerinde bir baska metrik olsun. Q < X kiime-
si d' metrigine gore kapali, U < X kiimesi d metrigine gore agik ve U < Q olsun.

H :0x[0,1]> X donisiimiiniin asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim:

a) xe Q\U ve A€[0,1] i¢in x # H(x, 1),

b) her x,y e Q ve 1€[0,1] icin

T(d(H(x,4),H(y,4)),d(x,y),d(x,H(x,)),d(y, H(y, 1)),
d(x,H(y,A)),d(y,H(x,4))) <0

olacak sekilde 7' e J" var,
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¢) H(x,A), Q tizerindeki metrik d olmak tizere, A ya gore siirekli, x e gore diiz-

giin stirekli,

d) d £d" iken, U iizerindeki metrik d olmak iizere H :U x[0,1]—> (X,d") diizgiin

siirekli,
e) d #d' iken, Q iizerindeki metrik d' olmak tizere H : QOx[0,1]— (X,d") siirekli.

Ek olarak, H(-,A)=H ,(-) ile gosterilirse, H, doniistimiiniin bir sabit noktasinin var
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her 1 €[0,1] i¢in H, da x, e U sabit noktasina

sahiptir.
fspat

A={1€[0,1]:xeU i¢in H(x,A) = x}

olsun. H bir sabit noktaya sahip oldugundan H(x,0)=x olacak sekilde x € Q var-
dir. Diger taraftan (a) kosulundan ise x € Q\U i¢in x # H(x,0) oldugunu biliyoruz.
O halde H, doniisiimiiniin sabit noktas1 U kiimesine aittir. Bdylece 4 kiimesinin

tanimindan 0 € A oldugu anlasilir. Yani 4 kiimesi bostan farklidir. Ispat1 tamamla-

mak i¢in 4 kiimesinin [0,1] i¢inde hem ag¢ik hem kapali oldugunu gostermek yeter-

dir. Ciinkii bir baglantili uzayda hem ac¢ik hem kapali kiime ya bos yada uzayin ken-
disi oldugundan ve [0,1] alisilmig topoloji ile birlikte baglantili oldugundan

A=[0,1] olmak zorunda kalacaktir. Bu ise 4 kiimesinin tanimi géz 6niine alindi-
ginda her A €[0,1] i¢in H, doniisimiiniin x, e U sabit noktasina sahip oldugunu

gosterir.
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[k olarak A kiimesinin [0,1] iginde kapali oldugunu gosterelim. {1}, 4 iginde
k—>o i¢in 4, — A€[0,1] olacak sekilde bir dizi olsun. O halde her & i¢in
x, = H(x,,A,) olacak sekilde x, e U vardir. Simdi {x,} dizisinin d metrigine gore

bir Cauchy dizisi oldugunu iddia ediyoruz. Bunun dogru olmadigini kabul edelim.
Bu durumda £ € {1,2,---} icin

r,= d(xn(k),xm(k)) >0

olacak sekilde tam sayilarin {m(k)}, {n(k)}, m(k)>n(k) >k dizileri ve 6 >0 sayisi

vardir. Ayn1 zamanda

O <1 d(H (X005 Aia)s H (X0, A)) + d (H (3,40, A), H (X, 4, 4))

+ d(H(xn(k) ’ /1)9 H(‘xn(k) ’ /ln(k) ))
olup £ — oo i¢in limit alinir ve (c) kosulu kullanilirsa

8 <limr, <lim d(H (x, ), A), H (%), 1) (3.2)

bulunur. Diger taraftan (b) kosulu g6z 6niine alinirsa

T(d(H(xm(k) ’ /1)9 H(xn(k) s 2'))9 d(xm(k) ’ xn(k) )7 d(xm(k) > H(xm(k) ) ﬂ))’

d(xn(k)’ H(‘xn(k)’ ), d(xm(k)’H(xn(k)’ A)), d(xn(k)oH(xm(k)»/l))) <0
ve boylece

T(d(H(xm(k)’ ﬂ')aH(xn(k)al))a rk’d(H(xm(k)a ﬂ“m(k))aH(xm(k)’ ﬂ)),
d(H(xn(k),ﬂn(k)),H(Xn(k),/l)), e + d(H(Xn(k),ﬂn(k)), H(xn(k)a /1))5

noA d(H (X, A, H(%,,4),4)) <0
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elde edilir. Bu son esitsizlikte £ — oo ig¢in limit alinir ve (¢) kosulu kullanilirsa

T(Ilci_{l;d(H(xm(k)ai)aH(xn(kpl))’llci_l;grkaoaoali_l;grkﬂli_{grk) <0

bulunur. 7; ve 7, kosullarindan ise
lim d(H (3, 0> A), H (3,0, ) < £ (lim 1)

elde edilir. Bu son ifade ile Es. 3.2 birlikte diistiniiliirse

8 <lim 7, < im d(H (x, ) 1) H (%, A)) < £ (lim7,)

bulunur. Bu ise f fonksiyonunun se¢imi ile ¢elisir. O halde {x,} dizisi d metrigine

gore bir Cauchy dizisidir.

Simdi de {x,} dizisinin d' metrigine gére bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

Eger d >d' ise bu agiktir. d Zd’ olsun. O halde
d'(x,,x,)=d(H(x,,4,),H(x,,,))

olup (d) kosulu kullanilirsa {x,} dizisinin d ,Z/d' iken de d' metrigine gore bir
Cauchy dizisi oldugu bulunur. Boylece (X,d") tam oldugundan »n— o igin
d'(x,,x) > 0 olacak sekilde x € Q vardir. Simdi de x = H(x,4) oldugunu gérelim.

Ik olarak d #d’ durumunu goz 6niine alalim. O halde

d'(x,H(x,A)<d'(x,x,)+d'(x,,H(x, 1))
<d'(x,x))+d'(H(x,,A),H(x,1))
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olup (e) kosulu g6z 6niine alinirsa d'(x, H(x,4)) =0 bulunur ki bu da x= H(x,1)

oldugunu gésterir. Ikinci olarak d =d’ olsun. Bu durumda (b) kosulunu kullanirsak

T(d(H(x,,4,),H(x,4,)),d(x,,x),d(x,, H(x,,4,)),d(x, H(x, 4,)),
d(x,, H(x,4,)),d(x, H(x,,4,)) <0

ve boylece de

T(d(H(x,,A,),H(x,4)),d(x,,x),0,d(x,H(x,A))+d(H(x,A4),H(x,4))),

nd

d(x,,x)+d(x,H(x,A))+d(H(x,A), H(x,4,)),d(x,x,)) <0
bulunur ki bu son esitsizlikte #» — oo i¢in limit alinir ve (¢) kosulu da kullanilirsa
T'(d(x,H(x,4)),0,0,d(x,H(x,4)),d(x,H(x,4)),0) <0

elde edilir. 7; kosulundan ise d(x,H(x,4))=0 olur ki buda x = H(x, 1) ifadesinin
d=d' iken de dogru oldugunu gosterir. Son olarak (a) kosulu géz oniine alinirsa
x = H(x,A) olacak sekildeki bu x € O noktasi i¢in x ¢ Q\U oldugu goriiliir. Boy-
lece xeU olup 4 kiimesinin tanimindan A€ 4 olur ki bu da 4 kiimesinin [0,1]

icinde kapal1 oldugunu gosterir.

Simdi de 4 kiimesinin [0,1] iginde a¢ik kiime oldugunu gérelim. 4, € 4 olsun. O
halde x, = H(x,,A,) olacak sekilde x, e U vardir. U kiimesi d metrigine gore acik
oldugundan B,(x,,0) cU olacak sekilde B,(x,,0)={xe X :d(x,x,)<0} yuvarl

vardir. (¢) kosulundan 4 €[0,1] ve |/1 —/10| <7 i¢in

d(xy, H (xy, 1)) = d(H (xy, 4 ), H (%, 1)) <6 = f(5)
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olacak sekilde 77 =7(0)>0 sayis1 vardir. Buradaki f fonksiyonu 7, kosulundaki
fonksiyondur. Boylece (b), (d) ve (e) ile birlikte » =6 ve F = H, olmak tizere Teo-
rem 3.2, A€[0,1] ve |/1—/10|S77 icin x, =H,(x;,)=H(x,,A) olacak sekilde
X, € W < O noktasmin varligimi garanti eder. O halde (a) kosulu goz 6niine
almirsa 4 €[0,1] ve |ﬂ—lo| <7 i¢in x, = H(x,,A) olacak sekildeki x, noktalar1 U
kiimesine ait olur. Boylece A4 kiimesinin tanimindan A €[0,1] ve |ﬂ—/10|£77 i¢cin

A € A olur. Sonug olarak A, €[4, —n,4, +1n] < A oldugundan A kiimesi agiktir.

3.3. Sonug¢

(X,d") bir tam metrik uzay ve d de X {izerinde bir bagka metrik olsun. Q < X kii-
mesi d’ metrigine gore kapali, U < X kiimesi d metrigine gore agik ve U < Q

olsun. H :0x[0,1]> X doniistimiiniin asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim:
a) xeQ\U ve A€[0,1] i¢in x # H(x, 1),

b) her x,y e Q ve 1€[0,1] i¢cin
d(H(x,A),H(y,4)) < gmax{d(x,y),d(x,H(x,4)),d(y,H(y, 1)),
d(x,H(y,A)),d(y,H(x,4))}

olacak sekilde ¢ €(0,1) var,

c) H(x,A), Q tuzerindeki metrik d olmak tlizere, A ya gore siirekli, x e gore diiz-

giin stirekli,

d) d ,Z/d’ iken, U tizerindeki metrik d olmak tizere H :U x[0,1]— (X,d") diizgiin

siirekli,

e) d #d' iken, Q iizerindeki metrik d' olmak tizere H : QO x[0,1]— (X,d") siirekli.
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Ek olarak, H(-,A)=H ,(-) ile gosterilirse, H, doniistimiiniin bir sabit noktasinin var

oldugunu kabul edelim. Bu durumda her 1 €[0,1] i¢in A, da x, e U sabit noktasina

sahiptir [35].

fspat

Teorem 3.4 de T fonksiyonu Ornek 3.2 deki gibi tanimlanirsa ispat tamamlanir.
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4. KUME DEGERLI DONUSUMLER iCiN BiR SABIT NOKTA TEOREMi
VE UYGULAMASI

4.1. Kiime Degerli Déniisiimler icin Bir Sabit Nokta Teoremi

Bu boliimde kullanacagimiz sabit nokta teoremini vermeden dnce teoremde gecen

bazi1 kavramlar hatirlatilacaktir.

E bir sirali Banach uzayi, 2°, E nin bostan farkli alt kiimelerinin ailesi ve
A,B e2” olsun. Eger her ae 4 ve her he B igin a<b oluyorsa bu durumda 4 ve

B kiimeleri i¢in 4 < B gosterimi kullanilacaktir.

4.1. Tanim

T:E—2" bir doniisiim olsun. Eger x<y olacak sekildeki her x,yeE icin

Tx <Ty oluyorsa T doniisiimiine izoton artan denir [29].

4.2. Tanim

BcE ve T,S:B—2" iki doniisiim olsun. Eger her xe€ B ve her yeSx icin
Sx<Ty ve her yeTx i¢cin Tx <Sy oluyorsa S ve 7 dontisiimlerine B de zayif
izoton artan denir. Benzer sekilde eger her x € B ve her y € Sx i¢in Sx>7y ve her
yeTx i¢in Tx > Sy oluyorsa § ve T doniisiimlerine B de zayif izoton azalan de-

nir. Eger S ve T doniistimleri B de zayif izoton artan veya zayif izoton azalan ise

bu dontistimlere B de zayif izoton dontisiimler denir [9].
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4.1. Ornek

E =R, B=[0,1] ve tizerindeki siralama bilinen < (kiiciik esit) siralama olsun. S ve

2

T doniisimleri S,7 :[0,1]—>[0,1], her x €[0,1] icin Sx =§ ve Tx =% seklinde tek

degerli olarak tanimlansin. Bu durumda her x €[0,1] i¢in

Ve

3

2 2
Tx=2->2 =5Z —§Tx
3°6 3

oldugundan S ve T doniistimleri zay1f izoton azalandir [8].

4.2. Ornek

E =R, B=[0,1] ve tizerindeki siralama bilinen < siralama olsun. S ve 7" doéniislim-

leri S,7:[0,1]— 211,

{[0,1/2] , xe(1/2,1)
Sx =
{1} , xe€[0,1/2]u{l}

veE

{1/2} , x=0
B, x#0
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seklinde tanimlansin. Bu durumda her x € E ve her y € Sx i¢in Sx <Ty dir. Gergek-

ten,

eger xe(1/2,1) ise Sx=[0,1/2] olup y e Sx igin eger y=0 ise Ty ={1/2} ve eger
y#0 ise Ty = {1} olup her iki durumda da

Sx:[0,1/2]£Ty:{g§2} : z:g

olur.

Eger xe[0,1/2]U{l} ise Sx={I} olup ye Sx igin y=1 olur ki bdylece Ty = {1}

dir. Yani bu durumda da Sx <7y olur.
Yine her x € E ve her y € Tx i¢in Tx < Sy dir. Gergekten,

eger x=0 ise Tx={1/2} olup y e Tx i¢in y =1/2 olur ki boylece Sy = {1} dir. Yani
Tx < Sy olur.

Eger x #0 ise Tx={l1} olup y € Tx i¢in y =1 olur ki boylece Sy = {1} dir. Yani bu

durumda da Tx < Sy olur.
Sonug olarak S ve T doniistimleri zayif izoton artandir.
4.3. Ornek

E =R, B=[0,1] ve tizerindeki siralama bilinen < siralama olsun. S ve T doéniislim-

leri S,7:[0,1]— 2",
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sz{(o,l], x=0
M, x#0

Ve

{1/3,1/2} , x=0
02/34 , x#0

seklinde tanimlansm. Bu durumda S1/2={1}£{2/3} =Ty (y=1) oldugundan S ve
T doniisiimleri zayif izoton artan degildir. Yine T1/2={2/3}2{1}=Sy (y=2/3)

oldugundan S ve T doniistimleri zay1f izoton azalan da degildir [7].
4.3. Tanim

OcE ve S,T:0— 29 iki doniisiim olsun. Eger O kiimesinin her sayilabilir 4 alt

kiimesi ve her sabit a € Q noktasi i¢cin 4 < {a} US(A)UT(A4) olmasi Am kompakt

olmasini gerektiriyorsa S ve 7' doniisiimlerine D, kosulunu sagliyor denir. Burada

S(A) =S« dir [9].

xed
4.1. Teorem

E bir sirali1 Banach uzayi, B < E kapali bir alt kiime, C(B), B nin bostan farkli
kapali alt kiimelerinin ailesi ve S,7:B — C(B) iki kapali (kapali grafige sahip),
zayif izoton ve D, kosulunu saglayan doniistimler olsun. Bu durumda S ve T do-

niisimleri B i¢inde bir ortak sabit noktaya sahiptirler [9].
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fspat

x € B keyfi bir nokta olsun. Ilk olarak S ve 7 déniisiimlerinin zayif izoton artan

olduklarini kabul edelim. B i¢inde

x,=x,n=>01i¢inx, , €8x, , x,,.,, €1x,, .

sekilde bir {x } dizisi tanmmlayalim. {x } dizisinin tanimlanisina dikkat edilirse,
x, €8x, ve S ve T zayif izoton artan oldugundan her y € Sx, i¢in Sx, <7y olur.
Ozel olarak Sx, <Tx, olur ki x, €Tx, oldugundan x, <x, olur. Benzer sekilde
x, <x, oldugu da elde edilebilir. Bu sekilde devam edilerek x <x, <---<x <-.-..

n

bulunur.

Simdi 4 ={x,,x,,---} diyelim. 4 kiimesinin sayilabilir oldugu a¢iktir ve ayrica

A={x,} Uix,x;, - U{x,, X, S {x,} US(A)UT(A)

olur. Diger taraftan S ve 7' doniisiimleri D, kosulunu sagladigindan A kompakttir.
Yine {x,} < A oldugundan {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu yakinsak
altdizinin yakinsadig1 noktay1 z ile gosterirsek ze B dir. Ayrica {x } dizisi azal-

mayan oldugundan orijinal {x } dizisi de z noktasina yakinsaktir. O halde

x2n - z, x2n+1 - z, x2n+1 € SxZn

ve S kapali yani kapali grafige sahip oldugundan z € Sz dir. Benzer sekilde z € 7z
oldugu da gosterilebilir. Yani z noktas1 S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktasi-
dir. § ve T doniistimlerinin zayif izoton azalan olduklar1 durumda da benzer ispat

yapilabilir.
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4.4. Tanim

OcE ve T:Q—2° bir doniisiim olsun. Eger 7(Q) smirli ve Q kiimesinin
a(A) >0 olacak sekildeki her sayilabilir 4 alt kiimesi i¢in a(7(A4)) < @(A) oluyor-

sa T doniistimiine sayilabilir yogunlastirici doniistim denir [9].

4.1. Sonug

E bir siral1 Banach uzayi, B < E kapali bir alt kiime, C(B), B nin bostan farkli
kapali alt kiimelerinin ailesi ve S,7:B — C(B) iki kapali (kapal grafige sahip),

zayif izoton ve sayilabilir yogunlastirici dontigiimler olsun. Bu durumda S ve T

dontistimleri B icinde bir ortak sabit noktaya sahiptirler [9].

Ispat

S ve T doniistimlerinin Teorem 4.1 in kosullarint sagladigini gosterelim. Bunun i¢in

S ve T doniistimlerinin D, kosulunu sagladigini gostermek yeterlidir. Bunu gor-

mek i¢in 4 kiimesi B nin sayilabilir bir alt kiimesi, a € B sabit ve

Ac{ay US(A)UT(A)

olsun. § ve T doniistimleri sayilabilir yogunlastirict oldugundan S(B) ve T(B)

siirli olup 4 da sinirlidir. Yani a(A4) anlamlidir. Simdi eger a(4) # 0 ise

a(A) <a({ay U S(A)UT(4))
=max{a({a}),a(S(A4)),a(T(4))}
=max{a(S(A4)),x(T(A4))}

<a(A)
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bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece a(A4) =0, yani A kompakttir.

Ozel olarak Sonug 4.1 de B kiimesi yerine bir sira aralik alinabilir. Bu durumda asa-

g1daki sekilde bir sonug elde edilir.
4.2. Sonug

E bir Banach uzayi, K< E bir koni ve a,beE, a<b olsun. Bu durumda
S,T:[a,b] > C([a,b]) iki kapali (kapali grafige sahip), zayif izoton ve sayilabilir
yogunlastirici doniisiimler olsun. Bu durumda S ve 7 doniistimleri [a,b] i¢inde bir

ortak sabit noktaya sahiptirler [9].

Sonug 4.2 de K konisinin normal oldugu kabul edilirse [a,b] sira aralif1 norma gore
siirlt olacagindan S ve 7 dontistimlerinin sayilabilir yogunlagtiricilik tanimindaki
S([a,b]) ve T([a,b]) kiimelerinin sinirlt olma kosulu otomatik olarak saglanir [9].

4.2. Uygulama

(=

-||E)bir Banach uzayi, C(E) de E nin bostan farkli ve kapali alt kiimelerinin
ailesini gostersin. t€J =[0,1] icin o:J —>J, qg:J—>F, k:JxJ—>R siirekli

fonksiyonlar ve F,G:JxE — C(E) kiime degerli dontisiimler olmak tizere

x(0)eq()+ [ k(t.)F(s.x(s))ds 4.1)
veE

x(t) e q(1) + J;’(”k(t,s)G(s,x(s))ds (4.2)
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integral icermelerini géz Oniine alalim. Bu kisimda kiime degerli dontistimler igin
yukarida verilen sabit nokta teoremi kullanilarak Es. 4.1 ve Es. 4.2 integral icermele-

rinin ortak ¢6ziimii i¢in bir varlik teoremi verilecektir.

B(J,E), J tuzerinde E degerli Bochner integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi ol-
mak tlizere her teJ i¢in v, (¢) € F(¢,x(¢)) ve v,(¢) € G(¢,x(¢)) kosullarin1 saglayan

v,v, € B(J,E) igin

x() =g+ [ k(t.5)v,(s)ds

Ve

x(0)=q()+ [ " k(t,5), (s)ds

esitliklerini saglayan x:J — E siirekli fonksiyonuna yukarida verilen integral icer-

melerin ortak ¢oziimii denir.

C(J,E), J itzerinde tanimhi £ degerli biitiin stirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun.

C(J,E) tzerinde |||| normunu

] = sup,., {lx]..}

seklinde tanimlayalim. Yine K kiimesi £ i¢inde normal koni olmak {izere C(J,E)

iginde

K.={xeC(J,E):herteJ i¢cinx(t) € K}
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konisini ve boylece C(J, E) iginde bu koni yardimiyla < siralama bagintisini tanim-
layalim. O halde C(J, E) uzay1 || . || normu ve < siralamasi ile bir siralt Banach uza-

y1 olur [29].

B c C(J,E) bir kiime olmak tizere
BW)={/():f <BIC E ve BU)=J_, B®)
gosterimleri kullanilacaktir.

4.1. Lemma

B kiimesi C(J,E) nin smirh ve egsiirekli bir alt kiimesi ise bu durumda ¢,,7 € J

olmak tlizere
Q) a( [ B(s)ds)s [ aBs)as.

(i) a(B) = max,_,{a(B(1))}

ifadeleri dogrudur [37].

4.2. Lemma

T bir pozitif reel say1 ve E bir Banach uzay1 olsun. Bu durumda,

(1) Eger A C([0,T],E) smirli ise

SUp, o, 1(A(0))} < a(A([0,T])) < a(4),
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(i) Eger 4 < C([0,T], E) smurli ve essiirekli ise
SUp, o 11 (A(1)} = a(A([0,T])) = a(4)

ifadeleri dogrudur [37].

4.5. Tamm
F :J — 2" bir kiime degerli doniisiim olsun. Eger her y € E i¢in

t—d(y, F(t) =inf {|y x|, : xe F()}

fonksiyonu 6lgiilebilir ise F kiime degerli doniisiimiine de lgiilebilir denir [29].
Bir F:JxE — 2" kiime degerli doniisiimii i¢in

|7t = {0 e Fa.)

ve

I, 0l|=supful, - < Fe0)

gosterimleri kullanilacaktir.

4.6. Tanim

F:JxE — 2" kiime degerli doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa F ye

bir Carathéodory doniisiim denir.
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(1) Her x € E igin ¢t - F(t,x) fonksiyonu ol¢iilebilir,
(i1) Hemen hemen her 7 € J i¢in x — F'(¢,x) fonksiyonu {istten yari stirekli [29].
4.7. Tamim

F:JxE — 2" kiime degerli Carathéodory déniisiim olsun. Eger her » >0 reel say1-

s1ve ||x|| » <r olacak sekildeki her x € £ ve hemen hemen her 7 € J i¢in
IF7@»l<h.@

olacak sekilde bir 4, e L'(J,IR) fonksiyonu varsa F doniisiimiine L'- Carathéodory

doniistim denir [29].
Simdi S,.(x)={ve B(J,E): hemen hemen her ¢ € J i¢in v(¢) € F(¢,x(¢))} diyelim.
4.3. Lemma

Eger Cap(E)<w ve F:JxE —2" bir L'- Carathéodory déniisiim ise bu durumda
her xe C(J,E) igin S,.(x)# @ dur [38].

4.4. Lemma

E bir Banach uzayi, F:JxE —2" doniisimi S, (x)#@ olacak sekilde bir

Carathéodory doniisiim ve T': L'(J,E) — C(J,E) bir siirekli lineer doniisiim olsun.
Bu durumda T'o S} :C(J,E) — 2" operatorii C(J,E)xC(J,E) iizerinde bir ka-

pal1 grafik operatoridiir [38].
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4.8. Tanim

a,be C(J,E) olsun. Eger hemen hemen her 7 € J i¢in v(¢) € F(¢,a(t)) olacak sekil-
deki her ve B(J,E) i¢in

a(t)<q)+ [ k(t.5)v(s)ds

esitsizligi saglaniyorsa a € C(J,E) ye Es. 4.1 integral icermesinin bir alt ¢6ziimiidiir
denir. Benzer sekilde hemen hemen her t € J icin v(¢) € F(¢,b(¢)) olacak sekildeki
her ve B(J,E) icin

by 2 g(0)+ [ k(t.5)v(s)ds

esitsizligi saglaniyorsa b € C(J, E) ye Es. 4.1 integral igermesinin bir tist ¢oziimuidiir

denir [28].
4.9. Tanim

x <y olacak sekildeki her x,y € E ve hemen hemen her 1 € J icin F(¢,x)< F(¢,y)
oluyorsa F(¢,x) kiime degerli doniisiimiine hemen hemen her 7€ J i¢in x e gore

azalmayandir denir [28].
4.10. Tanim

a,be C(J,E) olsun. Eger hemen hemen her teJ i¢in v(t)e F(t,x(t)) ve
v(t) € G(¢,x(t)) olacak sekildeki her v e B(J, E) icin

a(t)< )+ [ k(t.5)v(s)ds < b(1)
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esitsizligi saglaniyorsa Es. 4.1 ve Es. 4.2 integral icermeleri [a,b]-kosulunu sagliyor

denir.

Dikkat edilmelidir ki eger Es. 4.1 ve Es. 4.2 integral igermeleri [a,b]-kosulunu sag-

liyor ise bu integral igermeler ortak iist ve ortak alt ¢oziime sahiptirler.

Simdiye kadar yapilan bu hazirliklardan sonra bu kisimda verilecek olan orijinal teo-

rem i¢in asagidaki kosullar1 goz 6niine alalim.

(Ho) k(¢,s) fonksiyonu siirekli, J xJ tizerinde negatif olmayan ve M =sup{k(z,s)}

t,seJ

olsun.
(H)) F(t,x) ve G(¢,x) kiime degerli doniistimleri Carathéodory dontisiimler olsun.

(H2) E nin sayilabilir ve sinirli 4 alt kiimesi ve 34 > 0 i¢in, a(F(J x A)) < Aa(A)
ve a(G(Jx A)) < Aa(A) saglansin.

(Hs) F(t,x) ve G(¢,x) kiime degerli doniistimleri hemen hemen her 7 € J i¢in x e

gore azalmayan olsunlar.
(Hq) Her x e C(J,E) igin S;.(x) =D ve S.(x) =D olsun.
(Hs) Es. 4.1 ve Es. 4.2 integral igermeleri [a,b]-kosulunu saglasin.

(He) ¢ > ||F(t,a@))||+ || F (1.6@)|| ve 1 = |Gt a@))]|+||G(2.b())]| fonksiyonlarr J

tizerinde Lebesque integrallenebilir olsunlar.
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(Hy) Her ve S(x) igin y(0)=g()+ [ k(t.5)v(s)ds olmak iizere G(1,x)< F(t,y)

ve her ve S}.(x) icin F(¢,x) < G(t,y) saglansn.

Dikkat edelim ki eger (H3) ve (Ha) hipotezleri saglanirsa S,. ve S, izoton artandir

[29].
Yine (H,), (H3) ve (Hy) hipotezlerinin saglandigini kabul ederek her 7 € J i¢in

g =||F . a)|| +[|F@.0)]| ve ho)=[|G.a@)||+||G@.b@)|

seklinde g,4:J — R fonksiyonlarimi tanimlayalim. Bu durumda g ve / fonksiyon-

lar1 J tizerinde Lebesque integrallenebilirdir ve her 1 € J ve x €[a,b] icin

|F x| < &) ve [|Gt, x(0)]| < ht)

olur [29].
4.2. Teorem

(Ho)-(H7) kosullarinin saglandigini1 kabul edelim. Eger AM <1 ise Es 4.1 ve Es. 4.2

integral icermeleri [a,b] iginde bir ortak ¢oziime sahiptir.
fspat

X =C(J,E) olsun ve (Hs) den dolayi iyi tanimli olan X igindeki [a,b] sira araligi-

n1 g6z 6niine alalm. S,7 :[a,b] — 2% déniisiimlerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

Sx = {u () =)+ [ k(. s(s)ds,v e SL ()|
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Tx = {u () =q@)+ [k sv(s)ds,ve S, (x)} .

Simdi S ve T nin [a,b] lizerinde Sonug 4.2 nin tiim kosullarini sagladigin1 gostere-
cegiz. Ik olarak S ve T nin [a,b] lizerinde zayif izoton olduklarin1 gosterelim.

x €[a,b] olsun. (Hs) ve (H7) den

Tx

0
i) =)+ [ ks 51 < 5,00
_ {ul 1,0 =)+ [ ks (s)ds.v, € v e BULE)1v(n) e G(t,x(t))}}
< {ul 2,0 =q()+ [ ks (s)ds. € v e BULE) (1) € FI. y(t))}}
{her W) =q@)+ [kt s(s)ds veve S, (x)}
0) X
{0 =g+ [ ko), < S0
) .
{her (1) = q(t) + f k(t,5)v(s)ds ve v e S, (x)}
0 X
= Sy her y(t) = q(£) + f k(t,5)v(s)ds ve v e S.(x)
=Syheryelx= {u cu(t)=q(t)+ J:(l)k(t,s)v(s)ds,v €S, (x)}
elde edilir ki buda her yeTx i¢in Tx <Sy oldugunu gosterir. Benzer sekilde her
y e Sx i¢in Sx <Ty ifadesi de bulunur. Yani § ve T dontistimleri zayif izoton ar-
tandir. x €[a,b] keyfi olsun. (Hs) kosulundan dolay1 a < Sx<b ve a <Tx <b olur ki
buda S,T:[a,b]—2'“" oldugunu gosterir. Simdi X iginde K, konisinin normal
oldugunu gorelim. x,y € K. ve 0<x <y olsun. Béylece 1€ J i¢in 0<x(7) < y(¢¥)

olur. £ icinde K konisi normal oldugundan 7€ J igin ||x(t)||E <N ||y(t)||E olacak

sekilde N >0 sayist vardir. O halde ||x||SN || y|| olmasimi gerektirir ve bu ise X
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icinde K. konisinin normal oldugunu gosterir. Sonug olarak [a,b] sira araligt X
icinde norm sinirlt olur. Simdi S ve T doniistimlerinin [a,b] lizerinde sayilabilir
yogunlastirict dontistimler olduklarin1 gosterelim. A4 c[a,b] sayilabilir bir kiime

olsun. O halde her 7 € J igin

astaonza(U, a0+ [ ke F s}
< a({q<r>}>+a(UxeA{ [ “)k(t,sw(s,x(s))ds})
< a( [ (’)k(z,s)F(s,A(s))ds)

< [ k(t.5)(F (s, A(s)))ds
<M © a(F(J x A(J)))ds

<M [ da(A())ds

< AMa(A()))

bulunur. Burada A(J) = USEJ {#(s): ¢ € A} dir. Boylece Lemma 4.2 kullanilirsa her

teJ igin
a(S(A(t) < AMa(A) (4.3)

elde edilir. Simdi de S(A4) nin [a,b] iginde diizgiin sinirl ve essiirekli oldugunu go-

relim. u € Sx keyfi olsun. Bu durumda
u(t)=q()+ [ k(e )v(s)ds

olacak sekilde v € S;.(x) vardir. O halde her x € 4 igin



[« @), <lg@, + [k tt.5)v(s), ds
<[q), +K [ “IF @, x(s))] ds

<[q@), +& [ g(s)ds

<[q@, + & lle],

olur ki buda S(A4) nin [a,b] icinde diizgiin sinirli oldugunu gosterir. Yine ¢,7 € J

olsun. Her y € S(A) ve en az bir v € S,.(x) igin

Iy - y@)|, <|e)-q@)|, +

< ||q(t) —q(r)”E + ‘f(t)k(t,s)v(s)ds — J:(t)k(r,s)v(s)ds

+ H f(t) k(z,s)v(s)ds — J:(T) k(z,s)v(s)ds

E

‘ [ k(.9 k(.5 (s)ds

<[lg-q@)|, + T

<|a@)-q()|, +

J:(’) le(t,5)— k(z,9)| [v(s)] . ds

bulunur. Boylece

[ ks w)ds— [ kz.sv(s)ds

‘J”(";k(r,s)v(s)ds

+ ‘ [ ks ves)], ds

)=y, <la@-q@), + [ Jee.)~k(z.9)| s)ds +|p(t) - p(2)|

<Ja-q(@), + max {lkt.)=k(.9)} [ g(s)ds+|p(0)=p(@)

elde edilir. Burada p(r)=M [’ “ g(s)ds dir.
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g ve o fonksiyonlar1 J {iizerinde siirekli oldugundan p fonksiyonu J {izerinde
diizgtin stireklidir. Sonug¢ olarak 7 — 7 i¢in ||y(t)— y(r)”E — 0 elde edilir. Bu ise

S(A) nin X icinde essiirekli oldugunu gosterir. Boylece Es.4.3 ifadesi ve Lemma

4.2 g6z online alinirsa
a(S(A) £ AMa(A)
bulunur. AM <1 oldugundan S doniistimii [a,b] lizerinde sayilabilir yogunlastirict

dontisiim olur. Benzer sekilde 7 doniistimiiniin de [a,b] ilizerinde sayilabilir yogun-

lastirict dontisiim oldugu gosterilebilir.

Simdi de § doniistimiiniin kapali grafige sahip oldugunu gorelim. {x, } dizisi [a,b]
icinde x, — x, olacak sekilde bir dizi ve {y,} diziside y, € Sx, ve y, — y, olacak

sekilde bir dizi olsun. y, € Sx, oldugunu gosterecegiz. y, € Sx, oldugundan

0

7, (=g + [ k(t,5)v,(s)ds

olacak sekilde bir v, € S;.(x,) vardir. y, € Sx, oldugunu gostermek igin
)

o) =qt)+ [ k(2 5)v,(s)ds

olacak sekilde v, € S;.(x,) m varligim gostermek yeterlidir.

Simdi T': L'(J,E) > C(J,E),

o) = [ k(t.s)v(s)ds
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sekilde tanimlanan siirekli lineer operatoriinii g6z ontine alalim. Boylece n — o i¢in

Y, =4 =y, —q®)|, >0

olur. Lemma 4.4 den T"oS,. operatorii C(J,E)xC(J,E) iizerinde kapali grafik ope-

ratoriidiir. Ustelik
y,()—q(t)eT oS, (x,)

olur. y, — y, oldugundan

o=@+ [k 5)v(s)ds

olacak sekilde bir v, € S};.(x,) vardir. Sonug olarak S kapali doniisiimdiir. Benzer

sekilde 7" doniistimiiniin de kapali oldugu gosterilebilir.

Sonug olarak S ve T dontistimleri Sonug 4.2 nin tiim kosullarini saglar. O halde bu

dontisiimler [a,b] i¢inde bir ortak sabit noktaya sahiptirler. Bu ise Es. 4.1 ve Es. 4.2

integral icermelerinin J tizerinde bir ortak ¢6ziimiiniin var oldugunu gosterir.
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5. SONUC

[k boliimde sabit nokta kavranu ile, tek degerli ve kiime degerli doniisiimler igin

verilen ilk sabit nokta teoremleri hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimiinde ise gelecek boliimlerde verilecek olan teoremlerin ispatlarinda

kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Uctincii bsliimiin ilk kisminda bir kiime {izerinde iki metrik ile birlikte bir kapali
bagintiy1 saglayan bir tek degerli doniisiim i¢in iki sabit nokta teoremi ispatlanmaistir.

Ikinci kisimda ise ilk kisimda verilen bir teoremin homotopi uygulamasi verilmistir.

Dordiincti boliimiin ilk kisminda da daha 6nce ispatlanmis bir sirali Banach uzayi
tizerinde iki kiime degerli donilisiimiin ortak sabit noktasini veren bir teorem
verilmistir. Bu boliimiin ikinci kisminda ise ilk kisimda verilen teoremin bir
sunucunu kullanarak iki integral icermenin ortak ¢6zlimiiniin varligi hakkinda bir

teorem ispatlanmistir.
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