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S MGELER VE KISALTMALAR

Bu çalı mada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte a a ıda sunulmu tur.

Simgeler    Açıklamalar

( , )X d            Metrik uzay 

( )CB X X in bo  olmayan kapalı altkümelerinin ailesi

H
d                                                      Hausdorff metri i

( )A A  kümesinin kompaktsızlık ölçüsü

 dönü ümünün grafi i( )Gr F F
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1.G R

X  bo tan farklı bir küme ve  bir dönü üm olsun. E er:f X X 0 0fx x  olacak 

ekilde bir 0x X  noktası varsa bu 0x  noktasına  dönü ümünün bir sabit noktası

denir. Örne in,

f

[0, )X ,
2

x
fx , 1gx x

eklinde tanımlanırsa,  noktası  dönü ümünün sabit noktasıdır ancak 0 0x f g  dö-

nü ümünün sabit noktası yoktur. Yine (0, )X  alınırsa  dönü ümünün de sabit 

noktası olmadı ı açıktır. O halde bir dönü ümün sabit noktasının varlı ı, o dönü ü-

mün tanımına ba lı oldu u gibi tanımlandı ı kümenin yapısına da ba lıdır. Bu ne-

denle sabit nokta teori çalı maları, bir dönü ümün sabit noktasının hangi ko ullar

altında var oldu u, varsa tek olup olmadı ı, tek ise nasıl bulunabilece i sorularına

cevap aramaktadır.

f

Genel olarak sabit nokta teori çalı maları iki yönde geli mektedir. Birincisi tam met-

rik uzaylar üzerinde tanımlı büzülme ve büzülme tipi dönü ümler için sabit nokta 

teori, di eri ise normlu lineer uzayların kompakt konveks alt kümeleri üzerinde ta-

nımlı sürekli dönü ümler için sabit nokta teoridir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çalı maları Brouwer ile ba lamı tır.

Brouwer,  nin kapalı birim yuvarından yine kendi üzerine tanımlanan sürekli dö-

nü ümün sabit noktasının varlı ını kanıtlamı tır [1]. Daha sonra Schauder, 

Brouwer’ın teoremini  yerine herhangi bir normlu lineer uzay alarak a a ıdaki

ekilde geni letmi tir [2].

n

n

“ X  bir normlu lineer uzay,  kapalı ve konveks bir alt küme ve 

sürekli ve kompakt bir dönü üm olsun. O zaman ,  de bir sabit noktaya sahiptir”. 

C X :f C C

f C
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Tam metrik uzaylar üzerinde sabit nokta teori çalı maları ise Banach ile ba lamı tır.

Banach, büzülme dönü üm prensibi olarak da bilinen a a ıdaki teoremi vermi tir [3]. 

“ ( , )X d  bir tam metrik uzay ve  dönü ümü her :f X X ,x y X  ve bir [0,1)

için ( , ) ( , )d fx fy d x y e itsizli ini sa lıyorsa  dönü ümü bir tek  sabit 

noktasına sahiptir, üstelik her 

f z X

x X  için eklinde tanımlanan  dizisi 

 noktasına yakınsar”.

n

ny f x { }ny

z

Banach sabit nokta teoremi, dönü ümün sabit noktasının varlı ını garanti etti i gibi,

Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farklı olarak bu sabit noktanın tek-

li ini ve nasıl bulunabilece ini de göstermektedir.

Sabit nokta teorinin temelini te kil eden yukarıdaki teoremler daha sonra pek çok 

yazar tarafından genelle tirilmi tir. Örne in, iri  çalı malarını, “Fixed Point

Theory” adlı kitabında toplamı , Kirk ve Sims, çe itli yazarlar tarafından yazılmı

olan makaleleri “Handbook of Metric Fixed Point Theory” adlı bir kitapta toplamı

ve sabit nokta teori çalı anlar için temel bir kitap olan “Fixed Point Theory and 

Applications” adlı kitap ise Agarwal, Meehan ve O’Regan tarafından yazılmı tır [4-

6].

Sabit nokta teori çalı maları sadece yukarıda bahsedilen tam metrik ve normlu uzay-

larda sınırlı kalmayıp, sıralı Banach uzayları, düzgün uzaylar, fuzzy metrik uzaylar 

v.b. uzaylarda da yapılmı tır. Bahsedilen bu uzaylardaki birkaç çalı ma u kaynak-

larda bulunabilir [7-15]. 

Ayrıca sabit nokta teori matemati in çe itli alanlarında uygulaması olması nedeniyle 

matematik dünyasında önemli bir yer tutmaktadır. Örne in bu teori lineer denklemle-

rin, diferensiyel ve integral denklemlerin çözümlerinin varlık ve tekli inde sıkça kul-

lanılmaktadır. Bu yöndeki bazı çalı malar u kaynaklarda bulunabilir [16-18].
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Tek de erli dönü ümler için sabit nokta teori, daha sonra küme de erli dönü ümler

açısından da incelenmeye ba lanmı tır. X  bo tan farklı bir küme, ,2X X  in bo tan

farklı alt kümelerinin ailesi ve  bir dönü üm olsun. E er: XF X 2 00x Fx  olacak

ekilde bir 0x X  noktası varsa bu 0x  noktasına  küme de erli dönü ümünün bir 

sabit noktası denir. Örne in,

F

[0,1]X , 3 2[ , ]Fx x x

eklinde tanımlanırsa  ve 0 0x 1 1x  bu dönü ümün sabit noktalarıdır.

( , )X d  bir metrik uzay,  de ( )CB X X  in bo tan farklı kapalı ve sınırlı alt kümeleri-

nin ailesi olmak üzere , ( )A B CB X  için 

( , ) inf{ ( , ) : }d x A d x y y A

ve

( , ) max{sup ( , ),sup ( , )}H x A y Bd A B d x B d y A

olarak tanımlansın. Nadler, Hausdorff metri i olarak ta bilinen yukarıdaki Hd  fonk-

siyonunu kullanarak küme de erli dönü ümler için ilk sabit nokta teoremini a a ıda-

ki ekilde vermi tir [19]. 

“ ( , )X d  bir tam metrik uzay ve  küme de erli dönü ümü, e er her :F X CB X( )

,x y X  ve bir (0,1)  için 

( , ) ( ,Hd Fx Fy d x y)

e itsizli ini sa lıyorsa X  içinde bir sabit noktaya sahiptir”. 
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Nadler’in bu teoreminden sonra geli meye ba layan küme de erli dönü ümler için 

sabit nokta teori de tek de erli dönü ümler için verilen sabit nokta teoremlerine ben-

zer ekilde difeferensiyel ve integral içermelerin çözümlerinin varlık ve tekli inde 

kullanılmı tır. Küme de erli dönü ümler için verilen bazı sabit nokta teoremlerine ve 

bunların bazı uygulamalarına örnek olarak u kaynaklara bakılabilir [20-30]. 
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2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde ileride kullanaca ımız bazı temel tanım ve teoremlere yer verilecektir. 

[0, )  olmak üzere ,x y  için x y  ba ıntısının  ba ıntısına

denk oldu u bilinmektedir. Bu dü ünce ile bir Banach uzayında  nın yerine geçe-

cek uygun bir alt küme bulundu unda bu uzayda sıralama yapılabilir.

y x

2.1. Tanım

,
E

E  bir reel Banach uzayı ve  bo tan farklı kapalı bir küme olsun. E erK E

K  kümesi,

(i) ,K K K

(ii) Her 0  için K K ,

(iii) 0, E  nin birimi olmak üzere, {0}K K

ko ullarını sa lıyorsa K  kümesine E  içinde bir koni denir. Böylece E  üzerinde

x y y x K

eklinde bir kısmi sıralama ba ıntısı tanımlanabilir. E  Banach uzayı K  tarafından

üretilen  kısmi sıralama ba ıntısı ile donatıldı ında E  ye bir sıralı Banach uzayı

denir [9].

2.1. Örnek 

(a)  uzayında  kümesinin koni ko ullarını sa ladı ı

kolayca gösterilebilir. Bu koni yardımıyla  üzerinde  için 

2E {( , ) : 0, 0}K x y x y

2 2
1 1 2 2( , ), ( , )x y x y
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1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )  vex y x y x y x y K x x y y

eklinde bir kısmi sıralama ba ıntısı tanımlanabilir. Dolayısıyla  kısmi sıralanmı

bir uzay olur [31].

2

(b)  için  ile [ ,  kapalı aralı ından  ye tanımlı bütün sü-

rekli fonksiyonların uzayını gösterirsek, bu uzay 

,a b ( ([ , ]), )C a b ]a b

([ , ])
max ( ) : [ , ]

C a b
x x t t a b

normu ile birlikte bir Banach uzayıdır.  nin negatif olmayan fonksiyon-

larından olu an altkümesi olan (

( ([ , ]), )C a b

([ , ]), )C a b  bir konidir [31]. 

E  Banach uzayında K  konisi tarafından elde edilen sıralama, kısmi sıralama olma-

sına ra men  üzerindeki tam sıralama ba ıntısının birçok özelli ine sahiptir. Örne-

in, bir E  Banach uzayında ki bir K  konisi tarafından elde edilen  sıralaması,

(i) her , , ,x y z w E  için ,x y z w  ise x z y w

(ii) ,x y K  ve  için ax,a b by K ,

(iii)  ise x K inf{ : } 0x y y K

gibi özelliklere sahiptir [31]. 

2.2. Tanım

E  bir reel Banach uzayı,  bir koni, K E ,x y E  ve x y  olsun. x z y  ko u-

lunu sa layan bütün  elemanlarının kümesine sıra aralık denir ve [ ,z E ]x y  ile gös-

terilir [9].
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2.3. Tanım

E  bir reel Banach uzayı,  bir koni olsun. 0K E x y  ko ulunu sa layan her-

hangi ,x y E  için 
E E

x N y  olacak ekilde  sayısı varsa 0N K  ya normal

koni denir [9]. 

2.2. Örnek 

(a)  uzayında( ([0,1]), )C ( ([0,1], )C  konisi normaldir [31]. 

(b)  ile [0  kapalı aralı ından  ye tanımlı bütün birinci mertebe-

den sürekli türeve sahip fonksiyonların uzayını gösterirsek bu uzay 

(1)( ([0,1]),C ) ,1]

(1) ([0,1]) ([0,1]) ([0,1])
max ,

C C
x x x

C

)normu ile bir Banach uzayıdır. Bu uzayda (1)( ([0,1],C  konisi normal de ildir.

Gerçekten  ve ( ) 1y t 2( ) sinnx t nt  ise 0 ( ) ( )nx t y t  olmasına ra men

(1) ([0,1])
lim n Cn

x  dur [31].

E er E  nin her sıra aralı ı norma göre sınırlı ise K  konisi normaldir [9]. 

2.4. Tanım

E  bir reel Banach uzayı, E  de E  nin bütün sınırlı alt kümelerinin ailesi olsun. 

 için EA ( ) sup : ,i iÇap A x y x y A  olmak üzere

1
( ) inf 0 :  ve ( ) , {1, 2, , }

n

i ii
A A A Çap A i n
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eklinde tanımlanan : E  fonksiyonuna Kuratowskii kompaktsızlık ölçüsü 

denir [32].

2.1. Teorem 

E  bir reel Banach uzayı, ,A B E  sınırlı alt kümeler ve  olsun. Bu durumda

a a ıdaki ifadeler sa lanır:

(i) ( ) 0A A  kompakt,

(ii)  ise A B ( ) ( )A B ,

(iii) ( ) ( )A A ,

(iv) ( ) max{ ( ), ( )}A B A B ,

(v) { : }A x x A  olmak üzere ( ) ( )A A ,

(vi) { : , }A B x y x A y B  olmak üzere ( ) ( ) ( )A B A B ,

(vii) ,( )co A A  kümesinin konveks zarfı olmak üzere, ( ( )) ( )co A A ,

(viii) A  kümesi sonlu ise ( ) 0A  dır [32]. 

2.5. Tanım

X  bir topolojik uzay,  bir metrik uzay, ,( , )Y d ( , )C X Y X  den Y  ye tanımlı bütün 

sürekli fonksiyonların sınıfı ve ( , )C X Y  olsun. E er bir 0x X  ve her 0

için

x U  ve  için f 0( ( ), ( ))d f x f x

olacak ekilde 0x ın bir U  açık kom ulu u varsa  kümesine 0x  noktasında

e süreklidir denir. E er  kümesi X  in her noktasında e sürekli ise  kümesine

X  içinde e süreklidir denir [33].
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Açıktır ki  kümesi X  de e sürekli ise,  nın keyfi bir  elemanıf X  de sürekli-

dir. Bunun tersi do ru olmayabilir, yani her f  sürekli iken  e sürekli olmaya-

bilir.

2.3. Örnek 

X Y  ve üzerindeki metrik alı ılmı  metrik olsun ve 

{ : ( ) , } ( , )n nf f x nx x C

ile tanımlansın.  nın her bir elemanının sürekli oldu u açıktır. Ancak  ve 

her

0x

0  için 

0 0( ) ( )n nx x f x f x n x x0

olacak ekilde bir 0  sayısının bulunamayaca ı açıktır. Dolayısıyla  kümesi

e sürekli de ildir . 

2.6. Tanım

,X Y  iki Banach uzayı,  ve  bir dönü üm olsun. E er  nin her 

 açık alt kümesi için  kümesi  içinde açık oluyorsa 

dönü ümüne  içinde üstten yarı süreklidir denir. Yine e er  nin her V  açık alt 

kümesi için  kümesi  içinde açık oluyorsa  dönü-

ümüne  içinde alttan yarı süreklidir denir [32]. 

D X : YF D 2 Y

V ( ) { : }F V x D Fx V D F

D Y

( ) { : }F V x D Fx V D F

D

0Fx V  olacak ekilde Y  içindeki her V  açık alt kümesi için 0( ( , ) )F B x D V

olacak ekilde en az bir 0( , ) 0x V  sayısı varsa  küme de erli dönü ümüneF

0x D  noktasında üstten yarı süreklidir denir. Yine e er her  ve  nin her 0y Fx y
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V  kom ulu u için 0( , )x D B x  olmak üzere Fx V  olacak ekilde en az 

bir 0( , , ) 0x y V  sayısı varsa  küme de erli dönü ümüneF 0x D  noktasında

alttan yarı süreklidir denir [32]. 

2.7. Tanım

 veX Y  iki Banach uzayı, , bir dönü üm ve ,  üzerindeki 

metrik olsun. 

D X : YF D 2 d Y

0nx x  iken  oluyorsa  küme de erli dönü ümü-

ne süreklidir denir [32]. 

0( , )H nd Fx Fx 0

2

F

2.2. Teorem 

 veX Y  iki Banach uzayı  ve  bir dönü üm olsun.D X : YF D

a) ,  de üstten yarı süreklidir ancak ve ancak her kapalıF D A Y  kümesi için 

 kümesi  içinde kapalıdır.  alttan yarı süreklidir ancak ve ancak her açık

 kümesi için  kümesi  içinde açıktır.

( )F A D F

V Y ( )F A D

b) Her  için  kapalı ve ,  üzerindeki metrik olsun. Bu durumdax D Fx d Y

0nx x  iken 0sup ( , ) : 0nd y Fx y Fx  oluyorsa  alttan yarı süreklidir. Yine F

0nx x  iken 0sup ( , ) : 0nd y Fx y Fx  oluyorsa  üstten yarı süreklidir.

hem alttan hem de üstten yarı sürekli ise süreklidir. 

F F

c) Her  için  kapalı olsun. E er  üstten yarı sürekli ve  kapalı ise bu 

durumda  nin grafi i olan

x D Fx F D

F ( ) ( , ) : ,Gr F x y X Y x X y Fx  kümesi kapalı-

dır. E er ( )F D  kompakt ve  kapalı ise bu durumda  nin üstten yarı sürekli ol-

ması için gerek ve yeter ko ul  nin kapalı olmasıdır.

D F

( )Gr F
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d) E er  kompakt,  üstten yarı sürekli ve her D F x D  için  kompakt ise bu

durumda  kompakttır [32].

Fx

( )F D

2.4. Örnek 

X Y  olsun.  ve G  küme de erli dönü ümleriF

{1} , 0

[0,1]  , 0

x
Fx

x

ve

[0,1] , 0

{0}    , 0

x
Gx

x

eklinde tanımlansın. Bu durumda  üstten yarı sürekli fakat alttan yarı sürekli de-

ildir. Yine  alttan yarı sürekli fakat üstten yarı sürekli de ildir [34]. 

F

G
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3. METR K UZAYDA BAZI SAB T NOKTA TEOREMLER

3.1. Metrik Uzayda Tek De erli Dönü ümler çin Bazı Sabit Nokta Teoremleri

Bu kısımda bir uzay üzerinde iki metrik ile birlikte bir kapalı (implicit) ba ıntıyı kul-

lanarak tek de erli dönü ümler için sabit nokta teoremleri verilecektir.

 Bu kısımda kullanaca ımız kapalı ba ıntıyı tanımlayarak buna ili kin bazı örnekleri 

verelim.

 negatif olmayan reel sayıların kümesi ve deT
6  dan  ye a a ıdaki ko ulları

sa layan bütün sürekli T  fonksiyonların kümesini göstersin: 

1T  :  fonksiyonu   de i kenlerine göre artmayan,1 2 6( , , , )T t t t 2 , ,t 6t

t

2T  : ( , , , , , 0) 0T u v v u u v

veya

( , ,0,0, , ) 0T u v v v

iken  dan  ya sürekli, azalmayan, (0) 0,  0 için ( )f t f t  ko ullarına uy-

gun öyle  fonksiyonu vardır kif ( )u f v ,

3T  :  dır.0 için ( ,0,0, , , 0) 0u T u u u

Yukarıda verilen ko ulları sa layan fonksiyon için birkaç örnek verelim.
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3.1. Örnek 

T  fonksiyonu 0 1,  0 1 2, 0 1a b 2  olmak üzere

1 6 1 2 3 4 5( , , ) max{ , , } (1 )[ ]T t t t t t t at bt6

eklinde tanımlansın. Bu durumda T T  olur.

Gerçekten T  fonksiyonunun   de i kenlerine göre artmayan oldu u açıktır.2 , ,t 6t

0u  ve 

( , , , , , 0) max{ , } (1 ) ( ) 0T u v v u u v u u v a u v

olsun. E er u  ise  olup v (1 )a u au 1 2a  oldu undan bu bir çeli ki olu turur.

O halde u v  dir. Böylece max{ , } (1 ) ( ) 0u u v a u v  ifadesinden

(1 )

1 (1 )

a
u

a
v  bulunur. Benzer ekilde  ve 0u

( , ,0,0, , ) (1 )( ) 0T u v v v u v a b v

olsun. Buradan [ (1 )( )]u a b v  bulunur. E er 0u  ise bu durumda da 

[ (1 )( )]u a b v  oldu u açıktır. Böylece

(1 )
( ) max , (1 )( )

1 (1 )

a
f t a

a
b t

olmak üzere  ko ulu sa lanır.2T
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Yine her  için 0u

( ,0,0, , , 0) (1 )(1 ) 0T u u u a u

olur. Yani  ko ulu da sa lanır. Sonuç olarak T3T T  dir. 

3.2. Örnek 

T  fonksiyonu  olmak üzere0 k 1

5 6
1 6 1 2 3 4( , , ) max , , ,

2

t t
T t t t k t t t

eklinde tanımlansın. Bu durumda T T  olur.

Gerçekten T  fonksiyonunun   de i kenlerine göre artmayan oldu u açıktır.2 , ,t 6t

0u  ve 

( , , , , , 0) max{ , } 0T u v v u u v u k u v

olsun. E er  ise  olur ki bu bir çeli kidir. O halde u  ve böylece 

 olur. Benzer ekilde  ve 

u v u ku v

u kv 0u

( , , 0,0, , ) max{ , } 0T u v v v u k u v

ise yine  olur. E eru kv 0u  ise de u kv  oldu u açıktır. Böylece  ol-

mak üzere  ko ulu sa lanır.

( )f t kt

2T

Yine her  için 0u
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( ,0,0, , ,0) (1 ) 0T u u u k u

olur. Yani  ko ulu da sa lanır. Sonuç olarak T3T T  dir. 

3.3. Örnek 

T  fonksiyonu, :  sürekli, azalmayan, (0) 0  ve 0 için ( )t t t  ko-

ullarını sa layan fonksiyon olmak üzere

5 6
1 6 1 2 3 4( , , ) max , , ,

2

t t
T t t t t t t

eklinde tanımlansın. Bu durumda T T  olur.

Gerçekten T  fonksiyonunun   de i kenlerine göre artmayan oldu u açıktır.2 , ,t 6t

0u  ve 

( , , , , , 0) (max{ , }) 0T u v v u u v u u v

olsun. E er  iseu v ( )u u  olup bu bir çeli ki olur. O halde u  ve böylece v

( )u v  olur. Benzer ekilde  ve 0u

( , ,0,0, , ) (max{ , }) 0T u v v v u u v

ise yine ( )u v  elde edilir. E er 0u  ise bu durumda da ( )u v  oldu u açıktır.

Böylece f  olmak üzere  ko ulu sa lanır.2T

Yine her  için 0u
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( ,0,0, , ,0) ( ) 0T u u u u u

olur. Yani  ko ulu da sa lanır. Sonuç olarak T3T T  dir. 

3.4. Örnek 

T  fonksiyonu,  olmak üzere0,  , , 0, 1 ve 1a b c d a b c a d

6
2

1 6 1 1 2 3 4 5( , , ) ( )T t t t t at bt ct dt t

eklinde tanımlansın. Bu durumda T T  olur.

Gerçekten T  fonksiyonunun   de i kenlerine göre artmayan oldu u açıktır.2 , ,t 6t

0u  ve 

2( , , , , ,0) ( ) 0T u v v u u v u u av bv cu

olsun. O halde 
1

a b
u

c
v  olur. Benzer ekilde  ve 0u

2 2( , ,0,0, , ) 0T u v v v u auv dv

ise bu durumda
24

2

a d a
u v  bulunur. E er 0u  ise bu durumda da 

24

2

a d a
u v  oldu u açıktır. Böylece
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24
( ) max ,

1 2

a b a d a
f t t

c

olmak üzere  ko ulu sa lanır.2T

Yine her  için 0u

2( ,0,0, , ,0) (1 ) 0T u u u c u

olur. Yani  ko ulu da sa lanır. Sonuç olarak T3T T  dir. 

3.5. Örnek 

T  fonksiyonu, 0 1 olmak üzere

2 2 2 2
3 3 4 5 6

1 6 1

3 4 5 6

( , , )
1

t t t t
T t t t

t t t t

eklinde tanımlansın. Bu durumda T T  olur.

Gerçekten  fonksiyonunun   de i kenlerine göre artmayan oldu u kolayca

gösterilebilir.

T 2 , ,t 6t

0u  ve 

2 2
3( , , , , ,0) 0

2 2 1

v u
T u v v u u v u

u v
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olsun. O halde 
2

2 2

v
u

u v 1
 olup ayrıca

2

2 2 1

v
v

u v
 oldu undan u v  elde 

edilir. Benzer ekilde  ve 0u

4
3( , ,0,0, , ) 0

2 1

v
T u v v v u

v

ise bu durumda 3u v  olur. E er 0u  ise bu durumda da 3u v  oldu u açık-

tır. Böylece 3( )f t t  olmak üzere  ko ulu sa lanır.2T

Yine her  için 0u

3( ,0,0, , ,0) 0T u u u u

olur. Yani  ko ulu da sa lanır. Sonuç olarak T3T T  dir. 

Benzer ekilde T  olacak ekilde pek çok fonksiyon bulunabilir. T

Bu kısımdaki orijinal teoremlerimizi vermeden önce teoremlerde kullanaca ımız

bazı kısaltmaları verelim.

( , )X d  bir tam metrik uzay ve  de d X  üzerinde bir ba ka metrik,

için

0  ve 0x X r

0 0( , ) { : ( , ) }dB x r x X d x x r

olsun. Ayrıca 0( , )ddB x r  ile 0( , )dB x r  yuvarının d  metri ine göre kapanı ını göste-

relim.  ved d  bir X  kümesi üzerinde iki metrik olmak üzere e er her ,x y X  için
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( , ) ( , )d x y d x y  oluyorsa bu durumu d d  ile gösterece iz. Aksi durumu ise 

d d  ile gösterece iz. Örne in [0,1]X  ve üzerindeki iki metrik, her ,x y X  için

( , )d x y x y

ve

1 ,
( , )

0 ,

x y
d x y

x y

olsun. Bu durumda  oldu u açıktır. E erd d [0, 2]X  ve  yukarıdaki gibi 

tanımlanırsa

iled d

d d  ve d d  olur. E er en az bir ,x y X  için 

oluyorsa bu durumu  ile gösterece iz. Açıktır ki d

( , ) ( , )d x y d x y

d d d  ise  dir. Fakat

 oldu unda

d d

d d d d  veya d d  olmayabilir. Örne in  ve [0,1]X iled d

yukarıdaki gibi tanımlanırsa d d  olup d d dir.

imdi bu kısımdaki ilk teoremimizi ifade ve ispat edelim.

3.1. Teorem 

( , )X d  bir tam metrik uzay,  üzerinde bir ba ka metrik,  ve,d X 0 ,  0x X r

'
0: ( , )ddF B x r X  bir dönü üm olsun.  dönü ümünün a a ıdaki ko ulları sa la-

dı ını kabul edelim.

F

a) Her 0, ( , d

d )x y B x r  için 

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d Fx Fy d x y d x Fx d y Fy d x Fy d y Fx
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olacak ekilde T  var, T

b)  fonksiyonu  ko ulundaki fonksiyon olmak üzeref 2T

0 0 0 0
1

( , ) 0 ve ( ( , ))n

n

r d x Fx f d x Fx ,

c) d d  iken 0: ( ( , ), ) ( , )dF B x r d X d  düzgün sürekli, 

d)  iken d d 0: ( ( , ) , ) ( , )d

dF B x r d X d  sürekli.

Bu durumda 0,  ( , )ddF B x r  içinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani,  olacak 

ekilde bir 

Fx x

0( , )ddx B x r  vardır.

spat

1 0x Fx  olsun.  oldu undan0 1( , )d x x r 1 0( , )dx B x r  dir. imdi  için {2,3, }n

1n nx Fx  diyelim. A a ıdaki ifadenin do ru oldu unu iddia ediyoruz. 

{1, 2, }n  için 0( , )n dx B x r  ve { }nx  dizisi  metri ine göre bir Cauchy dizisidir. d

lk olarak {1, 2, }n  için 0( , )n dx B x r  oldu unu görelim. Bunu göstermek için 

tümevarım yöntemini kullanaca ız. 0 1 0, (d , )x x B x r  oldu unu biliyoruz. O halde (a) 

ko ulunu kullanabiliriz. Böylece 

0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

ve buradan 
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1 2 0 1 0 1 1 2 0 2( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),0) 0T d x x d x x d x x d x x d x x

olur.  ko ulları kullanılırsa1  veT T2  dan  ya sürekli, azalmayan,

(0) 0,  0 için ( )f t f t t

ko ullarına uygun öyle  fonksiyonu vardır kif

1 2 0 1( , ) ( ( , ))d x x f d x x

olur. O halde (b) ko ulundan

0 2 0 1 1 2

0 1 0 1

0 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ( , ))

( , )

d x x d x x d x x

d x x f d x x

d x x

r

elde edilir ki bu da 2 0( , )dx B x r  oldu unu gösterir. imdi  için{1, 2, , }m k

0( , )m dx B x r  olacak ekilde {2,3, }k  var olsun. 1 0( , )k dx B x r  oldu unu gös-

terelim.  için{1, 2, , }m k 1, (m m d 0 , )x x B x r  oldu undan (a) ko ulu kullanılırsa,

1 1 1 1 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0m m m m m m m m m m m mT d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

ve buradan da 

1 1 1 1 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),0) 0m m m m m m m m m mT d x Fx d x x d x x d x x d x x

elde edilir. Yine  kullanılırsa2T {1, 2, , }m k  için 
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1 1( , ) ( ( , ))m m m md x x f d x x

olur. Yani {1, 2, , }m k  için 

1 0( , ) ( ( , ))m

m md x x f d x x1

m

bulunur. Di er taraftan  için {1, 2, }k

0 1 0 1 1
1

( , ) ( , ) ( , )
k

k m

m

d x x d x x d x x

oldu undan (b) ko ulu da kullanılırsa

0 1 0 1 0 1
1

0 1 0 1
1

0 1

( , ) ( , ) ( ( , ))

( , ) ( ( , ))

( , )

k
m

k

m

m

m

d x x d x x f d x x

d x x f d x x

d x x

r

bulunur. Böylece 1 0( , )k dx B x r  olur. Sonuç olarak {1, 2, }n  için 0( , )n dx B x r

olur. Aynı zamanda  için{1, 2, }n

1 0( , ) ( ( , ))n

n nd x x f d x x1

oldu una da dikkat edilmelidir.

imdi de { }nx  dizisinin  metri ine göre bir Cauchy dizisi oldu unu gösterelim.

Bunun do ru olmadı ını kabul edelim. O halde 

d

{1, 2, }k  için 
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( ) ( )( , )k n k m kr d x x

olacak ekilde tam sayıların {  dizileri ve ( )},  { ( )}, ( ) ( )m k n k m k n k k 0  sayısı

bulunabilir. Aynı zamanda  dan büyük en küçük  için( )n k ( )m k

( ) 1 ( )( , )m k n kd x x

oldu unu kabul edebiliriz. Böylece 

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) 1
0 1

( , ) ( ,

( ( , ))

k m k m k m k n

m k

r d x x d x x

f d x x

)k

ve böylece de

lim k
n
r

olur. Aynı zamanda

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1( , ) ( , ) ( ,k n k n k m k m k n k m kr d x x d x x d x x )

k m k

, )

oldu undan

( ) ( )
0 1 0 1 ( ) ( )( ( , )) ( ( , ) ( , )n k m k

k nr f d x x f d x x d Fx Fx                        (3.1) 

bulunur. Di er taraftan ( ) ( ) 0, (n k m k dx x B x r  oldu undan (a) ko ulunu kullanabiliriz. 

O halde
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , )) 0

n k m k n k m k n k n k m k m k

n k m k m k n k

T d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx

d x Fx d x Fx

ve böylece 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0 1 0 1 0 1

( )
0 1

( ( , ), , ( ( , )), ( ( , )), ( ( , )),

( ( , ))) 0

n k m k m k

n k m k k k

n k

k

T d Fx Fx r f d x x f d x x r f d x x

r f d x x

bulunur.  fonksiyonunun sürekli oldu u göz önüne alınarak bu son e itsizlikte

 için limit alınırsa

T

k

( ) ( )(lim ( , ), ,0,0, , ) 0n k m k
k

T d Fx Fx

elde edilir.  ko ulundan ise2T

( ) ( )lim ( , ) ( )n k m k
k
d Fx Fx f

bulunur. Böylece E .3.1 e itsizli inde  için limit alınırsak ( )f  bulunur ki 

bu ise  için  olması ile çeli ir. Bundan dolayı { }0t ( )f t t nx  dizisi  metri ine

göre bir Cauchy dizisidir.

d

imdi { }nx  dizisinin  metri ine göre bir Cauchy dizisi oldu unu gösterelim. E er

 ise bu durum açıktır.

d

d d d d  olsun ve 0  verilsin. O halde (c) ko ulu

0, ( ,d )x y B x r  ve ( , )d x y  iken ( , )d Fx Fy
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olacak ekilde 0  sayısının varlı ını garanti eder. { }nx  dizisi d  metri ine göre 

bir Cauchy dizisi oldu undan en az bir 0 {1,2, }n  vardır ki  iken 0,n m n

( , )n md x x

olur. Böylece  iken 0,n m n

1 1( , ) ( , )n m n md x x d Fx Fx

bulunur ki bu da { }nx  dizisinin d  metri ine göre bir Cauchy dizisi oldu unu göste-

rir. Böylece ( , )X d  tam metrik uzay oldu undan  için  olacak 

ekilde

n ( , ) 0nd x x

0( , )ddx B x r  vardır.

Bulunan bu 0( , )ddx B x r  noktası için Fx x  oldu unu gösterelim.

lk olarak  durumunu göz önüne alalım. Bu durumda d d

1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

n n

n n

d x Fx d x x d x Fx

d x x d Fx Fx

olup (d) ko ulu kullanılır ve  için limit alınırsan ( , ) 0d x Fx  bulunur ki bu da 

 oldu unu gösterir.Fx x

kinci olarak  olsun. d d 1 0, ( , d

n d )x x B x r  oldu undan (a) ko ulunu kullanabili-

riz. Böylece 

1 1 1 1 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0n n n n n nT d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx
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olup  için limit alınırsan

( ( , ),0,0, ( , ), ( , ),0) 0T d x Fx d x Fx d x Fx

elde edilir ki burada da  ko ulu kullanılırsa3T ( , ) 0d x Fx  bulunur. Bu da ispatı ta-

mamlar.

Bu kısımdaki ikinci orijinal teoremimizi vermeden önce bu teoremde kullanaca ımız

kapalı ba ıntıyı kısaca verelim.

T  kümesi 6  dan  ye tanımlı,  ve  ko ulları ile birlikte a a ıdaki ko ulu

sa layan bütün sürekli fonksiyonların kümesini göstersin: 

1T 3T

2T  : ( , , , , , 0) 0T u v v u u v

veya

( , , , , , ) 0T u v v v v v

iken  dan  ya tanımlı, sürekli, azalmayan, (0) 0,  0 için ( )f t f t t  ko ulla-

rına uygun öyle  fonksiyonu vardır kif ( )u f v  dir.

Bu durumda  oldu u açıktır. Örnek 3.1, Örnek 3.2, Örnek 3.3 ve Örnek 3.5 

içinde tanımlanan T  fonksiyonlarının

T T

T  kümesine ait oldukları kolayca gösterilebi-

lir. Ancak Örnek 3.4 de tanımlanan fonksiyon 

ko ulu altında  kümesine aittir.

0,  , , 0 ve 1a b c d a b c d

T
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3.2. Teorem 

( , )X d  bir tam metrik uzay,  üzerinde bir ba ka metrik,  ve,d X 0 ,  0x X r

'
0: ( , )ddF B x r X  bir dönü üm olsun.  dönü ümününF F T  olmak üzere (a), 

(c) ve (d) ko ullarının yanı sıra

b ) 0 0( , ) ( )d x Fx r f r

ko ulunu da sa ladı ını kabul edelim.

Bu durumda 0,  ( , )ddF B x r  içinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani,  olacak 

ekilde bir 

Fx x

0( , )ddx B x r  vardır.

spat

1 0x Fx  olsun.  oldu undan0 1( , )d x x r 1 0( , )dx B x r  olur. imdi  için {2,3, }n

1n nx Fx  diyelim. A a ıdaki ifadenin do ru oldu unu iddia ediyoruz. 

{1, 2, }n  için 0( , )n dx B x r  ve { }nx  dizisi  metri ine göre bir Cauchy dizisidir. d

lk olarak  için {1, 2, }n 0( , )n dx B x r  oldu unu gösterelim. Bunu göstermek için 

tümevarım yöntemini kullanaca ız. 0 1 0, (d , )x x B x r  oldu unu biliyoruz. O halde (a) 

ko ulunu kullanabiliriz. Böylece 

0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

ve buradan da 
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1 2 0 1 0 1 1 2 0 2( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),0) 0T d x x d x x d x x d x x d x x

elde edilir.  ko ulları kullanılırsa1 veT T2  dan  ya tanımlı, sürekli, azalmayan,

(0) 0,  0 için ( )f t f t t

ko ullarına uygun öyle  fonksiyonu vardır kif

1 2 0 1( , ) ( ( , ))d x x f d x x

olur. O halde  ko ulundan(b )

0 2 0 1 1 2

0 1 0 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ( , ))

[ ( )] ( )

d x x d x x d x x

d x x f d x x

r f r f r

r

olur ki bu da 2 0( , )dx B x r  oldu unu gösterir. imdi  için{1, 2, , }m k

0( , )m dx B x r  olacak ekilde {2,3, }k  var olsun. 1 0( , )k dx B x r  oldu unu gös-

termeliyiz. {1, 2, , }m k  için 1, (m m d 0 , )x x B x r  oldu undan (a) ko ulunu kullana-

biliriz. O halde 

1 1 1 1 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0m m m m m m m m m m m mT d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

ve buradan da 

1 1 1 1 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),0) 0m m m m m m m m m mT d x Fx d x x d x x d x x d x x
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elde edilir. Yine  kullanılırsa2T {1, 2, , }m k  için 

1 1( , ) ( ( , ))m m m md x x f d x x

olur. Yani {1, 2, , }m k  için 

1 0( , ) ( ( , ))m

m md x x f d x x1

, )

bulunur. imdi

1( , ) ( )kd x x f r

oldu unu gösterelim.

E er  ise,  olur. 2k 1 2 0 1( , ) ( ( , )) ( )d x x f d x x f r

E er  ise,  olup 3k 1 3 0 2( , ) ( , )d x x d Fx Fx 0 2 0, (dx x B x r  oldu undan (a) ko ulu

kullanılırsa

0 2 0 2 0 0 2 2 0 2 2 0( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

elde edilir ki buradan 

1 3 0 2 0 1 2 3 0 3 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d x x d x x d x x d x x d x x d x x

bulunur. Bu son ifadeden de 

2
1 3 0 2 0 1 0 1 0 3 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( ( , )), ( , ), ( , )) 0T d x x d x x d x x f d x x d x x d x x
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ve böylece 

2
1 3( ( , ), , , ( ), , ( )) 0T d x x r r f r r f r

bulunur. Di er yandan ( )f r r  oldu undan  ko ulu kullanılırsa1T

1 3( ( , ), , , , , ) 0T d x x r r r r r

bulunur. Böylece  ko ulundan2T

1 3( , ) ( )d x x f r

elde edilir.

E er  ise,  olup 4k 1 4 0 3( , ) ( , )d x x d Fx Fx 0 3 0, (d , )x x B x r  oldu undan (a) ko ulu

kullanılırsa

0 3 0 3 0 0 3 3 0 3 3 0( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

elde edilir ki buradan 

1 4 0 3 0 1 3 4 0 4 3 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d x x d x x d x x d x x d x x d x x

bulunur. Bu son e itsizlikten de 

3
1 4 0 3 0 1 0 1 0 4 3 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( ( , )), ( , ), ( , )) 0T d x x d x x d x x f d x x d x x d x x

ve böylece 
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3
1 4( ( , ), , , ( ), , ( )) 0T d x x r r f r r f r

olur. Di er taraftan  oldu undan  kullanılırsa( )f r r 1T

1 4( ( , ), , , , , ) 0T d x x r r r r r

bulunur. Böylece  ko ulundan2T

1 4( , ) ( )d x x f r

bulunur. Yani  için de iddia do rudur.4k

Bu ekilde devam edilerek {5,6, }k  içinde

1( , ) ( )kd x x f r

oldu u gösterilebilir. imdi 1 0( , )k dx B x r  oldu unu görelim. 0 0, (k d , )x x B x r  ol-

du undan (a) kullanılırsa

0 0 0 0 0 0( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0k k k k k kT d Fx Fx d x x d x Fx d x Fx d x Fx d x Fx

olur ki buradan

1 1 0 0 1 1 0 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0k k k k k kT d x x d x x d x x d x x d x x d x x

bulunur. Bu son ifadeden 

1 1 0 0 1 0 1 0 1 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( ( , )), ( , ), ( , )) 0k

k k k kT d x x d x x d x x f d x x d x x d x x
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ve böylece de

1 1( ( , ), , , ( ), , ( )) 0k

kT d x x r r f r r f r

olur. Ayrıca  oldu undan  kullanılırsa( )f r r 1T

1 1( ( , ), , , , , ) 0kT d x x r r r r r

bulunur. Böylece  ko ulundan2T

1 1( , ) ( )kd x x f r

elde edilir. Son olarak

0 1 0 1 1 1( , ) ( , ) ( , )

[ ( )] ( )

k kd x x d x x d x x

r f r f r

r

bulunur ki bu da 1 0( , )k dx B x r  oldu unu gösterir. Yani  için{1, 2, }n

0( , )n dx B x r  olur.

spatın bundan sonraki kısmı Teorem 3.1 in ispatında oldu u gibi devam edilerek 

tamamlanır.

Yuvar üzerinde verilen yukarıdaki teoremden hareketle daha genel olan a a ıdaki

teoremi ifade ve ispat edebiliriz.
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3.3. Teorem 

( , )X d  bir tam metrik uzay,  üzerinde bir ba ka metrik,  bir dönü-

üm olsun.  dönü ümünün a a ıdaki ko ulları sa ladı ını kabul edelim.

,d X :F X X

F

a) Her ,x y X  için 

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0T d Fx Fy d x y d x Fx d y Fy d x Fy d y Fx

olacak ekilde T  var, T

b) d d  iken : ( , ) ( , )F X d X d  düzgün sürekli, 

c)  iken  sürekli.d d : ( , ) ( , )F X d X d

Bu durumda  içinde bir sabit noktaya sahiptir. ,F X

spat

Teorem 3.2 de 0( , )dB x r  yerine uzayın kendisi olan X  alınırsa ispat tamamlanır.

Yukarıdaki orijinal teoremlerden a a ıdaki sonuçları elde edebiliriz.

3.1. Sonuç 

( , )X d  bir tam metrik uzay,  üzerinde bir ba ka metrik,  ve,d X 0 ,  0x X r

'
0: ( , )ddF B x r X  bir dönü üm olsun.  dönü ümünün a a ıdaki ko ulları sa la-

dı ını kabul edelim.

F
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a) Her 0, ( , d

d )x y B x r  için 

1
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), [ ( , ) ( , )]

2
d Fx Fy q d x y d x Fx d y Fy d x Fy d y Fx

olacak ekilde  var, (0,1)q

b) 0 0( , ) (1 )d x Fx q r ,

c) d d  iken 0: ( ( , ), ) ( , )dF B x r d X d  düzgün sürekli, 

d)  iken d d 0: ( ( , ) , ) ( , )d

dF B x r d X d  sürekli.

Bu durumda 0,  ( , )ddF B x r  içinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani,  olacak 

ekilde bir 

Fx x

0( , )ddx B x r  vardır [35]. 

spat

Teorem 3.2 de T  fonksiyonu Örnek 3.2 deki gibi alınırsa, yani

5 6
1 6 1 2 3 4( , , ) max , , ,

2

t t
T t t t q t t t

olarak tanımlanırsa ispat tamamlanır. Çünkü Her 0, ( , d

d )x y B x r  için 

1
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), [ ( , ) ( , )]

2
d Fx Fy q d x y d x Fx d y Fy d x Fy d y Fx
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ise bu durumda

1
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), [ ( , ) ( , )] 0

2
d Fx Fy q d x y d x Fx d y Fy d x Fy d y Fx

olur ki Teorem 3.2 deki (a) ko ulu sa lanır. Ayrıca ( )f t qt  oldu undan

0 0( , ) (1 )d x Fx q r  ise 0 0( , ) ( )d x Fx r qr r f r

olup Teorem 3.2 deki  ko ulu da sa lanır. Teorem 3.2 deki (c) ve (d) ko ullarının

sa landı ı açıktır.

(b )

Sonuç 3.1 in ispatı  Teorem 3.1 yardımı ile de yapılabilir.

3.2. Sonuç 

( , )X d  bir tam metrik uzay, 0 ,  0x X r  ve 0: ( , )dF B x r X  bir dönü üm olsun.

 dönü ümünün a a ıdaki ko ulları sa ladı ını kabul edelim.F

a) Her 0, ( ,d )x y B x r  için 

1
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), [ ( , ) ( , )]

2
d Fx Fy d x y d x Fx d y Fy d x Fy d y Fx

olacak ekilde, sürekli, azalmayan, (0) 0  ve 0 için ( )t t t  ko ullarını sa la-

yan bir :  fonksiyonu var, 

b) 0 0( , ) ( )d x Fx r r .
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Bu durumda 0,  ( , )dF B x r  içinde bir sabit noktaya sahiptir. Yani,  olacak e-

kilde bir

Fx x

0( , )dx B x r  vardır [36]. 

spat

Teorem 3.2 de  alınır ve  fonksiyonu Örnek 3.3 deki gibi tanımlanırsa ispat

tamamlanır.

d d T

3.2. Uygulama 

Bu kesimde bir önceki kesimde verilen Teorem 3.2 yardımıyla, iki homotopik dönü-

ümden birinin sabit noktasının var olması ve aralarındaki homotopinin de ileride 

verilecek olan ko ulları sa laması durumunda di erinin de sabit noktaya sahip oldu-

unu gösteren orijinal bir teorem verilecektir. 

3.4. Teorem 

( , )X d  bir tam metrik uzay ve  üzerinde bir ba ka metrik olsun.  küme-

si  metri ine göre kapalı, U  kümesi  metri ine göre açık ve U  olsun. 

,d X Q X

d X d Q

: [0,1]H Q X  dönü ümünün a a ıdaki ko ulları sa ladı ını kabul edelim:

a) \x Q U  ve [0,1]  için ( , )x H x ,

b) her ,x y Q  ve [0,1]  için

( ( ( , ), ( , )), ( , ), ( , ( , )), ( , ( , )),

( , ( , )), ( , ( , ))) 0

T d H x H y d x y d x H x d y H y

d x H y d y H x

olacak ekilde T  var, T
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c) ( , )H x ,  üzerindeki metrik  olmak üzere, Q d  ya göre sürekli,  e göre düz-

gün sürekli, 

x

d) d d  iken, U  üzerindeki metrik d  olmak üzere : [0,1] ( , )H U X d  düzgün 

sürekli,

e)  iken, Q  üzerindeki metrikd d d  olmak üzere : [0,1] ( , )H Q X d  sürekli. 

Ek olarak, ( , ) ( )H H  ile gösterilirse,  dönü ümünün bir sabit noktasının var

oldu unu kabul edelim. Bu durumda her 

0H

[0,1]  için H  da x U  sabit noktasına

sahiptir.

spat

{ [0,1] :  için ( , ) }A x U H x x

olsun.  bir sabit noktaya sahip oldu undan0H ( ,0)H x x  olacak ekilde x Q  var-

dır. Di er taraftan (a) ko ulundan ise \x Q U  için ( ,0)x H x  oldu unu biliyoruz. 

O halde  dönü ümünün sabit noktası  kümesine aittir. Böylece 0H U A  kümesinin

tanımından 0 A  oldu u anla ılır. Yani A  kümesi bo tan farklıdır. spatı tamamla-

mak için A  kümesinin [0  içinde hem açık hem kapalı oldu unu göstermek yeter-

dir. Çünkü bir ba lantılı uzayda hem açık hem kapalı küme ya bo  yada uzayın ken-

disi oldu undan ve [0  alı ılmı  topoloji ile birlikte ba lantılı oldu undan

 olmak zorunda kalacaktır. Bu ise 

,1]

,1]

[0,1]A A  kümesinin tanımı göz önüne alındı-

ında her [0,1]  için H  dönü ümünün x U  sabit noktasına sahip oldu unu

gösterir.
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lk olarak A  kümesinin [0  içinde kapalı oldu unu gösterelim. {,1] },k A  içinde

 için k [0,1]k  olacak ekilde bir dizi olsun. O halde her  içink

( , )k kx H x k  olacak ekilde kx U  vardır. imdi { }kx  dizisinin  metri ine göre 

bir Cauchy dizisi oldu unu iddia ediyoruz. Bunun do ru olmadı ını kabul edelim.

Bu durumda  için 

d

{1, 2, }k

( ) ( )( , )k n k m kr d x x

olacak ekilde tam sayıların {  dizileri ve ( )},  { ( )}, ( ) ( )m k n k m k n k k 0  sayısı

vardır. Aynı zamanda

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))

( ( , ), ( , ))

k m k m k m k m k n k

n k n k n k

r d H x H x d H x H x

d H x H x

k

olup  için limit alınır ve (c) ko ulu kullanılırsak

( ) ( )lim lim ( ( , ), ( , ))k m k n
k k
r d H x H x

0

                                                             (3.2) 

bulunur. Di er taraftan (b) ko ulu göz önüne alınırsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ( , ), ( , )), ( , ), ( , ( , )),

( , ( , )), ( , ( , )), ( , ( , )))

m k n k m k n k m k m k

n k n k m k n k n k m k

T d H x H x d x x d x H x

d x H x d x H x d x H x

ve böylece 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ( ( , ), ( , )), , ( ( , ), ( , )),

( ( , ), ( , )), ( ( , ), ( , )),

( ( , ), ( , ))) 0

m k n k k m k m k m k

n k n k n k k n k n k n k

k m k m k m k

T d H x H x r d H x H x

d H x H x r d H x H x

r d H x H x



39

elde edilir. Bu son e itsizlikte  için limit alınır ve (c) ko ulu kullanılırsak

k
( ) ( )(lim ( ( , ), ( , )), lim ,0,0, lim , lim ) 0m k n k k k k

k k k
T d H x H x r r r

bulunur.  ko ullarından ise 1  veT T2

( ) ( )lim ( ( , ), ( , )) (lim )m k n k k
k k
d H x H x f r

elde edilir. Bu son ifade ile E . 3.2 birlikte dü ünülürse

( ) ( )lim lim ( ( , ), ( , )) (lim )k m k n k
k k k
r d H x H x f kr

bulunur. Bu ise  fonksiyonunun seçimi ile çeli ir. O halde {f }kx  dizisi  metri ine

göre bir Cauchy dizisidir.

d

imdi de { }kx  dizisinin d  metri ine göre bir Cauchy dizisi oldu unu gösterelim.

E er d  ise bu açıktır. dd d  olsun. O halde 

( , ) ( ( , ), ( , ))n m n n m md x x d H x H x

olup (d) ko ulu kullanılırsa { }kx  dizisinin d d  iken de  metri ine göre bir

Cauchy dizisi oldu u bulunur. Böylece ( ,

d

)X d  tam oldu undan  için 

 olacak ekilde

n

( , ) 0nd x x x Q  vardır. imdi de ( , )x H x  oldu unu görelim.

lk olarak  durumunu göz önüne alalım. O halded d

( , ( , )) ( , ) ( , ( , ))

( , ) ( ( , ), ( , ))

n n

n n n

d x H x d x x d x H x

d x x d H x H x
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olup (e) ko ulu göz önüne alınırsa ( , ( , )) 0d x H x  bulunur ki bu da ( , )x H x

oldu unu gösterir. kinci olarak d d  olsun. Bu durumda (b) ko ulunu kullanırsak

( ( ( , ), ( , )), ( , ), ( , ( , )), ( , ( , )),

( , ( , )), ( , ( , ))) 0

n n n n n n n n

n n n n

T d H x H x d x x d x H x d x H x

d x H x d x H x

n

ve böylece de

( ( ( , ), ( , )), ( , ),0, ( , ( , )) ( ( , ), ( , )),

( , ) ( , ( , )) ( ( , ), ( , )), ( , )) 0

n n n n n

n n

T d H x H x d x x d x H x d H x H x

d x x d x H x d H x H x d x x

bulunur ki bu son e itsizlikte n  için limit alınır ve (c) ko ulu da kullanılırsa

( ( , ( , )),0,0, ( , ( , )), ( , ( , )),0) 0T d x H x d x H x d x H x

elde edilir.  ko ulundan ise 3T ( , ( , )) 0d x H x  olur ki bu da ( , )x H x  ifadesinin

 iken de do ru oldu unu gösterir. Son olarak (a) ko ulu göz önüne alınırsad d

( , )x H x  olacak ekildeki bu x Q  noktası için \x Q U  oldu u görülür. Böy-

lece  olup x U A  kümesinin tanımından A  olur ki bu da A  kümesinin [0

içinde kapalı oldu unu gösterir.

,1]

imdi de A  kümesinin [0  içinde açık küme oldu unu görelim.,1] 0 A  olsun. O

halde 0 0( , )x H x 0  olacak ekilde 0x U  vardır. U  kümesi  metri ine göre açık

oldu undan

d

0( , )dB x U  olacak ekilde 0 0( , ) { : ( , ) }dB x x X d x x  yuvarı

vardır. (c) ko ulundan [0,1]  ve 0  için 

0 0 0 0 0( , ( , )) ( ( , ), ( , )) ( )d x H x d H x H x f
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olacak ekilde ( ) 0  sayısı vardır. Buradaki  fonksiyonu  ko ulundaki

fonksiyondur. Böylece (b), (d) ve (e) ile birlikte r

f 2T

 ve F H  olmak üzere Teo-

rem 3.2, [0,1]  ve 0  için ( ) ( , )x H x H x  olacak ekilde

0( , )ddx B x Q  noktasının varlı ını garanti eder. O halde (a) ko ulu göz önüne

alınırsa [0,1]  ve 0  için ( , )x H x  olacak ekildeki x  noktaları U

kümesine ait olur. Böylece A  kümesinin tanımından [0,1]  ve 0  için

A  olur. Sonuç olarak 0 0 0[ , ] A  oldu undan A  kümesi açıktır.

3.3. Sonuç 

( , )X d  bir tam metrik uzay ve  üzerinde bir ba ka metrik olsun. Q  kü-

mesi  metri ine göre kapalı,  kümesi  metri ine göre açık ve U Q

olsun.

ded X X

d U X d

: [0,1]H Q X  dönü ümünün a a ıdaki ko ulları sa ladı ını kabul edelim:

a) \x Q U  ve [0,1]  için ( , )x H x ,

b) her ,x y Q  ve [0,1]  için

( ( , ), ( , )) max{ ( , ), ( , ( , )), ( , ( , )),

( , ( , )), ( , ( , ))}

d H x H y q d x y d x H x d y H y

d x H y d y H x

olacak ekilde  var, (0,1)q

c) ( , )H x ,  üzerindeki metrik  olmak üzere, Q d  ya göre sürekli,  e göre düz-

gün sürekli, 

x

d) d d  iken, U  üzerindeki metrik d  olmak üzere : [0,1] ( , )H U X d  düzgün 

sürekli,

e)  iken, Q  üzerindeki metrikd d d  olmak üzere : [0,1] ( , )H Q X d  sürekli. 
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Ek olarak, ( , ) ( )H H  ile gösterilirse,  dönü ümünün bir sabit noktasının var

oldu unu kabul edelim. Bu durumda her 

0H

[0,1]  için H  da x U  sabit noktasına

sahiptir [35]. 

spat

Teorem 3.4 de T  fonksiyonu Örnek 3.2 deki gibi tanımlanırsa ispat tamamlanır.
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4. KÜME DE ERL  DÖNÜ ÜMLER Ç N B R SAB T NOKTA TEOREM

VE UYGULAMASI 

4.1. Küme De erli Dönü ümler çin Bir Sabit Nokta Teoremi 

Bu bölümde kullanaca ımız sabit nokta teoremini vermeden önce teoremde geçen 

bazı kavramlar hatırlatılacaktır.

E  bir sıralı Banach uzayı, 2E , E  nin bo tan farklı alt kümelerinin ailesi ve 

, 2EA B  olsun. E er her a A  ve her b B  için a b  oluyorsa bu durumda A  ve 

B  kümeleri için A B  gösterimi kullanılacaktır.

4.1. Tanım

: 2ET E  bir dönü üm olsun. E er x y  olacak ekildeki her ,x y E  için 

Tx Ty  oluyorsa T  dönü ümüne izoton artan denir [29]. 

4.2. Tanım

B E  ve , : 2BT S B  iki dönü üm olsun. E er her x B  ve her y Sx  için 

Sx Ty  ve her y Tx  için Tx Sy  oluyorsa S  ve T  dönü ümlerine B  de zayıf

izoton artan denir. Benzer ekilde e er her x B  ve her y Sx  için Sx Ty  ve her 

y Tx  için Tx Sy  oluyorsa S  ve T  dönü ümlerine B  de zayıf izoton azalan de-

nir. E er S  ve T  dönü ümleri B  de zayıf izoton artan veya zayıf izoton azalan ise 

bu dönü ümlere B  de zayıf izoton dönü ümler denir [9]. 
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4.1. Örnek 

,  [0,1]E B  ve üzerindeki sıralama bilinen  (küçük e it) sıralama olsun. S  ve 

T  dönü ümleri , :[0,1] [0,1]S T , her [0,1]x  için 
2

x
Sx  ve 

2

3

x
Tx eklinde tek 

de erli olarak tanımlansın. Bu durumda her [0,1]x  için 

2

2 12 2

x x x
Sx T TSx

ve

2 2 3

3 6 3

x x x
Tx S STx

oldu undan S  ve T  dönü ümleri zayıf izoton azalandır [8].

4.2. Örnek 

,  [0,1]E B  ve üzerindeki sıralama bilinen  sıralama olsun. S  ve T  dönü üm-

leri [0,1], :[0,1] 2S T ,

[0,1 2]  ,    (1 2,1)

{1}        ,    [0,1 2] {1}

x
Sx

x

ve

{1 2}  ,    0

{1}      ,    0

x
Tx

x
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eklinde tanımlansın. Bu durumda her x E  ve her y Sx  için Sx Ty  dir. Gerçek-

ten,

e er (1 2,1)x  ise [0,1 2]Sx  olup y Sx  için e er 0y  ise {1 2}Ty  ve e er

0y  ise {1}Ty  olup her iki durumda da 

{1 2}  ,    y 0
[0,1 2]

{1}      ,    y 0
Sx Ty

olur.

E er [0,1 2] {1}x  ise {1}Sx  olup y Sx  için 1y  olur ki böylece {1}Ty

dir. Yani bu durumda da Sx Ty  olur.

Yine her x E  ve her y Tx  için Tx Sy  dir. Gerçekten, 

e er 0x  ise {1 2}Tx  olup y Tx  için 1 2y  olur ki böylece {1}Sy  dir. Yani 

Tx Sy  olur.

E er 0x  ise {1}Tx  olup y Tx  için 1y  olur ki böylece {1}Sy  dir. Yani bu 

durumda da Tx Sy  olur. 

Sonuç olarak S  ve T  dönü ümleri zayıf izoton artandır.

4.3. Örnek 

,  [0,1]E B  ve üzerindeki sıralama bilinen  sıralama olsun. S  ve T  dönü üm-

leri [0,1], :[0,1] 2S T ,
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(0,1]  ,    0

{1}     ,    0

x
Sx

x

ve

{1 3,1 2}  ,    0

{2 3}         ,    0

x
Tx

x

eklinde tanımlansın. Bu durumda 1 2 {1}S {2 3}  ( 1)Ty y  oldu undan S  ve 

T  dönü ümleri zayıf izoton artan de ildir. Yine 1 2 {2 3}T {1}  ( 2 3)Sy y

oldu undan S  ve T  dönü ümleri zayıf izoton azalan da de ildir [7]. 

4.3. Tanım

Q E  ve , : 2QS T Q  iki dönü üm olsun. E er Q  kümesinin her sayılabilir A  alt 

kümesi ve her sabit a Q  noktası için { } ( ) ( )A a S A T A  olması A ın kompakt 

olmasını gerektiriyorsa S  ve T  dönü ümlerine QD  ko ulunu sa lıyor denir. Burada 

( )
x A

S A Sx  dir [9]. 

4.1. Teorem 

E  bir sıralı Banach uzayı, B E  kapalı bir alt küme, ( )C B , B  nin bo tan farklı

kapalı alt kümelerinin ailesi ve , : ( )S T B C B  iki kapalı (kapalı grafi e sahip), 

zayıf izoton ve BD  ko ulunu sa layan dönü ümler olsun. Bu durumda S  ve T  dö-

nü ümleri B  içinde bir ortak sabit noktaya sahiptirler [9]. 
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spat

x B  keyfi bir nokta olsun. lk olarak S  ve T  dönü ümlerinin zayıf izoton artan 

olduklarını kabul edelim. B  içinde 

0 2 1 2 2 2 2 1,  0 için ,  n n n nx x n x Sx x Tx .

ekilde bir { }nx  dizisi tanımlayalım. { }nx  dizisinin tanımlanı ına dikkat edilirse, 

1 0x Sx  ve S  ve T  zayıf izoton artan oldu undan her 0y Sx  için 0Sx Ty  olur. 

Özel olarak 0 1Sx Tx  olur ki 2 1x Tx  oldu undan 1 2x x  olur. Benzer ekilde 

2 3x x  oldu u da elde edilebilir. Bu ekilde devam edilerek 1 2 nx x x

bulunur.

imdi 0 1{ , , }A x x  diyelim. A  kümesinin sayılabilir oldu u açıktır ve ayrıca

0 1 3 2 4 0{ } { , , } { , , } { } ( ) ( )A x x x x x x S A T A

olur. Di er taraftan S  ve T  dönü ümleri BD  ko ulunu sa ladı ından A  kompakttır.

Yine { }nx A  oldu undan { }nx  dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır. Bu yakınsak

altdizinin yakınsadı ı noktayı z  ile gösterirsek z B  dir. Ayrıca { }nx  dizisi azal-

mayan oldu undan orijinal { }nx  dizisi de z  noktasına yakınsaktır. O halde

2 2 1 2 1 2,  ,  n n n nx z x z x Sx

ve S  kapalı yani kapalı grafi e sahip oldu undan z Sz  dir. Benzer ekilde z Tz

oldu u da gösterilebilir. Yani z  noktası S  ve T  dönü ümlerinin ortak sabit noktası-

dır. S  ve T  dönü ümlerinin zayıf izoton azalan oldukları durumda da benzer ispat 

yapılabilir. 
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4.4. Tanım

Q E  ve : 2QT Q  bir dönü üm olsun. E er ( )T Q  sınırlı ve Q  kümesinin 

( ) 0A  olacak ekildeki her sayılabilir A  alt kümesi için ( ( )) ( )T A A  oluyor-

sa T  dönü ümüne sayılabilir yo unla tırıcı dönü üm denir [9].  

4.1. Sonuç 

E  bir sıralı Banach uzayı, B E  kapalı bir alt küme, ( )C B , B  nin bo tan farklı

kapalı alt kümelerinin ailesi ve , : ( )S T B C B  iki kapalı (kapalı grafi e sahip), 

zayıf izoton ve sayılabilir yo unla tırıcı dönü ümler olsun. Bu durumda S  ve T

dönü ümleri B  içinde bir ortak sabit noktaya sahiptirler [9]. 

spat

S  ve T  dönü ümlerinin Teorem 4.1 in ko ullarını sa ladı ını gösterelim. Bunun için 

S  ve T  dönü ümlerinin BD  ko ulunu sa ladı ını göstermek yeterlidir. Bunu gör-

mek için A  kümesi B  nin sayılabilir bir alt kümesi, a B  sabit ve 

{ } ( ) ( )A a S A T A

olsun. S  ve T  dönü ümleri sayılabilir yo unla tırıcı oldu undan ( )S B  ve ( )T B

sınırlı olup A  da sınırlıdır. Yani ( )A  anlamlıdır. imdi e er ( ) 0A  ise 

( ) ({ } ( ) ( ))

        max{ ({ }), ( ( )), ( ( ))}

        max{ ( ( )), ( ( ))}

        ( )

A a S A T A

a S A T A

S A T A

A
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bulunur ki bu bir çeli kidir. Böylece ( ) 0A , yani A  kompakttır.

Özel olarak Sonuç 4.1 de B  kümesi yerine bir sıra aralık alınabilir. Bu durumda a a-

ıdaki ekilde bir sonuç elde edilir. 

4.2. Sonuç 

E  bir Banach uzayı, K E  bir koni ve , ,  a b E a b  olsun. Bu durumda 

, :[ , ] ([ , ])S T a b C a b  iki kapalı (kapalı grafi e sahip), zayıf izoton ve sayılabilir

yo unla tırıcı dönü ümler olsun. Bu durumda S  ve T  dönü ümleri [ , ]a b  içinde bir 

ortak sabit noktaya sahiptirler [9]. 

Sonuç 4.2 de K  konisinin normal oldu u kabul edilirse [ , ]a b  sıra aralı ı norma göre 

sınırlı olaca ından S  ve T  dönü ümlerinin sayılabilir yo unla tırıcılık tanımındaki

([ , ])S a b  ve ([ , ])T a b  kümelerinin sınırlı olma ko ulu otomatik olarak sa lanır [9]. 

4.2. Uygulama 

,
E

E bir Banach uzayı, ( )C E  de E  nin bo tan farklı ve kapalı alt kümelerinin 

ailesini göstersin. [0,1]t J  için : J J , :q J E , :k J J  sürekli 

fonksiyonlar ve , : ( )F G J E C E  küme de erli dönü ümler olmak üzere 

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( , ( ))

t

x t q t k t s F s x s ds                                                                          (4.1) 

ve

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( , ( ))

t

x t q t k t s G s x s ds                                                                          (4.2) 
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integral içermelerini göz önüne alalım. Bu kısımda küme de erli dönü ümler için 

yukarıda verilen sabit nokta teoremi kullanılarak E . 4.1 ve E . 4.2 integral içermele-

rinin ortak çözümü için bir varlık teoremi verilecektir.  

( , )B J E , J  üzerinde E  de erli Bochner integrallenebilen fonksiyonların sınıfı ol-

mak üzere her t J  için 1( ) ( , ( ))v t F t x t  ve 2 ( ) ( , ( ))v t G t x t  ko ullarını sa layan

1 2, ( , )v v B J E  için

( )

10
( ) ( ) ( , ) ( )

t

x t q t k t s v s ds

ve

( )

20
( ) ( ) ( , ) ( )

t

x t q t k t s v s ds

e itliklerini sa layan :x J E  sürekli fonksiyonuna yukarıda verilen integral içer-

melerin ortak çözümü denir.  

( , )C J E , J  üzerinde tanımlı E  de erli bütün sürekli fonksiyonların uzayı olsun. 

( , )C J E  üzerinde  normunu 

sup ( )t J E
x x t

eklinde tanımlayalım. Yine K  kümesi E  içinde normal koni olmak üzere ( , )C J E

içinde

{ ( , ) : her  için ( ) }CK x C J E t J x t K
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konisini ve böylece ( , )C J E  içinde bu koni yardımıyla  sıralama ba ıntısını tanım-

layalım. O halde ( , )C J E  uzayı  normu ve  sıralaması ile bir sıralı Banach uza-

yı olur [29]. 

( , )B C J E  bir küme olmak üzere 

( ) { ( ) : }B t f t f B E  ve ( ) ( )
t J

B J B t

gösterimleri kullanılacaktır.

4.1. Lemma 

B  kümesi ( , )C J E  nin sınırlı ve e sürekli bir alt kümesi ise bu durumda 0 ,t t J

olmak üzere 

(i)
0 0

( ) ( ( ))
t t

t t
B s ds B s ds ,

(ii) ( ) max { ( ( ))}t JB B t

ifadeleri do rudur [37]. 

4.2. Lemma 

T  bir pozitif reel sayı ve E  bir Banach uzayı olsun. Bu durumda, 

(i) E er ([0, ], )A C T E  sınırlı ise 

[0, ]sup { ( ( ))} ( ([0, ])) ( )t T A t A T A ,
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(ii) E er ([0, ], )A C T E  sınırlı ve e sürekli ise 

[0, ]sup { ( ( ))} ( ([0, ])) ( )t T A t A T A

ifadeleri do rudur [37]. 

4.5. Tanım

: 2EF J  bir küme de erli dönü üm olsun. E er her y E  için 

( , ( )) inf : ( )
E

t d y F t y x x F t

fonksiyonu ölçülebilir ise F  küme de erli dönü ümüne de ölçülebilir denir [29]. 

Bir : 2EF J E  küme de erli dönü ümü için 

( , ) : ( , )
E

F t x u u F t x

ve

( , ) sup : ( , )
E

F t x u u F t x

gösterimleri kullanılacaktır.

4.6. Tanım

: 2EF J E  küme de erli dönü üm olsun. A a ıdaki ko ullar sa lanıyorsa F  ye 

bir Carathéodory dönü üm denir. 
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(i) Her x E  için ( , )t F t x  fonksiyonu ölçülebilir, 

(ii) Hemen hemen her t J  için ( , )x F t x  fonksiyonu üstten yarı sürekli [29]. 

4.7. Tanım

: 2EF J E  küme de erli Carathéodory dönü üm olsun. E er her 0r  reel sayı-

sı ve 
E

x r  olacak ekildeki her x E  ve hemen hemen her t J  için 

( , ) ( )rF t x h t

olacak ekilde bir 1( , )rh L J  fonksiyonu varsa F  dönü ümüne 1L - Carathéodory 

dönü üm denir [29].  

imdi 1 ( ) { ( , ) :  hemen hemen her  için ( ) ( , ( ))}FS x v B J E t J v t F t x t diyelim.

4.3. Lemma 

E er ( )Çap E  ve : 2EF J E  bir 1L - Carathéodory dönü üm ise bu durumda 

her ( , )x C J E  için 1 ( )FS x  dur [38]. 

4.4. Lemma 

E  bir Banach uzayı, : 2EF J E  dönü ümü 1 ( )FS x  olacak ekilde bir 

Carathéodory dönü üm ve 1: ( , ) ( , )L J E C J E  bir sürekli lineer dönü üm olsun. 

Bu durumda 1 ( , ): ( , ) 2C J E

FS C J E  operatörü ( , ) ( , )C J E C J E  üzerinde bir ka-

palı grafik operatörüdür [38]. 
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4.8. Tanım

, ( , )a b C J E  olsun. E er hemen hemen her t J  için ( ) ( , ( ))v t F t a t  olacak ekil-

deki her ( , )v B J E  için 

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( )

t

a t q t k t s v s ds

e itsizli i sa lanıyorsa ( , )a C J E  ye E . 4.1 integral içermesinin bir alt çözümüdür 

denir. Benzer ekilde hemen hemen her t J  için ( ) ( , ( ))v t F t b t  olacak ekildeki

her ( , )v B J E  için 

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( )

t

b t q t k t s v s ds

e itsizli i sa lanıyorsa ( , )b C J E  ye E . 4.1 integral içermesinin bir üst çözümüdür 

denir [28]. 

4.9. Tanım

x y  olacak ekildeki her ,x y E  ve hemen hemen her t J  için ( , ) ( , )F t x F t y

oluyorsa ( , )F t x  küme de erli dönü ümüne hemen hemen her t J  için x  e göre 

azalmayandır denir [28]. 

4.10. Tanım

, ( , )a b C J E  olsun. E er hemen hemen her t J  için ( ) ( , ( ))v t F t x t  ve 

( ) ( , ( ))v t G t x t  olacak ekildeki her ( , )v B J E  için 

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

t

a t q t k t s v s ds b t
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e itsizli i sa lanıyorsa E . 4.1 ve E . 4.2 integral içermeleri [ , ]a b -ko ulunu sa lıyor

denir.

Dikkat edilmelidir ki e er E . 4.1 ve E . 4.2 integral içermeleri [ , ]a b -ko ulunu sa -

lıyor ise bu integral içermeler ortak üst ve ortak alt çözüme sahiptirler. 

imdiye kadar yapılan bu hazırlıklardan sonra bu kısımda verilecek olan orijinal teo-

rem için a a ıdaki ko ulları göz önüne alalım. 

(H0) ( , )k t s  fonksiyonu sürekli, J J  üzerinde negatif olmayan ve 
,

sup{ ( , )}
t s J

M k t s

olsun.

(H1) ( , )F t x  ve ( , )G t x  küme de erli dönü ümleri Carathéodory dönü ümler olsun. 

(H2) E  nin sayılabilir ve sınırlı A  alt kümesi ve 0  için, ( ( )) ( )F J A A

ve ( ( )) ( )G J A A  sa lansın.

(H3) ( , )F t x  ve ( , )G t x  küme de erli dönü ümleri hemen hemen her t J  için x  e 

göre azalmayan olsunlar. 

(H4) Her ( , )x C J E  için 1 ( )FS x  ve 1 ( )GS x  olsun. 

(H5) E . 4.1 ve E . 4.2 integral içermeleri [ , ]a b -ko ulunu sa lasın.

(H6) ( , ( )) ( , ( ))t F t a t F t b t  ve ( , ( )) ( , ( ))t G t a t G t b t  fonksiyonları J

üzerinde Lebesque integrallenebilir olsunlar. 
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(H7) Her 1 ( )Gv S x  için 
( )

0
( ) ( ) ( , ) ( )

t

y t q t k t s v s ds  olmak üzere ( , ) ( , )G t x F t y

ve her 1 ( )Fv S x  için ( , ) ( , )F t x G t y  sa lansın.

Dikkat edelim ki e er (H3) ve (H4) hipotezleri sa lanırsa 1
FS  ve 1

GS  izoton artandır

[29].

Yine (H1), (H3) ve (H4) hipotezlerinin sa landı ını kabul ederek her t J  için 

( ) ( , ( )) ( , ( ))g t F t a t F t b t  ve ( ) ( , ( )) ( , ( ))h t G t a t G t b t

eklinde , :g h J  fonksiyonlarını tanımlayalım. Bu durumda g  ve h  fonksiyon-

ları J  üzerinde Lebesque integrallenebilirdir ve her t J  ve [ , ]x a b  için

( , ( )) ( ) ve ( , ( )) ( )F t x t g t G t x t h t

olur [29]. 

4.2. Teorem 

(H0)-(H7) ko ullarının sa landı ını kabul edelim. E er 1M  ise E  4.1 ve E . 4.2 

integral içermeleri [ , ]a b  içinde bir ortak çözüme sahiptir. 

spat

( , )X C J E  olsun ve (H5) den dolayı iyi tanımlı olan X  içindeki [ , ]a b  sıra aralı ı-

nı göz önüne alalım. , :[ , ] 2XS T a b  dönü ümlerini a a ıdaki ekilde tanımlayalım. 

( )
1

0
: ( ) ( ) ( , ) ( ) , ( )

t

FSx u u t q t k t s v s ds v S x ,
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( )
1

0
: ( ) ( ) ( , ) ( ) , ( )

t

GTx u u t q t k t s v s ds v S x .

imdi S  ve T  nin [ , ]a b  üzerinde Sonuç 4.2 nin tüm ko ullarını sa ladı ını göstere-

ce iz. lk olarak S  ve T  nin [ , ]a b  üzerinde zayıf izoton olduklarını gösterelim. 

[ , ]x a b  olsun. (H3) ve (H7) den 

( )
1

1 1 1 10

( )

1 1 1 10

( )

1 1 1 10

: ( ) ( ) ( , ) ( ) , ( )

    : ( ) ( ) ( , ) ( ) , { ( , ) : ( ) ( , ( ))}

    : ( ) ( ) ( , ) ( ) , { ( , ) : ( ) ( , ( ))}

          her ( )

t

G

t

t

Tx u u t q t k t s v s ds v S x

u u t q t k t s v s ds v v B J E v t G t x t

u u t q t k t s v s ds v v B J E v t F t y t

y t q
( )

1

0

( )
1

2 2 2 20

( )
1

0

( )
1

0

( ) ( , ) ( )  ve ( )

   : ( ) ( ) ( , ) ( ) , ( )

          her ( ) ( ) ( , ) ( )  ve ( )

    her ( ) ( ) ( , ) ( )  ve ( )

    her 

t

G

t

F

t

G

t

G

t k t s v s ds v S x

u u t q t k t s v s ds v S y

y t q t k t s v s ds v S x

Sy y t q t k t s v s ds v S x

Sy y T
( )

1

0
: ( ) ( ) ( , ) ( ) , ( )

t

Gx u u t q t k t s v s ds v S x

elde edilir ki buda her y Tx  için Tx Sy  oldu unu gösterir. Benzer ekilde her 

y Sx  için Sx Ty  ifadesi de bulunur. Yani S  ve T  dönü ümleri zayıf izoton ar-

tandır. [ , ]x a b  keyfi olsun. (H5) ko ulundan dolayı a Sx b  ve a Tx b  olur ki 

buda [ , ], :[ , ] 2 a bS T a b  oldu unu gösterir. imdi X  içinde CK  konisinin normal 

oldu unu görelim. , Cx y K  ve 0 x y  olsun. Böylece t J  için 0 ( ) ( )x t y t

olur. E  içinde K  konisi normal oldu undan t J  için ( ) ( )
E E

x t N y t  olacak 

ekilde 0N  sayısı vardır. O halde x N y  olmasını gerektirir ve bu ise X
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içinde CK  konisinin normal oldu unu gösterir. Sonuç olarak [ , ]a b  sıra aralı ı X

içinde norm sınırlı olur. imdi S  ve T  dönü ümlerinin [ , ]a b  üzerinde sayılabilir 

yo unla tırıcı dönü ümler olduklarını gösterelim. [ , ]A a b  sayılabilir bir küme 

olsun. O halde her t J  için 

( )

0

( )

0

( )

0

( )

0

( ( ( ))) ( ) ( , ) ( , ( ))

                 ({ ( )}) ( , ) ( , ( ))

                 ( , ) ( , ( ))

                 ( , ) ( ( , ( )))

t

x A

t

x A

t

t

S A t q t k t s F s x s ds

q t k t s F s x s ds

k t s F s A s ds

k t s F s A s ds

( )

0

( )

0

               ( ( ( )))

                 ( ( ))

                 ( ( ))

t

t

M F J A J ds

M A J ds

M A J

bulunur. Burada ( ) { ( ) : }
s J

A J s A  dır. Böylece Lemma 4.2 kullanılırsa her 

t J  için 

( ( ( ))) ( )S A t M A                                                                                             (4.3) 

elde edilir. imdi de ( )S A  nın [ , ]a b  içinde düzgün sınırlı ve e sürekli oldu unu gö-

relim. u Sx  keyfi olsun. Bu durumda 

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( )

t

u t q t k t s v s ds

olacak ekilde 1 ( )Fv S x  vardır. O halde her x A  için 
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1

( )

0

( )

0

( )

0

( ) ( ) ( , ) ( )

          ( ) ( , ( ))

          ( ) ( )

          ( )

t

E E E

t

E E

t

E

E L

u t q t k t s v s ds

q t K F t x s ds

q t K g s ds

q t K g

olur ki buda ( )S A  nın [ , ]a b  içinde düzgün sınırlı oldu unu gösterir. Yine ,t J

olsun. Her ( )y S A  ve en az bir 1 ( )Fv S x  için 

( ) ( )

0 0

( ) ( )

0 0

( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

                     ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

                        ( , ) ( ) ( , ) ( )

t

E E
E

t t

E
E

t

E

y t y q t q k t s v s ds k s v s ds

q t q k t s v s ds k s v s ds

k s v s ds k s v s ds

( ) ( )

0 ( )

( ) ( )

0 ( )

               ( ) ( ) [ ( , ) ( , )] ( ) ( , ) ( )

                     ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

t t

E
E E

t t

E E E

q t q k t s k s v s ds k s v s ds

q t q k t s k s v s ds k s v s ds

bulunur. Böylece

( )

0

( )

00 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

     ( ) ( ) max ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

t

E E

t

E s t

y t y q t q k t s k s h s ds p t p

q t q k t s k s g s ds p t p

elde edilir. Burada 
( )

0
( ) ( )

t

p t M g s ds  dir. 
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g  ve  fonksiyonları J  üzerinde sürekli oldu undan p  fonksiyonu J  üzerinde 

düzgün süreklidir. Sonuç olarak t  için ( ) ( ) 0
E

y t y  elde edilir. Bu ise 

( )S A  nın X  içinde e sürekli oldu unu gösterir. Böylece E .4.3 ifadesi ve Lemma 

4.2 göz önüne alınırsa 

( ( )) ( )S A M A

bulunur. 1M  oldu undan S  dönü ümü [ , ]a b  üzerinde sayılabilir yo unla tırıcı

dönü üm olur. Benzer ekilde T  dönü ümünün de [ , ]a b  üzerinde sayılabilir yo un-

la tırıcı dönü üm oldu u gösterilebilir. 

imdi de S  dönü ümünün kapalı grafi e sahip oldu unu görelim. { }nx  dizisi [ , ]a b

içinde 0nx x  olacak ekilde bir dizi ve { }ny  dizisi de n ny Sx  ve 0ny y  olacak 

ekilde bir dizi olsun. 0 0y Sx  oldu unu gösterece iz. n ny Sx  oldu undan

( )

0
( ) ( ) ( , ) ( )

t

n ny t q t k t s v s ds

olacak ekilde bir 1 ( )n F nv S x  vardır. 0 0y Sx  oldu unu göstermek için  

( )

0 00
( ) ( ) ( , ) ( )

t

y t q t k t s v s ds

olacak ekilde 1
0 0( )Fv S x ın varlı ını göstermek yeterlidir. 

imdi 1: ( , ) ( , )L J E C J E ,

( )

0
( ) ( , ) ( )

t

v t k t s v s ds
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ekilde tanımlanan sürekli lineer operatörünü göz önüne alalım. Böylece n  için 

0( ) ( ( )) 0n E
y q t y q t

olur. Lemma 4.4 den 1
FS  operatörü ( , ) ( , )C J E C J E  üzerinde kapalı grafik ope-

ratörüdür. Üstelik  

1( ) ( ) ( )n F ny t q t S x

olur. 0ny y  oldu undan

( )

0 00
( ) ( ) ( , ) ( )

t

y t q t k t s v s ds

olacak ekilde bir 1
0 0( )Fv S x  vardır. Sonuç olarak S  kapalı dönü ümdür. Benzer 

ekilde T  dönü ümünün de kapalı oldu u gösterilebilir.

Sonuç olarak S  ve T  dönü ümleri Sonuç 4.2 nin tüm ko ullarını sa lar. O halde bu 

dönü ümler [ , ]a b  içinde bir ortak sabit noktaya sahiptirler. Bu ise E . 4.1 ve E . 4.2 

integral içermelerinin J  üzerinde bir ortak çözümünün var oldu unu gösterir.
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5. SONUÇ

lk bölümde sabit nokta kavramı ile, tek de erli ve küme de erli dönü ümler için 

verilen ilk sabit nokta teoremleri hakkında bilgi verilmi tir.

kinci bölümünde ise gelecek bölümlerde verilecek olan teoremlerin ispatlarında

kullanılacak bazı temel tanım ve teoremler ifade edilmi tir.

Üçüncü bölümün ilk kısmında bir küme üzerinde iki metrik ile birlikte bir kapalı

ba ıntıyı sa layan bir tek de erli dönü üm için iki sabit nokta teoremi ispatlanmı tır.

kinci kısımda ise ilk kısımda verilen bir teoremin homotopi uygulaması verilmi tir.

Dördüncü bölümün ilk kısmında da daha önce ispatlanmı  bir sıralı Banach uzayı

üzerinde iki küme de erli dönü ümün ortak sabit noktasını veren bir teorem 

verilmi tir. Bu bölümün ikinci kısmında ise ilk kısımda verilen teoremin bir 

sunucunu kullanarak iki integral içermenin ortak çözümünün varlı ı hakkında bir 

teorem ispatlanmı tır.
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