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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullamilmig baz1 simgeler, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

[a,b] Kapal1 aralik

(a,b) Acik aralik

A" A operatoriiniin n. derecesi

B(x,,r) x, merkezli ve r yaricapl agik yuvar

C( [a,b] ) [a,b] c IR iizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi

C’ ( [a,b]) [a,b] iizerinde r. mertebeden siirekli tiirevienebilen
fonksiyonlar kiimesi

D (A) A operatdriiniin tanim kiimesi

L, ( [a,b] ) [a,b] tizerinde Ol¢iilebilir, hemen hemen yakinsak olan
ve p. kuvvetten Lebesgue anlaminda integrallenebilen
fonksiyonlar kiimesi

IN Dogal sayilar kiimesi

IN* Pozitif dogal sayilar kiimesi

IR Reel sayilar kiimesi

IR" Tiim sirali reel say1 n lilerinin kiimesi

IR Genigletilmis reel sayilar kiimesi

S_,(xo) x, merkezli ve r yarigaph kapali yuvar

(X,d) Metrik uzay

(X, || . ” ) Normlu uzay

||A|| A nin normu



1. GIRIS

Bu tezde, sabit nokta teorisinin uygulama alanlarindan, Cauchy probleminin ¢oziimii
ile ilgili yaklasim yontemlerinin ve integral denklemlerin siirekli ¢coziimleri ile ilgili

varlik ve teklik teoremlerinin incelenmesi amaglanmistir.

Tarihsel olarak sabit nokta teori caligmalari iki ana dalda gelismektedir. Birincisi,
normlu lineer uzaylarin kompakt, konveks alt kiimeleri {izerinde tanimli, siirekli
operatdrler icin sabit nokta teoridir. Bu yondeki calismalardan bazilarim [1-3] te
gorebiliriz. Digeri ise, tam metrik uzaylar ilizerinde biiziilme ve biiziilme tipi
doniisiimler i¢in sabit nokta teoridir. Bu yondeki ¢alismalardan bazilarim ise [4-7] de

gorebiliriz.

Sabit nokta teorisi 1911 yilinda Brouwer ile baslamistir. Brouwer, /R" nin kapali
birim yuvarindan yine aymi kapali birim yuvar iizerine tamimlanan herhangi bir
siirekli doniisiimiin bir sabit noktas1 oldugunu ispatladi [8]. 1922 de Banach, Banach

sabit nokta teoremi veya biiziilme ilkesi olarak bilinen asagidaki teoremi verdi [9].

“f,bir (X,d) tam metrik uzayindan yine kendisi iizerine tanimlanan bir biiziilme
doniigiimii ise, f nin X de bir tek sabit noktasi vardir ve ayrica her xe X igin

( f" (x)) Picard iterasyonlar1 bu sabit noktaya yakinsar.”

Banach ’1n bu calismasi bundan sonraki yapilan ¢alismalarin genellenmesinde temel
teskil eder. 1930 yilinda Schauder, X Banach uzayinin bostan farkli bir konveks
kiimesinden, bu konveks alt kiimenin bir kompakt alt kiimesine tanimli, siirekli

herhangi bir doniisiimiin sabit noktas1 oldugunu ispatladi [10].

Banach sabit nokta teoreminin ifadesinden de anlasilabilecegi gibi, Banach sabit
nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligin1 garanti ettigi gibi, Brouwer ve
Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanin tekligini ve nasil

bulunabilecegini gostermektedir.



Yukarida bahsedilen Schauder ve Banach sabit nokta teoremleri ve daha sonraki
yillarda verilen pek ¢ok sabit nokta teoremleri, diferansiyel denklemler ve integral
denklemler gibi denklemlerin c¢oziimlerinin varligi ve tekliginin arastirilmasinda

onemli bir arag¢ olarak kullanilmaktadir.

Tezin ikinci boliimiinde; daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel

kavramlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii  boliimde; Cauchy probleminin ¢oziimii ile ilgili yaklasim yontemleri

incelenmistir.

Dordiincii boliimde; Banach sabit nokta teoremi yardimiyla ikinci ¢esit homojen
olmayan lineer Fredholm ve Volterra integral denklemleri ile lineer olmayan
Fredholm ve Volterra integral denklemlerinin hangi kosullar altinda ¢dztimlerinin var

ve tek oldugu incelenmistir.

Besinci boliimde; lineer olmayan Fredholm ve Volterra integral denklemlerinin
kompakt araliklar {izerinde siirekli ¢oziimlerinin varligi incelenmistir. Ayrica, 6zel
olarak lineer olmayan Volterra integral denkleminin siirekli ¢oziimiiniin tekligi

incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Tamim

X bos olmayan bir kiime olsun. Eger d : XxX — IR fonksiyonu V x,y,z€ X icin

a)dx,y)=0sx=y
b) d(x,y)=d(y,x)

©) d(x,y)<d(x,2)+d(z,y)

kosullarini saglhyorsa, d ye X {lzerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

2.2. Tanim

(X,d) herhangi bir metrik uzay olmak lizere bir x,€ X ve r>0 reel sayisi

verildiginde;

B(x,,r)={xe X 1 d(x,x,)<r}

kiimesine, x, merkezli, r yarigapl agik yuvar,

Blx,,rl={xe X : d(x,x,)<r}

kiimesine, x, merkezli, r yaricaph kapal yuvar,

Slx,,rl={xe X :d(x,x,)=r}

kiimesine, kiire (yuvar yiizeyi) denir.



2.3. Tamim

(X,d) bir metrik uzay ve U da X in bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
VxeU icin B(x,r)cU olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa U kiimesine d

aciktir denir.

2.4. Tamim

Bir (X,d) metrik uzayinda bir A alt kiimesi i¢in A =X —A d agikise, A ya d

kapal1 kiime denir.

2.5. Tamim

Bir (X,d) metrik uzaymda {x,} bir dizi olsun. Her £ >0 sayisina karsilik her

n2n, igin x, € B(x,€) olacak sekilde bir n,, dogal sayis1 varsa {x,} dizisi x

(&)

noktasina yakinsar denir. Kisaca x, — x ile gosterilir.

2.6. Tamim

Bir (X,d) metrik uzaymda herhangi bir dizi {x,} olsun. Eger ¥V £ >0 sayisina

karsilik m,n2>n., i¢in d(x,,x,) <€ olacak sekilde bir n,, dogal sayisi var ise

n>

{x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Eger, (X.,d) metrik uzayr icindeki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya

yakinsiyor ise, (X,d) ikilisine tam metrik uzay denir.

2.7. Tamim

(f,) dizisi f fonksiyonuna (X,d) metrik uzayr lizerinde diizgiin yakinsaktir



& Ve>0icin € nabagh 3n, > Vn=n, ve Vxe X igin fn(x)—f(x)|<8

2.8. Tanim

(f,) dizisi f fonksiyonuna (X,d) metrik uzay: iizerinde noktasal yakinsaktir

f,)—-fx)|<e

& Ve>0 veherbir xe X icin In, > Vn2n, igin

2.9. Tanim

(X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar, f:X —Y bir doniisim ve x,e X olsun. Eger,
Ve>0 igin 36>0 >V xe X icin d(x,x,)<d oldugunda p(f(x),f(x,))<é
oluyorsa, f doniisiimii x, noktasinda siireklidir. Burada 6 >0 sayist € ve x, a

baghdir.
2.1. Teorem

(X.d) ve (Y,p) metrik uzaylar ve f:X — Y bir doniisiim olsun. f nin x,e€ X
noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeterli kosul x e X,n=12,.. ve

limx, = x,, kosullarin1 saglayan her (x,) dizisi i¢in

lim £ (x,) = f(x,)
olmasidir.

2.10. Tanim

Bir (X,d) metrik uzayinda agik kiimelerin bir ailesi {G, :ie I} olsun. Eger,

AcC X icin



ACUGi

iel

oluyorsa, {G, : ie I} ailesine A kiimesinin bir agik Ortiisii denir. Eger, bir agik

ortiiniin
n
Ac UGI.A
k=1

olacak bi¢cimde bir {Gi‘ k= 1,2,...,n} alt ailesi var ise, bu aileye A kiimesinin sonlu

alt ortiisii denir.
2.11. Tanim

(X,d) bir metrik uzay ve. A< X olsun. Eger, A kiimesinin her agik Ortiisiiniin

sonlu bir alt ortiisti varsa, A kiimesine kompakt kiime denir.
Eger, X kompakt bir kiime ise, (X,d) uzayma kompakt metrik uzay denir.
2.12. Tanim

X bos olmayan bir kiime ve IK reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa X e IK cismi iizerinde bir Lineer uzay veya Vektor uzay1 denir.

Her x,y,z€ X veher a,fe IK igin

a) x+ye X (kapallik 6zelligi)
b) x+(y+2z)=(x+y)+ z (birlesme 6zelligi)
¢) x+6 =60+ x=x olacak sekilde d e X vardir. (6zdes eleman)

d) x+ (—x) = (—x)+ x =6 olacak sekilde —xe X vardir. (ters eleman)



e) x+y=y+x (degisme 6zelligi)
f)axe X

g a(x+y)=ax+ay

h) (a+ B)x=ax+ fBx

1) (af)x=a(fx)

1) 1.x =x (Burada 1, IK nin birim elemanidir.)

2.13. Tanim

X bir lineer uzay olsun. ||||X — IR fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile

gosterelim. Bu fonksiyon asagidaki sartlar1 saglarsa, || a X {lzerinde bir norm

denir. (X , || . || ) ikilisine de normlu uzay adu verilir.

a) ||x||=0(:}x=0
b) e IK olmak iizere ||0!x|| = |0!| ||x||

c) ||x+ y|| < ||x|| + ||y|| (iicgen esitsizligi).

(X, ||) bir normlu uzay olsun. d: XXX — IR, d(x,y) =||x—y|| seklinde

tanimlanan d bir metriktir. Bu metrige norm metrigi denir. Dolayisiyla her normlu

uzay bir metrik uzaydir.

2.14. Tanim

X normlu lineer uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X uzayina

Banach uzay1 ad verilir.



2.15. Tamim

X bostan farkli bir kiime ve 7, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir alt kiimesi

olsun. Eger 7 kiimesi,

a)J, Xer

b) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti 7 ya aittir. Yani,

ALALALLA et ise (A et dir

i=1
c) 7 ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi 7 ya aittir. Yani,

V{A} e ise UAiez'dlr.

iel

iel

kosullarmn sagliyorsa, 7 ya X {lizerinde topoloji, (X,7) ikilisine de topolojik uzay

denir.

2.16. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay olsun. Her x,ye X, x#y icin 3Ne N, ,, Me N, >

(x)? )

NNM =¢ ise X topolojik uzayma Hausdorff uzay denir.

2.2. Teorem

Bir (X,7) kompakt topolojik uzayinin her kapali alt kiimesi de kompakttir.

2.17. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Herhangi f:X — X siirekli fonksiyonu igin
f(x,)=x, olacak sekilde bir x,e X varsa X uzaymna, sabit nokta Ozelligine

sahiptir denir.



2.18. Tanim

X #¢ bir kime ve f:X — X herhangi bir doniisiim olsun. f(x)=x olacak
sekilde bir xe X varsa, bu x noktasina f nin bir sabit noktasi denir. Baska bir

ifadeyle

f)=x (xe X)

denkleminin ¢6ziimii f nin bir sabit noktasidir.

2.1. Ornek

f:IR — IR, f(x)=x" doniisiimii icin x =0 ve x =1 noktalar1 sabit noktalardr.

2.2. Ornek

X=C'(IR) ve f: X =X, f(¢(x))= ¢'(x) olsun. Buna gore, e* fonksiyonu f

doniisiimiiniin sabit noktasidir.
2.3. Ornek

X = [0,00) ve ¢ >0 olmak tizere f:X — X, f(x)=x+c olsun. Bu durumda, bu

dontisiimiin higbir sabit noktas1 yoktur.
2.4. Ornek

XZ[O,OO) ve f:X—>X, f(x):f olsun. Bu durumda, x=0 noktast bu

4

doniistiimiin tek sabit noktasidir.
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2.3. Teorem (Sabit Nokta Teoremi)

f, la,b] araligindan [a,b] icine tanimli, siirekli bir fonksiyon ise, f(x)=x

denkleminin [a,b] aralig1 icinde en az bir kokii vardir.
2.19. Tanim

(X,d) bir metrik uzay ve f:X — X herhangi bir doniisiim olsun. Her x,ye X

icin,
d(f(x), f())<Sad(x,y)

kosulunu saglayan bir a >0 reel sayis1 varsa, f ye Lipschitz kosulunu sagliyor
denir. Burada & <1 ise, f ye biiziilme doniisiimii veya daralma doniisiimil; o =1

ise, f ye genislemeyen doniisiim denir. Her x, ye X i¢in (x # y)
d(f(x). f(y) < d(x.y)

ise, f ye biiziilebilir doniisiim denir.

2.5. Ornek

f IR = IR, f(x)=x+1 doniisiimiinii g6z 6niine alalim.

[f @)= f]=|x=|

dir. Bu doniisiimiin sabit noktas1 yoktur.
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2.6. Ornek

f IR = IR, f(x)=x doniisiimiinii g6z 6niine alalim.

[f )= f]=]x—)]
dir. Biitiin x € IR noktalar1 bu doniisiimiin sabit noktalaridir.
2.7. Ornek

f:l01]=[o1], f(x)=2x—1 doniisiimiinii gz 6niine alalim.

()= F)]<2[x—y]

dir. Bu doniisiim, & =2 i¢in Lipschitz kosulunu saglar. f nin [0,1] araliginda bir tek

sabit noktas1 vardir. x =1 noktasi, bu doniisiimiin tek sabit noktasidir.

Yukaridaki orneklerde goriildiigii gibi, bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi,
doniisiimiin niteligine baghi oldugu gibi, ayn1 zamanda tanimli oldugu kiimenin
yapisina da baglidir. Bu nedenle sabit nokta teoride, bir doniisiimiin hangi kosullar
altinda sabit noktasinin var ve tek oldugu sorusuna cevap aranir.

2.4. Teorem (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir biiziilme doniisiimii ise, 7 nin X de

bir tek sabit noktas1 vardir [11].
Ispat

Yo € Xolsun. y, =Ty,, y, =Ty,, y5 =19, ..., ¥, =T¥, ... olacak sekilde bir {y, }
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dizisi olusturalim. Bir sabit noktanin varligini ispatlayabilmemiz i¢in {y”} dizisinin

Cauchy dizisi oldugunu géstermemiz gerekir.

Ay, y,,)=dTy, ., Ty, )<ad(y, ,y,)<..<a"d(y,,y)=a"d(y,Ty,)

oldugundan her m > n i¢in,

d(y,,y,)Sd(y,,y,)+d(Y,sY,0) totd(y,,,)
<a"d(y,,Ty,) +a"™'d(y,,Ty,) +...+ " "d(y,,Ty,)
<@ +a"™ +.+a")d(y,,Ty,)

<a'"(+a+..+a" " d(y,,Ty,)

n

a
-«

< d(yy,Ty,)

olur. Son terim, 0 < & <1 oldugundan n — o i¢in sifira gider. Bu ise, {y”} dizisinin
Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam metrik uzay oldugu icin, {yn} dizisi

yakinsaktir. O halde,

limyn:; , §eX

n— o

tir. 7 stirekli oldugundan,

Ty=Tlimy, =limTy, =limy,, =y
olur. O halde, §e X sabit noktadir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. ; ve ; iki sabit nokta olsun. Buna



gore, T; = ; ve T; = ; dir. O halde,

d(y,y) =d(Ty,Ty) < ad(y,y)

yazabiliriz. 0 < & <1 oldugundan, esitsizligin saglanmasi icin,
d(y,»)=0

olmalidir. O halde, ; = ; dir.

2.20. Tanim

X bir kilme olsun. X in bir A ailesi igin,

a) Xe A

b)Her E€ A icin X —E€ A

c) k=12,..nicgin E, € A ise UEk e A

k=1

kosullart saglaniyorsa, A ailesine X {izerinde bir cebirdir denir.

Eger c) kosulu yerine

d)Her ne IN i¢in E, € A ise UEn €A

n=1

kosulu alinirsa, A cebirine bir o -cebiri denir.

13
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2.21. Tanim

IR" deki biitiin (a,b) araliklarinin dogurdugu o -cebirine Borel cebiri denir ve

B(IR") ile gosterilir. n =1 olmasi halinde B(IRI) Borel cebiri B(IR) ile gosterilir.

B(IR) nin her bir elemanma Borel kiimesi denir. Bu tanima gére B(IR) kiimesi, tiim

acik araliklari ihtiva eden bir o -cebiridir.
2.22. Tanim

X bir kiime ve A da X iizerinde bir o -cebiri olsun. (X, A) ikilisine bir dlciilebilir

uzay, A daki her bir kiimeye de A - dlciilebilir kiime (veya kisaca, olciilebilir kiime)

denir.
2.23. Tanim

(X,A) bir olgiilebilir uzay olsun. A {iizerinde tamimh genisletilmis reel degerli bir

M fonksiyonu,

a) u(¢9)=0

b) Her Ae A icin u(A)=0

n=1 n=l1

c) Her ayrik {A,} dizisi i¢in ;{U An] => u(A,)
ozelliklerini saglarsa, bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca ol¢ii denir.

2.24. Tanim

Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o -cebiri ve A iizerinde tamimli bir g

Olctisiinden olusan (X, A, 1) Ugliisiine, bir 6l¢ii uzay1 adi verilir.
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2.25. Tamim

X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) {izerinde tanimli,

genisletilmis reel degerli bir ¢* fonksiyonu,

a) 1 (¢)=0
b) Her E€ P(X) icin i*(E) =0

¢) AcBc X igin u"(A) < u*(B)

d) Her bir ne IN igin A, € P(X) ise ,u*(UAn] < z,u*(An)

n=1 n=1
kosullarini saglarsa, " fonksiyonuna X iizerinde bir dis ol¢iidiir denir.

2.26. Tamim

(), IR nin siirh ve acik alt araliklarinin bir dizisi,

r,={U):Ac|1}

olsun. P(IR) iizerinde ,

A(A)= inf{il(lk) (I,)e TA}

k=1

seklinde tanimlanan A", bir dis dlgiidiir. Bu dis dlgiiye, Lebesgue dis olgiisii denir.

Burada [(1, ), I, araliginin u¢ noktalarinin farkidir.

Bir 4" dig Olgiisiine gore olgiilebilen A c X kiimelerinin simft M (X,u") ile



16

gosterilir. " Lebesgue dis olgiisii ile olgiilebilen, /R nin alt kiimelerinin sinifi
kisaca M ile gosterilir. Lebesgue disg olgiisii olan A in M (IR,4") smifina da,

B(IR) smifina da olan kisitlanmasina Lebesgue dis Slgiisii denir ve A ile gosterilir.

2.27. Tanim

(X,A) bir dlgiilebilir uzay olsun. f: X — IR fonksiyonunun 6l¢iilebilir olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her & € IR ig¢in,
F (a4))={xe X: f(x)>ale A
olmasidir.

2.28. Tanim

Reel sayilara —oo ve 4+ uda katarak elde edilen yeni kiimeye Genisletilmis reel

sayilar denir ve IR ile gosterilir. Yani, IR = [— oo,+oo] olur.

2.29. Tanim

(X,A) bir olciilebilir uzay ve Ae A olsun. f :A—)[—oo,+oo] fonksiyonu

olciilebilirdir & V ae IR icin f ' ((@4e])={xec A: f(x)>a}e A

X zerinde tamimli, genisletilmis reel degerli A -Ol¢iilebilir biitiin fonksiyonlarin

kiimesi M (X, A) ile gosterilir.

2.30. Tanim

f, X den IR ye bir fonksiyon olsun.



17

£ (x) =max{f (x),0}

f~(x) =max{- f(x),0}

seklinde tamimlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 da X iizerinde tammh ve negatif

olmayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna, f nin pozitif parcas;; f°~

fonksiyonuna, f nin negatif parcasi denir.

2.31. Tanim

Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen bir ¢ fonksiyonuna bir basit

fonksiyon denir.

X iizerinde tamimli, reel degerli, A -Olgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi

S =S8(X,A), S deki negatif olmayan fonksiyonlarin kiimesi de S* ile gosterilir.
2.32. Tamim

(X, A, ) bir olcii uzay: olsun. a, lar negatif olmayan reel sayilar, A ,A,,...,A, ler

A ya ait ayrik kiimeler olmak iizere

Q= zakZAl

k=1
gosterimine sahip bir @€ S fonksiyonunun g 6lgiisiine gore integrali

[pdu=> a.uca,)
X k=1

genisletilmis reel sayisidir. Burada y, A, kiimesinin
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1, xe A,
0, xe A,

ZAA (x):{

seklinde taniml karakteristik fonksiyonudur.

2.33. Tanim

(X,A,u) bir olgii uzayr ve fe M (X,A) olsun. f fonksiyonunun g olgiisiine

gore integrali,

deu:sup{j(pdu:qoe S*,goSf}

X X

genisletilmis reel sayisidir. £ € A olmak iizere, f fonksiyonunun g Olgiisiine gore

E iizerindeki integrali,
[fdu=[fx, du

E X

sayisidir.

2.34. Tanim

(X,A,u) bir olcii uzay1 ve fe M(X,A) olsun. Eger, If*d,u ve Jf'd,u
X X

integrallerinin her ikisi de sonlu ise, f fonksiyonu X {izerinde u Olg¢iisiine gore

integrallenebilir denir ve bu integral,
[rau=[rrdu-[fdu
X X X

reel sayisidir. Eger E€ A ise, f nin g ye gore E iizerindeki integrali,
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[ fdu=]rdu-|f du

seklinde tamimlanir. X iizerinde u Olciisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin

sinift L = L(X, A, u) ile gosterilir.

Yukaridaki integral tamminda X =IR", A= B(IR") ve u=A Lebesgue ol¢iisii

olarak alinirsa elde edilen integrale, Lebesgue integrali adi verilir. Bu integral,
[ r@dx veya [ f(x)d(a(0)

ile gosterilir.

2.5. Teorem (Lebesgue yakinsaklik teoremi)

(X,A,u) bir olgii uzay, g:X — [0,+oo] integrallenebilen bir fonksiyon ve
f.fisfrse. de X lizerinde A -0Olgiilebilir [— oo,+oo] degerli fonksiyonlar olsun.

Eger, hemen hemen her x igin,

a) lim £, (x) = £ (x)

b) Vne IN igin |f,(x)| < g(x)

ise, bu takdirde f ve f, fonksiyonlar: integrallenebilirdir ve
lim [ f,du = [ fau
X X

dir.



20
2.35. Tanim
(X, A, u)bir dl¢ii uzayi olsun. 0 < p <o olmak iizere,
L,= {fe M(X,A):|f|" e L(X,A,,u)}
kiimesine p-ninci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinif1 denir.

L, kiimesi bir vektor uzayidir. Bu uzay iizerinde, p =1 olmak iizere,

1
P

I, = ]

dir.

2.6. Teorem (Holder esitsizligi)
1 1 . .
p>l,—+—=1lolsun. felL, 6 gelL ise f.ge L, dirve
P 4

I-gl, <[71,1el,

olur.
2.7. Teorem (Minkowski esitsizligi)

Eger p21, f,ge L, ise f+ge L, dirve

I+l < Il +lsl,
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olur.

2.36. Tanim

Bir X vektor uzaymin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y,, y, € Y oldugunda,
M={yeX:y=Ay,+(1-2A)y,,0<A<l}cY

oluyorsa, Y alt kiimesi digbiikeydir (konveksdir) denir.

2.37. Tanim

X ve Y normlu lineer uzaylar ve f:X — Y bir operator olsun. B, X in agik

birim yuvari olmak lizere f(B) , Y nin bir kompakt alt kiimesi ise, f operatdriine,

X den Y ye bir kompakt operator denir.
2.38. Tanim (Tamamen Siirekli Operator)

X bir Banach uzay:1 olsun. X in sinirhi her S alt kiimesi i¢in 7°(S) kompakt ise,

T:X — X operatoriine tamamen sinirhidir denir. Eger 7, X {izerinde tamamen

sinirh ve siirekli ise, 7 ye X lizerinde tamamen siireklidir denir.
2.39. Tanim

X bir topolojik uzay, S, C(X) in bir alt kiimesi ve xe X olsun. Her £ >0 igin x
in bir V komsuluu var dyle ki her fe S i¢in yeV iken |f(x)—f(y)|<e

oluyorsa, S ye x noktasinda egssiireklidir denir. Eger S, X in her noktasinda

egstirekli ise, S ye bir essiirekli kiime denir.
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2.8. Teorem (Ascoli-Arzela Teoremi)

X bir kompakt Hausdorff uzay olsun. Eger, F' essiirekli ve C(X) in noktasal sinirlt

alt kiimesi ise, buna gore F' tamamen sinirhdir [14].
2.9. Teorem (Schauder Sabit Nokta Teoremi)

K, X Banach uzaymnin kapali, konveks ve smurh bir alt kiimesi olsun. Eger

T e C(K,K) ise, buna gére T nin en azindan bir sabit noktas1 vardir [14].

2.10. Teorem (Schaefer Sabit Nokta Teoremi)

X bir Banach uzay1 ve T : X — X tamamen siirekli bir operator olsun. Buna gore,

ya

a) x = ATx operator denklemi A =1 i¢in bir ¢6ziime sahiptir.
veya,

b)e={xe X : x=ATx,Ae (0,]) } kiimesi siurl degildir [14].
2.11. Teorem (Leray-Schauder Prensibi)

(X ,|| ||) bir Banach uzayi, T € C(X,X) ve kompakt olsun. Bir M >0 sabiti icin,
0<A<1,x=ATx in herhangi bir c¢oziimiiniin Oncelikle |x| <M smrliligin

sagladigini kabul edelim. Buna gore, T nin bir sabit noktas1 vardir [14].
2.12. Teorem

X Banach uzayi, D c X kapali kiimesi icin A(D) c D ve bir m dogal sayisi i¢in
A" operatorii D iizerinde daralma operatorii olsun. Bu durumda, A operatoriiniin

bir tek x* € D sabit noktas1 vardir.
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2.13. Teorem (Gronwall-Reld-Bellman Ejsitsizligi)

¢ =0 bir sabit olsun. u ve v de [to,to + a] araliginda negatif olmayan, siirekli ve

u®)<c+ Ju(s)v(s) ds, te [to,to + a]

Iy

esitsizligini saglayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda ,

1

J.v(s)ds
u(t) <ce

dir.
2.14. Teorem (Ortalama Deger Teoremi)

[ [a,b] — IR fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve V x e (a,b) noktasinda tiirevi

var olsun. Bu taktirde, (a,b) araliginda,

f(b) - f(a)

fa) ==

olacak sekilde en az bir x, noktas1 vardir.

Bu f'(x,) degerine, fonksiyonun [a,b] araligindaki ortalama degeri denir. a ile b
arasindaki bir say1 0< 8 <1 olmak iizere, a+ 8(b—a) seklinde yazilabildiginden,

teoremin hipotezleri altinda, 0 <@ <1 sartim1 saglayan en az bir 8 vardir ki bu 8

say1st igin,

_f®)-f)

—da

f'la+6®B-a))
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olur.

2.40. Tanim

f(x,y) fonksiyonu Oxy diizleminin bir D bdlgesinde tanimlansin ve (x,,y,)€ D

olsun.

dy

Y = x’
i f(xy)

denkleminin  y(x,)=y, kosulunu saglayan y(x) c¢Oziimiiniin bulunmasina,
baslangic deger problemi veya Cauchy problemi denir. x, ve y, degerlerine

baslangi¢ degerleri veya Cauchy verileri adi verilir.
2.41. Tamim

Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyon iceren denklemlere, integral
denklemler denir. Eger integral denklemde, bilinmeyen fonksiyon, birinci dereceden
ise, bu tip integral denklemlere, lineer integral denklemler adi verilir. Su halde en

genel lineer integral denklemi,
b
WO £ (x) = §(x)+ A K(x, ) f () dy

seklinde yazabiliriz. Burada, ave b birer sabit say1i, A bir parametre, ¥,¢ ve K
fonksiyonlart tamm bolgesi a<x<b ve a<y<bh olmak {lizere bilinen
fonksiyonlar, f ise, bilinmeyen fonksiyondur. Ozel olarak ¢ fonksiyonu, integral
denklemin kaynak terimi, K fonksiyonu da, integral denklemin cekirdegi olarak
adlandirilir. Eger integral denklemin c¢ekirdegi, x—y farkina bagh, yani x—y

farkim degisken kabul eden bir degiskenli bir fonksiyon ise, bu tip integral

denklemlere, konvoliisyon ¢ekirdekli integral denklemler denir.
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2.42. Tanim

Bir integral denklemde, bilinmeyen fonksiyon integralin sadece iginde ise, bu tip
integral denkleme, birinci tip; hem i¢inde hem de disinda ise, ikinci tip integral
denklem adi verilir. Ayrica, ikinci tip integral denklemdeki integralin diginda kalan
bilinmeyen fonksiyon, bir bagka fonksiyonla carpilmis ise, buna da tigiincii tip

integral denklem ad1 verilir.

2.43. Tanmim

Bir integral denklemde, integralin disinda ve bilinmeyen fonksiyonun haricinde bir
fonksiyon varsa, bu denkleme homojen olmayan, bdyle bir fonksiyon yok ise
homojen integral denklem denir.

2.44. Tanim

Bir integral denklemde, integralin sinirlarindan biri x gibi bir degisken ise, bu
denkleme Volterra integral denklemi, sinirlardan her ikisi birden sabit olabilecegi
gibi, biri sabitken digeri sonsuz yada her iki smirin sonsuz olmasi durumunda

integral denkleme, Fredholm integral denklemi adi verilir.

Buna gore y > x i¢in K(x,y) =0 kosulunu saglayan

[K Gy f(y)dy = g(x)
seklindeki birinci tip lineer Volterra integral denklemleri ile

£ =90+ A K(x.y) £ () dy



26

seklindeki ikinci tip lineer Volterra integral denklemlerinin K(x,y) ¢ekirdegi

{(x,y):a < y<x<Db} licgensel bolgede tanimlanmistir.

Yukarida verilen tanimlara gore,
b
WO f(x) = 90 + A K(x, ) f () dy
denklemi, Lineer III. tip Fredholm integral denklemi,
b
FG)=9(x)+ A[ KCx, ) f () dy
denklemi, Lineer II. tip Fredholm integral denklemi,
b
() + A[ K(x, 1) f (y)dy =0

denklemi, Lineer I. tip Fredholm integral denklemidir. Benzer sekilde Volterra

integral denklemlerini de yazabiliriz.
2.45. Tanim

Bir integral denklemde bilinmeyen fonksiyon birinci dereceden degilse, bu integral

denkleme lineer olmayan integral denklem adi verilir. Buna gore,

X

[H(xy, f()dy = Flx, f ()

a

integral denklemi, lineer olmayan Volterra integral denkleminin en genel halidir. Bu

denkleme, Urysohn formunda Volterra integral denklemi denir. Bu denklemde,



H(x,y, f(»)=K(x,y)0(y, f()) oluyorsa,

[K 00y, f(1)dy = F(x, £ (x))

integral denklemine, Hammerstein formunda Volterra integral denklemi adi verilir.

Yine lineer olmayan,

b

fH(x,y,f(y))dy= F(x,f(x), a<x<b

a

integral denkleminde H (x,y, f(y))= K (x,y)Q(y, f(y)) oluyorsa,

[K 0y, fF())dy = F(x, £ (x))

denklemine, lineer olmayan Hammerstein integral denklemi denir.

27
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3. CAUCHY PROBLEMININ COZUMU iLE iLGILI YAKLASIM
YONTEMLERI

Bu béliimde, baslangic sartlariyla verilen y'= f(x,y) diferansiyel denkleminin

¢cOziimii ile ilgili iki yaklasim yOntemi incelenmistir.

D= {(x, y)e IR’ :|x—x0| < a,|y—y0| Sb} bir dikdortgen olmak iizere f:D — IR,

N >0 ig¢in,
|f (e, y) = f(x,9,)| SNy, =y,

Lipschitz kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu varsayimlar altinda

Picard Teoremine gore,

{y'= f(x,y) a0

y(x5) =y,

Cauchy problemi, M = (me)lxD f(x, y)| ve h< min{a,%} olmak iizere Nh <1 ise,

|x - x0| < h araliginda, bir tek y = y(x) ¢oziimiine sahiptir.

Diger taraftan, Picard teoremi ¢oziime yakin bir yontem verir. Bu yonteme, ardisik

yaklagimlar yontemi denir. Es. 3.1 Cauchy problemine esdeger bir integral denklemi,

Y@ =y + [ £l y@)dr

X0

dir. Bu integral denklemi yardimiyla, x—x0| <h araliginda tamml, siirekli ve
grafigi D i¢inde kalan biitiin y = y(x) fonksiyonlarinin olusturdugu tam metrik

uzay C olmak iizere, bir 7:C — C
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Ty(x) =y + [ £, y0))dr

X0

operatOrii tammlariz. Buradan, y, =Ty,, y, =Ty,,y;, =1y,,....y, =1y,_,,... olacak

sekilde {y”} ardisik yaklagimlar dizisini olustururuz. Buna gore,

v, (xX)=y,+ If(t,yn_l(t))dt,ne IN*

olur. Sonug olarak, Es. 3.1 in ¢6ziimii, ardisik yaklasimlar dizisinin limitidir.

3.1. Teorem (Picard Teoremi)

d

= ey 32
dx

diferansiyel denklemindeki f fonksiyonu,

D= {(x,y)e IR :|x— x| < a,|y—y, Sb}

dikdortgeninde siirekli olsun ve N > (0 bir sabit olmak iizere D de,

|f(x.y) = f(xy)| SNy, =)

Lipschitz kosulunu saglasin. Buna gore, M = max
(x.y)eD

. b
f(x, y)| ve h< mln{a,ﬁ}

olmak iizere Nh<1 ise, Es. 3.2 denkleminin |x—x0|Sh arahiginda y(x,) =y,

kosuluna uyan bir tek ¢oziimii vardir [11].
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Ispat

|x— x0| < h araliginda taniml, siirekli ve grafigi D icinde kalan biitiin y:x — y(x)

fonksiyonlarinin olusturdugu tam metrik uzay C olsun. Bu uzaydaki uzakligi,

d(y,z) = max |y—z] (3.3)

‘x—x(,‘ﬁh

ile tammlayalim. y(x,)=1y, baslangic kosullu Es. 3.2 diferansiyel denklemine

esdeger bir integral denklemi,
@) = yo + [ Flt,y(0)dt (3.4)
dir. Simdi bu integral denklemi yardimuiyla,

Ty(x) =y, + [ £, y0))ar

operatoriinii tanimlayalim. Bu integral denklemi,
y=Ty

seklinde yazilabilir. Bu operator, |x - x0| < h araliginda siirekli olan ve D bdlgesinin

disina ¢ikmayan her y fonksiyonuna, ayni aralikta tanmimli, siirekli bir Ty

fonksiyonu karsilik getirir. Bu fonksiyonun grafigi,

|y = o] =|[ £ & y@)df| < M <

Xo
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oldugundan, yine tiimiiyle D bolgesinin i¢inde kalir. O halde, T operatorii biiziilme

doniisiimiiniin ilk kosulunu saglamaktadir. Tkinci kosul icin,
d(Ty,Tz)<ad(y,z), O0<a<l (3.5)
oldugu elde edilmelidir. Es. 3.3 ten,

X

j £ y0)dr - [ £le,20)d

X0

d(Ty,Tz) = max

|x=xo|<h

< max |[ (£ y0)~ £ (t.20)] di

‘x—@ﬂﬁh

0

< max jN|y(t) - Z(t)| dt

‘x—@dﬁh

X0

X

J.dt

-0

< N max

"C’C‘l

max

< Nh max | y(x) = z2(x)|

< Nhd(y,z)

bulunur. Varsayim geregi, Nh <1 dir. Boylece, T doniisiimiiniin biiziilme doniisimii
olmasi i¢in gerekli olan ikinci esitsizliginde dogrulugu gosterilmis oldu. O halde,
Banach sabit nokta teoremine gore, 7 doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir.

Yani, Es. 3.4 denkleminin bir tek siirekli ¢oziimii vardir.

3.1. Ornek

? =y denkleminin y(0) =1 kosuluna uyan ¢oziimiiniin,

X



32

D={(x,y)e IR*:|x <1, |y -1 <2}

olmak iizere, varlik ve tekligini arastirip, ardisik yaklagimlar yontemiyle ¢oziimiinii

bulalim [11].
Coziim

f(x,y)=y fonksiyonu D bdlgesinde siireklidir. Bu bolgede,

4
|f(xa yl)—f(x,y2)| < §|y1 - y2|
. ) 4 . . <
Lipschitz kosulunun N = 5 icin saglandigi agiktir.

M = max
(x.y)eD

f(x, y)| =3 ve h< min{l,%} = % olmak iizere, Nh <1 oldugundan,

?: y denkleminin |x| <§ araliginda, y(0) =1 kosuluna uyan bir tek c¢oziimii
x

vardir. Simdi ¢6ziimii bulmaya calisalim.

Bu diferansiyel denkleme karsilik gelen integral denklemi,
Y@ =1+ [yt

0
dir. O halde,

Ty(x)=1+ j y(t)dt
0
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dir. Burada y, =1e C verilmistir. y, =Ty, , yardimiyla {yn} ardisik yaklasimlar

dizisini olusturalim.

V(xX)=Ty,(x)=1+x

2
yz(x)zTyl(x)=1+x+%

2 3
XX
Y3(x)—TY2(x)—1+x+E+§

2 3 n
X X X
y”(.X)—Tyll_l(X)—l+X+E+§+...+E

olur. n — oo icin,

diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir.

3.2. Ornek

dy _ x> + y* denkleminin,
dx

D:{(x,y)e IR? :|x|£1, |y|£1}
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bolgesinde, y(0) =0 kosuluna uyan ¢6ziimiiniin, varlik ve tekligini arastirip, ardigik

yaklagimlar yontemiyle ilk ii¢ yaklasimi bulalim [11].

Coziim

f(x,y)=x"+y* fonksiyonu D bolgesinde siireklidir. Bu bolgede,
[F ey = £ ,)[ S 2]y = v,

Lipschitz kosulunun N =2 i¢in saglandig1 agiktir.

M = max
(x,y)eD

f(x, y)| =2 ve h< min{l, %} = % olmak tizere, Nh <1 oldugundan,

%:xz +y?> denkleminin |x| <% araliginda, y(0)=0 kosuluna uyan bir tek
x

¢Oziimii vardir. Simdi ilk ti¢ yaklagimi bulalim.

Bu diferansiyel denkleme karsilik gelen integral denklemi,
y(x) = l (2 + o)) ar

dir. O halde,

Ty(x) = I(12 +y@]?) dr

dir. Burada, y,=0e C verilmistir. Simdi, y, =Ty, , yardimyla ilk ii¢ yaklagimi

bulalim.



_ g X
yl<x>—Tyo<x>—£r dr ==

x t6 x3 x7
Y,(x) =Ty, (x) =j 1? +_Jdt:_+_
0

I ’ x X 2xt A8
y3(X):Ty2(.X'):‘([ t +(§+§j dl‘:?+a(l+§+%

Simdi, Es. 3.1 probleminin ¢oziimiiyle ilgili, Picard teoremine benzer bir sonucu

inceleyelim [12].
3.1. Birinci Degiskene Gore Lipschitz Kosulu

f : D — IR siirekli fonksiyonunun A >0 i¢in D de,

|f(x1,y)—f(x2,y)| Sl|xl _x2|

Lipschitz kosulunu sagladigini kabul edelim.

min
(x,y)ED

fx,y|=a>0

olsun. Bu varsayimlar altinda,

A={(y,x)e IR*: (x,y)e D}

olmak iizere, g : A c IR* = IR, g(v,x) =

>

max
(y,x)eA

1
g(y7~x)|:E

fonksiyonunu tanimlayalim.
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oldugu aciktir. Buna gore,

{X'= g(y,x)

3.6
x(yo) = X, G0

Cauchy problemine Picard teoremini uygulayabiliriz. Gergekten,

lg(y.x)—g(y.x,)| = |f s y) = f(xy0 )|
o o |f(x1’)’)-f(x2,y)|

1
< —|f L) = f(x,.9)
o

A
< ?Pc1 —x2|

dir. Buna gore, Es. 3.6 Cauchy problemi, d < min{b,aa} olmak iizere, iz.é' <1 ise,
a

|y—y0|S 0 araliginda, bir tek x=x(y) ¢Oziimiine sahiptir. x'=g(y,x)#0
oldugundan bu ¢oziim monotondur. O halde, x, 1n bir komsulugunda tanimh

y = y(x) tersine sahiptir. y(x,) =y, dir.

Ayrica, x'=§=g(y,x), y'=ﬂ= ! = f(x,y) yi saglar. y=y(x), Es. 3.1
dy dx  g(y,x)

Cauchy probleminin bir ¢oziimiidiir.

3.2. Teorem

f:Dc IR* — IR fonksiyonu siirekli olsun ve

a) f(xy,y))#0

b) A >0 olmak iizere,V (x,, y),(x,,y) € D icin |f(x1,y)—f(x2,y)| < /1|)c1 —x2|
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kosullarim saglasin. Buna gore, Es. 3.1 denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir.

Eger,D, = {(x, y): |x— x0| <a,, |y - y0| < bl}g D dikdortgeninde V(x,y)e D, icin

f(x,y) # 0olmak iizere, é < min{a,a.b,}, €= %min{ala,bl}, M = max |f(x, y)|

ve &= min
(x.y)eDy

f(x, y)| icin %.5 <1 ise, Es. 3.1 denkleminin |x—x0| < & araliginda

y(x,) =y, kosuluna uyan bir tek y = y(x) ¢oziimii vardir [12].
Ispat

f nin siirekliliginden ve f(x,,y,) # 0 oldugundan, V(x,y)e D, i¢in, f(x,y)#0
olacak sekilde bir D, dikdortgeni segebiliriz. Buradan, Es. 3.1 denkleminin bir tek
¢oziime sahip oldugu goriiliir. D = D, oldugunu varsayabiliriz. Aksi halde, D nin

yerine D, alip ispat1 yapariz.

D = D, alalim. Teorem 3.2 nin hipotezleri altinda Es. 3.6 probleminin | y- y0| <0

araliginda, bir tek x = x(y) ¢Ozlimiine sahip oldugunu gosterelim.

|y - y0| < ¢ arahiginda tanimly, siirekli ve grafigi D i¢inde kalan biitiin x: y — x(y)

fonksiyonlarinin olusturdugu tam metrik uzay C olsun. Bu uzaydaki uzakligi,

d(x,z)= max |x—z] (3.7)

‘.V_.VO‘S(S

ile tamimlayalim. Es. 3.6 denklemine esdeger bir integral denklemi,

x(y) = x, + [ g(t.x(0)dr (3.8)

Yo
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dir. Simdi bu integral denklemi yardimiyla,

Tx(y)=x, + Ig(t,x(t))dt

Yo
operatoriinii tanimlayalim. Bu integral denklemi,
x=Tx

seklinde yazilabilir. Bu operatér, | Y- y0| < ¢ araliginda siirekli olan ve D

bolgesinin digina ¢ikmayan her x fonksiyonuna, ayni aralikta taniml, siirekli bir 7x

fonksiyonu karsilik getirir. Bu fonksiyonun grafigi,

[ gle.xt)di

Yo

lx—x,| =

Slé'Sa
o

oldugundan, yine tiimiiyle D bdlgesinin i¢inde kalir. O halde, T operatorii biiziilme

doniisiimiiniin ilk kosulunu saglamaktadir. Tkinci kosul icin,
d(Tx,Tz) <kd(x,z), 0<k <1 (3.9

oldugu elde dilmelidir. Es. 3.7 den,

y

Ig(f,x(t))dt— Ig(t,z(z))dr

Yo Yo

d(Tx,Tz) = | ma‘xcs

< max |[|[26, x(0) - (e, z0)]

y

LA
< max. j ?|x(t)—z(t)|dt

Yo




39

y

jdt

Yo

Si max | () - z(y)| max
a’ -

ié‘ max X Jx () = 2(3)
CZ

A
<—0d(xz)
o
bulunur. Varsayim geregi, —25 <1 dir. Boylece, T doniisiimiiniin biiziilme
o

doniisiimii olmasi i¢in gerekli olan ikinci esitsizliginde dogrulugu gosterilmis oldu. O
halde, Banach sabit nokta teoremine gore, 7 doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir. Yani, Es. 3.8 denkleminin, siirekli bir tek x = x(y) ¢oziimil vardir.

Teorem 3.2 nin hipotezleri altinda x = x(y) ¢Oziimiiniin tersi vardir. Tersi y = y(x),
Es. 3.1 denkleminin bir ¢oziimiidiir. Karsilikli olarak y = y(x), Es. 3.1 probleminin

bir yerel ¢6ziimii ise, tersi x = x(y), Es. 3.6 probleminin bir ¢oziimiidiir.

Vis ¥, € (¥, —0,y,+0), y, <y, olsun. x(y,), x(y,)€ (x, — & x, + &) i¢in ortalama

deger teoreminden,

2> x(y,) —x(y,) =(y, —y)x'(c)

=(y, _yl)g(c7x(c))

1

IRGRAETFEw

1
Zﬁ(yz_yl)

olur. Buradan,
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1

28>H()’2_)’1)

ve y, =y, +0, ¥, = y, -6 alip 6 <min{aa,b} ile,
1 1

2e2—20=>€2—0
M M

esitsizligini elde ederiz.

Sonug olarak, f(x,,y,)#0 olmak iizere, siirekli olan f fonksiyonunun birinci

dereceden kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevlerden en az biri D bolgesinde sinirlt

ise, Es. 3.1 Cauchy problemi yerel bir tek ¢6ziime sahiptir.

Gergekten, g—f veya gi sinirhiysa, f Lipschitz kosulunu saglar. Picard teoreminden
y X

veya Teorem 3.2 den istenen bulunur.

D bolgesinde f(x,y)#0 olmak iizere, Es. 3.6 problemine uygulanan ardisik

yaklasimlar yontemini g(y,x) = ile ifade edebiliriz. Es. 3.6 problemine

B

esdeger bir integral denklemi,

x(3) = x, + [ glt,x())ar

Yo

dir. Bu integral denklemi yardimiyla,

Tx(y) = x, + [ glt, x(0)de

Yo
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operatoriinii tanimlayalim. Bu integral denklemi,
x=Tx

seklinde yazlabilir. x, =Tx,, x, =Tx,, x; =Tx,,..., x,,, =Tx olacak sekilde

PRI

{xn} ardisik yaklagimlar dizisini olusturalim. Buna gore,

X, () =x,+ J.g(t,x” (t))dt ,ne IN

Yo

= 1
=x,+|———dt ,ne IN 3.10
A G10)

olur. Simdi bu dizinin yakinsak oldugunu gosterelim.

d(x,,x,,,)= max

X —X
‘)’*)’(]‘55 &

n+l

= max |[[g(e.x, (1)~ g(t.x, 0)]dr

Yo

y

< max |[[g(t,x,., (1)~ g(t,x, ()| dr

Yo

y

< max I—z
(04

X, (1) —x, ()| dt

Yo

y

Idt

X —X max
o 1A X () = 2, (y )|\.v—y0\sa

X

n-1 n

A
< —- 6 max
o ‘)’*)’()‘Sa

X

=kd(x

n—1 ’xn)
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dir. Buradan,

d(x,,x,,)=d(TIx, ,,Tx, )<kd(x, ,x,)<.<k"d(x,,x)=k"d(x,,Tx,)

olur. O halde her m > n igin,

d(x,,x,)<d(x,,x, )+d(x, .x,,)+.+d(x, ,x,)

n? n+l?

<k"d(xy,Tx,)+k"'d(x,,Tx,) + ...+ k""'d(x,,Tx,)
<k"+k"™ + L+ k" d(x,, Tx,)

<k"(+k+..+k"" ) d(x,,Tx,)

n

<

1_kd(xO,TxO)

olur. Son terim, 0 < k <1 oldugundan n — oo igin sifira gider. Uzay tam oldugundan
{x,} dizisi Cauchy dizisi olur. O halde, {x,} dizisi yakinsaktir ve x=x(y) ile
belirtilen bir fonksiyona yakinsar. Bu fonksiyon monoton oldugundan tersi vardir.
Bu fonksiyon, Es. 3.6 probleminin bir c¢oziimiidiir ve tersi Es. 3.1 probleminin

¢Oziimiidiir. Bu ¢6ziim,

x=x(y)=0

kapali formunda yazilabilir.

3.3. Ornek

Y

olmak iizere,
x+1In

S y)=
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: M

Y ity (3.11)
y)=1

Cauchy problemini gdz oniine alalim [12].

of y .
L)=120ve L=—— 2 dir
AL ve ox (x+Iny)’ §

Buna gore, (1,1) noktasini kapsayan bir dikdortgende g—f sinirhidir. O halde, Es. 3.11

X

problemine Teorem 3.2 yi uygulayabiliriz.

x, =1 ve y, =1 ile Es. 3.10 bagintisi,

lel(y) = -x() + j.g(t, x,, (f))dt

y
_ 1+Ix” (1) +1In(z) dr

1 t

y
A @) dt

olur. Buradan,

2
xl(y):l+lr1y+lrl Y

3
5 (y)=1+Iny+In y+ Y

Iny In‘y
x(=1+Iny+In* y+—=+—=
() y Y+ a
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3
xn(y):1+lny+ln2y+ln Yy, Y nelN
3 12 (n+1)!
2 3 n n+l
:21+1ny+lrl y+ln y+...+ln Ylo1-1 y+1 Y
! 2! 3! n! (n+1)!

olur. n — oo i¢in kalan terim sifira gider. Sonug olarak, Es. 3.11 Cauchy probleminin

¢Ozimil,

x=2y—1-Iny

kapal1 bagintisi ile verilir.

3.2. Cauchy Problemi icin Biiziilme Prensibi

Bu kisimda, Es. 3.1 Cauchy probleminin c¢oziimiiyle ilgili baska bir yontem
incelenmistir [12]. Bu yontemi uygulayabilmek icin, Picard teoremindeki kosullarin
saglanmasi gerekmektedir. Yani, f fonksiyonu siirekli olmali ve ikinci degiskene

gore Lipschitz kosulunu saglamalidir. Bu durumda, iki Banach uzay1 arasinda tanimli

Ty = y' tiirev operatoriiniin tersinin oldugunu gosterecegiz. Buradan,

v=Tye y=T"v

ifadesini kullanarak Es. 3.1 Cauchy problemini,
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v(x) = f(x,T'lv(x))

sabit nokta problemi olarak yeniden yazariz. Bunun i¢in Banach biiziilme prensibini

kullanacagiz.
Es. 3.1 diferansiyel denklemindeki f fonksiyonu,

D:{(x,y)e IR® :|x—x0|£a, y—y0|£b}

dikdortgeninde siirekli olsun ve N > (0 bir sabit olmak iizere D de,
|f(-xsy1)_f(x,y2)| S N|y1 _y2|

Lipschitz kosulunu saglasin.

M = max|f(x,y)

(x,y)e

, h< min{a,%} ve I =(x, —h,x, +h) olsun.
Baslangic olarak y, = 0 olarak alalim.

{y'= f(x,y) 3.12)

y(x,) =0
Cauchy problemini goz Oniine alalim ve

w={ye cy: y(x,) =0}

kiimesini tanimlayalim.



3.1. Lemma

T:-WccC (7) - C (7), Ty =y' operatorii lineer, bire bir ve

T7':C (7) — W lineer, siirekli ve

HT‘IVH _ < h"V”cd) ,Vve C(;)

c()
dir [12].
Ispat

ac IR ve y,,y, € W olsun. Buna gore,

T(ay +y,)=(ay +y,)
= ay1'+y2'

=aly, +T1y,
olur. O halde, T lineerdir.

¥, ¥, € W olsun. Buna gore,

ortendir.

46

Tersi,

Ty, =Ty, = y,'=y,'= y,—y, sabittir. y (x,)=y,(x,)=0 oldugundan, y, =y,

dir. O halde, T bire bir olur.

Her ve C(?) icin ye W var 3Ty =v dir. y=T""v oldugundan,

X

Y@ = [v(ydr

*o
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dir. Buradan,

X

jv(t) dt

Xo

‘T—lv(x)‘ = < |x — x0|su1p|v(t)| <h ||v||

c)

olur. #e IR ,v,,v, € C(;) icin,

T*(avl+v2)=j(aw(0+ﬂ@(ﬂ)dt

X0

= ajvl (H)dt + jvz (t)dt

=al™'v, +T™"v,

oldugundan, T~' lineerdir. Integral operatorii siirekli oldugundan, 7" siireklidir.

Buna gore,

yeW icin Ty(x) = f(x. y(x))

ifadesi Es. 3.12 problemine denk olur. Burada,

Ty=ve C(f) oy=T"

yazarsak,

v(x) = £ T () (3.13)

ifadesini elde ederiz.
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ci M } olmak iizere, Sv(x)=f (x,T’lv(x)) ile verilen

B (0)={ve c(): |

S Bu (0) = Bu (0) operatdriinii goz Oniine alalim. f ve T~' siirekli oldugundan §

iyi tanmimhdir. Eger, v|| ) <M ise,
77| < A, < D m=b
Cc(I) M

olur. Buna gore, Vxe I icgin (x,T_lv(x))e D olur. Bu durumda, Es. 3.13 ifadesi
v(x) = Sv(x) sabit nokta problemine esit olur. Simdi, § nin biiziilme doniisimii

oldugunu gosterelim.

|Sv1 (x)—Sv, (x)| = ‘f()c,T’lv1 (x))— f(x,T’lv2 (x))‘
< N‘T‘lv1 (x)—=T"v, (x)‘

< Nh||vl —v2||

c)
olur. Eger Nh <1 ise, c = Nh <1 den,

||Sv1 - Sv2|| < c||vl —v2||

c) c

esitsizligini elde ederiz. Banach biiziilme prensibine gore, S nin Sv(x) = v(x) olacak

sekilde, v(x) e B O cC (;) ile taniml1 bir tek sabit noktasi vardir.

y=T"'veW den y'(x)=f(x,y(x)) veya v(x)= f(x,T’lv(x)) olur. Buradan,

y:(x,—h,x,+h) = IR, Es. 3.12 Cauchy probleminin tek ¢6ziimii olur.

Simdi, y(x,) =y, genel durumunu goz oniine alalim.
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o

denkleminde z =y —y, alirsak, buna gore z, g(x,z) = f(x,z+Yy,) ile,

{Z': §(x.2) (3.15)
2(x,)=0

Cauchy problemini saglar. g ile f aym oOzelliklere sahip oldugundan, Es. 3.14 ve

Es. 3.15 problemleri bir tek ¢éziime sahiptirler.

Genel olarak, Picard teoremine gore ardisik yaklasimlar dizisi,

yn+l(x) =Y +If(t,y,,(t))dt,ne IN

Xo
ile gosterilir.

Baz1 durumlarda bu bagintidan integral hesaplamak, burada verilen yonteme gore

daha zordur. Ciinkii buradaki bagintida, yani

X

v (x)= f(x, j v (t)dt} .ne IN (3.16)

X0
bagintisinda, f nin ikinci degiskeninde integral isareti vardir.

3.4. Ornek

Birinci dereceden lineer diferansiyel denklem olarak bilinen,
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{y'= a(x)y +b(x)
y(x0) =y,

Cauchy problemini goz Oniine alalim [12]. @ ve b fonksiyonlari, reel kompakt

aralikta siireklidirler.
f(x,y)=a(x)y+b(x)

fonksiyonu, ikinci degiskene gore Lipschitz kosulunu saglar. Picard teoreminden

ardigik yaklagimlar dizisi,

Y, () =y, + j(a(t)y,,_l () +b(1))dt ,ne IN*

*o

ve Es. 3.16 ile verilen ardisik yaklasimlar dizisi,
V() = a(x) [v, () dt +b(x) ,ne IN

dir. Ozel olarak,

{i'((——))yjox (3.17)

Cauchy problemini géz Oniine alalim. Burada,
fouy)=x"+y

dir ve
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|f e y) = fa )| =y =

oldugundan, f ikinci degiskene gore Lipschitz kosulunu saglar. S operatoril ise,
Sv(x) = x> + j () dt
0

ile tamimlidir.

Yukarida kullamlan teorik sonuglardan, Es. 3.17 nin bir tek y=T""v ¢oziimiine

sahip oldugunu elde ederiz. v, S nin tek sabit noktasidir. Ayrica v,
Vo (x)= x° +Ivn(t)dt ,ne IN
0

ile belirtilen {vn} ardisik yaklagimlar dizisinin limitidir. v,, keyfi bir se¢imdir. Eger

v, =0 alirsak,

v (x) = x?

( X
v, (x) =x’ +'[t2dt:x2 +?
0

3 4 xn+l
v, () =x"+—+"—+

et ———,n22
3 34 34..(n+1)
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2 3 n+l
v”(x)=2(1+1+x—+x—+...+ al j—Zx—Z

o2 3 (n+1)!

olur. n — oo icin,

v(x)=2e" —2x-2

olur. Buna gore, Es. 3.17 nin ¢6ziimii,
y=T"v
dir. O halde,

y(x) =jv(r)dz =2¢" — x> —2x—-2

0

olur.

3.5. Ornek
dy
—=x-2x
dx Y

denkleminin, D = {(x, y)e IR* : |x| <2 ,|y - 1| < 2} bolgesinde, y(0) =1 kosuluna

uyan ¢oziimiinii bulalim.

{y‘:x_zxy (3.18)

y(0)=1
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Cauchy problemindeki f(x,y)=x—-2xy fonksiyonu, D bdlgesinde siireklidir ve
ikici degiskene gore Lipschitz kosulunu saglar. $imdi, z=y—y, alarak Es. 3.18

problemini g(x,z)= f(x,z+y,) =—x—2xz ile,

(3.19)

7'=—x—-2xz
z(0)=0

problemine doniistiirelim. Buradaki g fonksiyonu, f ile aym oOzelliklere sahiptir.

Yani, g fonksiyonu, D bolgesinde siireklidir ve

|8(x,2) = g(x,2,)| <4z, — 2,

oldugundan ikinci degiskene gore Lipschitz kosulunu saglar. Buna gére S operatoril,

X

wm=ﬂ~np@m

0

ile tammldir. Buradan, Es. 3.19 probleminin bir tek z=7""v ¢bziimiine sahip

oldugunu elde ederiz. Ayrica v,

Vv, (%) :—x—2xjvn(t)dt ,ne IN

0

ile belirtilen {v,} ardigtk yaklasimlar dizisinin limitidir. v,, keyfi bir segim

oldugundan, v, =0 alirsak,

v, (x)=—x

v, (x)=—x+ x°



X
v, (x) =—x+x’ Y

XX
v (x)=—x+x’ - —+=—
+(%) > e
xS x7 x21171
v, (X)=—x+x ==+ — .+ (-1)"
2 (%) > " =D (n_D!

4 6 2(n-1)
S [ DR A S S | e
2 6 (n—1)!

olur. n — oo i¢in,
— (%)
v(x)=—x.e

dir. Es. 3.19 probleminin ¢oziimii,

z=T7"

oldugundan,

z2(x) = jv(t)dz = '[(— te™ ) dt
0 0

_Llen 1

2 2

54



olur. Sonug olarak, Es. 3.18 probleminin tek ¢dziimii y = z+ y, dan,

Ve 11 (e
x)=—e +—=—le +1
Y =2 5 2( )

olur.

55
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4. INTEGRAL DENKLEMLER iCiN VARLIK VE TEKLIiK TEOREMLERIi

Bu boliimde, Banach sabit nokta teoremi yardimiyla ikinci ¢esit homojen olmayan
lineer Fredholm ve Volterra integral denklemleri ile lineer olmayan Fredholm ve
Volterra integral denklemlerinin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi incelenmistir [13].

4.1. Lineer Fredholm integral Denklemleri

Banach sabit nokta teoremi yardimiyla, ikinci ¢esit homojen olmayan
b
x(1) = f(z)+/1jk(r,s)x(s)ds, t€la,b] 4.1)

lineer Fredholm integral denkleminin ¢éziimiiniin varligini ve tekligini ispat edelim.

Burada cekirdek olarak adlandirilan k(z,s) ve f(¢) fonksiyonlar1 bilinen, x(z)

bilinmeyen fonksiyon, A ise herhangi sayisal parametredir.

k(t,s) fonksiyonu G = {(t, s)e IR :a<t,s< b} lizerinde, f(¢) ise [a,b] iizerinde

siirekli ve
b
M = max{j|k(z,s)|ds a<lt,s< b}
olsun. xe C([a,b]) icin,
b
Ax(t) = f(z)+/1jk(r, s)x(s)ds , te [a,b]

seklinde tanimli A operatoriine bakalim. x;, x, € C ( [a,b]) fonksiyonlar icin,
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|Ax, (1) — Ax, ()| = lj.k(t, 9)[x, ()= x,(5)]ds
)

< |2 [k, $)|[x,(5) = x, ()] ds

<[ M x, = x|

olur. Buradan, & =|A|M olmak iizere,

[Ax, = Ax, | < @, =,

elde edilir. Dolayisiyla, a/=|ﬂ|M <1 oldugunda A, C([a,b]) iizerinde biiziilme
doniisiimii olur. Banach sabit nokta teoremine gore, ¢ = |/1|M <1 oldugunda, Es. 4.1

denkleminin [a,b] araligi iizerinde siirekli bir tek x"(r) ¢oziimii vardir ve her

baslangic x, € C ( [a,b]) fonksiyonu i¢in terimleri,
b
x, (@)= f@)+ ﬂjk(t, $)x, ,(s)ds, n=12,... 4.2)

seklinde tamimlanan (x,) dizisi, x fonksiyonuna [a,b] araliginda diizgiin

yakinsaktir ve her t e [a,b] igin,

G LN P
1-|AMm -

x ()—x" (z)| <

esitsizligi dogrudur.
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4.1. Ornek
1
x(t) = %H—%!tsx(s) ds 4.3)

integral denkleminin ardisik yaklasimlar yontemi ile ¢oziimiinii bulalim.
Coziim

Denklemin cekirdegi,

k(t,s)=ts, G={(t,s)e IR* :0< 1,5 <1}

tizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

1
M = max{]l|ts|ds 05, s< 1}

0

zmax{L:OStSI}:
2

N | —

olur. Buna gore, /1:% oldugundan, 0!:|2|M :i<1 dir ve dolayisiyla Es. 4.3

denkleminin [0,1] tizerinde siirekli bir tek x* ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimii, terimleri

Es. 4.2 formiilleri yardimiyla tanimlanan (xn (1)) dizisinin limiti olarak bulalim.

X, () =0 olsun. Bu durumda Es. 4.3 e gore,

5. 5
x,(t)= gt+z|).tsx0(s)ds = gt



59

5 ¢ 5 1
x, (1) = gt+_([tsx1(s)ds = EI(HEJ

5.1 5(,1 1
x3(t):gt+jtsx2(s)ds:g,(1+g+_2j

0

5 5 1 1
=314 om0 =14 o )

0

olur. Buradan da,
. . . 1
x (t)=limx, ()= hmt(l_6_"j =t
dir. Eger x,(¢) =1 ise,
x()=t, x,(t)=t,..., x, () =t,...

olur. Boylece, denklemin ¢6ziimii hemen bulunur.

Goriildiigii  gibi baslangic yaklagiminin  basarili  secimi, integral denklemin

¢Oziimiiniin ardisik yaklasimlarin limiti olarak hesaplanmasi prosesini kisaltmaktadir.
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4.2. Ornek

b
x()=t+ ﬂj.x(s) ds 4.4)

integral denklemini ardigik yaklagimlar yontemi ile ¢ozelim.

Coziim
Denklemin ¢ekirdegi k(¢,s) =1 ve a =0, b :% dir.

4 y o
E|).|k(t,s)| ds = _([ds = 5

oldugundan, M :% olur. 0{=|/1|% oldugundan |ﬂ|<2 ise, Es. 4.4 denkleminin

{O,%} iizerinde siirekli tek bir x"(r) ¢6ziimii vardir. Bu ¢oziimii, terimleri Es. 4.2

formiilleri yardimiyla tanimlanan (xn (1)) dizisinin limiti olarak bulalim. x,(t)=t

olmak iizere,

% 2
xl(t)=t+ﬂjx0(s)ds=t+§
0

) 2

A A
xz(f):l‘+/12').xl(s)ds=t+§+g
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% 2 n
xAO:t+lj%4@ﬂB:t+§+£;+m+ A
0

16 8.2""

dir. |4/ <2 oldugunda, lim (ij =0 oldugundan,

n—oo

A
42-2)

X' (t)=limx, (t) =1+

olur. O halde, |/1| <2 igin x"(¢) fonksiyonu, verilen integral denklemin ¢6ziimiidiir.

4.2. Lineer Volterra integral Denklemleri
x(1) = f (1) + A k(t, 5) x(s)ds (4.5)

seklinde ikinci cesit Volterra integral denklemi verilmis olsun. Burada k(z,s) ve
f () fonksiyonlar1 sirayla G = {(t, s)eIR* :a<t<b,a<s< t} ve [a,b] izerinde
bilinen siirekli fonksiyonlar, x(¢#) bilinmeyen fonksiyon, A ise herhangi sayisal

parametredir.

Formalite olarak Es. 4.5 denklemi, Es. 4.1 Fredholm integral denkleminin 6zel bir

seklidir. Bunun i¢in s >¢ oldugunda, k(z,s) =0 olmalidir. Es. 4.1 denkleminde A
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sayisal parametresinin ¢ok kiiciik degerleriyle yetindik. Fakat, Teorem 2.12 den
dolayr Es. 4.5 denkleminin her bir A€ IR sayisi igin ¢Oziimiiniin varligi ispat

edilebilir. x(r)e C([a,b]) igin,
Ax(t) = £ (0)+ A k(1,9)x(s)ds , t € [a,b]

seklinde tanimlanan A:C([a,b])— C([a,b] ) operatdriine bakalim.
M =max{[k(t,5)|:a <1, 5 < b}

olsun. x, (1), x,(t) € C([a,b]) igin,

|Ax, (1) = Ax, (1) = ﬂ'(i;k(t, )x, () = x,(5)]ds

=M@ -a)|x x|

oldugu elde edilir. Buradan,

|A%x, (1) = Ax, ()] = |A(Ax, (1) = Ax, (1))

- ﬂjk(t, 9)[Ax, (s) = Ax, (5)]ds

< |/1|Mj|Ax1 (s)— Ax, ()| ds

< |/7,|2M2J.(s—a)||x1 —x,||_ds
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2
=|ﬂ|2M2 (t—a)

e =]
ve genel olarak,

(I — a)"'l
l ||xl _x2||m

A"x,(t)— A"x, (t)| <|A"m"

(M @B -a)"

olur. Buradan, ¢, = ‘
m!

olmak iizere,

R A

oldugu elde edilir. Her bir A € IR i¢in 6yle m dogal sayisi segilebilir ki lim &,, =0

m-—oo

oldugundan ¢, <1 olur. Dolayisiyla, A" operatori, (C ( [a,b] ),|| . ||m ) lizerinde
biiziilme doniigiimii olur. Teorem 2.12 den dolay1 Es. 4.5 denkleminin V A€ IR igin

tek bir x* e C( [a,b]) ¢Oziimii vardir ve her baslangic x, € C ( [a,b]) fonksiyonu i¢in

terimleri,
x,(6) = f(O)+A[k(t,9) %, (s)ds, n=12,... (4.6)

biciminde tanimlanan (xn (t)) dizisi x'(¢) fonksiyonuna [a,b] iizerinde diizgiin

yakinsaktir ve Vte [a,b] icin,

a,
-

m

lx, ()= x"(1)| <

||xl - xo||m

esitsizligi dogrudur. Kabul edelim ki,
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x,®)—-x,_O=y, ), n=12,..

olsun. x,(t) = y,(t), y,(t) = f(¢) olmak lizere,

50 =Y y,0). @7
ve
¥, (0= [k(t:5)y,, (s)ds. n=12.... 4.8)

olur. Ayrica,
k(t,s)=k(t,s)

Kt (1) = [K(t, 2Dk, (2,8)dz, =12,

bagintilar1 yardimiyla belirlenen ve ardisik ¢ekirdekler olarak adlandirilan &, (¢,s),

k,(t,s), k,(t,s),... fonksiyonlar: yardimiyla Es. 4.8 iterasyon prosesi,

(0= [k, (.9 f(s)ds, n=12....

seklinde yazilabilir.

4.3. Ornek

x)=f)+A j e x(s)ds (4.9)
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ikinci cesit Volterra integral denkleminin ardisik yaklagimlar yontemi ile ¢oziimiinii

bulalim.

Coziim

Her b > 0 sayisi i¢in k(z,s) = e fonksiyonu
G={(ts):0<t<b,0<s<1t}

tizerinde siirekli ve

M= max{e"“ :0<s,1< b}z e’

oldugundan, her bir A€ IR i¢in 6yle m dogal sayist vardir ki,

(|4lpe” )"

m!

<1

dir. Dolayisiyla, Es. 4.9 denkleminin bir tek x*(r)e C( [a,b]) ¢Oziimii vardir. Bu
¢Oziimii, terimleri Es. 4.7, Es. 4.8 seklinde tanimlanan (xn (t)) dizisinin limiti olarak

bulalim.
k (t,s)=e""
ks (t,9) = [ k(t, )k (z,9)dz = € (t = 5)

_t -z z—s _ t-s (t_s)z
k3(t,s)—je e (z—s)dz=¢e BT

_1t 1=z z—§ 2 _
k4(t,s)—5!e e (z—s)dz=e 3
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veya genel olarak,

k. (ts)=e" =) i,

n!
oldugu elde edilir. Bu durumda,
x,)=y,O)+Ay,®)+...+ A"y (1)

= FO+A[ky(t,5) f(s)ds + ...+ X' [k, (1) f (s)ds

t 2 2 n n
=f(t)+ﬂj.et_“(l+ /w_s)+ A=) +...+M—_S)Jf(s)ds
) I 2 !

olur. Buna gore, Es. 4.9 denkleminin ¢6ziimii,
X' =limx, () = f(t)+ A j M) £(5) ds
0

olur.
4.3. Lineer Olmayan Fredholm Integral Denklemleri

Lineer olmayan,
b
x(t)= A j g(t, s, x(s))ds (4.10)

integral denklemi verilmis olsun. Burada g(z,s, x),

G={t,s,x)e IR* :a<t,s<bh—oo< x<oo}
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tizerinde tamimh bilinen fonksiyon, x(¢) bilinmeyen fonksiyon, A ise herhangi bir

sayisal parametredir.

4.1. Teorem

g(t,s,x) fonksiyonu G {iizerinde siirekli ve

Y(t,5,%),(6,5,%,)€G,, G, ={(t,s,x)€ IR :a<t,s <b,[|<r}, (r>0)

igin,

|g(t,s,x1)—g(t,s,x2)|SL|x1 —x2| “4.11)

olacak sekilde L >0 sayisi varsa, Es. 4.10 denkleminin |/1| < A, oldugunda C([a,b])

uzayinda bir tek x"(¢) ¢oziimii vardir. Burada,

b
A = min{ 1 ! }, L = max{j|g(t,s,0)|ds 11, 8€ [a,b]}

L(b—a) rL(b—a)+L,

dir. Herhangi baslangic x, € {C ( [a,b] ). ||x||m < r} fonksiyonu i¢in terimleri,
b
x,(t)= ﬂjg(t,s,xn_l (8))ds,n=12,... 4.12)

seklinde tanimlanan (xn (1)) dizisi, x"(r) fonksiyonuna diizgiin yakisaktir ve

n

o
o ||x1 ~ X

IN

a=|AL®b-a) (4.13)

B
oo
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esitsizligi dogrudur.
Ispat

C( [a,b]) uzayinin S_,(é?) = {x e C( [a,b] ): ||x||m < r} kapal1 yuvarinda,

Ax(t) = A[ g(t,5,x(5))ds , 1€ [a,b] (4.14)

seklinde tammli A operatoriine bakalim. A(S_,(é?))c S_,(é’) oldugunu ve A nin

biiziilme doniistimii oldugunu gostermeliyiz. x e S_r(ﬁ) icin,

|Ax(t)| < |/1|'f|g(t, s, x(s))|ds

b b
< |/1|J.|g(t, s, x(s))— g(t, s,0)| ds + |/1| “g(t, s,0)| ds

<AL ®-a)|y_ +L,)

<|A(rLb-a)+L,) (4.15)

oldugu elde edilir. Burada Es. 4.15 den goriildiigii gibi, [A|(rL(b—a)+L,)<r ise
A(S_,(G))c S_r(ﬁ) olur. x,, x, € S_,(é’) fonksiyonlart icin Es. 4.11 kosuluna gore,

b
|Ax, (1) = Ax, (0] < |4 [ |3 (6, 5,3, () — (6, 5,x, (5))| ds

<|AL|jx, = x,|_(b-a)

<alx, —x,|_, a=[AL®-a)
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oldugu elde edilir. Dolayisiyla, & <1 oldugunda Es. 4.14 seklinde tanimlanan A

operatorii, S_,(ﬁ) tizerinde biiziilme doniisiimii olur. Buna gore, |/1| < A, oldugunda,
Es. 4.10 denkleminin bir tek x"(r)e C( [a,b]) ¢coziimii vardir ve terimleri Es. 4.12
biciminde tanimli (xn (1)) dizisi, x"(r) fonksiyonuna [a,b] iizerinde diizgiin

yakinsaktir ve Es. 4.13 esitsizligi dogrudur.

4.4. Ornek

1
x(t) =145 [ —ds (4.16)

1
3914+ x%(s)
integral denkleminin ¢oziimiinii bulalim.

Coziim

g(t,s,x) = fonksiyonu,

1+ x*
G={(t,s,x):—1£t,s£1, —oo<x<oo}
tizerinde siireklidir. g(z,s,x) fonksiyonunun x e gore kismi tiirevi,

dg _ 2tsx

x (+x2)°
G izerinde sinirlidir.

Jdg
o0x

<1, (,s,x)eG

_ 2tsx
(1+x%)?
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Bu durumda, g(z,s,x) fonksiyonu, L =1 katsayist ile Es. 4.11 Lipschitz kosulunu

saglar.

A==,a=-1b=1ve 0{=|/1|L(b—a)=§<l ise,

1
3,

11 ts
Ax(t)=1+4—|——ds, te|-11 4.17
x(1) 3;'.11+x2(s)s [-11] 4.17)

operatoril herhangi bir » >0 sayist icin S_r(ﬁ) = {xe C( [— 1,1]):||x||m < r} izerinde

biiziilme doniisiimii olur.
1
L= max{“g(t, 5.0)|ds:te[- 1,1]}
-1
1
= max{'“t s| ds:te [— 1,1]} =1
-1

oldugundan her bir r = 4 sayisi icin Es. 4.17 formiilii ile tammmli1 A operatorii,
S,6)={xe c([-11]): | < r}

yuvarin1 kendisine doniistiiriir. O halde, Teorem 4.1 e gore Es. 4.16 denkleminin,
C( [—1,1]) uzayinin S_,(é’) yuvarinda bir tek x (f) ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimii,

terimleri,

1 ts
xn(t)=l+—j—ds, n=12,..

371+ xf_l (s)

seklinde tanimlanan (xn (t)) dizisinin limiti olarak bulalim. x, () =1 ise,
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xO =1, x5,0=1, 5@ =1,.,x,@=1,.

oldugu aciktir. Buradan, Es. 4.16 denkleminin ¢6ziimii,
x(t)=limx, (t)=1
olur.

Es. 4.10 denkleminde g(t,s,x)=m(t,s)f(s,x) olsun. Burada, m(z,s) ve f(s,x)

fonksiyonlar1 sirasiyla,

D:{(t,s):aSt,sSb} ve

D, :{(s,x)e IR? :aSsSb,—oo<x<oo}

tizerinde siirekli fonksiyonlardir.

Bu durumda, Teorem 4.1 su sekilde yeniden ifade edilebilir.
4.2. Teorem

m(t,s) ve f(s,x) fonksiyonlar: sirasiyla D ve D, iizerinde siirekli iseler ve her

(s,x,),(s,x,)€ D, . :{(s,x)e IR :a<s<b,—r,<x< ro}, (r, >0) i¢in

|f(s,x) = f(s,x)| < l|x, —x, (4.18)

olacak sekilde [ > 0 sayis1 varsa, lineer olmayan



x(1) = /1_'. m(t,s) f (s, x(s))ds

Hammerstein denkleminin,

¢6ziimii vardir. Burada,

1 T,

A, = min{

M = max{|m(t,s)| cas<ts< b},

b

I, = max{ j Im(t,s) f (5,0)|ds : 1,5 € [a,b]}

dir. Herhangi baslangic x, € C ( [a,b]), ||x0||m < r, fonksiyonu i¢in terimleri,
b

x, (1) = ﬂj mt, ) f (s, X, (s))ds,n=12,...

seklinde tanimlanan (xn (t)) dizisi, x"(¢) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir ve

a, =|Mi(b-a)<1

olmak iizere,

%
1-¢«,

.
X, —X "W < ||x1 —x()"oo

esitsizligi dogrudur.

MI(b—a) r,MI(b—a)+I,

72

/1|</10 oldugunda, C([a,b]) iizerinde tek bir x"(¢)
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4.4. Lineer Olmayan Volterra integral Denklemleri

Lineer olmayan,
x(0) = f()+[ gt 5,x(5))ds ,0<t<T (4.19)
0

Volterra integral denklemi verilmis olsun. Burada, x(¢) bilinmeyen, g(z,s,x)

fonksiyonu,
G ={(t,s,x)e IR*:0<t,s ST,—oo<x<oo}

tizerinde, f(¢) fonksiyonu ise, [O,T] tizerinde siirekli fonksiyonlar ve ek olarak

Y (t,5)€ [0,T]" ve Vx,ye (—o0,00) igin,
|g(t,s,x) —g(ts, y)| < a(t,s)|x— y| (4.20)

olacak sekilde [O,T]2 iizerinde negatif olmayan ve siirekli a(¢,s) fonksiyonu vardir.

x()e ¢([0,7]) igin,
Ax(t) = f(t)+ j g(t,s,x(s))ds, te[0,T]

seklinde tanimlanan A : C( [O,T] )— C( [O,T]) operatoriine bakalim ve xe C( [O,T])

fonksiyonunun normunu,
I, = max{e‘Ll’|x(t)| ite [O,T]} (4.21)

seklinde tanimlayalim. Burada, L, herhangi bir pozitif sayidir.
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Her bir xe C([0,7]) igin,

|l <[, <.

esitsizligi dogru oldugundan, C([0,7]) tizerindeki |.||, ve |.|_ normlart denktirler.

x,ye C( [O,T] ) fonksiyonlari icin Es. 4.20 kosuluna gore,

|Ax(t) = Ay(0)| < [|g (e, 5,x(9)) = g (1.5, y(9))] ds
< Ia(t,s)|x(s) — y(s)| ds

t
< ||x - y”Ja(t, s)e"*ds
0

oldugundan,

e |Ax(t) - Ay(t)| < ||x - y"* e J. a(t,s)e™ds

0

ve dolayisiyla,
Jax—ay]. <afx-».

a= max{e‘L"Ia(t, s)e"ds:te [O,T]}

0

oldugu elde edilir. Eger a(t,s) = L > 0 ise,
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Lt _-LT
o = max M:te [O,T] :M
Ll Ll

dir. Eger a<l1 ise, (a(t,s)=L>0 oldugunda L<Ljise) A operatorii

(c([a,]),

teoremine gére, Es. 4.19 denkleminin bir tek x"(r)e C( [O,T]) ¢Oziimii vardir ve her

||*) uzaymda biiziilme doniisiimii olur. Buna gore, Banach sabit nokta

baslangi¢ x,(t) e C( [O,T]) fonksiyonu i¢in terimleri,
x, ()= f(1)+ j g(t,s,x,_(s))ds, n=12,.. (4.22)
0

biciminde tanimlanan (xn (1)) dizisi x" fonksiyonuna Es. 4.21 normuna gore [O,T]

araliginda diizgiin yakinsaktir ve

n
< a
* l-a

B
X, —X

n

e, = x, (4.23)

*

esitsizligi dogrudur.

Es. 4.19 denkleminde g(¢,s,x)=n(t,s) h(s,x) olsun. Burada, n(t,s) ve h(s,x)
fonksiyonlar1 sirasiyla [O,T]2 , G= {(s,x) €IR*:0<s<T,—o0<x< oo} iizerinde

siirekli fonksiyonlardir ve Vs e [O,T] ve Vx, y € (—o0,00) icin,
(s, %) = s, y)| < a(s)|x =y

olacak sekilde [O,T] tizerinde negatif olmayan ve siirekli a(s) fonksiyonu vardir.

Buna gore, a(t,s) =|n(t,s)|a(s) oldugundan,
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a= max{e““’ﬂn(t, s)a(s)e™ds:te [O,T]}
0

olur. V(t,5)€ [0,T]” icin |n(t,s)| < L ve Vse [0,T] i¢in a(s) <1 ise,

olur. Ayrica,
Ax(t) = f(O)+ [n(t, ) h(s,x(5))ds , xe C([0.7])

operatoril igin,
|Ax— Ay, <afx-y],
oldugu elde edilir. Eger a<1 ise, (V(t,5)€[0,T]* icin |n(t,s)| <L ve a(s)<I

oldugunda L/< L ise) A operatorii biizilme doniisiimii olur. Buna gore, Banach

sabit nokta teoremine gore,
x(t) = F(H) + j n(t, s)h(s, x(s))ds (4.24)
0

denkleminin bir tek x*e C( [O,T]) cOziimii vardir ve her bir baslangig

x,€C ( [O,T]) fonksiyonu icin terimleri,

%, (1) = £+ [n(t,)h(s,x,,(5))ds .n =1.2....
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biciminde tanimlanan (xn (1)) dizisi, x* fonksiyonuna Es. 4.21 normuna gore

yakinsaktir ve Es. 4.23 esitsizligi dogrudur.

Not

Es. 4.19 ve Es. 4.24 denklemlerinin C( [O,T]) uzayinda incelendigi zaman bu uzayin
||||w normuna denk olan ||||* normuna bakilmasindaki esas amag¢ daha genis bir

[O,T] araligin1 kapsamaktir.
Not

Banach sabit nokta teoremi yardimiyla Es. 4.19 denkleminin Lz([O,T]) uzayinda

¢Oziimiiniin varlig: ve tekligi problemleri incelenebilir. xe L, ( [O,T] ) icin,

1

I, =( | xz(t)dtjz dir.

V(r,s)e[O,T]2 ve Vx,ye (—oo,00) icin Es. 4.20 esitsizligini saglayan af(z,s)

fonksiyonu ve Vte [O,T] ve Vxe LZ([O,T]) fonksiyonu icin,

t

jg(r, s,x(s))ds

0

<n(r)

olacak sekilde n(¢r) fonksiyonu ve ek olarak V¢ e [O,T] igin,

j.nz(s)ds < pz,].(jaz(t,s)dsjdt <q’
0

0 0

olacak sekilde p* ve ¢* pozitif sayilar1 gz oniine alnsin.



78

fe L,([0.,7]) oldugunda, V xe L,([0,7]) fonksiyonu igin,

1
2

0

U[Ax(s)]zdsJ2 _ mf (s)+j g(s,f,x(g))d(:} ds}

1

2

ﬁg(s,f,x(f))df} dsj +(].f2(S)dSJ

IN
S —

INA

h%wﬁJ+wm

0

< p+|sl,
oldugu elde edilir. Buradan A: L, ( [O,T ] ) — L, ( [O,T]) oldugu agiktir.

Her x,ye L, ( [O,T]) icin Es. 4.20 esitsizligine gore Holder esitsizligini kullanirsak,

T[Ax@)_Ay<s>]2ds:}ﬁ(g(s,g, x&)- g(s,f,y(é)))df} ds

0LO0

iﬂa@h@yy@mz}ﬁ

IN
O ———y

IN
O ey

j a’(s,§)d§ jlx(f) - y<§>|2d§} ds

0 0
) T| s
<|x-», j{ja%s,f)df}ds
0L0
<q*|x—y;

dolayisiyla,
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|Ax = Ay|, <qlx—y],

oldugu elde edilir. Eger g<1 ise, A operatorii biizilme doniisiimii olur. Bu
durumda, Banach sabit nokta teoremine gore, Es. 4.19 denkleminin bir tek
x'e Lz([O,T]) ¢Oziimii vardir ve her baslangic x,(¢)e Lz([O,T]) fonksiyonu i¢in
terimleri Es. 4.22 formiilleri yardimiyla tanimlanan (x” (1)) dizisi, x* fonksiyonuna
yakinsar ve

X, —X

n

qn
, S E"xl = x|,

esitsizligi dogrudur.
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5. LINEER OLMAYAN iNTEGRAL DENKLEMLERIN SUREKLIi
COZUMLERININ VARLIGI UZERINE

Bu boliimde, bazi lineer olmayan integral denklemlerin kompakt araliklar {izerinde
siirekli ¢ozlimlerinin varligi incelenmistir. Ayrica, 6zel olarak lineer olmayan

Volterra integral denkleminin siirekli ¢6ziimiiniin varhigi ve tekligi incelenmistir.

Bu boliimiin ilk kisminda, asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denkleminin

siirekli ¢oziimiiniin varlig1 incelenmistir.
b
x(r):f(z)+jg(z,s,x(s))ds,—oo<asz3b<+oo (5.1)

Burada f(.)e C( [a,b]) dir. Bu kisimda, Es. 5.1 denkleminin iki durumu incelendi.
[k durumda, g(t,s,x) fonksiyonu iizerindeki bazi kosullar kullanilir. Burada gerekli
olan g(z,s,x) in x e bagh olarak sinirli olmasidir. Buna gore, Schaefer sabit nokta
teoremi kullanilir ve C( [a,b]) ye ait bir ¢oziimiin varlig1 ispat edilir. ikinci durumda,
g(t,s,x) in x e bagl olarak simirh olmasi kuvvetli kosulu, zayif bir kosul ile
degistirilir. Bu durumda, Es. 5.1 in siirekli bir ¢oziimiiniin varligim ispatlamak igin
C( [a,b]) uzayi {izerinde yeni bir norm tanmimlanir ve Schauder sabit nokta teoremi

kullanmlir.

Bu boliimiin ikinci kisminda, asagidaki lineer olmayan Volterra integral denkleminin

siirekli ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi incelendi.

x(r):f(z)+jg(z,s,x(s))ds,—oo<asz3b<+oo (5.2)

Burada, f(.)e C( [a,b]) dir. Es. 5.2 nin ¢6ziimiiniin varliginin ispatinda ana kisim,

Gronwall esitsizligi ile Leray-Schauder prensibinin birlesimidir. Ayrica, Es. 5.2 nin
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¢Oziimlerini iceren C ([a,b]) nin kapali bir yuvari iizerinde 7" biiziilme olacak

sekilde bir ne IN varoldugunun gosterilmesiyle Es. 5.2 nin ¢6ziimiiniin tekligi ispat

edilir.
5.1. Lineer Olmayan integral Denklemler i¢in Varlik Sonuclari

Lineer olmayan Fredholm integral denkleminin siirekli ¢oziimiiniin varligi icin ilk

sonug asagidaki teoremle verildi.
5.1. Teorem

Lineer olmayan,
b
x(r):f(z)+jg(z,s,x(s))ds,—oo<asz3b<+oo (5.3)

Fredholm integral denklemini géz oniine alahm. Burada, f(.)e C( [a,b]) dir.

g(t,s,x) fonksiyonunun asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim.

?)—g(t,s,x)

t ), (5.4

<V, (0)V, () w|x

B

d
j <V,()V,(s)8(|H]), ‘a_i (1,5, %)

sup@ g(t,s,x)

Burada, V,(.)e C( [a,b]) ve V,()e Ll([a,b]) dir. ¢(.), [0,+oo) izerinde smirh ve
pozitif bir fonksiyon ve w(.), [0,+oo) izerinde siirekli ve pozitif bir fonksiyondur.

Yukaridaki kosullar altinda, Es. 5.3 denklemi C( [a,b]) de bir ¢oziime sahiptir [14].
Ispat

[k olarak,
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Tx(t) = £ () + [ g(t,5,x(s))ds

ile C ([a,b]) tizerinde bir 7 operatorii tanimlariz. Teoremin ispatim1 iki adimda

yapalim.

Birinci Adim: Bu adimda, T : C( [a,b])—) C( [a,b]) operatoriiniin siirekli oldugunu
ispat edecegiz. ilk olarak, x(.)e C( [a,b]) icin  Tx(.)e C( [a,b]) oldugunu

gosterecegiz. (t,), [a,b] araliginda ¢ ye yakinsayan bir dizi olsun.

[Tx(e,) = Tx ()| <| £ (2,) = ()| + [ |2 (2,5, x() = g (2,5, x(5))| ds (5.5)

ve

1g(t,.5.x(5)) = g(t,5,x(5))| < |8 2, 5. x(5))| +| g (¢, 5, x(5))|
<[V,t,)+V, 01V, () 9(|x(5)])
=2|v|.V,(s)M, e L ([a,b])

dir. Buna gore, g(z,s,x) in t ye bagl olarak siirekliligini kullanarak Es. 5.5 e

Lebesgue yakinsaklik teoremini uygularsak,

n—+ oo

b
lim [Tx(t,) — Tx(1)] < lir+nm| fa)-fal+ j lir+nm|g(tn,s,x(s))—g(t,s,x(s))|ds

sonucu c¢ikar. Buradan, Tx(.)e C([a,b]) dir. Simdi, 7 operatoriiniin C( [a,b])

izerinde siirekli oldugunu gosterecegiz. x, (.)€ C( [a,b]), x(.) ya diizgiin
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yakinsayan bir dizi olsun. C ( [a,b]) tam oldugundan, x(.)e C ( [a,b]) dir. Buradan,

Vte [a,b] icin,
|Txn ®) —Tx(t)| < “g(t,s,xn (s))— g(t,s,x(s))| ds

s°n

< j|x,, (s) = x(s)| 3—i(t,s,9 x,(s)+(1-6,)x(s))|ds, 0< 8 <1

<

b
x, =2 Vil [Va wll6,x, () + 1= 6)x(s)] )ds

sonucu cikar. x, (.), x(.)e C( [a,b]) ye diizgiin yakinsadigindan Vse [a,b] icin

, [O,+ o0) un kompakt bir K kiimesinin i¢inde kalir. Ayrica,

0.x,(s)+(1-86,)x(s)

s°n

v(), [0,+oo) tizerinde siirekli oldugundan , bir M, sabiti vardir dyle ki Vne IN

0.x,(s)+(1-6, )x(s)| ) <M, sonucu cikar. Onceki iki

s

ve V6 e(0]) icin w(

esitsizligi birlestirirsek asagidaki sonucu elde ederiz.
7, =T <, = [Vi[IV2], M,
veya esdeger olarak, T operatorii C( [a,b]) tizerinde siireklidir.

Ikinci Adim: Bu adimda, Schaefer sabit nokta teoremini kullanarak 7' nin C( [a,b])
de bir sabit noktaya sahip oldufunu gosterecegiz. Ik olarak, Arzela-Ascoli
teoreminden 7 nin tamamen sinirli oldugunu ispatlariz. Bunun i¢in sadece,

F= {Txn :ne IN} kiimesinin essiirekli oldugunu ve C( [a,b]) nin diizgiin sinirlt her

(x,) dizisi i¢in simirh oldugunu gostermeliyiz.

[T, () = Tx, (@) =| £ () = F @) + [[2(t,5,%,(5) - g (2,5, x,(5))]ds
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b
< |f(z)—f(r)|+j|r—r|‘%—f(r+e,(r—r),s,x,,(s)) ds,0< 6, <1
<|fo-rf@[+t-d[v[.[v[, M,
oldugundan,

lim(Tx, (1) - Tx,, (7)| = 0

dir. O halde, F essiireklidir. Ayrica agiktir ki, (x,) smirliysa F sinirhdir. O halde

F, essiirekli ve sinirli olduguna gore tamamen sinirlidir. Buna gore T, C ( [a,b])
izerinde tamamen sinirhidir. Sonug olarak, 7 tamamen sinirh ve siirekli oldugundan
C([a,b]) iizerinde tamamen siireklidir. £ ={xe C([a,b]), I A€ (0,1): x = ATx} ile

£ kiimesini tamimlayalim. € nun sinirl oldugunu gosterelim.

u(.)e € olsun. Buradan, Vte [a,b] icin,

ju(o)| = |ATu)| < £]. + [|g (e, 5,u(s))| ds
<171 + M1 V2), sufoc)

<|£+IvilIva ] a,

dir. Buna gore, £ kiimesi sinirhidir. Buna gore, Schaefer sabit nokta teoreminin
uygulanmasiyla, 7 nin C( [a,b]) de bir sabit noktaya sahip oldugu veya esdeger

olarak Es. 5.3 iin [a,b] tizerinde siirekli bir ¢oziimil vardir sonucu ¢ikar.

¢(.) smirliligiyla Es. 5.4 kosulu, Teorem 2.8 in bir sinirlamasidir. Bununla birlikte,

uygun yeni bir ||||ﬂ normu ve Schauder sabit nokta teoremi kullanmilarak, zayif
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kosullar altinda onceki teoremlerin sonuclar1 daha genel lineer olmayan integral

denklemleri icin verilebilir.
5.2. Teorem

Lineer olmayan,
b
x(l)zf(t)+'[g(t,s,x(s))ds,—oo<aStSb<+oo (5.6)

integral denklemini géz 6niine alahm. f(.)e C( [a,b]) nin sinirh oldugunu, g(z,s, x)

in ¢ ye bagli olarak siirekli oldugunu ve asagidaki kosullart sagladigini kabul edelim.

lg(t,5,| <V, )V, () 9(|]), 3—i(r, 5,0 <V, )V, ) yl[]) » (5.7)

Burada, V,(.) pozitif, smirl, dl¢iilebilir bir fonksiyon ve V,(.)e Ll([a,b]) dir. ¢(.),

pozitif ve olciilebilir fonksiyonu,

supM:L<+oo (5.8)

x20 X

kosulunu saglar ve ¥(.), [0,+oo) izerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyondur. Ayrica

kabul edelim ki, asagidaki kosulu saglayan sifirdan farkli, siirekli, pozitif ve sinirl

bir x(.) fonksiyonu var.

1
<t (5.9)

v
Vi-adl.|

1

Bu kosullar altinda, lineer olmayan Es. 5.6 integral denklemi, C( [a,b]) de bir

¢Oziime sahiptir [15].
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Ispat

flk olarak, X =C( [a,b]) de ||||ﬂ normunu ||x||# = sup |,u(t)x(t)| ile tamimlayalim.
tefa.b]

X :(C( [a,b] ), ||ﬂ) Banach uzayidir. r 20 daha sonra sabit olarak alacagimiz

pozitif bir reel say1 olsun ve B, :{xe C([a,b]):"x"# < r} ile X in bir B, alt

kiimesini tanimlayalim. A¢iktir ki B,, X in kapali ve konveks bir alt kiimesidir. T

operatOrii B, lizerinde,

Tx(t) = £ () + [ g(t,5,x(s))ds

ile tanimlansin. Kolayca goriilebilir ki 7', B, nin siirli kiimelerinden rolatif
kompakt kiimelerine bir doniisiimdiir. Schauder sabit nokta teoremine gore, Es. 5.6
denkleminin bir ¢oziimiiniin varligim ispat etmek i¢in 7€ C(B,,B,) oldugunu
gostermek yeterlidir. ilk olarak, x(.)e C( [a,b]) icin Tx(.)e C( [a,b]) oldugunu ispat

edelim. (¢,), [a,b] de ¢ ye yakinsayan bir dizi olsun. M sadece ¢@(.) ve |x(.)|

o>

tizerinde tanimli bir sabit olmak iizere Vne IN igin,

l8(t,.5, ()| SV, G )Va ()M, <[V M, Vi(s)e L([a.b]), (5.10)

o1

ve f()e C( [a,b] ) oldugundan Lebesgue yakisaklik teoremine gore,

n—+ oo

b b
lim 7x(z,) = lim f(1,)+ j lim g(t,, 5, x(s))ds = f (1) + j g(t,5,x(s))ds (5.11)

sonucu ¢ikar. Sonug olarak, 7x(.)e C ([a,b]) dir. Simdi, T nin ||||ﬂ normuna gore

B, izerinde siirekli oldugunu gosterelim. (x,), ||ﬂ normunda x e yakinsayan B,
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nin bir dizisi olsun. (Br , ||ﬂ) tam oldugundan xe€ B, dir. Bununla birlikte,

[, =7, = sup

u@)[[2(t,5,x,(9) = g(t, 5, x(s))lds

98 (1.5.6,x,(5)+ (1- 6, )x(s))
ox

x,(s) —x(s)| ds, 8. € (0,1)

b
< '
sup Ju )I£

b
V.
< SFIZ]|/¢(¢)| [Vi)u(s)lx, (5)= x(s)| %w( 6,x, (s)+(1—6,)x(s)| )ds
V.
<, sm]w( 8,x,(5)+ (1= 6,)x(s)| )|, =] |2 (5.12)
s€la, 1
olur. u(.), sifirdan farkl, sinirli ve siirekli oldugundan aciktir ki (x, ), || . ||ﬂ normuna

gore x e yakinsadigindan [a,b] tizerinde diizgiin yakinsaktir. Buna gore, Vne IN

ve Vse [a,b] icin (6 x, (s)+(1-6, )x(s)|, [0,+oo) un kompakt bir kiimesinin icinde

kalir. Bununla birlikte y(.), [0,+oo) tizerinde siirekli oldugundan pozitif bir M,

sabiti vardir 8yle ki Vne IN ve V6, € (0,1) icin, w(|6,x,(s)+1-6)x(s)|)<M,

sonucu ¢ikar. Buradan, dnceki esitsizlik,

V.

[7x, =7, <Vvi], M, 7

X — x”
n u
1

olur. Sonu¢ olarak T, B, lizerinde siireklidir. Geriye 7(B,)c B, ifadesinde r

r

pozitif reel sayisimin se¢imi kalir. xe B, olsun. Buna gore,

1)V, (1) j V, () p(|x(s)| )ds

||Tx|| < sup |,u(t)f(t)|+ sup
S | rela,b]
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b

[
Y p(s)

#(|x()))

ds
o)

<|f1, +Ivil, (5.13)

H()x(s)

V.

Il +vlrn

1

1)
U

J

Buradan, T(B,) c B, kosulu,

s||f||,,+r(L||v1||,,

|71, .
r2 =r,
1=LWi],[v2/ 4

(5.14)

ifadesini saglayan herhangi bir pozitif reel r sayisi i¢in saglanir. Schauder sabit

nokta teoremine gore her r =27, icin B, de T nin bir sabit noktaya sahip oldugu

sonucu cikar.
5.1. Ornek

Lineer olmayan,
x() = f0)+ [t +a)(s+ AIn(l+x7()ds .0<r <1 (5.15)

integral denklemini g6z oniine alalim [14]. Burada f € C( [0,1]), a, B,0<a<l ve

B =0 olacak sekilde iki parametredir. Teorem 5.2 deki ifadeleri kullanirsak,

glt.s,x(s)=(+a) s+ B+ x2(s)), V() =t+a, V,(s) =5+

2x

P(x)=In(1+x%), y(x) =
1+x

2
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olur. ¢(.), L=1 ile Es. 5.8 kosulunu saglar ve w(.), [0,+oo) iizerinde pozitif ve

t

siirekli bir fonksiyondur. Buna gore, u(t)=e™', te [0,1] fonksiyonunu goz Oniine

alalim. Gergekten,

1
Wil Vs, = sup e e+ 0| [ 2L as
refo.1] 0 €

=" J'(ses + Be’)ds
=e“ " [Ble-1)+1]

oldugu goriiliir.

Onceki teoreme gore, e [,B(e—l)+1]<%:1 kosulunu saglayan a ve /S

parametrelerine gore, Es. 5.15 denkleminin siirekli bir ¢6ziime sahip oldugu sonucu

cikar.
5.2. Lineer Olmayan Volterra Denklemi icin Varlik Ve Teklik Sonuclari

g(t,s,x) fonksiyonu {iizerinde bazi kosullar altinda asagida verilen teorem lineer

olmayan Volterra integral denkleminin bir ¢6ziimiiniin varli§ini temin eder.
5.3. Teorem

Lineer olmayan,
x(t)zf(t)+'[g(t,s,x(s))ds,—oo<aStSb<+oo (5.16)

Volterra integral denklemini goz Oniine alalim. Burada f, [a,b] tizerinde stireklidir.
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g(t,s,x) in asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim.

)
). |55 5.2 Vi@V 5w (5.17)

g (1,5, SV, )V, ()¢

Burada, V,(\)e C( [a,b]) ve pozitif, V,()e Ll([a,b]) ve pozitif, w(.), [0,+oo)
tizerinde siirekli ve pozitif bir fonksiyondur. Son olarak, ¢(.) fonksiyonunun pozitif,

suirekli ve

lim 9(y)

y—>+ oo y

=L<+o0

kosulunu sagladigim kabul edelim. Bu kosullar altinda Es. 5.16 denklemi, [a,b]

tizerinde siirekli bir ¢oziime sahiptir [15].

Ispat

X = (e

ve X lizerinde T operatoril,

) [a,b] izerinde siirekli fonksiyonlarin Banach uzayini belirtsin

Tx(t) = f(t)+_[g(t, s,x(s))ds

ile tamimlansin. Teoremin kosullar1 kullanilarak, 7 nin kompakt oldugu ve 7X < X
oldugu kolayca goriilebilir. Leray-Schauder prensibine gore, teoremin sonucunu ispat
etmek igin, 7 nin X iizerinde siirekli oldugunu ve x=ATx, 0<A<1 in her bir
¢oziimiiniin aym1 M >0 sabiti ile smirli oldugunu ispat etmek yeterlidir. C( [a,b])
tizerinde T nin siirekliligini ispat etmek i¢in, 6nceki teoremdeki 7' operatoriiniin

siirekliliginin ispatindaki #() yi 1 almak yeterlidir ve bu ispatin diger adimlarinda

M(t) yine 1 olarak alinir. ¢(.) fonksiyonu,



91

lim 9(y)

y—>+ oo y

=L<+o0

kosulunu sagladigi i¢in, bir A > 0 pozitif sayis1 vardir dyle ki Vu > A i¢in,

o)

<LL
-

olur. xe C([a,b]), 0<A<1 i¢cin x=ATx denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Buna

gore,

(| <|4)| £ )] + |4 |5 e, 5.x(5))] s
<|£]. + [V vy )g(x(s)| s

b b
<|fl+ vl fvacs) sup 9(u)ds +[Vi[ [Va()L'|x(s)| s

b

< Il +IWil. sup ol [+ ] voco)scofas

a

b
<M, + JMZVZ (s)|x(s)|ds

olur.Gronwall esitsizligini kullanarak 6nceki esitsizlikle birlikte,

M|V,

|x(t)| <Me =M
sonucu ¢ikar. M, ve M, , x ¢oziimiinden bagimsiz oldugu igin, x = ATx, 0< A <1
in ¢oziimlerinin aym1 M sabitiyle diizgiin simirli oldugu sonucu ¢ikar. Son olarak,

Leray-Schauder prensibi kullamilarak, X =C ([a,b]) de T nin bir sabit noktaya
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sahip oldugu sonucu cikar. Sonug olarak, Es. 5.16 lineer olmayan Volterra denklemi

[a,b] izerinde siirekli bir ¢oziime sahiptir.
5.1. Onerme

Es. 5.16 lineer olmayan Volterra denklemini goz oniine alalim ve g(z,s,x) in, p >1
icin V, € (L1 mLP)([a,b]) ile Teorem 5.3 iin kosullarim1 sagladigini kabul edelim.
Buna gore, Es. 5.16 bir tek ¢6ziime sahiptir [15].

Ispat

Teorem 5.3 ten bir ¢oziimiin varligi temin edilir. Sonra, Teorem 5.3 iin ispatinda
gosterdik ki, x = Tx in siirekli ¢ozlimleri ayn1 M sabiti ile diizgiin sinirhidir ve sonug

olarak,
B, ={xe C([a.b]):|d_ <M} (5.18)

ile verilen B,, kapali yuvari bu ¢oziimleri icerir. Buradan, Es. 5.16 nin ¢dziimiiniin
tekliginin ispat1 i¢in, n,€ IN i¢in T™ m B,, de bir biiziilme doniisiimii oldugu
gosterilmelidir. Teorem 5.3 iin ispatindaki ifadeler kullanilarak, her x,ye C ( [a,b])
icin,

t

[ls(t.5. 3(5) = (1.5, x(5))]ds

a

[Ty(1) = Tx(1)] =

1

< J|s(t.5.5(9)) = gle.5.x(s))| ds

a

3—g(z, 5,0, y(s)+(1—6,)x(s))|ds, 0< 6, <1
X

< [|y(s) = x(s)
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8, y(s)+(1-6,)x(s)| )ds

< [|y) = x|V, )V, ()

<[y =il supw (ju]) [V (s) s

<|ly =il supw(|uf)|V,-1|, (Holder Esitsizliginden)
ue By,

<l V. swp w1 i,

)
q

<= vl v, foras
]

<L), spwlid)a-o)”

<Clly-. -0 510

oldugu kolayca goriiliir. Benzer sekilde,

72y -1 x(0)] = [ [2 (¢, 5, Ty (9)) - g t, 5. Tx(s))]ds

< “g(t, 5,Ty(s))— gz, s,Tx(s))| ds

< j V,(0)V, (5)[Ty(s) = Tx(s)| sup w(ju] )ds
< ||V1 ||m s1119p (|u| )J‘ v, (s)|Ty(s) - Tx(s)| ds

! )
< Vi sup(ul)fv- ) Clly -l (s —a)"ds



t / q %
<. suplia)cl- xuwwn@{u—a>q}dj
Ja )
sy (5] e-a”

oldugu goriiliir. Benzer sekilde,

% . 2/ 4 %
Poo-rofzely-i (3 {ffe-0*Ta
. 11} ;
<O (33) e-a

oldugu goriiliir. Bu sekilde devam edilerek,

t-ay Y
o =

q_a"%
<l 2l

n!

T y(t) —T"x(t)| <

oldugu kolayca goriiliir. Buradan,

Y/
C'(b-
wS[L—L;ﬁﬁl} I,

olur. Buna gore,

I (e RT0)

n—+ oo n!
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(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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oldugundan, bir n,€ IN var oyle ki T™, B,, iizerinde bir biiziilme doniisiimudiir.

Sonug olarak, 7™ 1n sabit noktasi tekdir. 7™ 1n sabit noktasi, ayn1 zamanda 7' nin
sabit noktas1 oldugundan, 7 nin sabit noktasinin tek oldugu sonucu ¢ikar. Sonug

olarak, Es. 5.16 nin ¢coziimii tekdir.
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6. SONUC

Cauchy probleminin c¢oziimii ile ilgili ilk yaklasim yoOnteminde, Es. 3.1
denklemindeki f fonksiyonunun birinci degiskene gore Lipschitz kosulunu
saglamasi ve f(x,,y,)# 0 olmasi durumunda, Es. 3.1 Cauchy probleminin bir tek

¢Oziime sahip oldugu goriilmiistiir. Buradan, Es. 3.1 Cauchy probleminde siirekli

olan f fonksiyonu i¢in f(x,,y,) # 0 olmak iizere, fonksiyonun birinci dereceden

kismi tiirevlerinden en az birinin D bolgesinde sinirli olmast durumunda Es. 3.1
Cauchy probleminin bir tek c¢oziime sahip oldugu sonucu goriilmiistiir. ikinci
yaklasim yonteminde ise, Es. 3.1 Cauchy probleminin Picard teoremindeki kosullari
saglamasi durumunda, Banach sabit nokta teoremi kullanilarak, tiirev operatorii
yardimiyla Es. 3.1 Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin bulunabilecegi goriilmiistiir.
Sonraki boliimde, ikinci ¢esit homojen olmayan lineer Fredholm ve Volterra integral
denklemleri ile lineer olmayan Fredholm ve Volterra integral denklemlerinin, A
parametresi, k(t,s) ve g(¢,s,x) fonksiyonlan iizerindeki bazi kosullarin saglanmasi
durumunda Banach sabit nokta teoremi yardimiyla bir tek ¢6ziime sahip olduklari
goriilmiigtiir. Son boliimde ise, lineer olmayan Fredholm ve Volterra integral
denklemlerinin g(z,s,x) fonksiyonu iizerindeki bazi kosullar altinda reel kompakt
araliklar tizerinde siirekli ¢oziimlerinin varoldugu ve 6zel olarak Volterra integral

denkleminin siirekli ¢6ziimiiniin tek oldugu goriilmiistiir.
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