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OZET

SABIT NOKTANIN GEOMETRIK YAKLASIMI

Tugba ARSLAN

Yiiksek Lisans Tezi, Erzincan Binali Yildinm Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Nesrin MANAV TATAR
2025, 47 sayfa

Bu tezde Sabit Nokta Teorisi konusunda 1922 yilindan bu yana (Banach, 1922) calisilan
teoremler daha genel metrik uzay yapilarinda incelenmistir. Biiziilme doniisiimleri bu metrik
uzaylarda sabitnokta teoremleri ve 6rneklerini ¢esitlendirmeyi saglamstir. Bahsedilen 6rnekler
sabit geometrik sekiller olarak bilinen elips, ¢ember, hiperbol gibi sekillerin bilinen
tammlarimn bu uzaylarda yeni bir bakis agisiyla yeniden verilmesiyle ger¢eklesmistir. Her bir
seklin icinde yer aldigi metrik uzayin kosullarini saglayan Orneklerin hangi biiziilme
doniisiimleri yardimiyla ve hangi kosullar altinda saglandig agiklanmistir. S-metrik uzayr ve
S,-metrik uzay: tizerinde Proinov tipi E-buizilmesi, Jleli-Samet tipi ve (6, a, B) tipi biiziilme
doniisiimlerinin genellestirilmeleri kullamlarak ilgili kosullar verilmis ve sirasiyla ¢cember,
elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius egrisi Orneklerinde bu biiziilmelerin yapisi

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta Teoremi, Sabit elips, Sabit hiperbol, Sabit gember



ABSTRACT

A GEOMETRIC APPROACH TO THE FIXED POINT

Tugba ARSLAN

Master’s Thesis, Erzincan Binali Yildinm University, Institute of Science and
Technology,
Department of Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Dr. Nesrin MANAV TATAR
2025, 47 pages

In this thesis, theorems that have been studied in the subject of Fixed Point Theory since 1922
(Banach, 1922) have been examined in more general metric space structures. Contraction
transformations have enabled diversification of fixed point theorems and examples in these
metric spaces. The mentioned examples are realized by re-giving the known definitions of
shapes such as ellipses, circles, hyperbolas, known as fixed geometric shapes, from a new point
of view in these spaces. It is explained which contraction transformations and under what
conditions the examples that satisfy the conditions of the metric space in which each shape is
located are provided. The relevant conditions are given using generalizations of Proinov-type
E-contraction, Jleli-Samet-type and (6,a,B) type contraction transformations on S-metric
space and S,-metric space, and the structure of these contractions is studied in the examples of

circle, ellipse, hyperbola, Cassini curve, Apollonius curve, respectively.

Keywords: Fixed Point Theorem, Fixed ellipse, Fixed hyperbola, Fixed circle
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi hakkinda yapilan ¢aligmalar hem matematikgiler, hem de diger uygulamali
bilimler alanlarinda ¢alisan arastirmacilar i¢in uzun siire 6nemini korumustur. Hem matematik,
hem de fizik, biyoloji bilgisayar bilimleri, mithendislik gibi bir¢ok alanda da sabit nokta teorisi

uygulamalarina giiniimiizde kolayca rastlamak miimkiindiir.

X bos kiimeden farkli bir kiime oldugunda T:X — X bir doniisiim olarak verildiginde bu
doniisiimiin bir sabit noktaya sahip olmasi bazi kurallara baglidir: xeX herhangi bir nokta olmak

tizere T (x) = x kosulunu saglayan x noktasina bu doniisiimiin sabit noktas1 denir.

Bugiine kadar ¢esitli yapilar ve uzaylar iizerinde sabit nokta veya noktalarin varlig ve tekligi
ile ilgili galismalar yapilmistir. Geometri dali da bunlardan bir tanesi olmustur. Ornegin sabit
cember, sabit hiperbol, sabit elips, sabit Cassine egrisi vb. Sabit Nokta teorisinden

yararlamlmustir.

Ik kez 1922 yilinda Stefan Banach tarafindan biiziilme doniisiimii kavramu tam metrik
uzaylarda tammlannmus ve sabit nokta teoremi ¢alisilmuistir. Banach Biiziilme Prensibi adini alan
bu kural bir doniisiimiin sabit noktasimn varligini ve tekliginin nasil bulunabilecegini gosterir.
Bu teoremi kisaca ifade etmek gerekirse: (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir biiziilme
doniistimii olsun, o halde her x, yeX i¢in d (T (x), T(y)) < kd(x, y) olacak sekilde bir ke[0,1)

sayis1 bulunabiliyorsa T doniistimii X uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir denir.

Fakat baz: fonksiyonlarda iki tane yani birden fazla sabit nokta ¢ikmustir. Ornegin: T:[0,1] —
[0,1] tammlanms bir doniisiim Tx = x?2 fonksiyonundaki sabit noktalar x = 0 ve x = 1 olmak
lizere iki tane sabit nokta vardir, bdylece sabit noktanin birden fazla olarak ortaya ¢ikmasi
geometrik olarak bunu konuda yorumlama yapmaya iten neden olmustur. Bu ¢alismada ise sabit
nokta teorisindeki biiziilme durumu genellestirilerek b-metrik uzay ve S-metrik uzay
yardimiyla bir S,-metrik uzayr tanimlanmistir ve bu uzayda sabit noktamin varlig ve tekligi

arastirilmustir.

Matematikte hala gelismekte olan bir dal olan, fonksiyonel analiz ve topoloji ile baglantili olan

sabit nokta teorisi, hizla genisleyen dogrusal olmayan operatorler ve dogrusal olmayan analiz



alanlar1 biiyiik dl¢iide sabit nokta teorisine dayanir. Bu bilim dali hala oldukg¢a yenidir ve hizla
biiylimektedir. Sabit nokta teoremleri ve sabit noktalari, topoloji, diferansiyel denklemler,
ekonomi, oyun teorisi, optimal kontrol, dinamik ve fonksiyonel analiz gibi ¢ok sayida alanda
tarihsel olarak temel teorik araglar olmustur. Sabit nokta bulma yontemleri, sabit noktalari
hesaplamak igin etkili yontemler ve kavramlarin yapilan uygulamalar igin biiyiik 6l¢iide dnemli
hale gelmis olmasi dogrulugun gelismesine pareleldir ve bunun sonucunda uygulamali

matematigin birikiminde 6nemli bir ara¢ haline gelmislerdir.

Genel topoloji, kiime teorisi, fonksiyonel analiz ve cebirsel topoloji gibi matematigin 6nemli
alanlari, sabit nokta teoremleri iginideal baglamlar saglayanlardan sadece birkag 6rnektir. Sabit
nokta teoremleri, potansiyel teorisi, yaklasim teorisi, matematiksel ekonomi, oyun teorisi,
diferansiyel denklemler teorisi de dahil olmak iizere ¢esitli disiplinlerde bu alanlardaki sorular
yanmitlamak icin kullamlir. Ayrica integral, diferansiyel veya fonksiyonel denklemler sistemi
konusunda, sabit nokta teoremlerini kullanarak miihendislik ve baska bilimlerden cesitli

sorunlar1 analiz etmek mumkindiir.

Nokta metodolojileri, kontrol sistemleri ve elastikiyet problemleriyle ugrasirken, bu
yaklasimdan oldukca yararlamlmustir. Younis ve digerleri 2022 de ¢ok agsamali bir islemle ilgili
dinamik bir programlama problemini temsil eden bir fonksiyonel denklemi ¢dzdiiler ve bir
roketin yiikselen hareketini gésteren dogrusal olmayan bir modeli agikladilar. Elastik kiris
deformasyonu modeline yonelik ¢oOziimler gelistirebilmek i¢in grafiksel daralmalarini
kullandilar ve esas olarak miithendislik problemleriyle iligkili ¢esitli modeller i¢in ¢oziimlerin
varligi ¢agdas uygulamalara odaklanilarak yapilmistir. Kimyasal reaksiyonlar, sabit durum
sicaklik dagilimlari, salginlar, ekonomik teoriler, ntron tasima teorileri ve akiskan akisi gibi
cesitli alanlarda ortaya c¢ikan fenomenleri temsil eden ¢esitli matematiksel modellerin
(varyasyonel esitsizlikler, integral, kismi ve diferansiyel denklemler vb.) c¢Oziimlerini
gostermek i¢in sabit nokta teoremleri mevcut en 6nemli araglardandir. Ayrica, bu sistemlerin

¢Ozlimii i¢in uygun merkezi se¢menin ne kadar zor oldugunu incelemek i¢in de kullamlirlar.

Poincare’ yi takiben, baslangicta Banach tarafindan kurulan metrik sabit nokta teorisi, metrik
uzaylarda (MS) hem dogrusal hem de dogrusal olmayan ifadeleri kapsayacak sekilde dnemli
oOlgiide genislemistir. 1968’ de Kannan, Banach tarafindan kullamlan tek terimli d (x, y) yerine
d (x,Tx),d (y,Ty) terimlerini kullandi; bunun {izerine Chatterjea teoriyi genisletmek i¢in
d (x,Tx),d (y,Ty) terimlerini kullandi. Ardindan Reich, Banach ve Kannan tarafindan



kullamlan ii¢ terimi birlestirerek biiziilmeyi tanimladi. Daha sonra 2023'te Alam ve arkadaslari
teoriyi genellestirmek i¢in yardimci fonksiyonlar: kullanarak rasyonel daralmalari tammladi.
Metrik uzayin daha da genisletilmesi olarak Sedghi ve arkadaslari, S-metrik uzay tammi
verdiler. S-metrik uzayin G-metrik uzayin bir uzantisi oldugu iddiasi da onlar tarafindan
yapilmistir. Birkag arastirmaciya gore bu iddia yanlhistir. Ek olarak, S-metrik ve G-metrik
siniflarimin her ikisinin de farkli oldugu iddia edilmektedir. b-metrik uzay yeni bir kavram
olarak ilk kez Bakhtin tarafindan gelistirilmistir. Czerwick, Bakhtin tanimindan 6nemli 6l¢tide

yararlanmisgtir.

S-metrik ve b-metrik fikirlerini birlestirerek, Souayah ve Mlaiki S-metrik uzay fikrini
olusturmustur. S,-metrik uzayin daha genis bir tantmu Rohen ve digerleri tarafindan verilmistir.
Aragtirmalar S;,-metrik uzay hakkinda ek bulgular da sunmaktadir. Elbette, tiim bu fikirleri kisa
bir genel bakista ele almak imkansizdir. Bu calismada, metrik kavramimn en ilging
genellemelerinden biriolan S, -metrik iizerinde verilen sabit nokta teorisinin genellemeleri bazi

ornekleriyle beraber ele alinmustir.

Spy-metrik  tammindan Once, sirayla daha anlagilir olmasi amaciyla S-metrik ve
b-metrik terimlerinin tammu verilmistir. Ardindan sabit noktalar1 bulabilmek i¢in biiziilme
doniislimlerinin ~ kurallar1 tanimlanmis  ve bunlarin  ¢esitli  yapilar iizerinde nasil

orneklenebilecegi ele alinmustir.



2. KAVRAMSAL CERCEVE ILE ILGILI CALISMALAR

Bu tez calismasinda temel kavramlar tammlar verilecek ve bu kavramlar bazi ornekler ile

desteklenecektir.

2.1. Metrik Uzaylar

2.1.1. Metrik uzay

Tamm 2.1.1

X # ¢ bir kiime olsun. d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y,z € X igin,

M1)d(x,y) =0, d(x,y) =0 &x=y

M2) d(x,y) = d(y,x)

M3) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (ticgen esitsizligi)

Aksiyomlarim sagliyorsa d fonksiyonu X tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

2.1.2. b- metrik uzay

Tamm 2.1.2

X bostan farkl1 bir kiime olsun, b > 1 belirli bir reel say1 olsun ve

d: X XX - [0,00) V x,y,z € X igin agagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon

(b)) d(x,y) =0 x=y

(by) d(x,y) = d(y,x)

(b3) d(x,z) < b[d(x,y) +d(y,2)]

Bu durumda d fonksiyonu X iizerinde bir b — metrik olarak adlandirilir. (X, d) g¢iftine ise
b- metrik uzay denir (Bakhtin, 1989).

2.1.3. S-metrik uzayi
Tamm 2.1.3

X bos olmayan bir kiime olsun,

S:XXXXX—>[0,0)V q,w,t,a e X igin asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon



S)S(@w,t)=0e=qg=w=t

(S2) S(qw,t) £S(q,9,a) +S(w,w,a) + S(t, t, a)

Bu durumda S’ye X tizerinde bir S-metrik denir ve (X, S) ciftine de bir S-metrik uzayi denir
(Sedghi vd., 2012).

Lemma 2.1.1

(X,S8)'nin bir S-metrik uzay oldugunu varsayalim. O zaman

S(q,qw) = S(w,w,q) (2.1.3)
Esitlik (2.1.3) bir S-metrik uzay {izerinde bir simetri 6zelligi olarak diistiniilebilir (Sedghi vd.,
2012).

Tamm 2.1.4
(X, S) bir S-metrik uzay olsun.
1. X' de ki bir {q,} dizisi q'ya yakinsar ancak ve ancak n — oo iken S(q,,q.,q) — 0 olur
yani Vn > ny, Ve > 0 igin S(qn qn q) < €olacak sekilde bir ny, € N vardir. Bu
asagidaki gibi gosterilebilir:

lim g, = q veya lim S(qy, qn, q) =0
2. X’deki {q,} dizisi,n,d — ooikenS(q, qn q4) — 0 kosulunu sagliyor ise Cauchy dizisi
olarak adlandirilir. Yani, Vn,d > ngolarak verildiginde, Ve > 0 i¢in S(qn,qn.q) < €
olacak sekilde birny € N vardir.
3. Her Cauchy dizisi yakinsak ise S-metrik uzay yani (X,S) tam uzay olarak adlandirilir
(Sedghi vd., 2012).
Asagida, bir metrik ile bir S-metrik arasindaki iliski verilmistir.

Lemma 2.1.2

(X, p) bir metrik uzay olsun. O zaman asagidaki 6zellikler saglamr (Hieu vd., 2015):

1. S,(q,w,t) = p(q,t) + p(w,t) kosulu her q,w,t € X iginY iizerinde bir S-metriktir.

2. (X,p)'deq, - q = (X,S,)'deq, — qolur,

3. {g,} dizisi (X,p) uzaymda bir Cauchy dizisidir & {q,} dizis (Y,S,) uzaymda bir Cauchy
dizisidir.

4. (X,p) tamdir & (X,S,) tamdur.



Sp, p metrigi tarafindan iretilen S-metrik olarak adlandirilir. Literatiirde, (Hieu & Dung, 2015,
Ozgiir & Tas, 2017) herhangi bir metrik tarafindan iiretilmeyen bazi S-metrik érneklerini de
vermek miimkiindiir. Son zamanlarda, yukaridaki tammlar1 ve Lemma 2.1.3 kullamlarak, S-

metrik uzayda farkli tekniklerle baz sabit nokta sonuglar1 verilmistir.

Lemma 2.1.3
(Y, S) bir S-metrik uzay1 ve {q,,} dizisi bu uzay igerisinde Cauchy olmayan bir dizi olsun ve
lim $(qn, qn)qns1) =0

verilsin. O zaman {q,}vee > 0igin {q,, } ve{q,, } adliiki alt dizisi vardir; 6yle ki
,11_{2, S(an+1’ Qneyrr qvk+1) = ,ll_)r?o S(iny Any,» QVk) (6.2)
- ’ll_)n(’)lo S(q”k+1’ njes s’ qvk) (6.3)

= lim S(an+1’ an+1' ka+1) =€

k—co
saglamir. N : Y — Y bir donlisim ve 6: Y X Y — [0,00) bir diger doniisim olsun.
Asagidaki ifadeler saglaniyorsa N, liggen 6 —orbital gegisli (kisaca, 0-ii.0.g.) olarak adlandirilir
(Popescu vd., 2014):

(0) Herhangi birq € Yi¢cin6(q,Nq) = 1 = 6(Ng,N?q) = 1 olur,

(t,) Herhangi bir g,w € Y i¢inf(q,w) = 1 veO(w,Nw) > 1 = 6(q,Nw) = 1 elde
edilir.

Lemma 2.1.4
Y # @ve{q,}, N'nin bir 8-ii.0.g oldugu herhangi birv € N i¢inY tzerinde
qv = qu'—l
Seklinde verilen bir dizi olsun. 68(qq, Nq,) = 1 olacak sekilde Y tizerinde q,€Y elemam

varsa, 0 zaman hern,v € N igin 8(q,,q,) = 1 olur (Popescu vd., 2014).
2.1.4. §,-metrik uzay

Tamm 2.1.5

X bos olmayan bir kiime olsun, b > 1 herhangi bir reel say1 olarak verilsin. Bir S: X X X X
X — [0, 00) fonksiyonunun Sp-metrik olarak adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter kosul V
x,y,z,a € X icinasagidaki kosullarin saglanmasidir.

(Sl) Sb(x!ytz) =0 ox= y=z



(S2) Sp(x,y,2) < b[S,(x,x,a) + S,(y,y,a) +S,(2,2, )]

Bu durumda (X, S) ciftine de S, -metrik uzay denir.

Bir S, -metrik uzay1 aym zamanda S-metrik uzayinin bir genellestirilmesidir ¢linkii her S-
metrigi b = 1 olan bir S,-metrigidir. Ancak bu ifadenin tersi asagidaki ornekte de goriildiigi
gibi her zaman dogru degildir (Sedghi vd., 2016).

Ornek 2.1.1

X = Rolsun ve S, fonksiyonu V x,y,z € R
1
Sp(,y,2) = $(6,,2)? = = (x =yl +1y — 2| +|x - 2])?
seklinde olsun. S, b = 4 i¢in bir S,-metrik olur. Fakat S-metrik degildir. Ciinkii Tanum 2.1.4

de ki (S,)sartt b = 4 olmasi durumunda saglanmaktadir. Tamm 2.1.3 de verilen (S,) sartin1 S,

fonksiyonu saglamamaktadir (Tas ve Ozgiir, 2021).

Tamm 2.1.6
(X,S,) b = 1igin bir S,-metrik uzay olsun ve x, € X, r > 0 olsun. Merkezi x, ve yarigap1

7 olan cember su sekilde tammlamir (Ozgiir ve Tas, 2018).

C,fgr = {xeX: S, (x,x,x0) = 1}

2.1.5. Sabit ¢cember

Tamm 2.1.7
(X,S, ) b = 1 i¢in bir S, —metrik uzay1 olsun. C,i’)”r X lizerinde bir ¢ember, T: X — X kendi

lizerine bir doniistim olsun. Her xe C,”

' igin
Tx = x, C,fé"r

ifadesi T i¢in bir sabit ¢cember olarak tanimlanir.

Sabit bir sekil kavrami, sabit cember ve sabit disk kavramlarinin bir genellestirmesi olarak

asagidaki sekilde tantmlanmustir (Ozgiir ve Tas, 2018).

Tamm 2.1.8
(X,S,) b = 1icin S, — metrik uzayi verilsin ve x,, x;,x,€X noktalar1 segilsin. re[0, )

(1) xo, merkezli ve yarigap1 r olan disk su sekilde tammlanir:



Dig"r = {xeX: S, (x, x,x0) <71}

(2) Elips kisaca E>? (x4,x,) ile gosterilirse;

ES? (x1,%,) = {xeX: S, (x,x,x1) + Sp (%, %, 1) = 7}
seklinde tammlanir.
(3) Hiperbol kisaca HTSb (x1, x5) ile gosterilirse;

H; (xy,%,) = {x€X: 1S, (0,2, %1) — Sp (x, x,%,) =1}
seklinde tammlanir.
(4) Cassini egrisi kisaca C2? (x4,x,) ile gosterilirse;

CrP (x1,X2) = {xeX: |Sp(x, %, %1)Sp (x, X, %) =1}
seklinde tammlanir.
(5) Apollonius egrisi kisaca Afb (x1,x5) ile gosterilirse;

Sp(x,x,x1) }

Sp = = Y
AP (xq,x5) = {XEX {xl}'Sb(X,x; X3)
seklinde tammlanir.

Simdi daha agiklayici olmasi agisindan bazi drnekler verilecektir.

Tamm 2.1.9
(X,Sp) b = 1i¢in bir S,-metrik uzay ve f: X — X iizerine bir doniisiim oldugunu varsayalim.
Sabit nokta kiimesi Fix (f) kiimesinde bulunan geometrik sekil F doniisiimiine f'nin sabit sekli

denir.
2.1.6. Jleli-Samet tipi biiziilme

Tamm 2.1.10

(X, Sp) bir S,-metrik uzay ve f: X — X doniisimii verilsin. Eger en az bir x, € X var oyle ki
Sy, x, fx) >0 = @(Sy(x,x, fx) < [0(Sp(x, x, %0))]*

kosulu her x €X, o« €(0,1) igin ve ¢:(0,0) = (1,00) fonksiyonu ¢ azalmiyorken

saglamyorsa f doniisiimii Jleli-Samet tipi D,, — S;-bliziilmesi olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.1
(X, Sp) bir S,-metrik uzayr ve f:X — X Jleli-Samettipi D, — S, -biiziilmesi olsun.

Xo € X i¢in 7 sayis1



r =inf{S,(x, x, fx):x # fx, xeX} (2.1.7)
olarak tammlansin. O halde, f bir sabit D;? . diskine sahiptir.

ispat: Burada fx, = x, oldugu gosterilmelidir. fx, # x oldugu kabul edilsin. Jleli-Samet tipi

D, — Sp-bliziilmesi hipotezi uygulanirsa su elde edilir:

P((Sp(x, %, f))Z [p(Sp(x, %, %0))]*
=[e(@]*

bu bir ¢eliski olmus olur. Dolayisiyla;

fxo=x (2.1.8)
olur. f donisiimiiniin sabit diskinin Dig,r oldugunu gostermek icin sirasiyla asagidaki
durumlara bakilacaktir.
Durum 1. r = 0 olsun. O zaman D,fé’, = {x,} ve (2.1.8) esitligine gore fx, = x, elde edilir.
Durum 2. r > 0 olsun ve xeDig’r, x # fx olacak sekilde herhangi bir nokta olarak secilsin.
Hipotezi kullanarak

X
@ ((Sp(x, %, f))< [p(Sp(x, %, %0))]
< [p(®]“

(¢4
< [o(Sp(x,x, f2))]
o €(0,1) igin geligki elde edilir, dolayisiyla fx = x olmalidir.

Sonug olarak f biiziilmesi bir sabit D,f(’)’,r diskine sahiptir.

Sonu¢ 2.1.1 Eger yukarida b = 1 alinirsa Tamm (2.1.8) elde edilir (Tas, 2021).

Tanm 2.1.11

(X,Sp) bir S,-metrik uzay ve f: X - X doniistimii verilsin. Eger x4, x,€X varsa

Sy, x,fx) >0= @((Sy(x,x, fx) < [(p(Sb(x,x, xq,) + Sb(x,x,xz))]Oc
her xeX\ {x;,x,} ve o €(0,1) icin ¢: (0,00) — (1, 0) fonksiyonu ¢ azalmayan bir fonksiyon

iken saglamyor ise f ‘ye Jleli-Samet tipi EX1,x2 — S, bliziilmesi denir.

Teorem 2.1.2
(X,Sp) bir S,-metrik uzay ve f: X — X Jleli-Samet tipi Ey, ., — Sy, biiziilmesi olsun. Herhangi
X1,%X, € X verilsinve r sayist ise (2.1.7) ‘deki gibi tanimlansin. Eger fx; = x, ve fx; = x,

ise f doniisiimii E=? (x4,x,) elipsini sabitler.



Ispat: Asagidaki durumlara sirasiyla bakilacaktir.
Durum 3. 7 =0 olsun. O zaman x; = x, ve E;? (xq,x,) = {x,} = {x,} olur. Hipotezden
fx1=x,Ve fx, = x, elde edilir.
Durum 4. Her r > 0 igin x€E, Eer (x1,x2) x # fx olacak sekilde olsun. Hipotezden
P((Sp06,% ) < [0 (Sp06x,x1) + Sy, %, %,))]
< [pM]*
< [(,D(Sb(x,x,fx))]oc
her «< €(0,1) i¢in¢eliski elde edilir. fx = x olmalidir.

Sonug olarak f doniisimii Ersb (x4, x,) elipsini sabitler.
Sonug 2.1.2 Eger b = 1 alinirsa, S-metrik uzayda sabit elips sonuglar: elde edilir.

Tanm 2.1.12
(X,S}) bir metrik uzay ve f: X — X doniisiimii olsun. Eger herhangi x;,x,€eX alindiginda her
xeX\ {x1,x,} igin ve her € (0,1), ¢: (0, 0) — (1, ») azalmayan fonksiyonu i¢in;

Sp(x,x, f(x)) >0 = @((Sp(x,x, f))< [0(Sp(x, x,2x1) — Sy (x, x, xz))]oc

kosulu saglamyorsa f' ye Jleli- Samet tipi Hxl,xz — S,-bliziilmesi denir.

Teorem 2.1.3
(X,Sp) bir S, metrik uzay ve f:X — X doniistimii Jleli- Samet tipi Hy,,, — Sp-biiziilmesi
olsun. Eger herhangi x;,x,€X i¢in fx; =x; ve fx, =x, ve r > 0 ( Tanim 2.1 deki gibi
verildiyse) saglayorsa f fonksiyonu H:>? (x,,x,) hiperboliinii sabitler.
Ispat: x € Hfb (xq,x,) noktast x # fxolacak sekilde segilen herhangi bir nokta olsun.
Hipotezi kullanarak her o< €(0,1) igin;
P((Sp(x,%, ) < [0Sy, %, x1) + Sy, %, %2))]

< [pM]*

< [(p(Sb(x,x,fx))]c>c
celiskisi elde edilir. Dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug olarak f fonksiyonu  HZ>? (x,x,)
hiperboliinii sabitler.

Sonug¢ 2.1.3 Eger b = 1 alinirsa, 0 zaman S- metrik uzayda sabit hiperbol sonuglar1 elde edilir.
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Tamm 2.1.13
(X,Sp) bir S,-metrik uzay ve f: X — X doniisiimii olsun. Eger herhangi x,,x,€X noktalar1 ve
her xeX\ {x,,x,}i¢inher € (0,1)ve ¢: (0,00) — (1, 0) fonksiyonuazalmayan oldugunda;
X
Sb(x,x,fx) >0= <p(5b(x; X, fx)) < [(p(Sb(x, x;xl)Sb(xix; xZ))]

esitsizligi saglamirsa f doniisiimiine Jleli- Samet tipi CX1,x2 — S,-biiziilmesi denir.

Teorem2.1.4
(X,Sp) Sp-metrikuzay ve f: X — X Jleli-Samet tipi Cxy, — Sp-biiziilmesi olsun. Herhangi
x1,X,€X ve r sayist (Tamm 2.1.7) gibi verilsin. Eger fx; = x; ve fx, = x, oluyor ise f
biiziilmesi Cassini egrisi C>? (x4, X,) ‘yi sabitler.
Ispat: Asagidaki durumlar1 gz oniinde bulundurulacaktir.
Durum 5. = 0 olsun, o halde x; = x,ve C>? (x1,%,) = {x,} = {x,} olacak sekilde hipotez
ispatlanmus olur.
Durum 6. r >0 ve xe Cfb (x1,%5),x # fx olacak sekilde herhangi bir nokta olmak {izere
secimler yapildiginda;
P ((Sp(x % [0) < [@(Sp(x, %, %18, 06 %, %2))]

< [pM]*

< [go(Sb(x,x,fx))]c>c
esitsizligi < €(0,1) ile geliski verir. Dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug olarak f Cassini egrisi
€3 (x4,%,) “ni sabitler.
Sonu¢ 2.1.4 Eger b = 1 alinirsa, 0 zaman S-metrik uzayda Cassini egrisinin sonuclar1 elde

edilir.

Tamm 2.1.12
(X,Sp) bir S, metrik uzay ve f: X — X doniisimii verilsin. herhangi x;,x,€X igin,

her xeX\ {x1,x,} alimirsa, her <€ (0,1) ve ¢: (0, 00) = (1, ) azalmayan fonksiyonu igin;

Sb(X,X,fX) >0=> (p(Sb(x' X, fX)) < [(P(M]‘X

Sb (xl,xz,x3)

f'ye Jleli- Samet tipi A, ,, — Sp-biiziilmesi denir.
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Teorem 2.1.5

(X,Sp) Sp-metrik uzay ve f:X — X Jleli-Samet tipi A, ., — S, — ile xq,x,€X ve r sayis1
(Tanim 2.1) olarak tamimlanan Sj,-blzllmesi eger fx; = x; ve fx, = x, ise f Apollonius
dairesi A% (x,, x,) ni sabitler.

Ispat: Asagidaki durumlar1 goz oniinde bulundurulursa;

Durum7. r=0olsun. O zaman x; = x,ve A (xy,x,) = {x;} = {x,} olacak sekilde
hipotezden fx; = x; ve fx, = x, elde edilir.

Durum 8.7 > 0 ve xeA? (x,, x,) noktas1 x # fx olacak sekilde herhangi bir nokta olsun.

@ (Sp (6, %, 1)) < [p(LEEEe

Sp (x,x,x3)

< [e(M)]*

< [(,D(Sb(x,x,fx))]o<
o €(0,1)oldugundan celiski elde edilir. Dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug olarak
f Apollonius gemberi A% (x4, x,)'ni sabitler.
Sonug 2.1.5 Eger b = 1 alimrsa 0 zaman sabit Apollonius ¢emberi sonuglarim S-metrik uzayda
elde edilir.

Son olarak asagidaki agiklayici 6rnegi verilecektir.

Ornek 2.1.2
(Ozgiir N.Y. ve Tas N.2017) X = [-1,1] U {-7, —\/Z\/Zg,7,8,21} tammlanan bir kiime ve

Vx,y,z €R i¢in S-metrik

S(x,y,z) =|x —z|+ |[x +z — 2y
Bu S-metrik b =1 igin bir S,-metriktir. f: X — X fonksiyonu VxeX i¢in asagidaki sekilde
tamimlansin:

_[(x, X—{8}
fx_{7, x =8

ve @: (0, 0) — (1, ) fonksiyonu Vt > 0 i¢in@(t) =t + 1 ve r = 2 olsun.
O halde f fonksiyonu Jleli-Samet tipi D, — S,-biiziilmesi ile o= 0.5,x, = 0. Sonug olarak
f fonksiyonu Dg,’; = [—1,1] diskini sabitler.

f fonksiyonux,; = —%,xz = %ve x= 0.5 ile Jleli-Samet tipi E, ,, S,-biiziilmesidir. Sonug

olarak f elipsi E,” (—i,%):[- % %] ‘ni sabitler.
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f fonksiyonu x; = —1,x, =1 ve x= 0.9 Jleli-Samet tipi Hy . — Sy, -biiziilmesidir. Sonug
olarak f hiperbolii Hy? (—1,1) = {—%%} ‘ni sabitler.
f fonksiyonu x; = —1,x, =1 ve «x= 0.5 Jleli-Samet tipi Crr, — Sy, -bliziilmesidir. Sonug

olarak f Cassini egrisi C;?(-1,1)={—+/2, 0,4/2} ni sabitler.
f fonksiyonu x; = —7,x, =7 ve a« = 0.5 Jleli-Samet tipi A, ,, — Sp- biiziilmesidir. Sonug

olarak f Apollonius egrisi Agb (—7,7):{2,21} ‘ni sabitler.
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3. YONTEM

Bu bolimde, (Alghamdi vd. 2021)’de S-metrik uzaylar iizerinde tanimlanan Proinov tipi E-

bliziilmesini kullanarak bazi sabit nokta ve sabit sekil sonuglarinin {izerinde durulmustur.

Ayrica, baz1 agiklayici 6rnekler verilmistir.
3.1. Bazi Sabit Nokta Sonuclarn

Bu alt boliimde, (Y, S)'nin tam bir S-metrik uzay, T : Y — Y'nin doniisiimii ve
a,f : (0,00) - R doniisiimleri

B(s) < a(s) (3.1.4)
kosulunu her s > 0 igin saglayan iki fonksiyon ve 8 : Y XY — [0, 0) seklinde verilen bir

fonksiyon olsun.

Tamm 3.1.1
Asagidaki esitsizligin saglanmas1 durumunda N 'ye (6, a, B) — E- biiziilmesi denir:

6(q, w)alS(Nq, Ng, Nw)] < B[E;(q, w)] (3.15)
burada esitsizligi S(q,q,w) > 0ve S(Nq,Nq, Nw) > 0olan her g,w € Y igin gecerliyse

(8, a, B) — E;-biiziilmesi olarak adlandirilir, ayrica bu esitsizlikte

S(q,9,Tw)+ S(w,w,Tq) }
3

E;(q,w) = max {(S(q, q,w) +|S(q,q,Nq) — S(w, w, Nw)],

olarak alinmistir.

Teorem 3.1.1
N, bir (6, a, B)-E,-biiziilmesi olsun dyle ki:
(s1) @ artmayan ve alt yari-siireklidir,
(s2) Vso > 0 igin lim supB(s) < a(sy),
S—Sp
(s3) N, 6-ii.0.g ve dyle bir qo € Y noktas1 vardir ki 6(qo, Ng,) = 1 saglanr,

(s4) YveN igin q,, gibi bir dizi verildiginde ve q,, = q* ve 6(q,,q,+1) =1 olur.
O halde T'nin bir sabit noktas1 vardir.

Ispat: g, € Y yle bir nokta olsun ki
8(q0,Nqo) 21
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ve {qq} Y tizerinde

q1=NqoVve qqa = Nqq_1

oldugunu varsayilmistir. Tersine, dyle bir d; € N vardir ki

da; = 9d;4q
burada {qdi} dizisinin tammm kullanarak su yazilir:
S(NQdi;NQdi;Qdi) = S(QdHl'CIdiHrCIdi) =0
yani
qq; € Fix(N)={q€Y:q= Nq}

olur,bunedenile,q = qq vew = qq,,, secilsin. Lemma 2.1.4’{i kullanarak asagidaki esitsizlik

elde edilir:
a[S(qa+1, 9a+1, qa+2)] = aS(Nqq, Nqq, Nqg41)
< 0(Ga qa+1) aS(Nqs,Nqa, Nqas1)
< BlEs(qa, qa+1)] < alEs(qa, qa+ 1]
Burada

E¢(qa) 9a+1) = max{S(qa, 94 qa+1) + SQa,9a,Nqa) — S(Qa+1, 9a+1, Nqa+1),
S(qa 9asNqa+1) + S(Qa+1, a+1s chz)}
3
= max{S(qa,q9a9a+1) + 1S(qa, 9@ 9a+1) — S(qa+1,9a+1, Ga+2)|
S(Qaq9ar9a+2) + S(Qa+1,Qa+1s CId+1)}
3
< max{S(qa, 9a9a+1) + 1S(@ar 9a 9a+1) — S(@a+1,Ga+1, Ga+2) |

25(9a,9asNqa+1) +S(qa+2, Ga+2s Qd+1)}
3
olarak alinmustir. Eger S(qa41, 9a+1,9a+2) > S(@a» Ga» a+1) iS€ 0 Zaman

Es(9a,9a+1) < S(qa+1, 9a+1,Ga+2)
elde edilir.

a[S(Ga+1, Qa+1, 9a+2)1 < alS(Qa+1, Ga+1, Ga+2)]
yani bu bir ¢eliskidir. Eger S(q 441, Ga+1, 9a+2) < S(Qa»9arQa+1) i5€ bu kez
Es(qa,9a+1) <25Qa, 90, 9a+1) — S(@a+1,Qa+1> Ga+2)
elde edilir.

alS(qa+1, Ga+r1, Qar2)] < al25(qas1, Qa+1, Qas2)] — S(Qas1, Qas1 Gas2)
(S1) kosulu geregince a artan oldugundan
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S(Qa+1,9a+1, 9a+2) < 25(qa+1,9a+1,9a+2) — S(@a+1, Ga+1, Ga+2)

S(a+1,9a+1, 9a+2) < S(arqar qa+r1)
sonuglar1 bulunur. Bu sonugla birlikte {S(q4, 94, @q+1)} dizisinin 0 ile alttan simrlandirilms ve

azalan bir dizi oldugunu goriiliir. O halde 6yle bir § = 0 vardir ki
Ulli_f};lo S(@a9a,9a+1) =0
buna bagli olarak
lim Es(q4,qas1) =6

elde edilir. Simdi § = 0 oldugunu iddia edilsin. Tersine, § > 0 oldugunu varsayilsin.

a[6] = lim $(qa+1, qar1 Gar2) < im B[Es(qa, qa+1)] < lim supa[d],
elde edilir; bu da (S,) ile gelisir. Dolayisiyla § = 0 olmalidir; yani

lim S(qa 9a qa+1) = (gi_)rrgoS(qd, qa,Nqa+1)

olur. Simdi {q,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterilecektir. Tersine, Cauchy

olmadigim varsayilsin. Lemma 2.1.3’e gore {q,} dizisinden tiretilmis iki alt dizi {qdj}ve

{qk j} alinsin ve sOyle tanimlansin:
a; = S(qaj9aj> 9kj)
ve
bj = Es(qaj» qxj)
Bununla birlikte

lim a =e

j—ooo

lim b; = lim E;(qa;, qx;)

j—oo

oldugunda,

)

= Jl_i_)rglomax {S(qdj'qdj)qkj) +15(94;,94;,Nqa;) — S(qxj, qxj> Nax;)

S(qaj,q9aj,Nqraj) + (ij'ijqudj)}
3
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= lim max {S(de;CIdj'ij) +|5(9aj, 92 9aj+1) — S@kj» Qiejr Arjrn) |

j—©

S(94j, 94, 9aj+1) + Qxj» QRj'CIdj+1)}
3

I
©

q =qqj Ve W = qy; alimr ve Lemma 2.1.4 kullamlirsa:

a|ajs1] = aS(qajr1 Qajerr Aujr1)
< 0(4aj, i) S(Nqaj, Nqaj, Ny;)
< BEs(qaj»qx;) = Blb;]
elde edilir.

ale] = lim a[a;] < lim supB[b;] S%im supB[t]
j—oo —e

j—©

yani bu durum (S,) kosulu ile ¢elismistir. Sonug olarak, {q,} dizisi, tam metrik uzay Y tizerinde

Cauchy’dir.
{q4} dizisinin limiti t olsun. (S,) kosulu altinda t € Fix(N) 'dir.
Aksi halde,
0 < S(t,t,Nt) < 25(¢t, t, Nqy) + S(Nt,Nt, Nq,)
olur. Eger S(Nt,Nt, Nq,) = 0sonsuz sayidad € N igin saglanirsa,

0 <S(tt Nt) < 25(t,t,qd+ 1) - 0,
ve dolayisiyla
S, t,Nt) =0

elde edilir.

Eger S(Nt,Nt,Nqd) > 0 durumu her d € N i¢in gegerliyse,
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a[S(Qd+1' da+1 Nt)] < B(Qd: t) OZ[S(qu, qu' Nt)]
< BlEs(qa )] < a[Es(qq, 1)

olur. Buradan

Sqaqa:t) —15(q4,94,Nqq) — S(¢t,t,Nt) |,
E.(q4t) = max S(q4,94, Nt) + S(t,t,Nqy)

3

S(qa qa,t) —15SQa, 9, qa+1) — S, t, Nt) |,
= max S5(q4,94,Nt) +S(t, t,qa+1)

3

= S(t,t,Nt)
bulunur. Buradaki d igin d — co simir1 alimir Ve a’nin alt yari-siirekliligi kullanilirsa;

S_)Sl%tr’nt'm) infa(s] Solzl_{rc}o a[S(Ngq, Nqg, Nt) < B[S(t, t,Nt)]

< a[S(tt,Nt)] < lim _infa[s]

s—-S(t,t,Nt)
olur ve bu bir geliskidir. Dolayisiyla
Nt=t
yani
t € Fix(N)
bulunur.
Teorem 3.1.2

Yukaridaki teorem su sekilde tamamlanir:
(ss)Her q,w € Fix(N),68(q,w) =1 icin saglamyorsa ve bu kosul Teorem 3.1.1’in

varsayimlarina eklenirse, o halde N fonksiyonunun tek bir sabit noktas1 vardir.
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Sonu¢ 3.1.1
N fonksiyonu, her farkli q,w €Y icin ve S(Ng, Nq, Nw) > 0 kosuluyla asagidaki esitsizligi

saglar:
a[S(Ng,Ng, Nw)] < B[Es(q,w)]
Asagidaki varsayimlar gecerli olsun:
(so) Her s > 0 igin B(s) < a(s) olur,
(s,) a artmayandir Ve alt yari-siireklidir,

(s) Her sy > 0 icin lim supf (s) < a(sy) olur.
$—Sp

O halde N fonksiyonunun tek bir sabit noktas1 vardir.
Ispat: Eger 6(q, w) = 1 olarak teorem 3.1.1 “de alinirsa ispat biter.

Sonu¢ 3.1.2
N fonksiyonu, her farkli q,w €Y icin ve S(Nq, Nq,Nw) > 0 kosulu altinda asagidaki
esitsizligi saglasin;

a[S(Ng,Nq, Nw)] < c a[ES(q, w)]
burada ¢ € [0,1) ve a: (0,0) — (0, ) fonksiyonu artmayan ve soldan siirekli olsun. O halde,
N fonksiyonunun tek bir sabit noktasi vardir.

Ispat: Sonuc 3.1.1 ‘de S(s) = ca(s) alimrsa ispat biter.
Ornek 3.1.1

(Ozgiir vd., 2017) Y = [0, o) kiimesi her g, w,t € Y
S(gw,z2)=lqg—tl+lqg+t—2w]
seklinde tammlanan bir S-metrik ile birlikte tam bir S-metrik uzay olsun.
Eger N:Y — Y doniistimii her g € Y igin,
Nqg = %
seklinde tanimlamirsa, bu N fonksiyonu Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2’nin tiim kosullarim
saglar. a(s) = % B(s) = gve 0(q,w) = 1 oldugunda sonug olarak, N fonksiyonunun tek bir

sabit noktas1 vardir ve bu nokta g = 0 “dur.
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Tamm 3.1.4
Bir N fonksiyonu, her g,w €Y igin
0(q,w) - a(S(N*q,N?q, N?w)) < B(E?s(q,w))
esitsizligini,
S(q,q,w) >0 ve S(Nq,Nq,Nw)
olmak kosuluyla saglaniyorsa, bu fonksiyon bir (8, a, B)-E2-biiziilmesi olarak adlandirilir.

S(w,w,Nw) +|S(q,q,w) —S(q,9,Nq)|,S(Nq, Nq, Nw) +
EZ(q,w) = max IS(Nq, Nq,N?q) — S(Nw, Nw, N*w|
S(Nw,Nw,N2w) + |S(Nq,Nq,N?q) — S(w,w,Nw)|.

Teorem 3.1.3
N fonksiyonu bir (6, a, B)-EZ2-biiziilmesi olsun. Asagidaki kosullar saglaniyor olsun:
(s1) a artmayan ve alt yari-siireklidir,

(s2) Her sy > 0 i¢in lim supB(s) < a(sy),
$—=Sp

(s3) N 6-ii.0.g olsun ve Oyle bir g, € Y noktas1 vardir 6yle ki 8(q,,Nqo) = 1,
(se) N2 siirekli ve her w € Fix(N?) igin 8 (Nw,w) = 1 esitsizligi gegerli olsun.

O halde, N fonksiyonunun bir sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.1.4
Teorem 3.1.3"lin hipotezine her bir g, w € Fix(N) igin
(ss) 6(q,w) = 1 kosulu eklenirse, N'nin tek bir sabit noktas: vardir.
Ispat: t,w € Fix(N)olsunvet # wolsun. (ss)kurali uygulanirsa,
al[S(t, t,w)] < 0(t,w)a[S(N?t,N?t, N?w]
< BIES(t,w)] <a[Ei(t,w)] = a[S(t,t,w)]

elde edilir; bu bir ¢eliskidir. Sonug¢ olarak, T'nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Sonu¢ 3.1.3 N, her farkli g,w € Y igin
a[S(N?q,N?q,N?w)] < B[EZ(q,w)]

S(N?q,N?q,N?w) > 0 olacak sekilde sagliyor olsun.

(sg) Hers > 0igin B(s) < a(s),

(s1) a'nin azalmayan ve alt yari-siirekli,

(s2) lim supf(s) < a(sy) i¢in her s, > 0 igin saglanir,
$—50

(s¢) NZsiireklidir.
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Bu durumda N 'nin tek bir sabit noktas1 vardir.

ispat: Teorem 3.1.3'te 8(q,w) = 1 alimirsa ispat biter.

Sonu¢ 3.1.4 N, her farkli g,w € Y igin

al S(N*q,N2q,N*w)] < ca[EZ(q,w)]
saglamyor olsun, éyle ki ¢ € [0,1),S(Nq, Nq,Nw) > 0 ve a:(0,0) — (0,c0) azalmayan
ve soldan siireklidir. O zaman N'nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat: Sonug 3.1.3'te B(s) = ca(s) alimrsa, ispat biter.

Ornek 3.1.2
Y = [0,10] tam S-metrik uzayr olsun ve Ornek 3.1.1'deki gibi S-metrik uzayr tanimlanr.
N : Y — Y doniisiimii su sekilde verilsin. Her g € Y igin,

(0, g €[0,2]

| 2,9 € (24]

Nq = 4 Zj,qe(4,8]’
2, q€(8,10]

olsun. a,f : (0,0) — R i¢in a azalmayan ve herhangi bir s > 0 icin S(s) < a(s)

fonksiyonlar1 verilsin. O zaman N,q = g,w = g i¢in Teorem 3.1.1'in kosullarim saglar. Ote

yandan,

oo [ 09 €[08]
1712, q € (810]

ve N2 siireklidir. Bu nedenle, N, Teorem 3.1.3'teki kosullar1 saglar;
(@*+w? qwe[08],

1 ; q,w € (8,10],
-]

@w)=1, .0 e@10Lwe[02]
kO ; diger durumlar,

N

a(s) - Z )

S

B(s) =%,

olur. Sonug olarak, N'nin tek bir sabit noktas1 ¢ = 0 vardir.

Tamm 3.1.5
F bir geometrik sekil olsun. Eger F < Fix(N) ise F'ye N'nin sabit sekli denir ve r sayisi

r = inf{S(q,q,Nq): q & Fix(N)}
seklinde tammlamnir.
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3.2. Bazi Sabit Disk Sonuglar

Bu boliimde, S-metrik uzaylarda bazi sabit disk (veya sabit ¢ember) sonuglari asagida

verilmistir. Bunun i¢in iki yeni biiziilme tammlanmustir.

Tamm 3.2.1
Eger q, € Yvarsaveherq € Y — Fix(N) igin
Es(q0.90)
6(q.90)a[S(q.q, Nq)] < p [=L2)]

varsa, N'ye (6, a, B) — Es,- biiziilme denir.

Teorem 3.2.1

N, qo € Y olan bir (6, a, B) — Es, -biiziilmesi olsun.

Eger S(q0,90,Nq) < riseozaman q, € Fix(N) ve Dgo‘r c Fix(N) olur. Ozellikle
Chor

Ispat: ilk olarak, g, € Fix(N) oldugu kamtlamr. Tersine q, € Fix(N) alimr. Yukaridaki

c Fix(N) olur.

hipotez kullanilarak,

@[5(90, 90, Ng)] < 6(d0,90) @[S(d0 G0, Ngy)] <[22

oldugundan,
Es(q,90) = S(40,90,Nqo)

elde edilir. Boylece,

e15(a0. g0 N [102100] < o[t
celiskisi elde edilir. Dolayistyla,

qo € Fix(N)
elde edilir.
Simdi Dgw C Fix(N) oldugu asagidaki durumlarda verilmistir.
Durum 1:r = 0 olsun. O zaman Dgw = {q,} olur. Buradan,
DSO, c {q0}

elde edilir.

22



Durum 2: r > 0 vek € DCSIW olsun 6yle ki g ¢ Fix(N) olsun. Yukaridaki hipotez

kullanlarak,

a[S(q, 4. N)] <6(q,90) a[S(q,qNg)] < f[=4%]
denklemi elde edilir.

Burada
Es(qa,90) = 25(q,9,Nq)]
yardimyla;
Es(q, Es(q,
alS(q g NI < f[E2) < o[22 < ¢[5(q, g, Ng)]
bu bir ¢eliskidir. Yani g € Fix(N) olur. Sonug olarak,
DS

qo,r

c Fix(N)
Cg,, semberi D3, diskinin bir simr1 oldugundan,

CS

do,r

c Fix(N)

bulunur.

Tamm 3.2.2
Eger qo € Y veherq € Y — Fix(N) igin,

0(4,90)alS(q,q.N)] < p [Z2]

oluyorsa N'ye (6, a, ) — EZ -biiziilmesi denir.

Teorem 3.2.2

N,q, € Yi¢in(6,a,B) — ESZD -biiziilmesi olsun.

Eger [S(q0,90,Nqo)] <7, NqoeFix(N) ve q € Fix(N?)ise, q, € Fix(N) ve
DS

do,r

C Fix(N) dir. Ayrica €3 . < Fix(N) olur.
Ispat: ilk once, g, € Fix(N) oldugu ispatlanir. Tersini kabul edilsin, g, € Fix(N) oldugu
varsayilsin. Teoremin hipotezi kullanilarak,
a[S(q0,90,Nqo)] < 6(q0,90) a[S(q0,q0,Nqo)]
< |99 = BL5(q0, 90, NGo)]

< a[S(q0,90,Nqo)]
elde edilir; bu bir ¢eliskidir;
qo € Fix(N)

olmalidir.
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Simdi Dg = < Fix(N) oldugunda asagidaki durumlara bakilmustir.
Durum 1:r = 0 olsun. O zaman Dgo_r = {q,}olur.

DS

dor

C Fix(N)
elde edilir.

Durum 2: r > 0 veq € Dgfo_r olsun, boylece q ¢ Fix(N) olur. Teoremin hipotezi

kullamlarak,

[S(q,q Nq)] <6(q,q0)alS(q,q,. Ng)] < B [ES (o, QO)]

<a [@] < a[S(q,q,N,)]

oldugu bulunur. Bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle g € Fix(N) olmali ve

DS, < Fix(N)
elde edilir.
C§,, cemberi DG~ diskinin bir sinir1 oldugundan,

Cg,r © Fix(N)

elde edilir.

Ornek 3.2.1
Y = R Ornek 3.1.1'deki gibi S-metrik uzay1 olsun ve N : Y — Y doniisiimii asagidaki gibi
tammlansin. Her g € Y igin,

_(aq9€Y—{2}
Ny =3 q=2

olsun, o zamanN hem (8,a,p) — Es,-biiziilmesi, hem de (,a,pB) — ES -biiziilmesidir;
burada g, = 0,6(q,y) = 1,a(s) = 2 B(s) = golur. Ayrica,
r =2

olur. Sonug olarak, N D§, = [—1,1] diskini ve C({Z = {—1,1} ¢emberini sabitler.

3.3. Bazi Sabit Elips Sonuglan
Bu boliimde, S-metrik uzaylarda iki sabit elips sonucunu kanitlanacaktir.

Tamm 3.3.1
Eger q4,q,€Y ve her g € Y — Fix(N) igin,
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Es(q,91)+Es(q.92)
0(q1,92)2[S(q,q, Nq)] <8 [ s(a.q1 : 9.92 ]

saglamyorsa N ‘ye (6, a, ) — E, -biiziilmesi denir.

Teorem 3.3.1
N,q1,q, € Yilebir (6,a,B) — Eg,-biizilmesi olsun.
Eger q1,q, € Fix(N) ve S(Nq,Nq,q,) + S(Nq,Nq,q,) = r ise 0 zaman

Ef(q1,92) © Fix(N)
olur.

Ispat:
Durum 1: 7 = Oolsun. O zaman E; = (q1,92) = {q:} = {q,} olur. Hipoteze gore
E? (q1,92) < Fix(N)
elde edilir.
Durum 2:r > 0veq € E3(qq,q,)olsun, dyle ki ¢ € Fix(N) olur. Hipotezi kullanarak
a[$(q,9,N,)] < 6(q, 40)alS(q, 9, Nq)]

B [Es(q'%)IEs(q'QZ)

IA

IA

a [ES(QvQ1):Es(q'QZ)]

< a[$(q.9,Ng)]
elde edilir. Bu bir ¢eliskidir.
Bu ylizdenqg € Fix(N) olur. Sonug olarak,

E? = (q1,92) < Fix(N)
olur.
Tamm 3.3.2
Eger q,,q,€Y ve her g € Y — Fix(N) igin,

E4(q.91)+E2(q,
9(%"12)“[5(% q, Nq)] < ﬁ [ S\q41 : s(Cqu)]

kosulu saglaniyorsa N ‘ye (6, a, ) — EgE-bﬁzﬁlmesi denir.

Teorem 3.3.2
N,q1,q, € Y ilebir (6, a, B) — E&_ -biiziilmesi olsun.
Eger q1,q92,Nq,, Ny, € Fix(N), q € Fix(N?) ve S(Nq,Nq,q,) + S(Nq,Nq,q;) = r ise 0

zaman E7 (qq,q,) € Fix(N) olur.
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Ispat:

Durum 1: r = 0olsun. O zaman EZ = (q4,q,) i¢in hipotez ile
E}(q1,92) < Fix(N)

elde edilir.

Durum 2:7 > O0veq € ES (q1,q92) ©oyleki g € Fix(N) kullanilarak,

a[S(q,q,Nq)] < 6(q1,q2)a[S(q,q,Nq)]

<pB [Es(qm):Es(q,qz)]

<

o [Es(q,q1)+Es(q,qZ)
4

< a[$(q.q.Ng)]
olur, bu bir ¢eliskidir. Yani g € Fix(N) olur. Sonug olarak,

Ef(q1,92) < Fix(N)
elde edilir.

Ornek 3.3.1
Y =[-1,1]u{2,4} Ornek 3.2.1'deki gibi S-metriginin tammlandigi bir S-metrik uzayr olsun.
Bir N: Y — Y doniisiimiinii su sekilde tanmmlanir: Her g € Y igin,

_ (g, qeY — {4},
Ng = {2, q =4,

olsun, o zaman N hem (0, a, f) — Es, -biiziilmesi, hem de (6, a, ) — ESZE-bﬁzﬁlmesidir.
q1= —1,q, = 1,0(q,y) = La(s) = gve p(s) = %olur. Ayrica r =4 olur.

Sonug olarak, N, E; (—1,1) = [—1,1] elipsini sabitler.
3.4. Bazi Sabit Hiperbol Sonuclan
Bu boliimde, S-metrik uzaylarda iki sabit hiperbol sonucunu gosterilecektir.
Tamm 3.4.1
Eger q;,q, € Y varsa,herq € Y — Fix(N) igin,
60(q1,92)[S(q, q, N@)] < BlIEs(q, q1) — Es(q, q1)]

S(q,q9,Nq) = max{S(Nq,Nq,q,),S(Nq,Nq,q,}
gecerli olacak sekilde q,q, € Y varsa, N'ye (0, a,3) — Es,,-biiziilmesi denir.
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Teorem 3.4.1

N,q1,9, € Yiginbir (6,a, ) — E, -biiziilmesi olsun. Eger q,q, € Fix(N) ve

r > 0iseozaman H:(q,,q,) < Fix(N) olur.

Ispat: q € H(q1,q,)o0lsun, dyle ki ¢ € Fix(N) olur. 3.2.2 teoremini kullanarak,

a[S(q, 9, N@)] < 0(q1,92)a[S(q, 4. N9)] < B[lEs(q,91) — Es(q,q2)l]
elde edilir. Burada

Es(q,91) = S(9,9,91) +S(q,9,Nq)
ve

Es(q,q92) = S(q9,9,92) +5(q,q9,Nq)
elde edilir.

a[S(q,q, N9)] < BIIS(q 9,91) —S(q, 9, 92)1] = Blr]
< alr] < a[S(q,q9,Nq)],
olur, bu bir geliskidir. Dolayisiyla

H?(q1,9;) < Fix(N)
bulunur.

Tamm 3.4.2
Eger q,,q,€Y varsaherq € Y — Fix(N) igin

0(q1,92)alS(q,a,Nq)] < B [IEZ(q,q1) — EE(q,q2) ]
oluyorsa, N ‘ye (6, a, 8) — E§, -biiziilmesi denir.

Teorem 3.4.2

N,q1,q; € Y iginbir (6,a,B) — E§, -biiziilmesi olsun.

Eger q1,92,Nq.,Nq, € Fix(N) ise [S(Ngq, Nq,q1)-S(Nq,Nq, q;)| = r,q € Fix(N?) ve
r > 0 ise o0 zaman H:(qy,q,) < Fix(N) olur.

Ispat: q € HS(qq,q,)0lsun 6yle ki ¢ € Fix(N) “dir. Hipotez kullanilarak,

a[S(q,q9,Nq)] <6(q1,92)2[S(q,9,Nq)] < B [|EZE2(q,q91) — E2(q,q2) |]
bulunur, buradan

E2(q,91) = S(Nq,Nq,q1) + S(q,q,Nq)]
ve

EZ(q,q92) = S(Nq,Nq,q3) +S(q,9, Nq)
elde edilir.

a[S(q,q, Ng)1 < BIIS(q,q,.q91) —S(q,q,92)l]
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= Blr] < a[r] <alS(g,q,Nq)]
bu bir geliskidir, dolayisiyla
H?(q1,9,) < Fix(N)
elde edilir.

Ornek 3.4.1
Y = [—1,1] U {2,3}, S-metriginin tantimlandigt bir S-metrik uzayr olsun.
Ornek 3.1.1'deki gibi doniisim N : Y — Y her g € Y i¢in su sekilde tammlanir:

(g, qeY—{3}
Nq‘{z, g=3

O zaman N hem (6, &, B) — Es,,-biiziilmesi, hem de (6, &, ) — ESZH -biiziilmesidir, burada q; =
~1,q, = 1,6(q,y) = 1,a(s) = ve B(s) = - ‘tiir. Ayrica
r=2

olur. Sonug olarak, N, H5(—1,1) = {_71,%} hiperbolini sabitler.

3.5. Bazi Sabit Cassini Egrisi Sonuclar

Bu boliimde S-metrik uzaylarda iki sabit Cassini egri teoremi ispatlanr.

Tamm 3.5.1
Eger q,,q,€Y varsaherq € Y — Fix(N)igin,

Es(q,91)Es(q, 91
0(q1,92)a[S(q,q, N9Q)] < B \[ (q.q )4 @ q1)

ve

5(9,9,91),5(q.9,92) }
S(Nq,Nq,q4,),S(Nq,Nq, q;)

olsun. N'ye (6, a, B) — EZ -biiziilmesi denir.

S(q,q,Nq) = max{

Tamm 3.5.2

Eger q4,q, € Y varsa,
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EZ r 41 ESZ yY2
0(q1,92)a[S(q, ¢, NqQ)] < B \/ s(a.q 21- 4 92)

ve

$(q,9,Nq) = max{S(Nq,Nq,q,),S(Nq,Nq, q,)},

her g € Y \ Fix(N) i¢insaglaniyorsa, o hilde N doniisiimiine (0, @, B)-EZ.— biiziilmesi denir.

Teorem 3.5.1
41,92 € YiginN (6, a, B) — EZ -biiziilmesi olsun. Eger q,,q,,Nqy,N;, € Fix(N) ve
q € Fix(N?)ise C: (q1,9,) € Fix(N) olur.
Ispat:
Durum 1: 7 = 0olsun. O halde C7(q1,92) = {q.} = {g,} oldugundan asagidaki hipotez
elde edilir:
Cs (q1,9;) © Fix(N).
Durum 2: 7 > 0veq € C: (q4,q,) olsun, buradan g € Fix(N) olur. Hipotez kullanilarak,
a[S(q, 9, Ng)] < 6(41,92)a[S(q,9,Nq)]

EZ(9,91)E2(q.91)
4
o ’Es(q,lh)fs(q;%)l

< a[S(q,9,Nq)]
bulunur. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla

C? (41,92) © Fix(N)

<p

<

elde edilir.

Ornek 3.5.1
Y = [-1,1] U {—V2,v/2,2,3} Ornek 3.1.1'deki gibi tammlanan bir S-metrik uzay olsun.
Bir N: Y — Y doniistimii her ¢ € Y igin su sekilde tammlansin:

_fa, qeY—{3}
Nq_{Z, q=3

O zaman N hem (6, a, ) — E_-biiziilmesi, hem de (0, a, B) — ESZC -biiziilmesidir. Burada q; =
-1,q,= 1,0(qy) = 1,a(s) =§ ve f(s) = %’tﬁr. Ayrica

r =2
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olur. Sonug olarak, N, C5(—1,1) = {—/2,0,+/2} Cassini egrisini sabitler.

3.6. Baz1 Sabit Apollonius Cemberi Sonuclan
Bu boliimde S-metrik uzaylarda iki sabit Apollonius ¢emberi teoremi ispatlannustir.

Tamm 3.6.1
Eger q,,q, € Y varsa,herq € Y — Fix(N) igin,

Es(91,92)

6(q1,92)a[S(q, ¢, Nq) < B [W

ve

S(q; CI; CI1);S(CI; q; qZ) }

S(q,q, N Zmax{
(9.q,Nq) S(Nq,Ng,q,),S(Nq,Nq,q;)

ise N'ye (6, a, B) — Es,-biiziilmesi denir.

Teorem 3.6.1

N (0,a,B) — Es,-biiziillmesi olsun. Her q4,q, € Y igineger q1,q3,Ny,, Ny, € Fix(T)ve
q € Fix(N?)ise AS (q4,9,) © Fix(N) olur.

Ispat:

Durum 1: r = 0 ozaman hipotez geregi Ay (q1,q2)={q1} ele alinr.

AS (q1,92) © Fix(N).

Durum 2: r > 0 ve qeAs (q41,q,) boylece q & Fix(N) olur, hipotez kullanilirsa,

a[S(q, 9, Nq)] < 60(q1,92)[S(q, 9, Nq)
,3 [ES(‘h QZ)]

Es(q.92)

Es(q1,92)
=< a1
a[Es(q,Qz) < afl]

bulunur, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla

A7 (91,92) © Fix(N)
olur.
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Tamm 3.6.2
Eger her q,,q, € Yveherq € Y —Fix(N) igin,

E2(q.91)
0(q1,92)al[S(q, 9. Nq) < B [EE(Z,Z;)]

ve
S(q' q'Nq) = max{l;S(Nq; Nq; ql)t S(Nq'qu qZ)}

oluyorsa N'ye (6, &, B) — E, -biiziilmesi denir.

Teorem 3.6.2
Her q1,q, € Y,N (8,a,B) — EZ,-biiziilmesi olsun. Eger q1,q,,Nq1,Nq, € Fix(N) ve q €
Fix(N?)ise A3 (q1,q,) € Fix(N) olur.
Ispat:
Durum 1: r = 0 alinsin, 0 zaman hipotez geregi A3 (q1,92)={q,} olur.
A7 (q1,q2) < Fix(N).
Durum 2: r > 0 ve qeA$ (q4,q-) alinirsa, bdylece q € Fix(N) olur ve hipotezden,

a[S(q,9, NQ)] < 0(q1,92)[S(q,9, Nq)
< B [ES(Qvfh)]

Es(q,92)

Es(a.91)
< gl|l=——"=|<all
[Es(q.qz)] 1]

olur. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir.
47 (q1,q2) © Fix(N).
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4. BULGULAR
4.1. Bazi Giincel Sabit Nokta Sonuclann S;, —Metrik Uzaylar ve Uygulamalari

Aciklama 1

Bir S-metrik, degiskenlere gore otomatik olarak simetriktir.

Ornek 4.1.1
(Y,Sp) s = 1igingiftini ele alimrsa, burada
Y=Y, UY,card (Y;) = 4,card(Y) = 5,card (Y, nY,) =0
veS,:Y X Y x Y — R asagidaki gibi verilsin:
O,eger u=v=w=20

Sy(w,v,w) = { 3,eger(u,v,w) € Y3
1, eger (w,v,w) & Y3

(Y,Sy)ciftis = 1 icinbir S,-metrik uzaydir (Souayah vd., 2016).
Asagidaki tamm, Sp-metrik uzaydaki dizilerin yakinsaklig: ile ilgilidir.

Tamm 4.1.1
Bir S,-metrik uzayda(Y , S;) bir {w,,,} dizisi

(@ w € Y yakinsak & lim S, (w,,, w,,, w) =0
m—oo
(b) Cauchy & lim Sb(wm, Wi, Wp) =0
m,p—oo

Burada (Y ,S;,) bir S,-metrik uzay ve eger (Y,S,) 'deki tiim Cauchy dizileri (Y ,S,) 'de
yakinsaksa bu uzay tamdir (Rohen vd. 2017).

Tamm 4.1.2
(Y,S,) s> 1 i¢in bir S,-metrik uzay1 olsun ve T: Y — Y olmak {izere, eger Tw = wisew €

Y noktasina T 'nin sabit noktas: denir.

Tamm 4.1.3
(Y,S,))s = 1veT,,T,...: Y = Y olmak tizere bir S,-metrik uzay: olsun, eger
T,w = T,w =---=w olmak lizere w € Y varsa bu noktaya tiim doniisiimlerin ortak sabit

noktas: denir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Simdi sabit nokta sonuglarindan ve bunlarin genellestirilmesinin S,-metrik uzayda nasil

olabileceginden bahsedilecektir (Souayah vd. 2016).

Souayah vd. (Souayah vd. 2016) S, -metrik uzayda ilk biiziilme teoremlerini bilinen teoremleri
genisleterek sunmuslardir; ¥ : R — R* yardimer fonksiyonu artan bir fonksiyondur ve

lim Yy ™(r)=0 , Vr > 0 olur. Bu tiir 1 doniisiimiinii yardimci fonksiyonlarin bir
m—-oo

koleksiyonu olarak ele alinmistir.

Teorem5.1.1
(Y,S,) nins > 1 igin bir tam S,-metrik uzay ve T : Y — Y siirekli bir fonksiyon olsun,
boylece p €Y igin,

Sp(Tu, Tv, Tw) < Y(Sh(u,v,w)),Vu,v,w €Y (D)
olur. O zaman T'nin Y'de tek bir sabit noktas1 vardir.
Sedghi vd. (2016), Sedghi vd. (2012), doéniisiimlerin uyumlulugunu kullanarak, S,-metrik
yapidaki doniisiim igin ortak sabit nokta sonuglarimi sundular. Doniistim kavramu Sj;-metrik

uzaylarin sunuldugu sekilde benzer bir sekilde verilmistir (Souayah vd. 2016).

Tamm 5.1.1
Bir (Y,S,) S,-metrik uzayinda iki doniisiim T, T, verilsin ve Y'de herhangi bir {w,,} dizisi
i¢in

lim Ty;w, = lim T,w,, =w

Mm—oo m—oo

isew € Y ic¢in, buradan

lim Sb(Tszwm,Tszwm,Tz, Tl,Wm) =0
m—oo

elde edilir(Sedghi vd. 2016).

Teorem 5.1.2
(Y,Sp) s = ligin S,-metrik uzay ve Ty,T,,T5,T,: Y — Y uyumlu ¢iftlere sahip
dontistmleri ile tam olsun.

{T1,T,},{T,, T5}ileT,(Y) € T,(Y),T,(Y) S T3(Y), boylece

3

54

w

Sp(Tiu, Tyu, T,w) < M, u,w),Vu,w € Y,0 <¢é<1,s = -, (2

2
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bulunur, burada
Mu,u,w) = sup S, (Tsu, Tsu, T,w) , S, (Tyu, Tyu, Tsuw) , Sp(Tow, Tou, T,w),
~[Sp(Tsu, Taw, Tyw) + Sp(Tywt, Ty, Tyw) |
olarak kabul edilmistir. O zaman Ty,T,, T3, T, doniisimleri Y 'de tek bir ortak sabit noktaya
sahiptir (Sedghi vd. 2016).

Ornek 5.1.1
s = 4ig¢in S,-metrik uzay1 (Y ,S,) elealimrsa, burada Y = [0,1] ve
Sp:Y XY XY - RtvevVu,v,w € Y igin,
Sp(w,v,w) = (lv + w — 2u| +|v —w|)2,
gibi alinirsa, o zaman her w €Y igin doniisimler T;, T,, T3, T, asagidaki gibi tammlamr:

Tw= () Tow= ()" \Tsw=(*  Tw = ()

Teorem5.1.2'de & = i—f < 1 igin tek bir ortak sabit noktaya sahip olur (Sedghi vd. 2016).

Aciklama 2

1) Yukaridaki teoremde verilen doniisiimler T, T, (sirasiyla T3, T,) 6zdeslik doniistimii olarak
kabul edilirse,0 zaman T3, T, (sirasiyla. T, T,) tek bir ortak sabit noktaya sahiptir.

2) Teorem 5.1.2'deki T3, T, 6zdeslik doniistimleri olarak kabul edilirseve T;,= T, =T ise, 0

zaman T tek bir sabit noktaya sahiptir (Sedghi vd. 2016).

Aciklama 3

Aciklama 2'den, Teorem 5.1.2 'nin Teorem 5.1.1 'in agik bir genellestirmesi oldugu goriiliir,
¢linkii Souayah vd. (2016) verdigi Teorem 5.1.1'deki doniistimiin siireklilik kosulu Sedghi vd.
(2016)’ de Teorem 5.1.2° de agik birakilmuistir (Rohen vd. 2018).

Sp-metrik yapida, Rohen vd. (2018), rasyonel terimlerin yedi sabit katimin toplamini igeren

rasyonel biiziilmeler i¢in birlestirilmis 6zel nokta sonuglarim tanitnustir.

Aciklama 4

(Rohen vd. 2017), yalmzca kalan iki kosulu (S,) ve (S3) iceren Sp-metrik uzayim yeniden
tammlamak icin Tamm 2.1.3'ln (S,) kosulunu yayinlamistir. (S,) kosulu yeni yeniden
tammlanmustir. S,-metrik  uzaymin kosullarina eklenirse, S,-metrik uzay simetrik olur.

Asagidaki ornek yukaridaki agiklamayr daha anlasilir hale getirmektedir.
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Ornek 5.1.2
s = 2 igin (Y, S}p) ¢iftini ele alimir, burada Y = R ve
S,:Y X Y XY - Rt susekilde tammlanur:

0, eger u=v=w
2, egeru=0,w=1
4, egeru=v=1w=0
1, eger diger durumlar

Spu,v,w) =
O zaman (Y ,S,) ¢iftis > 2 igin simetrik olmayan bir S,-metrik uzaydir (Rohen vd. 2018).

Tamm 5.1.2

(Rohen vd,2018) (Y ,S,) s = 1ve T, T,, :Y XY —= Y iginbir S,—metrik uzay olsun,
(u,w) € Y XY noktas1 Ty,T,, T1(u,w) = T,(u,w)veT,;(w,u) = T,(w,u) donisiimleri
verilsin. T, (u,w) = T,(u,w) =u ve T;(w,u) = T,(w,u) =w olmas1 durumunda, (u, w)

noktasina T;ve T, 'nin ortak sabit noktasi denir.

Teorem5.1.2
(Y,Sp),s =21veT,,T,:Y XY - Y icin simetrik tam bir
S,-metrik uzay olsun, Vu, v,w,x € Y igin
Sp(Ti(w,v), Ty (w,v), T,(w,x)) < M(u,v,w,x) 3)

1-82-83-86-87 .

. 7 . . .
olur. Burada éi > 0,)/_,¢&iéi < 1lves< CLrEATES i¢in,

Sy(u,u,w) + S, (v,v,x) Sy (Tl (u,v), T, (u,v), Ty (w, x))Sb(u, u,w)
2 2 1+S,(u,u,w) +S,(v,v,x)

M(ulvjwlx) = El

Sp (T1 (u,v),T; (u,v), T2 (w,x) )Sb (v,v,x)
1+Sp (w,u,w) +Sp (v,v,x)

+¢&s

+¢3

Sp(wu, Ty (u,v))Sp (wu,w)
1+Sp (u,u,w) +Sp (v,v,x)

Sp(wu, Ty (u,v))Sp (wu,w)
1+5Sp (wu,w) +Sp (v,v,x)

+&4

Sp(w,w, T, (W,x))Sp (v,v,x)
1+5Sp (wu,w)+Sp (v,v,x)

Sp(w,w, T, (W,x)) Sp (u,u,w)
+€6 1+Sp (w,u,w) +Sp (v,v,x) + 57

olur. O zamanT,,T,, Y 'de tek bir i = 1 ortak sabit noktasina sahiptir(Rohen vd. 2018).

Aciklama 5
Eger T,,T, Teorem 5.1.2'deki gibi T; = T,=T ise, 0 zaman T tek bir ortak sabit noktaya

sahiptir. Asagida Teorem 5.1.2 'nin bir sonucu verilmistir.
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Sonu¢ 5.1.1 (Y,S,) simetrik bir tam S,-metrik uzay1 olsun. s > 1 veT,,T,, :Y XY =Y

oy - . . 1-¢2 . .
verilsin, heru,v,w,x € Y veéi > O,Zizzl,fl < lves < Tflgln,

Sp(Ty(w,v), Ty (w, v), T, (W, x))

Sp (u,u,w) +Sp (v,v,%)
< g D

+& Sp(ww,T1 (W))Sp (w,w,x)
2 1+5[Sp (wuw) +Sp (0,0, +Sp (W, T, (W) ) +Sp (W,w,T1 (W,x))

olur. Burada ortak sabit nokta T,,T, doniisiimii igin tek bir noktadir (Rohen vd. 2018).

Aciklama 6
Eger Sonug 4.1.1'de T, = T,=T ise, 0 zaman T doniisiimii tek bir ortak sabit noktaya sahiptir.

Ornek 5.1.3
s = 2igin S,-metrik uzay1 (Y ,S,) 'vi ele ahmr,buradaY = Rve S,:Y XY xY - R*
asagidaki sekilde V u, v,w € Y i¢in tanimlansin:
Sy (uv,w) =lu — w|+ v — wl.
O zaman T,,T, doniisimleri Yu,w € R, &; =§ , &t = 0,i = 2,3,4,5,6,7 igin su sekilde

2u—w+11

tanimlansin: (T; (w, v), Ty (u, v) = . Boylece, Teorem 5.1.2'nin kosullar1 saglamr ve

tek bir ortak sabit noktaya sahiptir (Rohen vd. 2018).

Aciklama 7

& = ;,Ez = 0igin Sonu¢ 4.1.1'i deki karsiligi goriilmektedir(Sedghi vd. 2017). Artan

stirekli fonksiyonlar yardimuyla bir ¢ift doniisiim i¢in R— zayif degismeli kosulunu kullanarak
@ : Rt > Rt saglayanp(r) <r, r > 0igin
@(0) = Oolur, Sedghi ve ark. asagidaki ortak sabit nokta sonuglarim énermistir.

Tamm 5.1.3
Bir S,-metrik uzayda (Y ,S,)ve T;,T,, Vw € Y igin,
Sp(TyTow, Ty Tow, T, Tiw) < RS, (Tyu, Tyu, Tow)

olsun. Eger bazi R > 0 igin bu kosul saglantyorsa R—zayif degismeli olarak adlandirilir.

R = 1 durumunda, basitce T;,T, doniistimleri zayif degismeli dontisiimler olarak adlandirilir
(Sedghi vd., 2017).
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Ornek 5.1.4
s = liginSy-metrik uzay1 (Y,S,) ¥ = RveS,:Y X Y xY - RtilevVu,v,w € Y igin
asagidaki sekilde verilsin:
S,(u,v,w)= (lv + w = 2ul + |[v — w|)?.
T,w = 2w — 1,T,w = w2, V,w € R olarak tanimlamrsa T,;,T, doniisiimleri R(=

4) —zayif degismeli, ancak zayif degismeli degildir.

Teorem 5.1.3
(Y, Sp) igin simetrik bir tam S,-metrik uzay olsun. s > 1 ve
T.,T,:Y = Yolsun. T;(Y) € T,(Y) ile R—zayif degismeli ve boylece Vu,w € Y igin,
1
Sp(TiuThu, Tyw) < E‘P(sb (Tou, Tou, T,w)), (5)

elde edilir. Burada ¢ € ¢ alinmistir. Ayrica, T;,T, doniisiimlerinden herhangi biri siirekliyse,
0 zaman Ty, T,'nin Y'de tek bir ortak sabit noktas1 vardir. Simdi asagida Teorem 5.1.3'ii saglayan
bir 6rnek verilmistir (Sedghi, vd. 2017).

Ornek 5.1.5
s = 4 igin S,-metrik uzay1 (Y,S,) verilsin, burada Y = Rve S,:Y XY xY - R*
asagidaki gibi tammlanir(Sedghi vd, 2017) V u,v,w € Y igin:
Spy(u,v,w)= (lv + w —2u| + |[v — w|)?.
O zaman R—zayif degismeli doniisim T,,T, igin asagidaki gibi tammlansin:
Yvw eRTiw=1, Tobw=2w—-1vep(r) = %r icintek bir ortak sabit noktaya sahip olarak

Teorem 5.1.3 “ii saglar.

Aciklama 8

Teorem 5.1.3 'te doniisimde T, ozdeslik olarak kabul edilirse, T; donisimii tek bir sabit
noktaya sahiptir. Mlaiki vd. (2017), y—biiziilmesini genellestirmek i¢in, (Souayah vd. 2017),
Mlaiki vd. (2017) "nin a - ¥ biiziilmesi sonuglarim a—kabul edilebilirlikkosulunu kullanarak
ifade etmiglerdir.
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Tamm 5.1.4

Bir S,-metrik uzayda (Y ,S,), T : Y — Y bir doniisiim olsun. Asagidaki kosul saglaniyor ise
buradaa : Y XY XY — R* olacak bigimde agsagidaki gibi tammlansin, o halde T a—kabul
edilebilir olarak adlandirilmuistir (Mlaiki vd. 2017):

a(u,v,w =2 1) = S,(Tu,Tv,Tw) = 1.

Teorem5.1.4
(Y,Sp)s>1veT: Y — Yiginsimetrik bir tam S,—metrik uzay olsun ve a—kabul edilebilir
siirekli bir fonksiyon olsun, bdylece en az birw, € Yigin a(wg,wy, T,,,) = 1 oluyorsa ve
baziyp €V, heru,v,w € Y igin;

a(u,v,w)S,(Tu, Tv,Tw) < Y(Sb(u,v,w))

saglaniyor ise 0 zaman T'nin Y'de bir sabit noktas: vardir (Mlaiki vd. 2017).

Aciklama 9

Teorem 5.1.4'teki doniistimiin stireklilikkisitlamasim igerdigine dikkat edilirse T doniisiimiinde
bu siireklilik kisitlamasim kaldirmak i¢in (Mlaiki vd. 2017), a—degismeli kosulu olarak bilinen
ardisik bir kosul ekleyerek asagidaki sonu¢ tammlanmustir.

Sonu¢ 5.1.2 (Y,S,) s =1 i¢in simetrik bir tam S;,-metrik uzay olsun ve
T :Y - Y bir a—kabul edilebilir fonksiyon olsun, bdylece 3w, € Y icin a(wy, wy, Ty,,) =
1vebaz1yp €Y, heru,v,w € Y i¢in,

a(u,v,w)S,(Tu, Tv, Tw) < Y(Sp(u,v,w)) (7
saglansin. Y'de {w,,} herhangi bir yakinsak dizisi w € Y'ye yakinsak olsun.
& (Wp, Wi, Wis1) = 1 =2 a Wy, Wy,w) = 1 kosulu her m € N igin saglamyor ise,

T'nin Y'de bir sabit noktas: vardir (Mlaiki vd. 2017).

Aciklama 10

Mlaiki ve digerlerinin verdigi Teorem 5.1.4 ve Sonu¢ 5.1.2'de sabit noktamin tek
olmayabilecegini goriliir. Sabit noktanmin tekligi i¢in Teorem 5.1.4 kosullarina asagidaki kosul
eklenir:

En az veYicina(u,u,v) = 1,a(w,w,v) = 1 kosulu her iki sabit nokta i¢in saglanr.

Asagidaki 6rnek Teorem 5.1.4 ile Agiklama 10'u gostermektedir.
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Ornek 5.1.6
s>1 igin S,-metrik uzayr Y =[0,3]\(1,2) ve S,:Y XY xY - R* ile (Y,S,) ele
alinmustir, burada S, su sekilde tanimlanmustir (Mlaiki vd. 2017):

lu—w|+|v—w|egeru,v,w € [0,1] ise
sup{u, v,w}, diger durumlar.

Sp(uw,v,w) = {
O zaman doniisim T : Y — Y asagidaki sekilde tammlannmustir;
{HTw,eger o0<wc<l,
Tw=4 2 egerw = 2,
|
tz%”,eger 2<w<3.

Teorem 5.1.4'i dogrulamustir, giinkii 1 (r) = 7 Ve

T M i i

i¢in tek bir sabit noktaya sahip olur.

Saleem vd. doniisiim ¢iftlerinin uyumlulugu kavramim ve Tamim 5.1.5'de tammmlanan (), ¢, F)
tigliisiiniin monotonlugunu birlestirerek Saleem vd. (2017), Souayah vd. (2016), ve Sedghi vd.

(2012) verdigi sonuglar1 asagidaki gibi genellestirmistir.

Tamm 5.1.5

W, @, F) tglist;

Her u,w € R* i¢in u <w = F@(w),¢(w)) < F(PpWw),@(w)) oluyor ise F:[0,0)% -
(—o, ) monoton olur ve F(ry,r,) <r,veF(r,r)=r,=>vya rn=0 ya da r,=0
saglanirken; 1: R* - R* artan-sireklidir ve ¥(r) = 0 & r = 0 kosullarini saglar; ¢: R* —
R* siireklidir ve Vr > 0, @(r) > 0 ve ¢(0) = 0 olur (Saleem vd. 2017).

Ornek 5.1.7
Y@) =Vr,0<r<1,yY@) =r%3r>1;,¢0@) =r; F(r,7;) =71, —1, olsun. O zaman
W, @, F) tcliisti monotondur (Saleem vd. 2017).

Ornek 5.1.8

Y(r)=Vr,0<r<L,yY@)=r3r>1¢9) =r% F(ry,1,) =1, — 1, olsun. O zaman

W, @, F) t¢listi monotondur (Saleemvd., 2017).
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Teorem 5.1.4

Y,S,) s=1 ve T,,T,,T;,T,: Y = Y i¢in simetrik bir tam S,-metrik uzay olsun:
{T1,T3},{T,, T,} ile T;(Y) S T5(Y), T,(Y) € T5(Y) uyumlu c¢iftlere sahip doniisiimler olsun,
boylece her u,w €Y igin,

Y(s*Sp (T, Tyu, Tow)) < F[P(M(w, w)), (M (u, w))] (8)
olur. Burada;

Sy(Tyu, T3u, Tyw), Sy (Tyu, Tyu, Tsw), Sy (Tow, Tow, Tyw),

M(u,w) = su 1
( ) P 5 [Sp(Tsu, Tsu, To,w) + S, (Tyu, Tiu, T,w)]

ve Tamm 5.1.5'de tammlanan (Y, @,F) fglisi monotondur. Eger s >@ve T, T,

stirekliyse o zaman Ty, T,, T5, T, doniisiimleri Y'de tek bir ortak sabit noktaya sahiptir (Saleem
vd. 2017).

Ornek 5.1.9.
s = 2igin S,-metrik uzayr (Y ,S,) ele alinmistir, burada Y = [0,1] ve S,:Y X Y XY —
R*su sekilde tammlanmstir (Saleem vd. 2017):
Sp(u,v,w) = (Jv + w = 2u|+|v —w|)3,Vuv,w €Y.
Bu durumda, T;,T,, Ts, T, doniisimleri asagidaki gibi w €Y igin verildiginde: T;w =

(g)4 ,T,w = (%)2 ,Taw = (g)z T,w = > Teorem 5.14 icin saglamr. Burada (r) =

729 . N
r,o(r) = Toonls 1,F (ry,r3) = 1y - 1y + 1 alinmustir, dolayisiyla verilen doniisiimler tek

bir ortak sabit noktaya sahiptir.

Ag¢iklama 11

(1) Ty, T, (sirasiyla T3, T,) Teorem 5.1.4'deki 6zdeslik doniisiimleri olarak kabul edilirse, o
zaman T3, T, (sirasiyla Ty, T,) tek bir ortak sabit noktaya sahiptir.

(2) T3, T, Teorem 5.1.4'deki 6zdeslik doniistimleri olarak kabul edilirseve T; = T, =T ise, 0
zaman T donisimii tek bir sabit noktaya sahiptir. b-metrik yapidaki doniisiimlerin Sp,-metrik
yapida kabul edilebilirligi ile ilgili olarak a—Meir-Keeler biiziilmesi sonuglar1 da ¢alisilmustir
(Saleemvd. 2017, Thounaojam vd. 2021).
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Tamm 5.1.6
Bir S,-metrik uzayda(Y ,S,) T : Y — Y doniisiimii, Ve > 0,36 > 0 igin
e< M(u,v,w) <e+ 8= a(u,v,w)Sb(Tu,Tv, Tw) <§

oluyorsa Al tipinde a—Meir-Keeler biiziilmesi olarak adlandirilmistir (Thounaojam vd. 2021).
Burada a: Y XY xY - R*ve

M (u, v, w) = sup{S, (u,v,w),Sp (w,u, Tu), S, (v,v, Tv),Sp(w, w,Tw)}
olarak alinmistir.
* Al tipindeyse a—Meir-Keeler biiziilmesi u = v ise, All tipinde a—Meir-Keeler biiziilmesi
denir.

* Eger Al tipinde a—Meir-Keeler biiziilmesinde,
Mu,v,w) = sup{Sp(u,v,w),Sp(u, u, Tw)S,, v,v,Tv),S, (W,W,TW),% [Sp(u,u, Tv) +

Sp(v,v,Tw) + S, (w,w,Tu)}
ise, BI tipinde a—Meir-Keeler biiziilmesi denir.
» Eger BI tipinde a—Meir-Keeler doniisiimiinde u = v ise, doniisiime Bl tipinde a—Meir-

Keeler dontisimii denir.

Teorem5.1.5

(Y, Sp) uzayimn simetrik bir tam S,-metrik uzay oldugunu varsayilsin.

s =21veT:Y - Y Al tipinde bir « —Meir-Keeler siirekli biiziilmesi olsun. O zaman T'nin
Y'de bir sabit noktas1 vardir (Thounaojam vd. 2021).

Aciklama 12

(1) Teorem 4.1.5'de sabit noktamn tekligi belirtilmemistir. Teorem 4.1.5'in kosullarina ek
olarak, asagidaki eklenirse (Thounaojam vd. 2021):

Jv € Yigina(u,u,v) = 1,a(w,w,v) > 1kosulu herhangi iki sabit nokta u,w € Y igin
vardir. O zaman T'nin sabit noktas: tek olur.

(2) Siireklilik kosulunu serbest birakmak icin Teorem 4.1.5'deki T'ye, Sonu¢ 5.1.2'de

tammlanan a—degismeli kosulunu eklenebilir.

Aciklama 13

Teorem 4.1.5 ve Agiklama 11, All, BI ve BII tiplerinin diger tim a—Meir Keeler biiziilmeleri
i¢cin dogrudur (Thounaojam vd. 2021).

Ornek 5.1.10
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s =2 i¢in S,-metrik uzayr (Y ,S,) 'vi ele alinsin, burada Y = [0,0) ve §,:Y X Y XY -
R* S, (u,v,w) = |v + w — 2u| olarak tammlanabilir. Daha sonra doniisim T: Y — Y

asagidaki gibi verilirse (Thounaojam vd. 2021),

w2 o
. eger0<w<1

- §+ log((w)), eger w € (1,00)’

Teorem 5.1.5'yi saglar, ¢iinkii

_(1,eger u,v,w € [0,1]
(u,v,w) = {0, diger durumlar

tek bir sabit noktaya sahip olur. Aytimur ve digerleri (Aytimur 2022), S,-metrik yapidaki sabit
sekilli (gember, elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi) problemleri analiz etmek

i¢in Jleli Samet tipi biiziilmeleri ilgili geometrik yorumla vermistir.

Tamm 5.1.7
s = 1 igin bir S,-metrik uzayinda (Y ,S,), wo, wy,w, € Y olsun, yarigap1 p olan ve w
merkezli bir daire su sekilde verilir:

Cvf,’(’)p ={weYS www) = pk
yarigapi p olan ve w, merkezli bir disk su sekilde verilir:

D‘f}(’)p ={w € Y: S,(w,w,wy) < p};
elips asagidaki sekilde verilir:

E;fb (wy,wy) ={w € Y:Sy(w,w,w;) + Sp,(w,w,w,) = p};
hiperbol asagidaki sekilde verilir:

H,fb (wy,wy) ={w € Y:IS(w,w,wy) —=Sp(w,w,wp)| = p };
Cassini egrisi asagidaki sekilde verilir:

C,fb (wy,wy) ={w € Y :S,(w,w,w;)S,(w,w,w;) = p};

Apollonius ¢emberi agsagidaki sekilde verilir:

Sb(W; w, Wl)
ASb = ey YT (o o N T
p (WIIWZ) w \{Wz} Sb (W; w, WZ)

egerTw = w,Vw € FigkosuluT : Y — Y icinsaglaniyorsa bu sekle Fig sabit sekli denir
(Aytimur vd. 2022).
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Ornek 5.1.11
Birs = 1(Y,S,) Sp,-metrik uzayinda, Y = R ve S,: Y xY xY—> R* heru,v,w € Y igin
asagidaki sekilde verilsin (Aytimur vd. 2022):
Sp(u,v,w) = (Ju — v|+|v —w|+|w —u|)3,
w, = (1,1,1) = wy,w, = (—1,-1,—1),p = 40 olsun. O zaman;
Sh — iy — 113 — 113 — 113 =
Conp={@vwleV: lu—1P + v —1P +|lw—-1° =5
D‘f};,p ={wv,weY:lu—-11*+|v - 1]* +|w - 1]® <5}
B Wy, w2) = {(, v, w)eY: (lu — 1] + |u + 1D? + (Iv — 1] + |v + 1])?
+(w—=1]+|w+1)? <50
Hlf”(wl,wz) = {(u,v,w)eY: ||u -1 —|u+ 1||3 + ||v -1 —-|v+ 1||3
+w=1]—lw+ 1]’ <5}
CP (wi,wy) = {(u, v, w)eY: (lu — 1w+ 1D3 + (lv — 1{|v + 1)° + (Iw — 1llw + 1])°
< 5}

3 3 3
AP (wy,wy) = {(u, v, weY: e — 1] + v = 1i + w — 1] <5}
p AT Tt \Ju+ 1] lv + 1] w+1]) =

Teorem 5.1.6

(Y,Sp)s =1veT : Y — Y birfonksiyon olmak iizere simetrik bir tam S,-metrik uzay olsun,

boylece wy, wy,w, € Y igin (Aytimur vd. 2022);

Sp(w,w,wo) > 0 = (S, (w,w, Tw)) < [p(Mw, wo, wy,w2))¥  (9)
olsun, burada 0 <¢ < 1,p =min{S,(w,w,Tw):w # Tw,w € Y}, ¢: (0,00) -, (1, )
artmaktadir ve
s M(w,wy,wi,wy) = S,(w,w,w,),Vw € Y iginoldugunda (9) esitsizligine Jleli Samet tipi
denir. D, — Sy-biiziilmesi T, D;? , diskini sabitler.

s MWWw,wo,wi,wy) = Sp(w,w,wy) + S,(w,w,wy),Vw € Y \{w,w,} ve Tw;=
wy, Tw, = w, oldugunda, (9) esitsizligine Jleli-Samet tipi denir. E, ,, —S, biizilmesi
T,E,? (wy,w,) elipsi sabitler.

o Mw,wywy,wy) =|S,(w,w,wy) — Sp(w,w,w,)|,Vw €Y \{w;,wy}p>0ve Tw,; =
wy, Tw, = w; iginoldugunda, (9) esitsizligine Jleli-Samettipi denir. H,, ,,, — Sp-biiziilmesi T,

H 5 > (wy,w,) hiperbolii sabitler.
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o M(w,wy,wy,wy) = Sp(w,w,wy) Sp,(w,w,w,),Vw € Y \{w;,w,}ve Tw; = w;,Tw, =
w, oldugunda, (9) esitsizligine Jleli-Samet tipi denir.H,, ,,, — S,-biiziilmesi T, Cpsb (Wi, wy)
Cassini egrisini sabitler.

Sp(w,w,Wy)
Sp(w,w,wy)

e M(W,wy, Wy, wy) = oldugunda, vw € Y \{wy,w,}veTw; = wy,Tw, = w, (9)

esitsizligine  Jleli-Samet  tipi  A,, ,, — Sp-bliziilmesi ~denir. T  Apollonius  gemberi
A (wy, wy)'yi sabitler,
Asagidaki 6rnek sabit rakamlara sahip oldugu i¢in Teorem 5.1.6'y1 saglar. iki S,—metrik uzay

baglaminda (Thounaojam vd. 2022) teoriyi genisletmek igin bagli tesadiif noktasi ve bagli sabit

nokta sonuglarim arastirmstir.

Tamm 5.1.7
Bir S,—metrik uzayda (Y,S,), iki doniisim T;:Y XY — Y,T,: Y — Y asagidaki gibi
Vu,w € Y verildiyse w—uyumlu olarak adlandirilir (Indubala vd. 2022):

Ti(u,w) = Tou,Ty(w,u) = Tow = T,T;(u,w) = T,(Tou, T,w).

Teorem5.1.8
(Y1,8p, ), (Y2, Sp, ) s = 1igin iki simetrik S, —metrik uzay ve evrensel bir kiime Y olsun;
burada her w,w €Y igin Sp, (w,u,w) < S, (Wuw)veT :Y XY > YV, T,: YV -
Y, T,(Y X Y) € T,(Y) ile w uyumluluguna sahip iki doniisim ise, Yu,v,w,x € Y
(Indubala vd. 2022):
Sp, (T1(ww), Ty (u, w), T1(v,x)) + Sp, (T1(w,w), T1(u,w), T (v,x)) <
M(u,v,w,x)), (10)
Burada
M, v,w,x) = &[Sy, (Tou, Tou, T,v) + Sy, (Tow, Tow, Tox)]
+ $[Sp, (Tou, Tou, Ti(w,w)) + Sp, (Tow, Tow, Ty (w, u))]
+ &3[Sp, (Tou, T,u, Ty (v, X)) + Sp, (Tou, Tou, Ty (x, v)]
veé €[0,1],0 < & +&, +& < Siz’dir. Eger T,(Y) ise S, -tek ise, 0 zaman déniistimler T;,

T, Y'de tek bir ortak bagli sabit noktaya sahiptir.
Aciklama 14

(1) Teorem 5.1.8'den w-uyumluluk kosulunu kaldirilirsa, 0 zaman tek bir ortak bagli sabit nokta

yerine, T;, T, Y'de bagli bir ¢akisma noktasina sahip olur.
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(2) Iki simetrik S,—metrik uzay almak yerine, tek bir simetrik tam S,—metrik uzay alinirsa, o
zaman sonuglar farkli ¢ikarilabilir.

(3) T, doniisimii 6zdeslik olarak kabul edilirse, o zaman karsilik gelen bagli sabit nokta
sonuglar1 elde edilir.

Teorem 5.1.8 kullamlarak ¢ikarilan bir 6rnek verilmistir.

Ornek 5.1.12

(Indubala vd. 2022) s = 1 igin iki S,—metrik uzayr (¥,S,, ), (Y2,S,) ve burada

Y =Y, =Y, = Rverilsin, S, S,,,: Y XY XY — R* su sekilde tammlansin:
Sp,w,v,w) = (u + v — 2w)*Vu,v,w € Y;,.

U+ v — 2w\?
Sp, (u,v,w) = (f) ,Yu,v,w € Y,.

Ty, T, heru,w €Y i¢cinT,(u,w) = %,Tzw = 2w, Teorem5.1.8'1 ¢, = 5 & =00 =

2,3 karsilar ve tek bir bagli sabit noktaya sahiptir.

Ortak bagli sabit nokta sonuglarim temsil eden karsilik gelen integral denklemi kullanilarak
baslangig deger problemini ¢ézen Rao ve arkadaslari tarafindan yapilan baska bir genelleme
daha vardir. Son zamanlarda, Tas ve arkadaglar1, S,—metrik uzayr baglaminda ortak sabit nokta
sonuglarint kanitlayarak bazi geometrik 6zellikleri arastirmistir. Teoriyi genellestirmenin yani
sira, parametrik diizeltilmis dogrusal birim aktivasyon fonksiyonlarimin da baz sekillerde
kullanildigim 6ne siirdiiler. Sonug olarak, arastirmacilar S,—metrik uzay1 farkli sekillerde

arasgtirdilar ve teoriyi bircok yonde genellestirdiler.

Sadece bir doniisiim i¢erenbiiziilmeler i¢in sabitnokta sonucuyla baslayarak, 6rnekler ve dikkat
¢ekici yorumlarla, w-uyumlu kosullar1 saglayan dort doniisiime kadar igeren biiziilmeler igin
tesadiifi sabit nokta sonuglarimi, S,—metrik yap1 baglaminda ortak sabit nokta sonuglari

tartisilmaktadir.

Ayrica S,—metrik uzaylarda daire, elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi vb. gibi
sekillerin geometrik Ozelliklerini yorumlayan bazi sabit sekil sonuglar1 da toplanmistir. Bu
sonuglar1 gostermekle, arastirmacilar, uygulamalar i¢in engin potansiyeli olan bu ilgi ¢ekici

alani kesfetmeye ve bunun icin hala bir firsat olduguna tesvik edilmektedir.
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