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SABIT SUZGEC YAKINSAK UZAYLARDA KAPANIS OPERATORLERI
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Damisman: Prof. Dr. Ayhan ERCIYES
OZET

Topolojik kategoriler geometri, analiz ve cebirsel topoloji dahil olmak iizere
matematigin cesitli alanlarinda kullanilir. Ornegin bir topolojik uzaym alt kiimesi de
bir topoloji ile donatilmistir. Bundan bagka iki topolojik uzaymn carpimi da bir
topolojik uzaydir veya bir kiime {izerinde en kaba topoloji olan indiskre topoloji her
zaman mevcuttur. Topolojik kategoriler, topolojik uzaylarin bu ve diger bir¢ok
ozelligini sistematik olarak incelemek ve karakterize etmek i¢in uygun bir cat1 saglar.

Bu tez calismasinda, objeleri sabit yakinsak siizge¢ uzaylar, morfizmleri bu uzaylar
arasindaki siirekli fonksiyonlardan olusan ConFCO kategorisi incelenmistir.
ConFCO da eksen doniistimleri ile bir kiimenin kapaliligi, kuvvetli kapaliligi
arastirilmistir. Sonrasinda ise kapali (kuvvetli kapali) kiimelerin sonlu ve keyfi
kesisimler, birlesimler altinda kapali (kuvvetli kapali) olup olmadig1 gdsterilmistir.
Ardindan ConFCO de baz1 kapanig operatorleri (cl, scl, Q, sQ) karakterize edilmistir.
Bu kapanig operatorlerinin idempotent, (zayif) kalitsal, carpimsal ve toplamsal olma
durumlari incelenmistir. Ayrica kapanis operatorleri ile olusturulan i = 0,1,2 i¢in
ConFCO,, alt kategorileri arastirilmig, birbirleri arasindaki iliskiler gosterilmistir.
Dolayisiyla kapanig operatorleri kullanilarak i = 0, 1 i¢in T; sabit yakinsak siizge¢
uzaylarin her biri karakterize edilmistir. Sonrasinda ise ConFCO;. kategorilerinin
ConFCO nun epireflektif alt kategorileri oldugu belirlenmistir. Son olarak ise bilinen
baz1 topolojik kategorilerdeki sonuglar ile bu tez calismasinda elde edilen kapanig
operatdrleri kiyaslanmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar, Kapali Obje, Kapanis
Operatorii, Topolojik Kategori

Ocak, 2025; 45 sayfa
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CLOSURE OPERATORS IN CONSTANT FILTER CONVERGENCE
SPACES

Kiibra KAYA
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Supervisor: Prof. Dr. Ayhan ERCIYES
ABSTRACT

Topological categories are used in various areas of mathematics, including geometry,
analysis, and algebraic topology. For example, a subset of a topological space is also
equipped with a topology. Moreover, the product of two topological spaces is a
topological space or the most coarse topology on a set, the indiscrete topology,
always exists. Topological categories provide a framework for studying and
characterizing these and many other properties of topological spaces systematically.

In this thesis, the ConFCO category, whose objects are constant filter convergence
spaces and morphisms are continuous functions between these spaces, is examined.
In ConFCO, the axis maps and the closure and strong closure of a set are
investigated. Subsequently, it is shown whether closed (strongly closed) sets are
closed (strongly closed) under finite and arbitrary intersections and unions.
Afterwards, some closure operators (cl,scl,Q,sQ) in the ConFCO category are
characterized. The idempotent, (weak) hereditary, multiplicative, and additive states
of these closure operators are examined. Additionally, the ConFCO;. subcategories
for i = 0,1,2 formed by closure operators are investigated and the relationships
between them are shown. Hence, by using closure operators, each of the T; constant
filter convergence spaces for i = 0,1 has been characterized. Subsequently, it is
determined that the ConFCO;. categories are the epireflective subcategories of
ConFCO. Finally, the results obtained in this thesis study are compared with the
results in some known topological categories.

Keywords: Constant Filter Convergence Spaces, Close Object, Closure Operators,

Topological Category
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1. GIRIS

Kategori Teorisi, 1945 yilinda Eilenberg ve MacLane (1945) tarafindan gelistirildi.
Onlarin c¢alismasmin amaci, cebirsel topolojideki belirli problemlere bir ¢oziim
sunmakti. Caligmalarinin temelinde farkli topolojik ve cebirsel yapilarin Homotopi
Teorisinde nasil iligkili olduklarin1 anlamak yatiyordu. Kategori Teorisi, bilgisayar
biliminde, 6zellikle teorik bilgisayar bilimlerinde ve programlama dillerinin dogru
bir sekilde aktarilmasinda biiyiik bir etki yaratmaya basladi. Ornegin, Kategori
Teorisi Hindley-Milner (HM) tipi sistemleri ve monadlar {izerine yapilan ¢aligmalar,
Haskell gibi fonksiyonel programlama dillerinde kullanilmaktadir. Kategori Teorisi,
gruplar, halkalar, topolojik uzaylar ve daha bircok matematiksel yapiy1 bir ¢ati

altinda incelemeye olanak tanir.

Topolojik uzaylar ve stirekli doniisiimleri ile elde edilen Top kategorisi topolojiktir.
Topolojik kategorileri diger kategorilerden ayiran temel nedenlerden birisi Top da
yapilan islemlere benzer islemlere olanak saglamasidir. Ornegin Top da her alt kiime,
carpim, boliim vs. kiimeleri iizerinde bir topoloji tanimlanmasi topolojik kategorilere
has bir oOzelliktir. Bu durumlarin tamamimi Grp (Tim gruplar ve grup
homeomorfizmleri), Met (Tim metrik uzaylar ve silirekli fonksiyonlar)

kategorilerinde gérmek miimkiin degildir.

Yakinsama, siireklilik ve ayirma aksiyomlar1 gibi matematiksel kavramlar genellikle
topolojik uzaylar ile iliskilendirilirler. Ancak komsuluk yerine yakinsaklik alinirsa bu
kavramlarin daha soyut bir sekilde tanimlamasi miimkiindiir. Bu yaklasim Choquet,
Hausdorff, Katetov ve Kent tarafindan yapilan ¢alismalarda arastirilmistir (Choquet,
1947 a, b; Hausdorff, 1935; Katetov, 1965; Kent, 1964). Siizgegler, topolojik
uzaylarda yakinsaklik ve kapanis ozelliklerini tanimlayan ve analiz eden giiclii
aractir. Siizge¢ yakinsak uzaylar, matematiksel analiz ve topolojide yakinsaklik
kavraminin genisletilmesi acisindan onemli bir yapidir. Siizgecler ilk kez Cartan
(1937) tarafindan yakinsaklig1 aragtirmak icin kullanildi. Sonralar1 Choquet (1947)
ve Kowalsky (1954) siizgecler ile yakinsaklik kavramini ifade eden teoremleri ifade
ve ispat ettiler. Bu durum ilerleyen zamanlarda Fischer (1959) ve Kent (1964) isimli
bilim insanlarinin yakinsamada siizgecleri kullanmasi ile daha ileri bir seviyeye

ulast1.



Kategorik agidan incelenirse 1937 yilinda Weil, siizge¢ yakinsak yapilar1 diizgiin
uzaylar (uniform spaces) ile birlestirerek diizgiin yakinsak yapilarin temelini atmis
oldu (Weil, 1937). Daha sonra 1967 yilinda Cook ve Fischer (1967) diizgiin
yakinsaklik yapist kavramini yeniden tanimladilar. 1976 yilinda Edgar yakinsak
stizge¢ uzaylar kategorisinin kartezyen kapali oldugunu gosterdi (Edgar, 1976). 1987
yilinda da Lechicki ve Zieminska diizgiin yakinsaklik kavramini genellestirdiler
(Lechicki ve Zieminska, 1987). 1990 yilinda Bently ve arkadaslari, yakinsak ve
diizgiin yakinsak yapilar arasindaki iligkiyi belirlemek icin siizge¢ yapilar1 formiile

etti (Bently vd., 1990).

Yukarida ifade edilen siizge¢ tabanli yapilar sadece topoloji tanimlamak igin
kullanilmaz ayn1 zamanda kartezyen kapalilik (cartesian closedness), uzantisallik
(extensionality), boliim dontigiimlerinin ¢arpimsalligl gibi durumlar i¢ine alan pek
cok ozelligin varligini ortaya ¢ikarmada da kullanilan uygun bir kategorik 6zelliktir
(Bently vd, 1987; Nauwelaerts, 2000; Csaszar, 1996; Preuss, 1998). Oyle ki bu konu
2002 yilinda Preuss tarafindan ortaya konulan topolojinin farkli bir ¢alisma alanm

olan Convenient Topolojiyi ortaya ¢ikarmistir (Preuss, 2002).

Kapanis operatorleri 1910 yilinda Moore tarafindan yazilan “ Introduction to a Form
of General Analysis” isimli kitabinda ortaya atilmistir. (Moore, 1987). Kategorik
anlamda kapanis operatorleri ile ilgili en dikkat g¢ekici c¢aligma 1987 yilinda
Dikranjan ve Giuli tarafindan yapilan temel bir makalede ortaya konmustur
(Dikranjan ve Giuli, 1987). Kapamis operatorleri 6zellikle mantik, cebir, logic,
ekonomi, geometri, bilgisayar bilimi, veri analizi, Galois Teorisi gibi pek ¢ok
alanlarda sik¢a kullanilir. Kapanig operatorleri  kullanilarak  Hausdorffluk,
baglantililik, regiilerlik, normallik, kompaktlik vb.kavramlar genellestirilebilir veya
verilen bir topolojik kategorinin dolu alt kategorilerinin epimorfizmleri karakterize
edilebilir. Bu konuda pek ¢ok bilim insanmin c¢alismalart mevcuttur. (Baran, 1997,
1998, 2000, 2002; Baran ve Kula, 2006; Baran ve Altindis 1996, Baran vd., 2016;
Castellini ve Hajek, 1994; Clementino ve Tholen, 1997; Dikranjan ve Giuli, 1987,
1992; Dikranjan ve Tholen, 1995; Erciyes vd., 2020; Erciyes ve Baran, 2020, 2021,
2025; Preuss, 1979; Salbany, 1976).

Topolojik kategorilerde, kapalilik kavramini eksen doniisiimleri ile tanimlamak

miimkiindiir. Baran 1991 ve 1993 yillarinda yayinlamis oldugu “Separation



Properties” ve “The Notion of Closedness in Topological Categories” isimli
caligmalarinda kiime tabanli topolojik kategorilerde kapalilhik  kavramimi
tanimlamistir (Baran, 1991, 1993). Baran’in ¢alismalarinda adi gegen kapanis
operatorleri Dikranjan ve Giuli anlamindaki kapanis operatorleri ile uyumludur

(Dikranjan ve Giuli, 1987).

Top kategorisi, dogal fonksiyon uzay yapilarina sahip olmayan bir kategoridir. Bu
durum homotopi teorisi, topolojik cebir, fonksiyonel analiz vb. alanlarda Top

kategorisinin yetersizligidir.

Objeleri sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri ise bu uzaylar arasindaki siirekli
dontisiimlerden olusan ve ConFCO ile gosterilen smif bir topolojik kategoridir. 1978
yilinda Schwarz ve Hannover tarafindan tanimlanmistir (Schwarz ve Hannover,
1978). Schwarz ve Hannover, bu c¢alismasinda grill ve siizge¢ uzaylarin birbirinin
duali oldugunu gostermesinin yaninda ConFCO kategorisinin Grill (Objeleri grill
uzaylar ve morfizmleri siirekli doniisiimler) kategorisine izomorf oldugunu ispatladi.
Devaminda ConFCO nun FCO (Objeleri siizge¢ uzaylar ve morfizmleri siirekli

dontistimler) kategorisinin bireflektif alt kategorisi oldugunu gosterdi.

Bu tez calismasinin amaglart asagidaki gibi siralanabilir:

(1) ConFCO da bir kiimenin kapaliligi, kuvvetli kapalilig1 arastirilmistir. Kapali
(kuvvetli kapali) kiimelerin sonlu ve keyfi kesisimlerinin, birlesimlerinin kapali
(kuvvetli kapal1) olup olmadig1 gosterilmistir.

(2) ConFCO da cl,scl,Q,sQ seklinde gosterilen kapanis operatorleri karakterize
edilmistir. Devaminda, bu kapanis operatorlerinin idempotent, (zayif) kalitsal,
carpimsal ve toplamsal vb. gibi durumlar1 incelenmistir.

(3) cl,scl,Q,sQ kapanis operatorleri ile olusturulan i = 0,1,2 i¢cin ConFCO;. alt
kategorileri karakterize edilmis ve birbirleri arasindaki iligkiler gosterilmistir.

(4) Kapanis operatorleri kullanilarak i = 0, 1 i¢in T; sabit yakinsak slizge¢ uzaylarin
her biri karakterize edilmistir.

5) i=0,1,2 icin ConFCO;. kategorilerinin ConFCO nun epireflektif alt
kategorileri oldugu belirlenmistir.

(6) Bilinen baz1 topolojik kategorilerdeki sonuglar ile tez calismasindan elde edilen

kapanig operatorleri kiyaslanmistir.



2. KATEGORIK KAVRAMLAR

2.1 Kategori Ve Fanktor

Tamm 2.1.1 Bir A kategorisi asagidaki sartlar1 saglayan tiim objelerin sinifi Ob, tim

1P

morfizmlerin smifi hom, birim morfizm id ve iki morfizm arasindaki bileske islemi “o
olmak iizere A = (Ob, hom, id, o) dortliisiinden olusur (Adamek vd., 1990).

(i) A daki her X objesi i¢in 14: A — A birim morfizmi vardir dyle ki her f:A — B

morfizmii¢in f o 1, = f ve her g: B — A morfizmi i¢in 1, o g = g dur.
(ii) f:A — B, g: B — C ve h: C — D morfizmleri i¢in (ho g) o f = ho (g o f) dir.

Ornek 2.1.2 Bilinen bazi kategoriler su sekildedir:

(1) Objeleri kiimeler, morfizmleri fonksiyonlar olan sinifa tiim kiimelerin kategorisi
denir ve Set ile gosterilir.

(2) Objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan sinifa tiim
topolojik uzaylarin kategorisi denir ve Top ile gosterilir.

(3) Objeleri metrik uzaylar, morfizmleri biiziilme fonksiyonlar1 olan smifa tiim
metrik uzaylarin kategorisi denir ve Met ile gosterilir.

(4) Objeleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmi olan smifa gruplarin
kategorisi denir ve Grp ile gosterilir.

(5) Objeleri vektor uzaylari, morfizmleri lineer doniisiimler olan smifa vektor
uzaylar kategorisi denir ve Vect ile gosterilir.

(6) Objeleri siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri siirekli doniisiimler olan sinifa
stizge¢ yakinsak uzaylarin kategorisi denir ve FCO ile gosterilir.

(7) Objeleri bornolojik uzaylar, morfizmleri siirekli doniisiimler olan sinifa
bornolojik uzaylarin kategorisi denir ve Born ile gosterilir.

(8) Objeleri yansima bagintili uzaylar, morfizmleri baginti koruyan fonksiyonlar
olan sinifa tiim yansima bagintili uzaylarin kategorisi denir ve RRel ile gosterilir.

(9) Objeleri topolojik gruplar, morfizmleri siirekli grup homomorfizmleri olan sinifa

tiim topolojik gruplarin kategorisi denir ve TopGrp ile gosterilir.

Tammm 2.1.3 A ve B iki kategori olsun. A daki her bir A objesini
B nin F(A) objesine, A daki her f: A — B morfizmini B deki F(f): F(A) — F(B)



morfizmine doniistiiren F: A — B ye doniisiimili asagidaki sartlar1 saglarsa F ye A

den B ye bir fanktor denir (Adamek vd., 1990).

(i) Her A € Ob(A) igin 154 = F(1,) dir.

(ii) A daki fve g morfizmleri i¢in

dir.

F(g)oF(f) =F(gef)

Bir fanktoru iki kategori arasinda objeyi objeye ve morfizmi ise morfizme

gotiiren bir doniisiim olarak diisiinebiliriz.

Ornek 2.1.4 Bazi bilinen bazi fanktorlar su sekildedir:

4y

2

(&)

(C))

(©))

()

)

®
®

U:Top — Set, U ((X g a)) = X tanmiml1 doniistim fanktordur.

V:Grp — Set, V((G,*)) = (G seklinde tanimli doniisiim bir fanktordur.

D:Set — Top, D(X) = (X, P(X)) tanmiml1 doniisiim bir fanktordur. Bu fanktora
diskre fanktor denir.

I:Set — Top, [(X) = (X, {X, 0}) seklinde tanimli doniisiim bir fanktordur. Bu
fanktora indiskre fanktor denir.

S: TopGrp — Grp, S((X,m,7)) = (X,m) scklinde tammli déniisiim bir
fanktordur.

T: TopGrp — Top, T((X, n, T)) = (X,7) seklinde tamimli doniisiim bir
fanktordur.

Bir A kategorisinde her T,S € Ob(A), her f:T — S igin 14(T) =T ve
14(f) = f tanimli 1 4: A — A doniistimii bir fanktordur.

W:Met — Set, W((X , d)) = X seklinde tanimli doniisiim bir fanktordur.

U:RRel — Set, U ((X , R)) = X seklinde tanimli doniisiim bir fanktordur.



2.2 Topolojik Kategori

Tamm 2.2.1 A ve B kategoriler ve U: A — B fanktor olsun.U asagidaki sartlar
saglarsa <A ya B de bir topolojik kategori denir (Adamek vd., 1990, s. 278).

(i) Hem amnestik hem de diizenlidir, yani U belirlidir. VB,A € Ob(A) ve
fiA— B,g:A — B ic¢in U(g) = U(f) dan g = f olmalidir ki bu U nun diizenli
olmas1 demektir ve A daki VA objesi ve Vf:A — A igin U(f) = 1p) ve f

morfizm oldugunda 1, = f olmalidir ki bu ise U nun amnestik olmas1 demektir.

(ii) VB € Ob(B) i¢cin U"1(B) = {X € Ob(A) | U(X) = B} bir kiime olmalidir. Yani
U kii¢iik demetlere sahiptir.

(iii) Her U-kaynag1 (U-source) bir baslangic kaldirmasina sahiptir veya U-kavsagi
(U-sink) bitis kaldirmasina sahiptir. Yani B deki heri € I, f; : U(X) = A — U(X;)
icin (fl) = f; olacak sekilde A de bir fi:X—>X; , i €1 ailesi vardir ve
Uh:Y = X)) =fiok:UY) > UX)=A— U(X;) dan k:U(Y) > U(X) ne
karsilik U(k) = k olacak sekilde 3k:Y — X vardir yle ki f, ok = g, dir.

2.3 Ozel Objeler

Tanim 2.3.1 (Adamek vd., 1990) A, B lizerinde bir topolojik kategori ve
A € Ob(A) olsun.

(1) VX € O0b(A) i¢in B deki VYU(A) — U(X) morfizmi, A da A— X ¢
kaldiriliyorsa A ya diskre obje denir.

(2) VY € Ob(A) ig¢in B deki YU(Y) — U(A) morfizmi, A da Y — A ya
kaldiriliyorsa A ya indiskre obje denir.

(3) U: A — B topolojik fanktorunda B nin her X sabit objesi i¢in U1 (X) yalniz bir
yapiya sahipse U ya normallestirilmis topolojik kategori (normalized topological
category) denir (X objesinin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter sart son objesinin bir alt

objesi olmasidir.).



Ornek 2.3.2 Asagida bilinen bazi topolojik fanktor 6rnekleri verilmistir.

(1) U: Top — Set, U((X, 7)) = X bigimindeki fanktor topolojiktir. Dolayisiyla Top
topolojik kategoridir.

(2) V:Grp — Set, V((G,*)) = G topolojik fanktor degildir. Ciinkii Grp da herhangi

bir grubun alt kiimesi alt grup degildir.

(3) W:Met — Set, W((X,d)) = X de Met de metrik uzaylarin keyfi carpimlarinin

metrik uzay olmamasi fanktorun topolojik olmadigi anlamina gelmektedir.

4) S:TopGrp — Grp,S ((X, m, ‘L')) = (X, m) seklinde tanimlanan fanktor
topolojik olmasina ragmen T:TopGrp — Top,T((X,m,7)) = (X,7) seklinde

tanimlanan fanktor topolojik degildir.
2.4 Eksen Doniisiimleri

Bu baglik altinda, bir topolojik kategoride tanimlanacak ayirma aksiyomlari ve

kapalilik kavramlarinin tanimlanmasi i¢in gerekli olan dontisiimler verilecektir.
Tamm 2.4.1 (A) Noktada Eksen Doniisiimleri

X € Ob(A) ve teX olsun. XV, X, X in t noktasindaki wedge carpimi olmak iizere
XV:X den alman x birinci bilesende ise x; ve ikinci bilesende ise x, olarak
gosterilecektir. X = {k,t} ise XV.X = {t, k,,k,} seklindedir. Buna gore lokal
anlamda eksen doniisiimleri su sekildedir (Baran, 1991, 1993, 2025):

1) A : XV X — X?, A(x;) = (x,t) ve Ai(x,) = (t,x) tanimlanan doniisiime t

deki temel eksen doniistimii denir.

2) S;: XV, X — X2,8.(x1) = (x,x) ve Si(x,) = (t,x) tammlanan doniisiime t deki

egik eksen doniisiimii denir.

BV, : XV, X > X, Vi(x;) = x = Vi(x;) tanimlanan doniisiime t deki katlama

doniistimii denir.



(B) Genelde Eksen Doniisiimleri

X € 0b(A) olsun. X?V,X?, X? nin A daki wedge carpimi olmak iizere X?V,X? den
alinan (x,y) birinci bilesende ise (x,y),, ikinci bilesende ise (x,y), olarak
gosterilecektir. X = {k, t} ise X2V, X? = {(k, k), (t,t), (k,t), (k, t),, (t, k)4, (t, k),}
seklindedir. Buna gore genel manada eksen doniisiimleri su sekildedir (Baran, 1991,

1993):

1) A:X*VX2 —> X3, A((x,y)1) = (x,y,x) ve A((x,y),) = (x,x,y) e temel

eksen doniistimii denir.

@) S:X2VpX? — X%, S((6,)1) = (6, 3,y) ve S((x,¥)2) = (x,x,y) e egik eksen

doniistimii denir.
Q) V: X?21,X%2 — X2, V((x,v)1) = (x,v) = V((x,y),) e katlama déniisiimii denir.
(C) Sonsuzda Eksen Doniistimleri

X kiime, teX ve X = X X X X X X ... da X in sayilabilir bir kartezyen ¢arpimi ve X

in t de cakisan sonsuz ayrik kopyasi VEOX olsun. Bu durumda sonsuzda eksen

dontistimleri asagidaki gibidir (Baran, 1991, 1993):

4)) A§°=V§0X—>X°° ve AP (x;) = (t,¢t,...,t,x,t,..) ne t deki temel eksen

doniistimii denir.

2) Ve VEOX — X ve V(;o (x;) = x ne t deki katlama doniisiimii denir. x; € V(;oX

demek x; nin i. bilesende olmas1 demektir.

Tanim 2.4.2 (Baran, 1991,1993; Baran ve Altindis, 1996) U : A — Set topolojik
fanktor, B € Ob(A), t € X = U(B) ve D ise diskre fanktor olsun.

(1) B objesi t da T dir ancak ve ancak
{V,: XV, X —>UDX)=XveA,: XV, X - U(B?) =Xx?}

U-kaynagimin baslangi¢ kaldirmasi diskredir.
(2) B objesi t da T; dir ancak ve ancak



{(Ve: XV, X >X=UDX)veS;: XV, X > UB?) =x?}

U-kaynaginin baglangi¢ kaldirmasi diskredir.
(3) BobjesitdaT, dir ancak ve ancak

{7e:x VX > X =u@) veid: XV, X > U(xV,X) =x V. x}

U-kaynagimin baslangi¢ kaldirmasinin diskredir.
(X V. X)' deki yap1 {iy,i, : X — X V, X } U-kaynagmin final kaldirmasidir.

Ornek 2.4.3 U : Top — Set topolojik fanktoru i¢in X t de Todir. & XV, X
lizerinde A, : XV, X — (X%, 1) ve V,:XV,X — (X,P(X)) lar tarafindan
iiretilen topoloji diskredir. Burada t,, X? deki carpim topolojisidir. Ilaveten A,

yerine S; alinirsa bilinen anlamda t de T; aksiyomu elde edilir.

Tamm 2.4.4 (Baran, 1991, 1993; Baran ve Altindis, 1996) U: A — Set topolojik

fanktor, X € Ob(A) ve U(X) = B olsun.

(1) X objesi T, dir. &

{A: B?V,B* — U(X®) = B3 ve V:B?V,B?> — U(D(B?)) = B?}
U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir.
(2) X objesi Ty dir. &

{S:B*V,B? — U(X®) = B®ve V:B?V,B* — U(D(B?)) = B?}
U-kaynaginin bitis kaldirmasi diskredir.

3) (B2V,B?)', {iy, i, : U(X?) = B> — B?\/,B%} U-kavsaginin bitis kaldirmas1

olsun. X objesi T, dir. &
{id : B2V ,B* — U(B*V/,B?)' = B*\/,B? ve V, : B \/,B?> — U(D(B?)) = B?}

U-kaynagiin baslangi¢ kaldirmasi diskredir.



(4) X, T, dir ancak ve ancak X in en az iki elemanli higbir alt uzay1 indiskre degildir.
Ornek 2.4.5 (X, 1) topolojik uzay1 T, dir.
A: X2V, X2 — (X3,1)veV: X2V, X? — (X%, P(X?)

tarafindan iiretilen baslangi¢ topolojisi diskredir. Tanim 2.4.4 de belirtilen T, T, ve

T, bilinen anlamda T,, uzayma denktir (Baran, 1991).

(1) iy, i, : X> — X2V, X? doniisiimleri ile iiretilen final topolojisi * olsun. Bu
durumda
id: X2V, X% — (X2 V,X%,1)
birim doniisiimii ve
A: X2V, X? — (X%, P(X?)
dontistimii ile elde edilen baslangi¢ topolojisi diskredir.

(2) (X,7) wuzaymmin en az iki elemanli alt wuzaylar1 indiskre degildir.
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3. SABIT SUZGEC YAKINSAK UZAYLAR
3.1 Siizgecler

Tamm 3.1.1 X # @ kiime ve P(X) D a olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan a siifina
X de bir 6z slizgeg denir (Baran, 1992, 2025).

D0 €Ea,
i)vV,UeaiginVNUE a,
(i) VU€EaiginV 2UiseV € a.

@ € «a ise a ye 0z olmayan siizgeg denir. F(X), X kiimesindeki stizgeclerin kiimesini
gostermektedir. Ayrica yukaridaki sartlardan (i) ve (ii) yi saglayan a siifina siizgec

bazi denir.

Ornek 3.1.2 (1) X = {a, b, c} iizerindeki tiim siizgecler asagidaki gibidir:
a; = {{a},{a, c},{a b}, X} =

a, = {{b},{c, b}, {a, b}, X} =

az = {{a,c},{c}, {b,c}, X} = [c]

= {{b a}l, X} [{a, b}],

a

o

as = {{c,a}, X} = [{c,a}],

as = {{c, b}, X} = [{b,c}],

a; = {X} = [X],

ag = P(X) 6z olmayan siizgegtir.

(2) X # @ kiime W € X ve t € X olsun.

() =[tl={6cXx|teG} ve W]={HCX|WCH)}

11



siniflar1 X de birer siizgectir.
(3) (X, 1) topolojik uzayindaki (x,,) dizisi i¢in,

a ={W < X| her n = n,icin x,, € W sekilde 3n, € N vardir. }
smifi (x,) dizisinden elde edilen bir stizgegtir.

Tamm 3.1.3 X # @ ve a ise X da siizgec¢ olsun. Her G € X i¢in G € a veya G¢ € a
ise a ya ultra siizgec denir (Baran, 1992, 2025).

Tamim 3.1.4 (X, o) topolojik uzay ve t € X olsun.
N, ={Gc X|3HE€Eovet EH c G} c P(X)
siifina t nin komsuluklarinin siizgeci denir (Baran, 2025).

Tanim 3.1.5 (X, 7) topolojik uzay, N, komsuluklar siizgeci, @ herhangi bir siizgeg ve

x € X olsun. a, x e yakinsaktir & a O N, dir (Baran, 2025).

Tanim 3.1.6 (Baran, 1992) a,8 € F(X), y € F(Y) ve f: X — Y bir fonksiyon

olsun. Bu durumda,

1) anB={GcX|GeaveG € B},

2) aup={GcX|AVeavea W € Bvardiroyleki GOV n W},
(3) f(a)={GcY|3HEavardiroylekiG o f(H) },

@ fYy)={VvcX|3aweyvardiroylekiV o f~1(w)}.

Onerme 3.1.7 (Baran, 1992; Erciyes vd., 2020) f:X — Y fonksiyon ve
a, B € F(X) olsun. Bu durumda

M fBna)=fB)nf(a),
@ f(BUa)> f(BUf(a),
G f(f(@) ca,
@ vcf(f'm).
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3.2 Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar Kategorisi

Tamm 3.2.1 F(A4), A daki tiim siizgeglerin smnifi olsun. K: A — P(F(A)) — @ daa
ya yakinsayan A daki bostan farkli siizgeclerin kiimesi K (a) olacak sekilde verilen
bir fonksiyon olsun. K, asagidaki sartlar1 saglarsa K ya yakinsak silizge¢ yapist ve
(4, K) ya ise yakinsak siizge¢ uzay denir (Kent, 1964).
(i) Her a € A i¢in [a] € K(a) dur.
(ii) a, A da siizge¢ ve a C B olmak lizere @ € K(a) ise € K(a) dir.
Tanmm 3.2.2 (4, K) yakinsak siizge¢ uzay olsun. K sabit ise bu durumda K ya sabit
yakinsak siizge¢ yapisi ve (A,K) ya ise sabit siizge¢ yakinsak uzay adi verilir
(Schwarz ve Hannover, 1978).
Ornek 3.2.3 A = {a, b, ¢} deki sabit siizgec yakinsaklik yapilar,
K1 = {lal, [b], [c], [®]} diskre yap,
al, [b], [c], [®], [b] N [al},
al, [b], [c], [®], [c] N [b]},
al, [b], [c], [2], [c] N [al},

1, ]

. ]

|

a], [b], [c], [9], [b] N [a], [c] N [al},
al, [b], [c], [2], [c] N [a], [c] N [b]},

[a], [b], [c], [2], [b] N [a], [c] N [b]},
K8 = F(A) indiskre yapidir.

la
[
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

{
{
{
{
{
{la

Tanim 3.2.4 (Baran, 1994; Erciyes vd., 2020)
1) {(Aj, K])|] € I} sabit yakinsak siizge¢ uzaylar ve A = [];¢; 4; olsun.
;i ([1jer 45, K) — (4}, K;) yi siirekli yapan A daki sabit yakinsak uzaylarm yapisi

K. ={a € F(A) | Vj € I igin mj(a) € K;}

seklindedir.

(2) (A, K) sabit yakinsak slizge¢ uzayl, W < A olsun. i : W < A n1 siirekli yapan M
deki sabit yakinsak siizge¢ uzay yapisi

Ky ={a € F(W) |i(a) € K}

13



seklindedir.

Tamim 3.2.5 (4,K), (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar ve f: A — B olsun. Her
a € K i¢in f(a) € L dir & f siireklidir.
Objeleri sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri ise stirekli doniisiimler olan siif
bir kategoridir, ConFCO ile gosterilir (Schwarz ve Hannover, 1978).
Teorem 3.2.6 U:ConFCO — Set, U((A, K)) = A normallestirilmis topolojik
fanktordur.
Ispat: U nun bir fanktor oldugu agiktir.
(i) U nun belirli olmasi, (B,L), (4, K) € ConFCO ve g,f:(4,K)— (B,L)
dontigimleri i¢in U(g) = U(f) ise U(g)=g ve U(g) =g olup f=g dir.
Dolayistyla U diizenlidir.
fi(4K)— (A L)icinU(f) =f =1,4,A — A ve f izomorfizm olsun. Va € A i¢in
a € K olsun. f nin siirekliliginden f(a) € L dir. 14(«) € L ise a € L dir, bdylece
K c L dir. f izomorfizm olmasmdanf~1: (4,L) — (4, K) olur. f~1 siirekliliginden
a €L icin f~Y(a) € K dir. Boylece f~! =1, icin 1,(a@) €K dan a € K dur.
Sonugta L € K ve K =1L olur ki bu da f = 1) olmasi demektir, yani U
amnestiktir.
U amnestik ve diizenli oldugundan belirlidir.
(ii) Her A kiimesi i¢in
U™ (A) = {(AK):UAK) =A}vep = {K:K c Ax P(F(A))}

olsun. O halde 8: U1(4) — ¢ déniisiimii 6((A, K)) = K olsun. 0 bire bir ve orten
oldugundan U~1(4) ile ¢ denktir ve ¢ kiime oldugundan her A kiimesi i¢in U~1(4)
da bir kiimedir. Dolayisiyla U kii¢lik demetlere sahiptir.
(iii) Her i € I i¢in (4;, K;) ler sabit slizgec yakinsak uzaylar ve

{fi: (4, K) > U(4;, K;) = A;(i € 1)}

smifi da Set de U -kaynagi olsun. K = {a:f;(a) € K;,heri € I} olsun.

fi: (A,K) — (4;, K;) kaynagmin f;: A — A; nin baslangi¢ kaldirmasi oldugunu
gosterelim. Her (B,L) € ConFCO, (4;,K;) € ConFCO ve ConFCO de bir
h;: (B,L) — (4;, K;) doniisiim ailesi i¢in 3k: B — A vardir ve U(f;) o k = h; dir.
3k: (C,L) — (A, K) doniisimii siireklidir 8yle ki U(k) = k oldugunu gésterelim.
Her a € L i¢in k(a) € K m1? a € L olsun. h; lerin siirekliliginden h;a € K;(h;(y))
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dir. U(f;) o k = h; den f;(K(a)) = h;a € K; olur. Béylece f;(k(a)) € K; ve K dan
k(a) € K olur. Sonug olarak U: ConFCO — Set bir topolojik fanktordur.

{x} kiimeler kategorisinin son objesi oldugundan @ c {x} ve {x} < {x} den
U t({x}) ve U1 (@) nin tek bir yap1 olusturup olusturmadigini inceleyelim.
@ =U%0,0)=(0,K) yani K=0¢ dir. U 1({x}) = {x},{[x],[0]}) du.
U: ConFCO — Set normallestirilmis topolojiktir.

Onerme 3.2.7 ConFCO kategorisinde,

M {fi: (A4, K) — (A;,K;): i € I} kaynagi f;: A — A; nin bir baglangi¢ kaldirmasidir.
< Her a € K icin f;(a) € K; dir.

) f: (A;, K;) — (A,K) kavsagi bitis kaldirmasidir. & Her a € K igin 3f; € K;
vardir dyle ki f;(B;) € «a dir.

(3) (4, K) objesi diskredir. & Her a € A i¢in K = {[a], [@]} dir.

(4) (4, K) objesi indiskredir. & K = F(A) dir.

Teorem 3.2.8 (Baran, 1993, 1994; Erciyes ve Baran, 2021) (4, K) sabit siizgec

yakinsak uzay olsun. Bu durumda,

(1) (4, K) uzay1 T, dir.

(2) (A, K) uzay1 T, dir. & Farkli her y, x € B icin [y] N [x] ¢ K.
(3) (A, K) uzay1 T; dir. & Farkliher y,x € B igin [y] N [x] € K.

@) (A,K) uzay1 preT, dir. & Her a, B € K 6z siizgegleri igin a U B 6z siizgeg ise
anp €K dir.

(5) (A, K) uzay1 preT, dir.
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4. KAPALI ALT OBJELER
4.1 Topolojik Uzaylarda Kuvvetli Kapalilik

Tanim 4.1.1 (X, 1) topolojik uzayinda N c X kapali ve her x € N i¢in N nin x i

icermeyen bir agik komsulugu var ise N ye kuvvetli kapali denir.

Ornek 4.1.2 X = {a,b,c} ve r = {0, X,{a}, {b},{a, b}, {b,c}} olsun. N = {b, c} hem
kapali hem de kuvvetli kapalidir. Ancak M = {a, c} kuvvetli kapali olmamasina

ragmen kapalidir.

Tamm 4.1.3 (Baran, 1991, 1993) U: A — Set topolojik fanktorunda B € Ob(A),
U(B) = X olsun.

M AP : VX > UB®) =X ve V2 : V. X — U(D(X)) = X bigiminde verilen
U-kaynagiin baslangi¢ kaldirmasi diskre ise {t} ye kapalidir denir.
2)@# N c B olmak tizere q:U(B)=X — X/N = (X\ N) U {*} fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanir.

X, x & N ise

q(x) =
*, x € N ise

(3) {*} kiimesi X/N de kapali ise N € X e kapalidir denir. Burada X /N {izerindeki
yap1 bitis kaldirma ile elde edilen yapidir.
(4) X/N, = daT; ise N ye kuvvetli kapalidir denir.
(5) N€ kiimesi X de kapali (kuvvetli kapali) ise N ye agiktir (kuvvetli agik) denir.
(6) B= N veya N = @ ise N hem kapali hem de kuvvetli kapalidir.
Ornek 4.1.4 X ={a,b,c} ve t={0,X,{b},{c},{b,c}} icin (X,T) topolojik
uzayimda N = {a} kapalidir.
A7

VZOX — (X*,1,)

vl

(X, P(X))
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vl = 9

veTlx) = VX
velapy = {a
veTi((py) =

Ve {eh
ve ' ({a, b))

{by, by, b3, by, ...}
{c1,ca 03,0403

{a,by,by,b3, by, ... }

v l'{a,c) = f{acicycscy .}

Ve ({b, c})

AZTHD)
AZTHX)
AP M {a} x X x X X X X ...)
AP M X x{a} x X x X X ...)

AP M {ay x{a} x X x X X ...)
A ' {ay x {a} x {a} x X x ...)

AP M {PI X X X X x X % ...)
AP TM X X {b} X X X X % ...)

APTM{BY X {b} x X X X % ...)
AP {bY x {b} x {b} x X x ...)

AP M X X XX XX X ...)
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{by, by, b3, ...,C1,C2,C3, .. }

VeX

{a, by, cy, b3, C3, ...

{a, by, cq,b3,C3, ...

{a, b3, c3,by,cCy, ..

{a, by, cy, bs,Cs, ...

{b1}
{b2}

{c1}



APTT X X {Ix X XXX ..) = {c2}

AP M} X I X X X X % ...) = 0]
AP {e x I x {e} x X % ...) =

S={0,VZX,{b1},{bs}, ..., {c1},{c2}, ..., {a}, ..., {b1, by, b3, ... }, ..., {C1,C2,C3, ... }} alt
bazindaki  elemanlarin  sonlu  kesisimleri ile f  bazi,  ardindan

P dakilerin keyfi birlesimleri alinirsa

Tw = {@, V?loXl {a}, {bl}J "t {Cl}J {CZ}' 000 § {a, bl}J {ar bZ}J R {a, Cl}J {a, CZ}J } = P(VZOX)
olur. Dolayisiyla, Tanim 4.1.3 den N = {a} nin kapali oldugu goriiliir.

4.2 Sabit Siizgec Yakinsak Uzaylarda Kuvvetli Kapalhihk

Yukarida tanimlanan q: A — A/N doniistimii g6z 6niine alinsin.

Lemma 4.2.1 (Baran, 1992) «a ve o, A iizerindeki siizgecler ve @ # N c A olsun.

Bu durumda,
(i) o U [N] 6z olmayan siizgeg ise qa € qo & a C 0.
(ii) o U [N] 6z siizgeg ise qa € qo © a N [N] € 0 ve a U [N] 6z siizgegtir.

Lemma 4.2.2 (Baran, 1992) a, A lizerindeki siizge¢ ve @ # N € A olsun. Bu

durumda,

(i)a & N i¢inga c [a] © a c [a].

(ii) ga c [x] © a U [N] oz stizgegtir.

Lemma 4.2.3 (Baran, 1992) «, A iizerindeki silizgeg, ® # N € A ve a € N olsun.

[a] N [b] = q([a] N [N]) D qa dir ancak ve ancak a U [N] 6z siizgeg ve a € [a] dir.

Teorem 4.2.4 (A,K) € ConFCO,b € Ave @ +# N c A olsun.

(1) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) N kapalidur.
(i) N kuvvetli kapalidir.
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(iii) Her @ € K ve a & N olacak sekildeki Va € A i¢in a ¢ [a] veya a U [N] 6z
olmayan siizgectir.
(2) {b} kapalidir & Hera € Ave b # a igin [a] N [b] & K dur.
(3) Asagidakiler birbirine denktir:

(i) N agiktir.

(ii) N kuvvetli agiktir.

(iii) Her @ € K ve a € N olacak sekildeki Va € A i¢in a & [a] veya a U [N€] 6z
olmayan siizgectir.
Ispat: (1) (i) & (ii) agiktir. Ciinkii kabul edelim ki (4, K) sabit siizge¢ yakinsak
uzay olsun. @ # N c A kuvvetli kapalidir & Tanim 4.1.3 den A/N kiimesi * da
T, dir. © Her a € A/N, a #x* i¢in [a] N [*] ¢ K' dir. & A/N, * noktasinda
T, dir. & {} kiimesi A/N de kapalidir. & N kiimesi kapaldir.
(i) & (iii) Kabul edelim ki N kapali olsun. Tanim 4.1.3 den {*} kiimesi A/N de
kapalidir. Her a #x i¢in [*] N [a] € Ky dir. Burada Ky, A/N bolim kiimesi
tizerindeki final yapisidir.
[a] N [x] € Ky, B = [a] N [N] olsun. Boylece N # @ oldugundan
B U[N] = ([a] n[N]) U[N] = [N] 06z siizgectir. Lemma 4.2.2 den,
qrcqf © an[N] c fveaVU][N] Oz siizgectir. Yani
qerc q(Ja] n[N]) @ an[N] c [a] n[N] ve ¢ U [N] 0z stizgegtir. Bu durumda
an[N] c[a] n[N] © a c [a] oldugunu gdsterecegiz.
Eger a c [a] ise a N [N] c [a] N [N] dir. Tersine @ N [N] c [a] N [N] ve a & [a]
olsun. Boylece, 3V € a vardir 6ylekia € V dir.a € N,a € V U N den

NUVEeE[N]nac[a]ln[N] c [a]

olur. N UV € [a] elde edilir ki @ € N U V olur, bu ise ¢eliskidir. Dolayisiyla @ c [a]
olmalidir. Sonug olarak [a] N [*] € Ky dir & a U [N] 6z siizge¢ ve a C [a] olur.
[al]Nn[*] € Ky dan V a € K igin [a] N [*] = q([a] N [N]) ?» qa & a U[N] oz
olmayan siizge¢ veya @ ¢ [a] dir.
(2) (1) de yer alan ispatta N = {b} alinirsa ispat elde edilir.
(3) Tanim 4.1.3 ve (1) in ispatina benzer sekilde yapilir.
Ornek 4.2.5(1) A = {a,b,c}, K = {[a], [b], [c], [2], [b] N [a]} olsun.
N = {a} i¢in b ¢ N olmak iizere « = [b] N [a] ise @ C [a] ve a U [a] 6z slizgeg

olmasindan N kapali degildir.
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N = {c} i¢in a € N olmak iizere ya a ¢ [a] ya da a U [c] 0z olmayan siizgeg
oldugundan N kapali (kuvvetli kapali) dir.

N ={b,c} icin a € N i¢in a = [a] N [b] ise @ c [a] ve a U [{b,c}] 6z slizgeg
oldugundan N kapali degildir.

() A = {m,n,p, r} kiimesi iizerinde

a) K1 = {[n], [p], [m], [r], [n] n [m], [2]3},

b) K, = {[nl], [pl, [m], [r], [p] N [n], [p] N [r], [n] N [], [21},

OKs = {[n], [p], [m], [r], [n] N [m], [n] N [p], [p] N [r], [p] N [m], [m] N [n] 0 [p], [B]}
sabit siizgeg yakinsak yapilar igin K; e gore agik ve kapall kiimeler
{p}{r}, {n,m},{r,p}, {n,p,m},{n,m,r}, Ave @ dir.

K, ye gore agik ve kapali kiimeler {m}, {n, p, 7}, 4 ve @ dir.

K, ye gore agik ve kapali kiimeler A ve @ dir.

(3) (A4, K) diskre sabit siizge¢ yakinsak uzay olsun. Teorem 4.2.4 den her N € A alt

kiimesi hem acik hem de kapalidir.

(4) (A, F(A)) indiskre sabit siizge¢ yakinsak uzay ve s(4) = 2 olsun. Bu durumda
Teorem 4.2.4 den A nin kapali (agik) alt kiimeleri A ve @ dir.

Teorem 4.2.6 (A,K) ve (B,L) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, f:(4,K) — (B,L)

stirekli olsun.

(1) M c B kapaliise f ~1(M) c A kapahdur.

(2) M c N kapalive N c A kapali ise M c A kapalidir.

Ispat: (1) Kabul edelim ki M c B kapali, a ¢ f~1(M) ve a € K olsun. Gosterecegiz

ki a ¢ [a] veya a U [f~1(M)] 6z olmayan siizgectir.

f(a) € M, f(a) € L i¢in M kapali oldugundan f(a) & [f(a)] veya f(a) U [M] 6z

olmayan siizgectir.

(i) Kabul edelim ki f (@) U [M] 6z olmayan siizge¢ olsun. Onerme 3.1.7 den
f@ulM]c f@UIff7M]c f@Uflft)]cflav[fADOD

dir. Eger a U [f~1(M)] 6z siizge¢ olsaydi, bu durumda f(a U [f~1(M)]) de 6z

siizgec olurdu. Bdylece a U [f ~1(M)] 6z olmayan siizgegtir.
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(ii) Kabul edelim ki f(a) & [f(a)] olsun. @ & [a] oldugunu gosterelim. a < [a] ise
f(a) c [f(a)] olurdu. Buda M c B nin kapali olmasi ile ¢elisir.
Sonug olarak a@ ¢ [a] ve Teorem 4.2.4 den dolay1 f ~1(M) c A kapalidr.

(2) Kabul edelim ki M € N ve N c A kapali olsun. Ayrica a € A olmak {izere

aé& Mvea € K olsun.

(a) Eger a € N ise Teorem 4.2.4 den N c A de kapali oldugundan a & [a] veya

a U [N] 6z olmayan siizgegtir.
(i) Kabul Edelim ki @ & [a] olsun. Teorem 4.2.4 den M c A de kapaldir.

(ii) Kabul edelim ki @ U [N] 6z olmayan siizge¢ olsun. Bundan dolay1
[N] € [M],a U [N] c a U [M]
olur ki buradan a U [M] 6z olmayan siizgectir.
(b) a € N olsun. Ky, N tizerinde i: N < (4, K) i¢ine doniisiimleri ile elde edilen N
deki alt sabit siizgeg yakimsak yapi olsun. Dikkat edelim ki i~1(a@) = a U [N] ve
Onerme 3.1.7 (4) den a c i(i"*(a)). @ € L oldugundan i(i"(a)) € K dir ve
baslangic kaldirma tanimndan i '(a) € Ky dir. ag€ M, a € N ve i"'(a) € Ky
oldugundan Teorem 4.2.4 den ve M < N de kapali oldugundan
i"Y(a) ¢ [a] veya i~ (a) U [M] 6z olmayan siizgectir.
(i) Kabul edelim ki i~ (a) U [M] 6z olmayan siizge¢ olsun. Buradan hareketle
i"Tl(@)U[M]=aU[N]U[M] =au[M]
(ii) Kabul edelim ki i () & [a] olsun. Buradan i "1(a) = a U [N] ¢ [a] olur ki bu
ise a & [a] olmasmi gerektirir. (Aksi takdirde eger a  [a] ise a € N oldugundan
a U [N] c [a] dir.).
Sonug olarak a ¢ [a] veya a U [M] 6z olmayan siizgectir ve Teorem 4.2.4 den
M c A kapahdir.
Teorem 4.2.7 (B,L) € ConFCO olsun.
(1) Vi €1 igin N; C B kapali ise N;¢; N; kapalidir.
(2) Ny, Ny,...,N, c B kapali ise U}, N; kapahdir.
(3) Ny, N,,...,N, c B agik ise U;¢; N; agiktir.
(4) Ny, N,,...,N, c B kapali ise N}-; N; kapalidir.
(5) Vi €ligin N; c (B;, K;) kapaliise N = [[;¢; N;, B = [l;¢; B; de kapalidir.
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(6) Vi € Iigin N; € (B;, K;) agik ise N = [[;¢; N;, B = [T, N; de kapalidr.
Ispat: (1) a € B,a & N;;N; vea € L olsun. En az bir k €I i¢in a € N, olur.
Ny C B nin kapaliligindan ve Teorem 4.2.4 den a U [N, ] 6z olmayan siizge¢ veya
a ¢ [a] dir. @ & [a] ise ispat agiktir.
a U [Ny ] 6z olmayan siizge¢ olsun. N;e; N; € Ny, olmasi [Ny | € [N;¢; N;] olmasini
bu da @ U [Ny] € a U[N;e N;] olmasini gerektirir. a U [Ny ] 6z olmayan siizgeg
oldugundan a U [N;¢; N;] de 6z olmayan siizgectir. Sonug olarak Teorem 4.2.4 den
Nier N; kapalidir.
2) a€B,a¢UL N,=Nvea€L olsun. i=12,...,n igin a&N; olur.
i =1,2,...,nigin N; ler kapali oldugundan Teorem 4.2.4 den @ U [N;] 6z olmayan
slizgeg veya a & [a] dir. a & [a] ise ispat agiktir.
i=12,..,n igin @ U[N;] 6z olmayan siizge¢ olsun. Bu durumda 3V; € a igin
V,nN; =@olur. V = U, V;olurkiV € a dir.
n n
vow=(Ju)a(Un)

i=1
n

= U(Vi N N;)

I=1

olur ki @ U [N] 6z olmayan siizgegtir. Teorem 4.2.4 den U}, N; = N kapahdir.

(3) ve (4) ispat1 Teorem 4.2.4 den, (1) ve (2) den agiktir.

(5) Kabul edelim ki her i €1 i¢in N; € B; kapali olsun. a = (aq,a,,...) ,
a € B =[lig;B;, a € N =]lie;N; ve a € L olsun. L, B deki ¢arpim yapisidir.

;i (B = [lie; Bi, L) — (B;, L;) iz disim fonksiyonlar1 i¢in her i € I olmak iizere
a € Lise m;a € L; olur. Ayrica a € N oldugundan en az bir t € I igin a; & N; olur.
N, B; de kapali ve Teorem 4.2.4 den m,a & [a;] veya m,a U [N;] 6z olmayan
stizgectir.

1. Durum: m,a@ U [N;] 6z olmayan siizge¢ ise U € m,a ig¢in U N Ny = @ olur.
U € mya dan 3w € a vardir 6yle ki m;w < U olur ki buradan 7, W N N, = @ yazilir.

0 = Uje; m; 'm;a olsun. Baran (1992) deki Sonug¢ 3.3 den Vi €] icin 0 € a ve
m;0 = m;a olur. Z = [];¢; m;w olsun. Burada Z € ¢ olduguna dikkat edelim.

zow = ([ Tuw ) o ([T

i€l i€l
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= n(ﬂiW N N;)

iel

=0
olur ki buradan ¢ U [N] 6z olmayan siizgectir. 0 € a dan ¢ U [N] € a U [N] olur.
Sonug olarak @ U [N] 6z olmayan siizgegtir.
2. Durum: m,a ¢ [a;] ise 0 & [a] olur. Ciinkii O6yle olmasaydi her i € I igin
;0 = m;a C [a;] olurdu. Bu ise (B;, L;) lerde N; lerin kapali olmasi ile gelisir.
Sonug olarak N kiimesi kapalidir.
4.3 Bilinen Topolojik Kategorilerdeki Kapal Objeler
Bu kisimda bilinen bazi uzaylardaki (kuvvetli) kapalilik kavramlarini ifade edelim:
(1) Top kategorisinde,
(X, 1) topolojik uzayinda N € X nin acgik (kapali) olmasi bilinen anlamda agik

(kapal1) olmasina denktir.
(2) Born kategorisinde,

(X, F) bornolojik uzay ve N c X olsun. Baran (1993) deki Teorem 3.9 ve 3.10 dan X

in her alt kiimesi kuvvetli kapalidir. Ayrica N kapalidir ancak ve ancak X = N dir.
(3) FCO (Siizgec yakinsak uzaylar ve siirekli doniisiimler) kategorisinde,

(4, K) slizgec yakinsak uzay ve N € A olsun. Baran (2000) deki Teorem 2.1 den N
kapalidir ancak ve ancak her a € N igin @ U [F] 6z siizgeg olacak sekilde a € K(a)
mevcut ise her b € N i¢in [a] & K (b) dir.

(4) RRel kategorisinde

(X, R) yansima bagimtili uzay, N € X olsun. Baran (2023) deki Teorem 2.4 den
N kapalidir & Her x € X i¢in xRa ve bRx olacak sekilde a,b € N varsa x € N dir.
Ayrica N kuvvetli kapalidir & Her x € X i¢in xRa veya aRx olacak sekilde a € N

varsa x € N dir.
(5) CP (Ciftler uzay1 ve stirekli doniisiimler) kategorisinde

(4, B) ciftler uzay1 olsun. Baran (1993) deki Teorem 3.8 den B nin her alt kiimesi
hem kapal1 hem de kuvvetli kapalidir.
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(6) ConLim (Sabit limit uzaylar ve siirekli doniistimler) kategorisinde,

(4, K) sabit limit uzay ve N € A olsun. Erciyes vd. (2024) deki Teorem 1 den N
kapali (agik) dir ancak ve ancak N = A dir. Erciyes vd. (2024) deki Teorem 2 den A

nin her alt kiimesi kuvvetli agik ve kuvvetli kapalidir.

(7) psqMet (Pseudo-quasi-semi metrik uzaylar ve non-expansive doniisiimler)

kategorisinde,

(X, d) extented-pseudo-quasi-semi metrik uzay ve M C X olsun. Baran (2020) deki
Teorem 3.9 ve 3.10 dan N kapali (kuvvetli kapali) dir & Vx € X icin x € N olmak
tizere d(N,x) = oo veyad(x,N) = o (d(N,x) = co = d(x,N)) dir.
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5. KAPANIS OPERATORLERI
5.1 Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylarda Kapams Operatorleri

Tanim 5.1.1 A bir kategori ve X € Ob(A) olsun. X nin her N alt kiimesini yine
X nin ¢(N) alt kiimesine gotiiren ve asagidaki sartlari saglayan ¢ doniistimiine

kapanis operatdrii adi verilir (Dikranjan ve Giuli, 1987; Dikranjan ve Tholen, 1995).

c:P(X) — P(X)
N — c(N)

@i N cc(),
(ii) N € M oldugunda c(N) c c(M),
(iii) A daki her f: X — Y morfizmi ve her N € X i¢in f(C(N)) c c(f(N)).

Ayrica,

c(N) = N ise N ye X de c-kapalidir denir.

c(N) = C(C(N )) ise ¢ ye idempotent denir.

N c A c X igin ¢4(N) = cx(N) N A ise c ye kalitsaldir denir.

Her N c X igin c(N) = X ise yani A daki her X objenin N alt objesi A-yogun ise ¢
ye zayif kalitsal denir.

Her N c X i¢in i(N) = X ve i(@) = @ ise i ye indiskre kapanis operatorii denir.
Her N c X i¢in §(N) = N ise § ya diskre kapanis operatorii denir.
Tamim 5.1.2 (4, K) sabit yakinsak siizge¢ uzayi ve N C A olsun.

(1) N nin kapanist
cl(N) = ﬂ{F c A:N c F ve F kapal }

(2) N nin kuvvetli kapanisi

scl(N) = ﬂ{F c A: N c F ve F kuvvetli kapali }
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(3) N nin quasi-component kapanisi
Q(N) = ﬂ{F c A: N c Fve F acik ve kapali }
(4) N nin kuvvetli quasi-component kapanisidir.
sQ(N) = ﬂ{ F c A| N c F,F kuvvetli acik ve kuvvetli kapali }

Teorem 5.1.3 (1) cl ve scl operatorleri idempotent, zayif kalitsal, ¢arpimsal ve sonlu

toplamsaldir fakat kalitsal degildir.

(2) Q operatorii idempotent, zayif kalitsal, sonlu ¢arpimsal ve toplamsaldir fakat

kalitsal degildir.

Ispat: (1) Erciyes vd. (2020) deki Teorem 4.2 ve Dikranjan ve Giuli (1987) deki
Alistirma 2.D den cl idempotent ve zay1f kalitsaldir.

Simdi cl nin ¢arpimsal oldugunu gosterelim. Her i € [ i¢in M; ler (B;, L;) de kapali,
a=(aj,ay...) €EB=[ligBi,a & M =[lie; M; ve a € L olsun. Tanim 3.2.4 den
Vi €1 i¢in m;a € L; ve Ik €1 i¢cin ai € M, dir. Mj, nin kapaliligindan Teorem

4.2.4 den ma U [M] 6z olmayan slizgeg veya ma € [a;] dir.

Eger ma U [My] 6z olmayan siizge¢ ise G N M}, = @ olacak sekilde 3G € ma
vardir. Boylece m,H C G olacak sekilde 3H € a vardir bu durumda 7, H N M, = @

olur.

0 = U;e; ;" m;a olsun. Baran (1992) deki Sonug 3.3 den Vi € I i¢in ;0 = m;a ve

o C adir. Z = [];g(r;W) olsun. Bu durumda Z € g ve

zam= ([T ) ([T

i€l i€l

olur. Bu ise 0 U [M] nin 6z olmayan siizgectir ve bu a U [M] nin 6z olmayan siizge¢

oldugunu gosterir.
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Eger mya & [a;] ise bu durumda a & [a] olmalidir. Eger @ c [a] olsayd1 heri € [
icin m;a < m;([a]) den w;0 = m;a < [m;(a)] = [a;] elde edilirdi. Bu ise geliskidir.

Sonug olarak Teorem 4.2.4 den cl ¢arpimsaldir.

Simdi ise ¢l nin sonlu toplamsal oldugunu goésterelim. i = 1,2, ...,n i¢in M; C B;

kapali,a € B,a € M = U}, M; ve « € L olsun.

M; ler kapali oldugundan Teorem 4.2.4 deni = 1,2, ...,ni¢in a U [M;] 6z olmayan

slizgec veya a ¢ [a] dur.

Egeri = 1,2,...,n i¢in @ U [M;] 6z olmayan siizgec ise G; N M; = @ olacak sekilde

3G; € a vardir. G = N}, G; olsun. G € a, a bir siizgeg ve

wno=((J)a(f)

i=1 i=1
n

=| |JM;nGy)
i=1

=0

olur. Boylece a U [M] 6z olmayan silizge¢ olur. Teorem 4.2.4 den M kapali olur.
Diger taraftan a & [a] ise M nin kapalilig1 asikardir. Sonug¢ olarak cl sonlu

toplamsaldir.
B = {m,n,p,r} deki

L ={[n], [pl, [m], [r], [n] 0 [m], [p] 0 [n], [r] 0 [p], [m] 0 [p], [n] 0 [m] N [p], [2]}
yapisticin A = {m,r} ve M = {m} olsun. L,, A dakii:A < (B, L) igine doniisiimleri
ile elde edilen alt uzay yapisi olsun. Boylece L, = {[r], [m], [@]} i¢in Teorem 4.2.4
den {m}, {r}, @ ve A kiimeleri kapahdir.

cly(M) = cly,({m}) = {m} ve clg(M) = cl,({m}) = B,
clg(M)nA ={m,r} vecly,(M) = {m} dir.

Boylece clg(M) N A # cly(M) olur ki bu da cl nin kalitsal olmadigini gosterir.
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(2) Erciyes vd. (2020) deki Teoremden 3.4, Dikranjan ve Tholen (1995) deki
Alistirma 2.D ve Teorem 4.2.4 den Q idempotent ve zayif kalitsal bir kapanis

operatoridir.

Simdi Q nun sonlu ¢arpimsalligint gosterelim. Vi = 1,2, ...,n i¢in M; € B; ler hem
agtk hem de kapali, a = (a4,a;, ...,a,) EB =[[1B;, ae M =[[[.;M; vea € L
olsun. Burada L, B deki ¢arpim yapisidir. Heri = 1,2, ...,ni¢in q; € M; ve m;a € L;
olsun. Vi = 1,2, ...,n ig¢in M; c B; acgik olmasindan Teorem 4.2.4 den m;a ¢ [a;]
veya ;@ U [B;\M;] 6z olmayan siizgegtir.

o = UL, m, 1 ma olsun. Baran (1992) deki Sonug 3.3 den her i = 1,2,...,n igin

m;0 = m;a dir ve Onerme 3.1.7 den o € L dir.
Heri =1,2,3,..,ni¢in a; & [a;] ise ¢ & [a] olur.

Her i =1,2,...,n igin m;a U [B;\M;] 6z siizge¢ olsun. Her i =1,2,...,n igin

m;W; 0 (B;\M;) = @ olacak sckilde AW, € a vardir.

n n
W = ﬂ Wi veZ = l_l(ﬂiWi)
i=1 i=1

olsun. a stizge¢ oldugundan W € a ve Z € ¢ dir. Simdi de 0 U [M€] = ¢ U [B\M]

nin 0z olmayan siizge¢ oldugunu gosterelim. Burada
n n

B\ = (ﬂ Bl.> \ (n Ml.)
i= i=

= [((B\\My) X By X ... X B;) U (By X (B;\M) X B3 X .. X By) U ..U By X By ... X (B,\Mp)]

n

ZNME = (1_[ niWi> N [((B\M;) X By X ...X Bp) U (By X (B;\M3) X ... X By)...

i=
U (By X By X ..x (B,\M,))]
= ((nlw1 N (BA\M,)) X T, W, X ... X nan) U (my Wy x (W 0 (B \My)) X T3 Wy X ... X T, W)
U U (g Wy X Wy X X (0 Wa 0 (B \M,))

=0
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Boylece a U [M€] 6z olmayan siizgeg olur. Teorem 4.2.4 den M kiimesi B de agiktir.
Teoremin ilk kismindan M kapalidir ve bdylece Tanim 5.1.2 den Q sonlu

carpimsaldir. Simdi de Q operatoriiniin toplamsal oldugunu gosterelim.

Her i = 1,2,...,n i¢in M; € B agik olsun. a € M = U}L; M; olmak lizere a € B
olsun. Teorem 4.2.4 den M agik ve teoremin ilk kismindan M kapalidir. Sonug olarak

Q toplamsaldir. Son olarak da Q nun kalitsal olmadigini bir 6rnekle gosterelim.
B = {m, n,p, r} kiimesi tizerinde asagidaki sekilde verilen

L ={[pl, [n], [m], [r], [m] n [n], [n] n [p], [r] 0 [p], [p] N [m], [n] N [p] N [m], []}
yapisint inceleyelim. Ayrica M = {r} ve A = {p,r} olsun. i: (4,L,) — (B,L) alt

kiime doniisiimleri ile elde edilen L4 alt uzay yapisi

Ly =A{lpl [r] [0}
seklindedir.

Burada Qz(M) = B, M = Q4(M) dir.
Qsg(MYNA=BNA#+#M=Q,(M)

olur ki boylece Q kalitsal degildir.

5.2 Kapamis Operatorleri ile Elde Edilen Dolu Alt Kategoriler
Tamm 5.2.1 A topolojik kategorisinin kapanis operatorii ¢ olsun.
MDAy ={X€EA:y,xeXicinx € c({y}) vey € c({x}) ise y = x},
2) Ay = {X €EA:Vx eXicinc({x}) = {x}},

() Ay ={X € A:c(A) = A diyagonal}.

A =Top, ¢ = K, bilinen kapanis operatorii ise Top;., i = 0,1, 2 i¢in T; uzaylarin
siifina karsilik gelir. Bunun disinda ¢ = Q, quasi-component kapanis operatorii ise

Top;¢ tam baglantisiz uzaylara karsilik gelir.
Teorem 5.2.2 (4, K) sabit siizge¢ yakinsak uzayi i¢in asagidakiler denktir:

(1) (4, K) € ConFCOy,
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(2) (A, K) € ConFCO,,,
(3) Farkli y,x € A i¢in

(i) x € M,y € M olacak sekilde M c B vardir 6yle ki Va € K igin a & [x] veya

a U [M] 6z olmayan slizgectir
veya

(ii) x € N, y € N olacak sekilde N c A vardir ve Va € K i¢in @ & [y] veya a U [N]

0z olmayan siizgectir.

Ispat: Teorem 4.2.4 den (1) © (2) oldugu goriilir. (1) © (3) oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki (4, K) € ConFCOy; ve x,y € A farkli elemanlar olsun.
(A,K) € ConFCOy; oldugundan Tanmim 5.2.1 (1) den x & cl({y}) ve y & cl({x})
olur. Tanim 5.1.2 den x € M ve y € M olacak sekilde M c A kapali alt kiimesi
vardir. Teorem 4.2.4 den Va € K igin a & [x] veya @ U [M] 6z olmayan silizgegtir.
Benzer sekilde Tanim 5.1.2 den x € N ve y € N olacak sekilde N c A kapali alt
kiimesi vardir. Teorem 4.2.4 den Va € K i¢in « & [y] veya a U [N] 6z olmayan

stizgectir. Boylece (1) = (3) ispatlanmus olur.

Tersine olarak (3)(i) deki ifade saglansin ve farkli x,y € A olsun. Teorem 4.2.4 den
M c A kapali ve Tanim 5.1.2 den x € cl({y}) dir. Benzer sekilde (3)(ii) deki ifade
saglansin ve farkli x,y € A olsun. Teorem 4.2.4 den N c A kapali ve Tanim 5.1.2
den y & cl({x}) olur ki bu da (3) = (1) oldugunu gosterir.

Dikkat edilirse ConFCOq. smifi ConFCO kategorisindeki diger T, objelerin
higbirine karsilik gelmemektedir.

Teorem 5.2.3 (4, K) sabit siizge¢ yakinsak uzayinda asagidakiler denktir:
(1) (A4, K) € ConFCO4,
(2) (A, K) € ConFCO4,,y,

(3) Farkli x, y € A nokta gifti i¢in [x] N [y] € K.
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Ispat: Teorem 4.2.4 ve Tamm 5.1.2 den (1) © (2) oldugu goriiliir. (1) & (3)
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki (A4,K) € ConFCO,, ve farkli x,y € A
noktalar1 olsun. Kabulden cl({x}) = {x} yani {x} kapalidir. Teorem 4.2.4 deny # x
oldugundan [y] N [x] € K dir. Boylece (1) = (3) ispatlanmus olur.

Tersine olarak farkli x,y € A i¢in [y] N [x] € K olsun. Teorem 4.2.4 den {x} kapal
olur. Tanim 5.2.1 (2) den dolay1 cl({x}) = {x} dir. (4, K) € ConFCO,; olur ki bu
da (3) = (1) oldugunu gosterir.

Dikkat edilirse ConFCO;.; smifi ConFCO kategorisindeki T; ve T, objeye karsilik
gelmektedir.

Teorem 5.2.4 (4, K) sabit siizge¢ yakinsak uzayi i¢in asagidakiler denktir:
(1) (A K) € ConFCO,,
(2) (A K) € ConFCO,,

(3) Her a, B € K 6z siizgeci ve farkli y,x € A noktalar i¢in @ ¢ [x] veya B & [y]

veya @ U [ 0z olmayan silizgegtir.
Ispat: Her a, § € K 6z siizgeci ve her farkli x,y € A noktalar1 igin

(A,K) € ConFCO, olsun. ¢ U f nin 6z olmayan siizge¢ oldugunu gosterecegiz.
a U B nin 6z siizgec oldugunu kabul edelim. ¢ = m; "*a U m, 1 olsun. Baran (1992)
deki Sonu¢ 3.3 den dolay1 my0 = a € K ve my0 = B € K dir. Boylece o € K, ve
o C [(x,y)] dir. @ U B 6z siizge¢ demek U; N U, # @ olacak sekilde JU; € a ve
U, € B olmas1 demektir. Boylece (U; X U,) N A# @ olur. Bu ise o U [A] nin 6z
stizge¢ olmasi demektir. Teorem 4.2.4 den A kapali degildir. Bu bir ¢eligkidir. Sonug

olarak a U § 6z olmayan siizgec olur.

Tersine olarak farkli x,y € A ve hera,f € K igin § C [y] ve @ C [x] ise @ U B nin
0z olmayan siizge¢ oldugunu kabul edelim. (4,K) € ConFCO,. oldugunu
gosterecegiz. Yani Teorem 4.2.4 den her (x,y) € A ve her a € K, igin a U [A] 6z

olmayan siizge¢ veya a ¢ [(x,y)] oldugunu gosterecegiz.

31



o = m; lmya U, 1m,a olsun. Baran (1992) deki Sonug 3.3 den o C a ve
0 = mya € K dir. Kabulden dolay1 m,0 & [x] veya ;0 & [y] veya

mi0 Um0 = mya U mya 0z olmayan siizgectir.

ma =m0 ¢ [x] veya mya =m0 & [y] ise a & [(x,y)] dir. Kabul edelim ki
m0 Um,o 0z olmayan siizge¢ olsun. Bu durumda V NU = @ olacak sekilde
Uemno=ma ve VEmo=m,a vardir. Boylece ANUXV)=0 vyani
o U [A] 6z olmayan siizgeg ve bdylece a U [A] 6z olmayan siizgegtir. Teorem 4.2.4

den A kapalidir ve Tanim 5.2.1 den cl 2 (A) = A, yani (4, K) € A(cl) dir.

Dikkat edilirse ConFCO,.; sinifi ConFCO kategorisindeki farkli T, objelerinin
higbirine karsilik gelmemektedir.

Teorem 5.2.5 ConFCO;, ve ConFCO,. kategorileri ConFCO nun bolim-

yansimali (quotient-reflective) alt kategorileridir.

Ispat: ConFCO,,; ve ConFCO, kategorileri izomorfizm-kapali, dolu, alt uzay
altinda kapali ve en ince yapilar altinda kapalidir. Dolayisiyla sadece ¢carpim altinda

kapali oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Viel igin (B;L;) € ConFCO4, ve B =]l;gB; olsun. (B,L) € ConFCO
oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki (B,L) ¢ ConFCO4.; olsun. Bu durumda
bazi x = (x1,%3,...), v =1,V ), X #Y, X,y € B igin Teorem 5.2.3 den [x] N
[y] € K olur. x # y den 3j € I igin y; # x;, x;,¥; € B;j vardir ve Erciyes ve Baran
(2021) deki Onerme 2.1 ile Lemma 2.1 den

;i ([x] N [y]) = m;([x] N [y])
=[] nly]ek
olur. Bu (B;,K;) € ConFCOy ile gelisir. O halde (B, L) € ConFCO, dir.

Kabul edelim ki her i € I i¢in (B;, K;) € ConFCO,.; ve (B,K) ¢ ConFCO,; olsun.
Teorem 5.2.4 den x # y,x,y € B ve baz1 a,f € K 6z siizgegleri i¢cin a U f§ 6z
sizgeg, a c[x] ve pc[y] dir. Boylece x; # y; sekildeki 3j €1 igin

mj(a), m;(f) € K; de 0z siizgegler, m;(a) U m;(f) 0z siizgeg
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(nj () um(B) cmj(a U P) vea U P éz slizgeg oldugundan) , mi(a) c [xj] ve
mj(B) [y]-] olur. (B]-,Kj) € ConFCO,; oldugundan bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak
Teorem 5.2.4 den (B,K) € ConFCO,; olur.

Teorem 5.2.6 (A4,K) € ConFCO4q ((4,K) € ConFCO44q) dur < Farkli y,x € A
icin [y] N [x] € K vex € M,y & M olacak sekilde M c A vardir dyle ki a U [M] 6z
olmayan siizge¢ veya her a,f € K 6z siizgecleri i¢in @ U f 6z olmayan veya

B U [M€] 6z olmayan siizgegtir.

Ispat: (4,K) € ConFCO044 olsun. Tanim 5.2.1 den her x € 4 i¢in Q({x}) = {x}
kapalidir. Teorem 4.2.4 den her y € A i¢in [x] N [y] € K dir. y & {x} = Q({x}) ve
Tanim 5.1.2 den x € M vey € M olacak sekilde hem a¢ik hem de kapali M c A
vardir. M kapali (sirasiyla agik) Teorem 4.2.4 den her a, f € K 6z siizgecleri igin
a U [M] (sirasiyla @ U [M€] 6z olmayan silizge¢) 6z olmayan siizge¢ veya a & [y]

(sirasiyla B & [x]) dir.

B U[M¢] ve @ U [M] 6z olmayan siizgeg ise UNM = @ =V N M€ olacak sekilde
3V € B ve en az bir U € a vardir. Bu ise UNV € M N M = @ olmasi1 anlamina
gelir. Sonug olarak UNV =@ olur. Bu ise a UB 6z olmayan silizge¢ olmasi

demektir.

aU[M] (BU[M]) 6z olmayan siizge¢c ise UNM =@ (VN M® = Q) olacak
sekilde 3U € a (swrasiyla V € B) vardir. Boylece her a € M (swrasiyla her
b€ M®),a ¢ U (sirasiylab & V) icin a & [x] (sirasiyla § & [y]) dur.

{x} ve {y} kapali oldugundan 8 & [x] ve a & [y] olmasi durumu her zaman saglanir.
Dolayisiyla ¢ U  nin 6z olmayan siizge¢ veya y &€ M, x € M olacak sekildeki bazi
M c A alt kiimesi i¢in a U [M] 6z olmayan siizge¢ veya U [M€] 6z olmayan

stizgegtir.

(&) Tersine, sartlar saglansin. Farkli x,y € A i¢in a,f € L 6z silizge¢ olsun.
[x] N [y] € K oldugundan Teorem 4.2.4 den {x} kapalidir. M = {x} olsun. Kabulden
(i) @ U [x] 6z olmayan slizge¢ veya (ii) B U [{x}€] 6z olmayan siizge¢ veya

(iil) @ U B 6z olmayan silizgectir.
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(i) @ U [x] 6z olmayan siizge¢ ise a ¢ [x] dir. Teorem 4.2.4 den {x} kapali ve agiktir.
Tamm 5.2.1 den Vx € A igin Q({x}) = {x} dir. Bu durumda, (4, K) € ConFCO,q
dir.

(ii) B U [{x}¢] 6z olmayan siizge¢ ise U N {x}¢ = @ olacak sekilde U € B vardir.
Boylece U =0 veya U = {x} olur. § 06z slizge¢ olmasindan her a # x i¢in
{x}=U€ B vep =[x] & [a] dir. Teorem 4.2.4 den {x} agik ve Tamim 5.2.1 den
Vx € Aicin Q({x}) = {x} dir. Bu durumda, (4, K) € ConFCO4, dur.

(iii) @ U § 6z olmayan siizge¢ olsun. Oyleyse U NV = @ olacak sekilde 3V € B ve
AU Ea vardi. UNM =@ ise x @ Uve a & [x] dir. UNM # @ ise B & [x] ve
x ¢ V dir. Teorem 4.2.4 den {x} acik ve Tanim 5.2.1 den Vx € A icin Q({x}) = {x}
dir. Bu durumda, (4, K) € ConFCO,g dir.

Teorem 5.2.7 (4,K) € ConFCOy, ise farkli her x,y €A ve her a,f €K 6z

stizgegleri i¢in @ & [x] veya B & [y] veya @ U 6z olmayan siizgegtir.

Ispat: (4,K) € ConFCOy ve farkli y, x € 4 i¢in (x,y) & A= Q42(A) kabul edelim.
Tanim 5.1.2 den en az bir (x,y) € M sekilde hem agik hem de kapali Ac M kiimesi
vardir. M kapali oldugundan Teorem 4.2.4 den her a € K, icin a & [(x,y)] veya

a U [M] 6z olmayan siizgectir. Simdi bu durumlari inceleyelim:

a & [(x,y)]ise mya & [x] veya mya & [y] dir. M nin agik olmasindan Teorem 4.2.4
den her a € L? igin ve V(a,b) € M i¢in a ¢ [(a,b)] veya a U [M€] 6z olmayan
stizgegtir. @ & [(a,b)] ise mya & [a] veya mya & [b] olur. @ U [M€] 6z olmayan

siizgeg ise 0 = m; "1mya U, tmya olsun. o U [M€] 6z olmayan siizgeg ise
(U1XU2)OMC =¢

olacak sekilde U, € mya ve U, € mya vardir. ¢ U [M] 6z olmayan siizgeg ise
(Vy x V) N M = @ olacak sekilde AV, € mya ve V, € mya vardir. U; NV, € mya ve

U, NV, € m,a elde edilir.
(Ulﬂvl)X(UzﬂVZ)ﬂMc - (Z)

dir. Teorem 4.2.4 den M agik degildir. Bu ise Q,2(A) = A olmasi ile geligir.
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a U [M] 6z olmayan siizge¢ ise @ U [A] 6z olmayan siizgeg, boylece m a U mya 6z

olmayan siizgectir.

Teorem 5.2.8 (1) Asagidaki kategoriler ikiserli olarak izomorftur.
(i) ConFCOy,

(ii) ConFCO 4y,

(iii) T; ConFCO,

(iv) ToConFCO.

2)i=0,1, 2 icin ConFCO;.; kategorileri ConFCO nun epireflektif (epireflective)

alt kategorileridir.
Ispat: (1) Teorem 3.2.8 ve Teorem 5.2.6 dan ispat agiktir.

(2) Bu alt kategorilerin dolu ve izomorfizm altinda kapali olduklar1 aciktir.
Dolayisiyla alt uzay ve carpim altinda kapali olduklarmi gostermek yeterlidir.
(A,K) € ConFCO4,, M Cc A,i: M & A igine doniisim ve Ky de M tlizerindeki alt
uzay yapist olsun. Ayrica her farkli y,x € M nokta ¢ifti i¢in [y] N [x] € K, olsun.
Onerme 3.2.7 den her farkli y, x € X nokta ¢ifti igin

iyl nxD) =i(IxD ni(lyD = [xIn[y] € K

olur ki Teorem 5.2.3 den bu bir ¢eliskidir. Boylece (4, K) € ConFCO4,; dir. Farkli
her y,x € M i¢in [x] N [y] € K}, dir. Teorem 5.2.3 den (M, K;;) € ConFCO,, dir.

(A,K) € ConFCO,; ve K);, M tarafindan iretilen alt sabit siizge¢ yakinsak yapi
olsun. Ayrica i:M < A igine fonksiyon olsun. (M, K,) € ConFCO,.; oldugunu
gosterecegiz. Yani Vx,y E M,x # yvea,f € Ky igina c [x] ve S c [y]isea U

nin 0z olmayan siizge¢ oldugunu gosterecegiz.
i: (M,Ky) < (A, K) alt kiime fonksiyonu dikkate alinirsa,

a C [x]dena =ia ci[x] = [i(x)] = [x] den a c [x] olur.
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B < lyldenp =ip cily] = [i(y)] = [y] den g < [y] olur.
(A,K) € ConFCO,,; oldugundan teorem 5.2.4 den a U 6z olmayan siizgectir.

Simdi ise ConFCO4, ve ConFCO,, nin carpim altinda kapali olduklarini

gosterelim.

Kabul edelim ki Vi € I i¢in (4;,K;) € ConFCO4.; ve [[;e;4; = A olsun. A daki
carpim yapist K, olmak tizere (4,K) € ConFCO,.; goésterecegiz. x = (xq, X5, ...),
y = Y2 ) €A, x #yden i, € I igin x; # y; olur. (Al-o,Kl-o) € ConFCO
dan Teorem 5.2.3 den [yl-o] N[y € K;, olur. m; :([lie/4i,K) — (A- Kl-o)

Lo’

izdiisiim fonksiyonlar1 i¢in [y] N [x] € K, olsun.
i, (vl N [x]) = 7y, ([yD Ny, ([x]D

= [yio] N [%i,]

[yio] N [xio] & K;, oldugundan [y] N [x] € K, olamaz. Boylece [y] N [x] € K, dur.
Teorem 5.2.3 den (4, K,) € ConFCO4; dir.

Her i € I i¢in (4;,K;) € ConFCO,.; oldugunu ve (4 = [l;¢; 4;,K) carpim uzayi
kabul edelim. Dolayisiyla (4, K) € ConFCO,.; oldugunu gosterecegiz.

Farkli Vx = (xq,x3,...),y = V1, V2, -.) EAvea,f EK igcina C [x] ve B C [y]

olsun. Teorem 5.2.7 den a U  nin 6z olmayan siizge¢ oldugunu gosterecegiz.
i (4, K) — (4;,K;)

a C [x] oldugundan ;& c m;[x] = [x;] ve B < [y] oldugundan m;8 < m;[y] = [yi]
yazilir. (4;,K;) € ConFCO,. oldugundan Teorem 5.2.7 den m;(a) U m;(f) 0z

olmayan siizgectir. Teorem 5.2.7 den

mi(a@) Um(B) c mi(a U B)

elde edilir ki bu ise m;(@ U f) nin 6z olmayan dolayisiyla @ U f nin 6z olmayan

stizge¢ olmasi demektir. Sonug olarak (4, K,) € ConFCO,; olur.
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Teorem 5.2.9 ConFCO nin dolu alt kategorileri i¢in asagidaki durumlar vardir:
(1) ConFCO4¢9 < ConFCO4
(2) ConFCO4¢y < ConFCO,,

(3) ConFCO,,; < ConFCO4

Ispat: (1) Kabul edelim ki (4,K) € ConFCO44 ve x,y € A, x # y olsun.

(A, K) € ConFCO;y oldugunda y & {x} =Q,({x}) ve Tanmm 52.1 den
Q4({x}) = {x} kapalidir. Teorem 4.2.4 den [x]N[y] € K ve Teorem 5.2.3 den
(A, K) € ConFCOy4,; dir.

(2) (4, K) € ConFCO4, a,fEK, y,x €A x+#y olsun. y & {x} = Qs({x}) ve
Tanim 5.1.2 den x 1 igeren fakat y yi igermeyen A nin bir M kapali ve agik alt kiimesi

vardir.

M kapali oldugundan her a € K 6z siizgeci i¢in Teorem 4.2.4 den a U [M] 6z
olmayan siizge¢ veya a & [y] dir. M agik oldugundan her 8 € K igin Teorem 4.2.4
den B U [M€] 6z olmayan siizge¢ veya 8 ¢ [x]dir.

B U[M¢] ve a U[M] 6z siizgeg isesUNM =@ =V N M€ sekilde 3U e ave V € B
vardir. BuiseUNV cM‘NM =@ den UNV = @ olmasimi gerektirir. O halde
a U B 6z olmayan siizgectir. Boylece Va € M (her b € M€) igina & U(b & V) olur
ki ad¢[x](B&[y]) elde edilir. Sonug¢ olarak Teorem 5.2.4 den
(A,K) € ConFCO,, dir.

(3) Kabul edelim ki baz1 x,y € A,x # y i¢in (4, K) € ConFCO,; ve [x] N [y] € K
olsun. Ayrica @ = [x] N [y] = B olsun. a,f € K olmak flizere a C [x] ve B C [y]
oldugundan a U f 06z olmayan siizgectir. Fakat bu bir celiskidir. Cilinki
(A,K) € ConFCO,,; idi. Boylece farkli x,y € A i¢in [x] N [y] € K dir. O halde

Teorem 5.2.3 den ConFCO4; olur.
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Teorem 5.2.10 A sonlu bir kiime olmak iizere asagidakiler denktir:
(1) (4,K) € ConFCO4,
(2) (4,K) € ConFCO4;
(3) (4,K) € ConFCOy,
(4) (A4,K) € ConFCO,,;

Ispat: A nin sonlu, (4,K) € ConFCO,, ve a nin A de 6z siizge¢ oldugunu kabul

edelim. Bu durumda bazi C c A i¢in a = [C] olsun.

Farkli y,x € C noktalar1 i¢cin @ € K ise @ c [y] N [x] ve [x] n[y] € K olur. Bu
(A,K) € ConFCO, ile ¢elisir. C tek nokta kiimesi olmalidir. H € A ise H hem agik
hem de kapalidir. Gergekten H = @ ise Tanim 4.1.3 den H hem a¢ik hem de
kapalidir. H = {a} tek nokta kiimesi ise

(A,K) € ConFCO,; den H kapali olur.
H® = A\{a,} ={ay, a3, ....,a,} = {a;} U{as} U{a,} U ..U {a,}
kapalidir. Boylece H = {a, } agik olur.
H ={a,,a,,..,a;} ={a;} U{a,} U ..U{a;}
den H hem agik hem de kapalidir.
Onerme 5.2.11 Teorem 5.2.9 ve 5.2.10 dan
ConFCO,, = ConFCO,,. < ConFCO,, = ConFCO,,,; = ToConFCO = T;ConFCO
ConFCO,., = ConFCO,4,; € ConFCO,y, = ConFCOy,
ConFCO,., = ConFCO,,, c ConFCO,;, = ConFCO4,; © ConFCOy,; = ConFCO,,;

5.3 Bilinen Topolojik Kategorilerdeki Kapams Operatorleri
Bu kisimda daha once yapilan c¢alismalarda arastirilan ve kapanig operatorleri

sayesinde elde edilen dolu alt kategoriler ile alakal1 sonuglar verilecektir.
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(1) Top kategorisinde,
Top;; = Topzsa © Topy = Topisa © Topos = TOPgsa
(2) Born kategorisinde, Baran (2000) deki Lemma 2.11 den
Born,.,; < Borny,,, Born,;,; < Born,,,; ve Born,,; c Born,,
(3) FCO kategorisinde, Baran (2000) deki Teorem 2.9 dan

FCO2; © FCOy = FCO45 = FCO1 © FCOgyp = FCOgy
(4) RRel kategorisinde, Baran (2023) deki Teorem 3.7 den
RRellCl = ToRRel = ToRRel,

RRellscl C RRel1c] C RRelocl,
RRellsQ C RRellQ,

RRel;, = RRel;o = RRel;; = RRel;5q = RRely5q = RRely, = T;RRel
(5) CP kategorisinde, Baran (1994) deki Teorem 3.8 den ve Baran (2023) den
CP1q = CPyg = CPyg = CPyq = CP15q = CP25q = CPy5 = CPygq
CP;q = CP2q = ToCP = ToCP = T,;CP = CP
(6) ConLim kategorisinde, Erciyes vd. (2024) den Teorem 4 ve 6 dan

ConLim;, = ConLim,,,; € ConLimgy,; = ConLim;, € ConLim,gy

= ConLimg,, = ConLim;¢,,; = ConLim

(7) psqMet kategorisinde Baran ve Kula (2022) deki Teorem 3.3-3.5 ve 3.15 ile
Baran (2020) deki Teorem 3.10 dan

TipgsMet = pqsMet;5o = pqsMet 5 = pqsMet;; C pqsMet g

= pgsMet,, = pqsMet,, = TopsqMet
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda ConFCO kategorisi ile ilgili asagidaki sonuglara ulasilmistir.

(1) ¢ =cl,scl,Q,sQ olmak tizere iki farkli (Teorem 4.2.4 den dolay1 ConFCO da
kapali ve kuvvetli kapalilik birbirinin aynis1 oldugundan) kapanis operatorii tizerinde
duruldu. Bu kapanis operatorlerinin idempotent, (sonlu) ¢arpimsal, (sonlu) toplamsal,
(zay1f) kalitsal olup olmamasi Teorem 5.1.3 de ifade ve ispat edildi. Verilen bir
kiimenin sonlu veya sonsuz olmast durumuna gore kapanis operatorleri arasindaki

iliskiler Teorem 5.2.10 da gosterildi.
(2) Teorem 4.2.4 ve 5.2.3 den asagidaki ifadeler denktir:

(i) (B,K) € ConFCO4,
(ii) (B,K) € ConFCO4,
(iii) (B, K), T; dir,
(iv) (B,K), T, dir,
(v) Birbirinden farkli her x,y € B igin [x] N [y] ¢ K dir.
(3) Teorem 5.2.2 den ConFCO; ve ConFCO.; izomorfik kategorilerdir.

(4) Teorem 5.2.8 den i=0,1,2 icin ConFCO;, kategorileri ConFCO nun
epireflektif alt kategorileridir.

(5) Teorem 5.2.5 den ConFCO4.; ve ConFCO,; kategorileri ConFCO nun bolim-

yansimali (quotient-reflective) alt kategorileridir.

(6) Teorem 5.2.8 den asagidaki kategoriler ikiserli olarak izomorftur.
(i) ConFCO4
(ii) ConFCO

(iii) T, ConFCO
(iv) T,ConFCO

(7) Teorem 5.2.9 dan

(i) ConFCO4,y © ConFCO4(
(ii) ConFCO4y c ConFCOy
(iii) ConFCO,.; c ConFCO4
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(8) Teorem 5.2.10 dan A sonlu bir kiime olmak iizere i = 1,2 i¢in

(i) (4,K) € ConFCOyq, (4,K) € ConFCO,,
(ii) (4, K) € ConFCOq;, (4,K) € COnFCO;40

Bu tez caligmasinda kapanis operatorleri ile elde edilen sonuglar kullanilarak
konunun farkli ve ¢6ziime agik yonleri diisiiniildiigiinde asagida belirtilen sorulara

cevaplar aranabilir.

(1) ConFCO topolojik kategorisinde kapanis operatdrleri kullanilarak literatiirde yer

alan diger kapanis operatorleri karakterize edilebilir mi?

(2) Bu kapanis operatorleri ile elde edilen alt kategorilerin, ConFCO daki ayirma
aksiyomlar1 ile olusturulan alt kategoriler ile kiyaslamasi (izomorfizm, boliim-

yansimali, epireflektif, bireflektif, vb.) yapilabilir mi?

() ¢ =cl,scl,Q,sQ olmak iizere c-baglantili, c-baglantisiz, tam baglantisiz, asiri

baglantisiz, kalitsal baglantisiz objeler karakterize edilebilir mi?
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