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BÖLÜM 1

ÖN B·ILG·ILER

1.1 G·IR·IŞ

Bu çal¬̧smada, bir


 = f(x; v) j x 2 D � Rn; v 2 G � Rn; n � 1g

bölgesinde

Lu �
nX
i=1

(vi
@u

@xi
+ fi

@u

@vi
) +

Z
G

K (x; v; v0)u (x; v0) dv0 = �(x; v) (1.1)

kinetik denklemi ele al¬nacakt¬r. Kinetik denklemler matematiksel �zi¼gin temel den-

klemleri olup maddenin hareketinin süreklili¼gini modellemektedir. Fizik, Kimya, Biy-

oloji ve Sosyal bilimlerdeki birçok olay¬n matematiksel tasvirinde kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r

(Anikonov 2001). Kinetik denklemler için ters problemler hem teorik hem de pratik aç¬-

dan önemlidir. Bu problemler �ziksel olarak parçac¬k etkileşim kuvvetleri, radyasyon kay-

naklar¬, saç¬l¬m göstergeleri ve di¼ger �ziksel parametrelerin belirlenmesini içerir (Amirov

2001).

Bu tezde aşa¼g¬daki problemin yaklaş¬k çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r:

Problem 1.1 Kabul edelim ki f 2 C1
�
�

�
, K(x; v; v0) 2 C2(�
) fonksiyonlar¬ verilsin.

(1.1) denklemini ve

uj@
 = u0; (1.2)

L̂� �
nX
i=1

@2�

@xi@vi
= 0 (1.3)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan 
 da tan¬ml¬ (u; �) fonksiyonlar çiftinin bulunmas¬problemini ele

alal¬m. Yukar¬da verilen (1.3) diferensiyel denklemi genelleşmiş fonksiyonlar anlam¬nda

sa¼glan¬r. Yani her � 2 C10 (
) içinD
�; L̂��

E
= 0

1



d¬r. Burada L̂�, L̂ n¬n Lagrange anlam¬nda eşlenik ifadesidir.

Matematiksel �zi¼gin problemleri geleneksel olarak aşa¼g¬daki kurala göre direkt ve ters

problem olarak s¬n¬�and¬r¬lmaktad¬r. Örne¼gin �ziksel bir sistem içerisinde ve d¬̧s etkiye

maruz olan bir süreci ele alal¬m. Sistemin özelliklerinin bilindi¼gi kabul edilmektedir. Bu

durumda bu süreci tan¬mlama problemi direkt problem olarak ifade edilir. Bununla bir-

likte başka bir durumda mümkündür. Kabul edelim ki bu sürecin nas¬l i̧sledi¼gi hakk¬nda

ek bir bilgimiz olsun fakat sistemin baz¬para1metreleri veya kaynaklar¬bilinmesin. Bu

parametrelerin belirlenmesi problemi ters problem olarak adland¬r¬l¬r.

Klasik olarak direkt problem, uygun �zik yasalar¬n¬kullanarak verilen bir sebepten bir

tek sonucun bulunmas¬olarak ifade edilir. Bu nedenle geleneksel olarak matematikte ve

di¼ger do¼ga bilimlerinde bir problemin çözümünün varl¬¼g¬, tekli¼gi ve küçük de¼gi̧sikliklere

kaŗs¬duyarl¬l¬¼g¬önemli bir araşt¬rma konusu olmaktad¬r. Böyle problemlere iyi konulmuş

problem denir.

Bilim ve teknolojideki geli̧smeler ve gereksinimler do¼grultusunda klasik direkt problemlere

ters olan problemlerin çözümüne ihtiyaç duyulmuştur. Daha aç¬k olarak bir sonuçtan

nedenin veya neden ve sonuç verildi¼ginde �zik kanunlar¬n¬n belirlenmesi problemi ortaya

ç¬km¬̧st¬r. Bu tür problemlere örnek olarak s¬n¬rda yap¬lan ölçümlerden ulaş¬lamayan

bir bölgenin iç yap¬s¬n¬n özelliklerinin belirlenmesi, girdi ve ç¬kt¬ölçümlerinden sistem

parametrelerinin belirlenmesi, bugüne ait verilerden geçmi̧s olaylar¬n belirlenmesi gibi

uzaktan alg¬lama ve direkt olmayan ölçüm ile ilgili pek çok problem verilebilir.

Bu tür ters problemler genellikle kötü konulmuştur çünkü farkl¬ sebepler ayn¬ sonucu

do¼gurabilir ve sonuçta ortaya ç¬kan küçük de¼gi̧siklikler verilen sebepte büyük bir de¼gi̧sik-

li¼ge kaŗs¬l¬k gelebilir (Blagoveshchenskii 2001, Groetsch 1993).

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 1.1 (Ck(
) Uzay¬) 
, Rn uzay¬nda bir bölge olsun. Her negatif olmayan k tam-

say¬s¬ için j�j � k olmak üzere D�' k¬smi türevleri 
 bölgesinde sürekli olacak şekilde

tüm ' fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay¬Ck(
) ile gösterilir (Adams and Fournier

2003, s. 10). Bu uzayda norm aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

2



kfkCk(�
) =
X
j�j�k

max
x2�


jD�f(x)j :

Tan¬m 1.2 (L2 (
) Uzay¬) 
 bölgesi üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve modülünün karesi

integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. L2 (
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)L2(
) =

Z



f1(x)f2(x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkL2(
) =

0@Z



jf (x)j2 dx

1A1=2

biçimindedir (Mikhailov 1978, s. 105).

Tan¬m 1.3 E¼ger u; G üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon ise, u nun supportu

supp (u) = fx 2 G : u (x) 6= 0g

biçiminde tan¬mlan¬r. E¼ger supp(u) b 
 ise, 
 da u nun kompakt supportu vard¬r denir
(Adams and Fournier 2003, s. 2).

Tan¬m 1.4 (C10 (
) Uzay¬) C
1
0 (
), 
 � Rn kümesinde tan¬ml¬ sonsuz defa diferen-

siyellenebilir ve supportu 
 n¬n kompakt alt kümesi olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu

cümledir (Mikhailov 1978, s. 10).

Tan¬m 1.5 (Genelleşmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D(
) ile gösterilir:

i) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r ki her k 2 N için supp 'k 2 K d¬r.

ii) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k !1 için D�'k(x)! D�'(x) yak¬nsamas¬
 bölgesinde

düzgün ise k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D(
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere genelleşmiş fonksiyon denir.

Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0(
) ile gösterilir (Vladimirov 1971, s. 66).
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Tan¬m 1.6 (Genelleşmi̧s Türev) f 2 D0(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyo-

nunun D�f (genelleşmiş) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j(f;D�'); ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1971, s. 79).

Tan¬m 1.7 (Hk (
) Uzay¬) Hk (
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleşmiş türev-

leri L2 (
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Hk (
), üzerinde tan¬m-

lanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).

Tan¬m 1.8 (Steklov Eşitsizli¼gi) Her f 2 H1
0 (
) için

kfk2L2(
) � C
Z
G

jrf j2 dx

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada C > 0 say¬s¬sadece 
 bölgesine ba¼gl¬d¬r (Mikhailov 1978, s.

149).

Tan¬m 1.9 (Büyük O gösterimi) E¼ger 8s 2 S için jf(s)j � A j�(s)j olacak şekilde bir A

sabiti varsa s 2 S için f(s) = O(�(s)) dir. Bu durumda f(s), �(s) mertebedendir denir

(Thomas 2013, s. 11).
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BÖLÜM 2

PROBLEM 1.1�·IN ÇÖZÜLEB·IL·IRL·IK ŞARTLARI

Bu bölümde, Problem 1.1�in çözülebilirli¼gi için ispat yöntemi Amirov (2001) de verilen

iki teorem sunulmuştur. Bu amaçla ilk olarak aşa¼g¬daki kümeyi tan¬mlayal¬m:

� (A) kümesi aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan fonksiyonlardan oluşan bir kümedir:

i. u 2 � (A) için genelleşmi̧s fonksiyonlar anlam¬nda Au 2 L2 (
) d¬r. Burada Au = L̂Lu

olarak tan¬ml¬d¬r.

ii. Bir fukg � ~C30 = f' : ' 2 C3 (
) ; 'j@
 = 0g dizisi vard¬r öyle ki uk
L2(
)! u ve

hAuk; uki ! hAu; ui, k !1 d¬r.

Teorem 2.1 Kabul edelim ki f 2 C1(
), K(x; v; v0) 2 C1( �D� �G� �G) olsun ve aşa¼g¬daki

eşitsizlikler sa¼glans¬n:

nX
i;j=1

@fi
@xj

�i�j � �1 j�j2 ; 8� 2 Rn;

�1 �
L0
2
> �2; L0 = l0C; l0 = max

16i6n

8<:maxx2 �D

Z
G

Z
G

K2
vi
(x; v; v0)dvdv0

9=; : (2.1)

Bu durumda Problem 1.1, en çok bir (u; �) çözümüne sahiptir öyle ki u 2 �(A) ve � 2

L2(
) d¬r. Burada �1; �2 pozitif say¬lard¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki (u; �), @
 s¬n¬r¬nda u = 0 ve u 2 �(A) olacak şekilde Problem

1�in bir çözümü olsun. (1.1) denklemi ve (1.3) şart¬ndan Au = 0 olur. u 2 �(A)

oldu¼gundan bir fukg � ~C30 dizisi vard¬r öyle ki L2(
) da uk ! u yak¬nsar ve k !1 iken

hAuk; uki ! 0 olur. @
 s¬n¬r¬nda uk = 0 oldu¼gu göz önünde bulundurularak

�2 hAuk; uki = 2
nX
i=1

�
@

@vi
(Luk); ukxi

�
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yaz¬labilir. Son eşitli¼gin sa¼g taraf¬için:

nX
i=1

2
@uk
@xi

@

@vi
(Luk) =

nX
i=1

�
@uk
@xi

�2
+

nX
i;j=1

@fi
@xj

@uk
@vi

@uk
@vj

+
nX

i;j=1

@

@vj

�
vi
@uk
@xi

@uk
@xj

�
+

nX
i;j=1

@

@xi

�
vi
@uk
@vj

@uk
@xj

�

�
nX

i;j=1

@

@xj

�
vi
@uk
@xi

@uk
@vj

�
�

nX
i;j=1

@

@xj

�
fi
@uk
@vi

@uk
@vj

�

+

nX
i=1

@

@vi

 
vi

�
@uk
@xi

�2!
+

nX
i;j=1

@

@vj

�
fi
@uk
@vi

@uk
@xj

�

+
nX

i;j=1

@

@vi

�
fi
@uk
@vj

@uk
@xj

�
+

Z
G

Kvi (x; v; v
0)uk (x; v

0) dv0
@uk
@xi

(2.2)

oldu¼gu görülür. E¼ger bölgenin geometrisi ve @
�da uk = 0 olmas¬dikkate al¬n¬rsa (2.2)

den

�hAuk; uki = J(uk) (2.3)

elde edilir. Burada

J(uk) =
1

2

nX
i=1

Z



0@�@uk
@xi

�2
+

nX
j=1

@fi
@xj

@uk
@vi

@uk
@vj

+

Z
G

Kvi (x; v; v
0)uk (x; v

0) dv0
@uk
@xi

1A d

(2.4)

d¬r. (2.4) teki üçüncü terimi aşa¼g¬daki şekilde de¼gerlendirebiliriz:

2
nX
i=1

Z



Z
G

Kvi (x; v; v
0)uk (x; v

0) dv0ukxid


� �
nXZ



(

i=1

(

Z
G

Kvi (x; v; v
0)uk (x; v

0) dv0)2 + (ukxi )
2)d


� �L0
Z



jrvukj2 d
�
Z



jrxukj2 d
: (2.5)

Burada

l0 = max
16i6n

8<:maxx2 �D

Z
G

Z
G

K2
vi
(x; v; v0)dvdv0

9=; ; L0 = l0C
6



d¬r. 
 bölgesi s¬n¬rl¬ ve @
 s¬n¬r¬nda uk = 0 oldu¼gundan, Steklov eşitsizli¼gi, teoremin

kabulleri ve (2.5) den

J(uk) >
1

2

Z
G

jrxukj2 d
 + �1
Z



jrvukj2 d
�
L0
2

Z



jrvukj2 d
�
1

2

Z
G

jrxukj2 d


� c

Z
G

jukj2 d
; c > 0

yaz¬labilir. �(A) n¬n tan¬m¬kullan¬larak

c

Z
G

u2d
 � 0

bulunur. Bu durumda (1.1) denkleminden

�(x; v) = 0

oldu¼gu görülür. Böylece Problem 1�in çözümünün tekli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

E¼ger u0 2 C3(@
) ve @D 2 C3, @G 2 C3 ise Problem 1.1 aşa¼g¬daki probleme in-

dirgenebilir.

Problem 2.1 F 2 H2(
) olmak üzere

Lu �
nX
i=1

�
vi
@u

@xi
+ fi

@u

@vi

�
+

Z
G

K (x; v; v0)u (x; v0) dv0 = �(x; v) + F (x; v); (2.6)

ba¼g¬nt¬s¬ndan,

uj@
 = 0 (2.7)

s¬n¬r şart¬n¬n ve (1.3) denkleminin sa¼glanmas¬ koşulu ile (u; �) fonksiyonlar çiftini bu-

lunuz.

Teorem 2.2 Kabul edelim ki F 2 H2(
) olsun. Teorem 2.1�in şartlar¬alt¬nda Problem

2.1�in bir (u; �) çözümü vard¬r öyle ki u 2 �(A) \H1(
), � 2 L2(
) d¬r.

·Ispat. Amirov (2001) de verilen Teorem 2.2.2 ile ayn¬şekilde yap¬l¬r.
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BÖLÜM 3

SAÇILIM TER·IM·I ·IÇEREN B·IR K·INET·IK DENKLEM ·IÇ·IN B·IR TERS

PROBLEM·IN YAKLAŞIK ÇÖZÜMÜNÜN ARAŞTIRILMASI

Bu bölümde aşa¼g¬daki problem için bir say¬sal çözüm yöntemi verilmi̧stir:

Problem 3.1 Bir 
 = f(x; v) j x 2 (a; b) � R; v 2 (c; d) � Rg bölgesinde

�
v
@u

@x
+ f

@u

@v

�
+

dZ
c

K (x; v; v0)u (x; v0) dv0 = �(x; v) + F (x; v) (3.1)

denkleminden

uj@
 = 0 (3.2)

s¬n¬r koşulu ve

bL� = @2�

@v@x
= 0 (3.3)

şart¬alt¬nda (u; �) fonksiyonlar çiftinin bulunmas¬problemi için bir say¬sal çözüm metodu

verilecektir. Bu amaçla bL operatörünü (3.1) denklemine uygulayal¬m. Bu durumda
uxx + uxvxv + fvxuv + fvuvx + fxuvv + fuvvx

+

dZ
c

Kvx (x; v; v
0)u (x; v0) dv0 +

dZ
c

Kv (x; v; v
0)ux (x; v

0) dv0

= F (3.4)

üçüncü mertebeden bir k¬smi türevli diferensiyel denklem elde edilir. Böylece (3.2) koşu-

luyla birlikte bir Dirichlet problemi ortaya ç¬kar. Aşa¼g¬da bu problemin say¬sal çözümü

için bir yöntem verilecektir. Bu kapsamda denklemdeki türevler için sonlu fark yaklaş¬m¬,

integral terimler için ise Newton-Cotes formülü kullan¬lacakt¬r.
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3.1 TÜREVLERE SONLU FARK YAKLAŞIMI

·Ilk olarak n ve m tamsay¬lar olmak üzere �x = (b�a)
n
, �v = (d�c)

m
ad¬m büyüklük-

lerini tan¬mlayal¬m. [a; b] aral¬¼g¬n¬�x geni̧sli¼ginde n eşit parçaya, [c; d] aral¬¼g¬n¬ da

�v geni̧sli¼ginde m tane eşit parçaya bölelim. Bu durumda xi = a + i�x; i = 0; :::; n;

vj = c + j�v; j = 0; :::;m olmak üzere (xi; vj) koordinatlar¬ndan geçen dikey ve yatay

do¼grularla bir ¬zgara sistemi oluşturulur. Burada x = xi ve v = vj do¼grular¬n¬n ke-

si̧sim noktalar¬ örgü noktalar¬ olarak adland¬r¬l¬r. Bu ¬zgaran¬n içindeki her (xi; vj);

i = 1; :::; n � 1, j = 1; :::;m � 1, örgü noktas¬nda x de¼gi̧skenine göre xi civar¬nda Taylor

serisine aç¬l¬m yap¬larak

@u

@x
(xi; vj) =

u(xi+1; vj)� u(xi�1; vj)
2�x

+O(�x2)

formülü elde edilir. Di¼ger taraftan v de¼gi̧skenine göre vj civar¬nda Taylor serisi aç¬l¬m¬ndan

@u

@v
(xi; vj) =

u(xi; vj+1)� u(xi; vj�1)
2�v

+O(�v2)

bulunur. Benzer düşünceyle ikinci ve üçüncü mertebeden k¬smi türevler için aşa¼g¬daki

merkezi fark temsilcileri yaz¬l¬r:

@2u

@x2
(xi; vj) =

u(xi+1; vj)� 2u(xi; vj) + u(xi�1; vj)
(�x)2

+O(�x2);

@2u

@v2
(xi; vj) =

u(xi; vj+1)� 2u(xi; vj) + u(xi; vj�1)
(�v)2

+O(�v2);

@2u

@x@v
(xi; vj) =

u(xi+1; vj+1)� u(xi+1; vj�1)� u(xi�1; vj+1) + u(xi�1; vj�1)
4(�x)(�v)

+O(�x2) +O(�v2);

@3u

@x2@v
(xi; vj) =

u(xi+1; vj+1)� 2u(xi; vj+1) + u(xi�1; vj+1)� u(xi+1; vj�1)
2(�x)2(�v)

+
2u(xi; vj�1)� u(xi�1; vj�1)

2(�x)2(�v)

+O(�x2) +O(�v2);

@3u

@x@v2
(xi; vj) =

u(xi+1; vj+1)� 2u(xi+1; vj) + u(xi+1; vj�1)� u(xi�1; vj+1)
2(�x)2(�v)

+
2u(xi�1; vj)� u(xi�1; vj�1)

2(�v)2(�x)

+O(�x2) +O(�v2):
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3.2 NEWTON-COTES YÖNTEM·I

Newton-Cotes formülleri en yayg¬n olarak kullan¬lan say¬sal integrasyon yöntemleridir. Bu

yöntemin esas¬, kar¬̧s¬k bir fonksiyona integrali daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlarla

yaklaşma �krine dayan¬r. Bu bölümde

dZ
c

Kvx (x; v; v
0)u (x; v0) dv0,

dZ
c

Kv (x; v; v
0)ux (x; v

0) dv0 (3.5)

integrallerini yaklaş¬k olarak hesaplamak için (m + 1)�noktal¬kapal¬Newton-Cotes for-

mülü kullan¬lacakt¬r. Bu yöntem j = 0; 1; :::;m için vj = v0 + jk noktalar¬n¬kullan¬r.

Burada v0 = c, vm = d ve k = d�c
m
dir. Bu durumda yaklaş¬k integral formülü,

dZ
c

f(v)dv �
mX
j=0

ajf(vj) (3.6)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada,

aj =

vmZ
v0

Lj(v)dv =

vmZ
v0

mY
j=0
j 6=i

(v � vj)
(vi � vj)

dv (3.7)

d¬r (Burden and Faires 2011).

3.3 PROBLEM 3.1�·IN SAYISAL ÇÖZÜMÜ

E¼ger türevler için sonlu fark formülleri ve integralli terimler için ise Newton-Cotes yön-

temi (3.4) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa:

wi+1;j � 2wi;j + wi�1;j
(�x)2

+
2wi;j�1 � 2wi;j+1 + wi+1;j+1 + wi�1;j+1 � wi+1;j�1 � wi�1;j�1

2(�x)2�v
vj

+
wi;j+1 � wi;j�1

2�v

efi+1;j+1 � efi+1;j�1 � efi�1;j+1 + efi�1;j�1
4�x�v

+
wi+1;j+1 � wi+1;j�1 � wi�1;j+1 + wi�1;j�1

4�x�v

efi+1;j � efi�1;j
2�x

+
wi;j+1 � 2wi;j + wi;j�1

(�v)2

efi;j+1 � efi;j�1
2�v

+
2wi�1;j � 2wi+1;j + wi+1;j+1 + wi�1;j+1 � wi+1;j�1 � wi�1;j�1

2(�v)2�x
efi;j

+[ajk7wi;j] + [ajk8(wi+1;j � wi�1;j)]

= Fi;j (3.8)
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bulunur. Burada I, J pozitif say¬lar, �x = b�a
I+1

ve �v = d�c
J+1
, s¬ras¬yla x ve v yönlerindeki

ad¬m büyüklükleri, wi;j, u(xi; vj) = u(a + i�x; c + j�v) için sonlu fark yaklaş¬m¬olup,

Fi;j = F (xi; vj) = F (a + i�x; c + j�v), efi;j = f(xi; vj) = f(a + i�x; c + j�v) dir.

Yukar¬daki eşitlikler düzenlenirse:

wi�1;j�1(�k2 + k4 � k6) + wi;j�1(2k2 + k3 + k5)

+wi+1;j�1(�k2 � k4 + k6) + wi�1;j(k1 + 2k6 � ajk8)

+wi;j(�2k1 � 2k5 + ajk7) + wi+1;j(k1 � 2k6 + ajk8)

+wi�1;j+1(k2 � k4 � k6) + wi;j+1(�2k2 + k3 + k5) + wi+1;j+1(k2 + k4 + k6)

= Fi;j (3.9)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada (3.9) dan

k1 =
1

(�x)2
, k2 =

v

2(�x)2(�v)
,

k3 =
1

2(�v)

efi+1;j+1 � efi+1;j�1 � efi�1;j+1 + efi�1;j�1
4�x�v

,

k4 =
1

4(�x)(�v)

efi;j+1 � efi;j�1
2�v

,

k5 =
1

(�v)2

efi+1;j � efi�1;j
2�x

, k6 =
efi;j

2(�x)(�v)2
;

k7 = aj
K(xi+1; vj+1)�K(xi+1; vj�1)�K(xi�1; vj+1) +K(xi�1; vj�1)

4(�x)(�v)
;

k8 = aj
K(xi+1; vj+1)�K(xi+1; vj�1)�K(xi�1; vj+1) +K(xi�1; vj�1)

4(�x)(�v)
;

k9 = aj
K(xi; vj+1)�K(xi; vj�1)

4(�x)(�v)
(3.10)

olarak tan¬ml¬d¬r. Benzer şekilde s¬n¬r koşullar¬diskritize edilirse:

w0;j = u(a; vj) = 0; wI+1;j = u(b; vj) = 0; wi;0 = u(xi; c) = 0; wi;J+1 = u(xi; d) = 0

yaz¬labilir. Böylecew1;1; w2;1; :::; wI;1; w1;2; w2;2; :::; wI;2; :::; w1;J ; w2;J ; :::; wI;J s¬ralamas¬esas

al¬narak,

NW = T (3.11)
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şeklinde bir cebirsel denklem sistemi ortaya ç¬kar. Burada N bir üçlü köşegensel bant

matris olup aşa¼g¬daki formdad¬r:

N =

26666666664

P (1) R(1) 0 : : : 0

S(2) P (2) R(2)
. . .

...

0 S(3)
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . R(J�1)

0 : : : 0 S(J) P (J)

37777777775
IJ�IJ

: (3.12)

(3.12) matrisinde yer alan P (J); R(J); S(J) matrisleri aşa¼g¬daki şekilde tan¬ml¬d¬r. Burada

P (J) = P (J)0 +K(J)0 olup

P (J)0 =

26666666664

p
(1;j)
1 p

(1;j)
2 0 : : : 0

p
(2;j)
3 p

(2;j)
1 p

(2;j)
2

. . .
...

0 p
(3;j)
3

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . p
(I�1;j)
2

0 : : : 0 p
(I;j)
3 p

(I;j)
1

37777777775
I�I

; (3.13)

K(J)0 =

26666666664

k
(1;j)
1 k

(1;j)
2 k

(1;j)
3 : : : k

(1;j)
I

k
(2;j)
1 k

(2;j)
2 k

(2;j)
3

. . .
...

k
(3;j)
1 k

(3;j)
2

. . . . . . k
(3;j)
I

...
. . . . . . . . . k

(I�1;j)
I

k
(I;j)
1 : : : 0 k

(I;j)
(I�1) k

(I;j)
I

37777777775
I�I

(3.14)

d¬r. ·Ikinci olarak, R(J) = R(J)0 + L(J)0 olup

R(J)0 =

26666666664

r
(1;j)
1 r

(1;j)
2 0 : : : 0

r
(2;j)
3 r

(2;j)
1 r

(2;j)
2

. . .
...

0 r
(3;j)
3

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . r
(I�1;j)
2

0 : : : 0 r
(I;j)
3 r

(I;j)
1

37777777775
I�I

; (3.15)

L(J)0 =

26666666664

l
(1;j)
1 l

(1;j)
2 l

(1;j)
3 : : : l

(1;j)
I

l
(2;j)
1 l

(2;j)
2 l

(2;j)
3

. . .
...

l
(3;j)
1 l

(3;j)
2

. . . . . . l
(3;j)
I

...
. . . . . . . . . l

(I�1;j)
I

l
(I;j)
1 : : : l

(I;j)
(I�2) l

(I;j)
(I�1) l

(I;j)
I

37777777775
I�I

(3.16)
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d¬r. Benzer bir gösterimle S(J) = S(J)0 + L(J)00 matrisi

S(J)0 =

26666666664

s
(1;j)
1 s

(1;j)
2 0 : : : 0

s
(2;j)
3 s

(2;j)
1 s

(2;j)
2

. . .
...

0 s
(3;j)
3

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . s
(I�1;j)
2

0 : : : 0 s
(I;j)
3 s

(I;j)
1

37777777775
I�I

; (3.17)

L(J)00 =

26666666664

�l(1;j)1 �l(1;j)2 �l(1;j)3 : : : �l(1;j)I

�l(2;j)1 �l(2;j)2 �l(2;j)3
. . .

...

�l(3;j)1 �l(3;j)2
. . . . . . �l(3;j)I

...
. . . . . . . . . �l(I�1;j)I

�l(I;j)1 : : : �l(I;j)(I�2) �l(I;j)(I�1) �l(I;j)I

37777777775
I�I

(3.18)

olarak verilmi̧stir. Burada

p1 = �2k1 � 2k5; p2 = �2k2 + k3 + k5; p3 = 2k2 � k3 + k5;

r1 = k1 � 2k6; r2 = k2 + k4 + k6; r3 = �k2 � k4 + k6;

s1 = k1 + 2k6; s2 = k2 � k4 � k6; s3 = �k2 + k4 � k6;

k1 = a1k7; k2 = a2k7; k3 = a3k7; k(I�1) = a(I�1)k7; kI = aIk7;

l1 = a1k8; l2 = a2k8; l3 = a3k8; l(I�1) = a(I�1)k8; lI = aIk8;

I = 1; :::; N ; J = 1; :::;M;

T = [F1;1;F2;1; :::;FI;1;F1;2;F2;2; :::;FI;2; :::;F1;J ;F2;J ; :::;FI;J ]T (3.19)

olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca Fi;j = F(a+ i�x; b+ j�v) de¼gerleri, W ise

W = [w1;1; w2;1; :::; wI;1; w1;2; w2;2; :::; wI;2; :::; w1;J ; w2;J ; :::; wI;J ]
T (3.20)

şeklinde çözüm vektörüdür. Son olarak (3.1) denkleminde merkezi fark formülleri ve

Newton-Cotes formülü yaz¬larak elde edilen

vj
wi+1;j �wi�1;j

2�x
+ fi;j

wi;j+1�wi;j�1
2�v

+
mX
j=0

ajKi;j;jwi;j = ~�i;j + Fi;j: (3.21)

denkleminden ~�i;j yaklaş¬k de¼gerleri hesaplan¬r.
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BÖLÜM 4

SAYISAL ÖRNEKLER VE SONUÇ

4.1 SAYISAL ÖRNEKLER

Örnek 4.1 (3.1) denkleminde f(x; v) = �2x, K(x; v; s) = �5xvs ve

F (x; v) =
2v2 cos(�x)

81
� 2v

4 cos(�x)

9
� 2v

2 sin(�x)

81
+
2v4 sin(�x)

9
� 8vx

2 cos(�x)

6561

+
8vx4 cos(�x)

729
+
8vx2 sin(�x)

6561
� 8vx

4 sin(�x)

729
� 2v2x2 cos(�x)

+12v2x4 cos(�x) + 6v4x2 cos(�x) + 2v2x2 sin(�x)� 12v2x4 sin(�x)

�6v4x2 sin(�x)� 2v
2x� cos(�x)

81
+
2v4x� cos(�x)

9
� 2v

2x� sin(�x)

81

+
2v4x� sin(�x)

9
+
2v2x3� cos(�x)

9
� 2v4x3� cos(�x)

+
2v2x3� sin(�x)

9
� 2v4x3� sin(�x)

olmak üzere, 
 = (�1
3
; 1
3
) � (�1

3
; 1
3
) bölgesinde (3.1) denkleminden (u; �) fonksiyonlar

çiftinin bulunmas¬problemini ele alal¬m. Bu problemin kesin çözümünün,

u(x; v) = (x2 � 1
9
)(v2 � 1

9
)(cos(�x)� sin(�x))2xv

ve

�(x; v) =
4x2 cos(�x)

81
� 4x

4 cos(�x)

9
� 4x

2 sin(�x)

81
+
4x4 sin(�x)

9

oldu¼gu bilinmektedir ve bu çözümler Şekil 4.1 de gösterilmi̧stir.
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10 ­4
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x

0
­0.2 ­0.2

­5

0

5

0.2

10 ­4

La
m

bd
a

10

0.2

(b)

v

15

0

x

0
­0.2 ­0.2

Şekil 4.1 Örnek 4.1 için verilen (a) u için kesin çözüm ve (b) � için kesin çözüm.

Aşa¼g¬daki çizelgede problemin u(x; v) ve �(x; v) yaklaş¬k çözümlerinden elde edilen say¬sal

sonuçlar ve hesaplama süreleri verilmi̧stir:

Çizelge 4.1 Örnek 4.1 de u(x; v) ve �(x; v) için say¬sal sonuçlar

I = 450; J = 10 I = 450; J = 20 I = 450; J = 30

Örgü Noktalar¬n¬n Say¬s¬ 4500 9000 13500

u(x; v) için Minimum Hata 1:4112E � 10 6:7122E � 11 1:3217E � 11

u(x; v) için Maksimum Hata 1:1449E � 05 3:4881E � 06 1:6538E � 06

�(x:v) için Minimum Hata 1:7095E � 09 1:0784E � 10 1:0337E � 10

�(x:v) için Maksimum Hata 1:9845E � 04 6:2724E � 05 3:0917E � 05

Hesaplama Süresi 3330:986592 s 15301:924411 s 41272:609121 s

Şekil 4.2 de verilen gra�kte eN matrisinin yap¬s¬n¬n 13500� 13500 tipinde üçlü blok bant

matris oldu¼gu gösterilmektedir.
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0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

Şekil 4.2 Örnek 4.1 için eN matrisinin yap¬s¬.

Şekil 4.3 te eN matrisi yak¬ndan gösterilmektedir.

1.228 1.23 1.232 1.234 1.236 1.238 1.24

104

1.228

1.23

1.232

1.234

1.236

1.238

1.24

104

Şekil 4.3 Örnek 4.1 için eN matrisinin yap¬s¬n¬n yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.4 te u için kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümler sunulmuştur.
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(b)

­6
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­2

x

0

0

2

u

10 ­4

4

6

0.2

v

0 ­0.2
­0.2

Gerçek Çözüm

Şekil 4.4 Örnek 4.1 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.5 te u fonksiyonu için Şekil 4.4 de verilen çözümler birleştirilerek gösterilmi̧stir:

0.2
0

v

­6

­0.4

­4

­0.3

­2

0

­0.2

10 ­4

u

­0.2

2

4

­0.1

6

0
x

0.1 0.2 0.3 0.4

Kesin Çözüm

Şekil 4.5 Örnek 4.1 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.6 da u için elde edilen say¬sal sonuçlar 13500 adet örgü noktas¬nda kesin de¼gerlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r:
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Kesin Çözüm

Şekil 4.6 Örnek 4.1 de u nun çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.

Şekil 4.6 n¬n 6000-12000 aral¬¼g¬ndaki bir parças¬yak¬nlaşt¬r¬larak aşa¼g¬daki şekilde ver-

ilmi̧stir:

6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000

­1.5

­1

­0.5

0

0.5

1

1.5

10 ­4

Kesin Çözüm

Şekil 4.7 Örnek 4.1 de u için Şekil 4.6 n¬n yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.8 de u çözümünün (a) i=3 ve (b) j=2 için kesitsel gösterimleri sunulmuştur. Bu-
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rada sar¬renk ile yaklaş¬k çözüm ve mor renk ile kesin çözüm gösterilmektedir.

0 10 20 30
­4

­3

­2

­1

0

1

2

3

4 10 ­5 (a)

Gerçek çözüm

0 100 200 300 400 500
­1.5

­1

­0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5 10 ­4 (b)

Şekil 4.8 Örnek 4.1 de u için (a) i = 3 ve (b) j = 2 al¬narak elde edilen

kesitsel görünüm.

Şekil 4.9 da � için yaklaş¬k ve kesin çözümler verilmi̧stir.

0.2­5

0

(a)

5

10

La
m

bd
a

10 ­4

v

15

­0.2 0

20

x

0 ­0.20.2

­5 0.2

0

(b)

5

10

La
m

bd
a

10 ­4

15

v

­0.2

20

0

x

0 ­0.20.2

Gerçek Çözüm

Şekil 4.9 Örnek 4.1 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) kesin çözüm.

Şekil 4.9 da verilen yaklaş¬k ve kesin çözümler Şekil 4.10 da birleştirilerek verilmi̧stir.

20



0.4
0.2­5

v

0

0

­0.4

5

­0.3

La
m

bd
a

10 ­4

10

­0.2

15

x

­0.1

20

­0.20 0.1 0.2 0.3 ­0.40.4

Kesin Çözüm

Şekil 4.10 Örnek 4.1 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.11 de � için elde edilen say¬sal sonuçlar 13500 adet örgü noktas¬nda kesin de¼ger-

lerle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
­5

0

5

10

15

20 10 ­4

Kesin Çözüm

Şekil 4.11 Örnek 4.1 de � için çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.

Şekil 4.12 de, � için Şekil 4.11 de sunulan say¬sal sonuçlar 1500-2500 aral¬¼g¬nda yak¬n-
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laşt¬r¬larak gösterilmi̧stir.

1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200 2300 2400
1.8

1.82

1.84

1.86

1.88

1.9

1.92

1.94

1.96

10 ­3

Kesin Çözüm

Şekil 4.12 Örnek 4.1 de � için Şekil 4.11 in yak¬ndan görünümü.

Örnek 4.2 (3.1) denkleminde f(x; v) = �2x, K(x; v; s) = �(6 + x)vs ve

F (x; v) = 3v4x2 + 6v2x4 � 68v
2x2

27
+
128vx4

3645
+
256vx3

1215
� 2048vx

2

295245
� 4096vx
98415

olmak üzere, 
 = (�4
9
; 4
9
) � (�2

3
; 2
3
) bölgesinde (3.1) denkleminden (u; �) fonksiyonlar

çiftinin bulunmas¬problemini ele alal¬m. Bu problemin kesin çözümünün,

u(x; v) = (x2 � 16
81
)(v2 � 4

9
)xv

ve

�(x; v) = �16v
4

81
+
64v2

729
� 8x

4

9
+
128x2

729

oldu¼gu bilinmektedir ve bu çözümler Şekil 4.13 te gra�ksel olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.13 Örnek 4.2 için verilen (a) u kesin çözümü ve (b) � kesin çözümü.

u(x; v) ve �(x; v) fonksiyonlar¬n¬n farkl¬örgü noktalar¬nda hesaplanan yaklaş¬k de¼gerleri

ve hesaplama süreleri aşa¼g¬daki çizelgede gösterilmi̧stir. Çizelge 4.2 de maksimum ve

minimum hatalar, ilgili fonksiyonun bir örgü noktas¬ndaki kesin de¼geri ile hesaplanan

yaklaş¬k de¼geri aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼geri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

Çizelge 4.2 Örnek 4.2 de u(x; v) ve �(x; v) için say¬sal sonuçlar.

I = 36; J = 10 I = 250; J = 20 I = 250; J = 24

Örgü Noktalar¬n¬n Say¬s¬ 360 5000 6000

Minimum hata u(x; v) 7:0975E � 07 3:7991E � 09 7:5916E � 11

Maksimum hata u(x; v) 2:0259E � 04 5:9373E � 05 4:2443E � 05

Minimum hata �(x; v) 3:7451E � 07 1:8240E � 08 2:0428E � 09

Maksimum hata �(x; v) 1:7E � 03 7:4517E � 04 6:4713E � 04

Hesaplama Süresi 372:706008 s 4452:092252 s 16815:232110 s

Şekil 4.14 te verilen gra�kte eN matrisinin yap¬s¬n¬n 6000 � 6000 tipinde üçlü blok bant

matris oldu¼gu gösterilmektedir.
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Şekil 4.14 Örnek 4.2 için eN matrisinin yap¬s¬.

Şekil 4.15 te eN matrisi yak¬ndan gösterilmektedir.
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Şekil 4.15 Örnek 4.2 için eN matrisinin yap¬s¬n¬n yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.16 da u için kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümler sunulmuştur.
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Gerçek Çözüm

Şekil 4.16 Örnek 4.2 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.17 de u için Şekil 4.16�da verilen çözümler birleştirilerek gösterilmi̧stir.
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gerçek çözüm

Şekil 4.17 Örnek 4.2 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.18 de u için elde edilen say¬sal sonuçlar 6000 adet örgü noktas¬nda kesin de¼gerlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.18 Örnek 4.2 de u nun çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.

Şekil 4.18 in 1500-4500 aral¬¼g¬ndaki bir parças¬yak¬nlaşt¬r¬larak Şekil 4.19 da verilmi̧stir.
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gerçek çözüm

Şekil 4.19 Örnek 4.2 de u için Şekil 4.18�in yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.20 de u çözümünün (a) i=5 ve(b) j=3 için kesitsel gösterimleri sunulmuştur. Bu-

rada sar¬renk ile yaklaş¬k çözüm ve turuncu renk ile gerçek çözüm gösterilmektedir.
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Şekil 4.20 Örnek 4.2 de u için (a) i=5 ve (b) j=3 al¬narak elde edilen kesitsel

görünüm.

Şekil 4.21 de � için yaklaş¬k ve gerçek çözümler verilmi̧stir.
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Gerçek Çözüm

Şekil 4.21 Örnek 4.2 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.22 de � için Şekil 4.21 deki yaklaş¬k ve gerçek çözümler birleştirilerek sunulmuştur.
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Şekil 4.22 Örnek 4.2 de � için yaklaş¬k ve gerçek çözümlerin birlikte

gösterimi.

Şekil 4.23 te � için elde edilen say¬sal sonuçlar 6000 adet örgü noktas¬nda kesin de¼gerlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

gerçek çözüm

Şekil 4.23 Örnek 4.2 de � n¬n çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.
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Şekil 4.24 te � için Şekil 4.23 te elde edilen say¬sal sonuçlar 2500-3000 adet örgü noktas¬

aral¬¼g¬nda yak¬nlaşt¬r¬larak gösterilmi̧stir.
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gerçek çözüm

Şekil 4.24 Örnek 4.2 de � için Şekil 4.23 ün yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.25 te � çözümünün i=5 ve j=3 için kesitsel gösterimleri sunulmuştur.

0 50 100 150 200 250
0.008

0.009

0.01

0.011

0.012

0.013

0.014

0.015

0.016

0.017

0.018
(a)

gerçek çözüm

0 5 10 15 20 25
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012
(b)

Şekil 4.25 Örnek 4.2 de � n¬n kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösteriminin (a) i = 5,

(b) j = 3 için kesitsel görünümü.
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Örnek 4.3 (3.1) denkleminde f(x; v) = �2x� 6, K(x; v; s) = �xvs ve

F (x; v) = 14v4x2 + 21v4x+ 28v2x4 + 147v2x3 + 21v2x2 � 672v2x

�1792vx
4

45
+
448vx3

5
� 7168vx

2

45
� 1792vx

5

olmak üzere, 
 = (�2; 2) � (�2; 2) bölgesinde (3.1) denkleminden (u; �) fonksiyonlar

çiftinin bulunmas¬problemini ele alal¬m. Bu problemin kesin çözümünün,

u(x; v) = (
7x2 � 28

6
)(4x+ 9)(v2 � 4)v

ve

�(x; v) = �112x
4

3
� 2044v

2

3
� 196x3 � 308x

2

3
+ 784x� 56v

4

3
+ 1008

oldu¼gu bilinmektedir ve bu çözümler Şekil 4.26 da gra�ksel olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.26 Örnek 4.3 için (a) u kesin çözüm ve (b) � kesin çözüm.

Şekil 4.27 de verilen gra�kte eN matrisinin yap¬s¬n¬n 10500�10500 tipinde üçlü blok bant

matris oldu¼gu gösterilmektedir.
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Şekil 4.27 Örnek 4.3 için eN matrisinin yap¬s¬.

Şekil 4.28 de eN matrisinin yap¬s¬yak¬ndan gösterilmektedir.
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Şekil 4.28 Örnek 4.3 için eN matrisinin yap¬s¬n¬n yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.29 da ele al¬nan problemde u nun kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümleri sunul-

muştur.
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Şekil 4.29 Örnek 4.3 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.30 da u için Şekil 4.29 ile verilen çözümler birleştirilerek gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.30 Örnek 4.3 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.31 de u için elde edilen say¬sal sonuçlar 10500 adet örgü noktas¬nda kesin de¼ger-

lerle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.31 Örnek 4.3 de u nun kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi.

Şekil 4.32 de Şekil 4.31 de verilen u nun çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gös-

teriminin yak¬ndan görünümü sunulmuştur.
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Şekil 4.32 Örnek 4.3 de u için Şekil 4.31 in yak¬ndan görünümü.

Aşa¼g¬daki şekilde u çözümünün (a) i = 3 ve (b) j = 2 için kesitsel gösterimleri sunulmuş-

tur.
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Şekil 4.33 Örnek 4.3 de u nun çözüm vektörünün (a) i = 3 ve (b) j = 2 için

kesitsel gösterimi.

Şekil 4.34 de � için yaklaş¬k ve gerçek çözümler verilmi̧stir.
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Kesin Çözüm

Şekil 4.34 Örnek 4.3 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) kesin çözüm.

Aşa¼g¬da � için Şekil 4.34 deki yaklaş¬k ve kesin çözümler birleştirilerek sunulmuştur.
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Şekil 4.35 Örnek 4.3 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Aşa¼g¬da � için elde edilen say¬sal sonuçlar 10500 adet örgü noktas¬nda kesin de¼gerlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.36 Örnek 4.3 de � n¬n kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi.

Şekil 4.36 daki kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimin 4000-6000 aral¬¼g¬ndaki yak¬ndan görünümü

aşa¼g¬daki gra�kte sunulmuştur.
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Şekil 4.37 Örnek 4.3 de � için Şekil 4.36 n¬n yak¬ndan görünümü.

Aşa¼g¬daki şekilde � n¬n kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösteriminin (a) i = 2, (b) j = 5 al¬narak

elde edilen kesitsel gösterimleri sunulmuştur.
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Şekil 4.38 Örnek 4.3 de � n¬n çözümünün (a) i = 2 ve (b) j = 5 için kesitsel

görünümü.
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Örnek 4.3 (3.1) denkleminde f(x; v) = �1, K(x; v; s) = �xvs ve

F (x; v) =
144v2

x
+ 90v2x2 � 32v

3

x

72v3

x2
� 20v3x2 � 48v

4

x2
+
8v5

x2

+147v2ex � 30v3ex + 5v4ex + 9351vx
10

� 144v
x

� 8847vx
2

20

�522v2x+ 243vx
3

4
+ 26v3x+ 60v4x� 10v5x� 2364ve

x

5

363vxex

5

�96ve
x

x

1749vx2ex

10
� 258v2xex � 81vx

3ex

2
+ 114v3xex � 19v4xex

+
96v2ex

x
� 72v

2ex

x2
+ 60v2x2ex � 48v

3ex

x
+
48v3ex

x2

�30v3x2ex + 8v
4ex

x
+
8v4ex

x2
+ 5v4x2ex

olmak üzere,
 = (2; 4)� (0; 3) bölgesinde (3.1) denkleminden (u; �) fonksiyonlar çiftinin

bulunmas¬problemini ele alal¬m. Bu problemin kesin çözümünün,

u(x; v) = (x2 � 6x+ 8)( 1

x+ 5
)(ex � v)(v � 3)2(v)

ve

�(x; v) = 306ex � 2574v
5

+
72ex

x
+ 45x2ex � 261xex + 612v2 + 125v3 � 174v4 + 29v5

oldu¼gu bilinmektedir ve bu çözümler Şekil 4.39 da gra�ksel olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.39 Örnek 4.4 de (a) u için kesin çözüm ve (b) � için kesin çözüm.

Aşa¼g¬da verilen gra�kte eN matrisinin yap¬s¬n¬n 6000�6000 tipinde üçlü blok bant matris
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oldu¼gu gösterilmektedir.
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Şekil 4.40 Örnek 4.4 için eN matrisinin yap¬s¬.

Şekil 4.41 de Örnek 4.4 için eN matrisinin yap¬s¬n¬n yak¬ndan görünümü verilmi̧stir.
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Şekil 4.41 Örnek 4.4 için eN matrisinin yap¬s¬n¬n yak¬ndan görünümü.

Şekil 4.42 de ele al¬nan problemin u çözümünün kesin ve yaklaş¬k de¼gerleri sunulmuştur.
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Gerçek Çözüm

Şekil 4.42 Örnek 4.4 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.43 te Şekil 4.42 de ele al¬nan problemin u için kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümleri

birleştirilerek verilmi̧stir.
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Şekil 4.43 Örnek 4.4 de u için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Aşa¼g¬da u için elde edilen say¬sal sonuçlar 6000 adet örgü noktas¬nda kesin de¼gerlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.44 Örnek 4.4 de u nun çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.

Şekil 4.45 de u çözümünün (a) i=3 ve (b) j=2 için al¬nan kesitsel gösterimleri sunulmuştur.
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Şekil 4.45 Örnek 4.4 de u için (a) i = 3 ve (b) j = 2 al¬narak elde edilen kesitsel

görünüm.

Şekil 4.46 da ele al¬nan problemin � için kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümleri verilmi̧stir.
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Şekil 4.46 Örnek 4.4 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.47 de verilen gra�kte Şekil 4.46 da verilen � çözümleri birleştirilerek sunulmuştur.
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Şekil 4.47 Örnek 4.4 de � için yaklaş¬k ve kesin çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.48 de verilen gra�kte � için elde edilen say¬sal sonuçlar 6000 adet örgü noktas¬nda

kesin de¼gerlerle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.48 Örnek 4.4 de � n¬n kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel gösterimi.

Şekil 4.49 da � için (a) i=3 ve (b) j=2 al¬narak kesitsel gösterimleri verilmi̧stir.
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Şekil 4.49 Örnek 4.4 de � için (a) i = 3 ve (b) j = 2 al¬narak elde edilen kesitsel

görünüm.
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Örnek 4.4 (3.1) denkleminde f(x; v) = �2x, K(x; v; s) = �xvs ve

F (x; v) =
9v4

x
� �225v

2

x
+ 250v2 log x� 10v4 log x� 25v2x+ v4x

+7500vx log x� 25000vx
2 log x

3
+ 4v2x log x+

2500vx3 log x

3

+2v4x log x� 60v2x2 log x+ 6v2x3 log x

olmak üzere, 
 = (1; 9)�(�5; 5) bölgesinde (3.1) denkleminden (u; �) fonksiyonlar çiftinin

bulunmas¬problemini ele alal¬m. Bu problemin kesin çözümünün,

u(x; v) = (v2 � 25)(log x)(x� 9)(x� 1)v

ve

�(x; v) = 500x2 log(x)� 50x3 log x� 450x log x+ 250v2 � 10v4

oldu¼gu bilinmektedir ve bu çözümler Şekil 4.50 de gra�ksel olarak gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.50 Örnek 4.5 de verilen (a) u için kesin çözüm ve (b) � için kesin

çözüm.

Şekil 4.51 de verilen gra�kte eN matrisinin yap¬s¬n¬n 5000 � 5000 tipinde üçlü blok bant

matris oldu¼gu gösterilmektedir.
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Şekil 4.51 Örnek 4.5 için eN matrisinin yap¬s¬.

Şekil 4.52 de ele al¬nan problemin u için kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümleri sunul-

muştur.
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Şekil 4.52 Örnek 4.5 de u için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.

Şekil 4.53 te verilen gra�kte Şekil 4.52 de ele al¬nan problemin u için kesin ve elde edilen

yaklaş¬k çözümleri birleştirilerek verilmi̧stir.

44



­1500

­1000

­500

0

0

500

u

1000

1500

2
4 5

x

6

v

08
10 ­5

gerçek çözüm

Şekil 4.53 Örnek 4.5 de u için yaklaş¬k ve gerçek çözümler birleştirilmi̧stir.

Şekil 4.54 te u için elde edilen say¬sal sonuçlar 5000 adet örgü noktas¬nda kesin de¼gerlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.54 Örnek 4.5 de u nun çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi.

Şekil 4.55 te u çözümünün (a) i=5 ve (b) j=3 al¬narak elde edilen kesitsel gösterimleri
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sunulmuştur.

0 5 10 15 20
­10

­5

0

5

10

15
(a)

0 50 100 150 200 250
­1400

­1200

­1000

­800

­600

­400

­200

0

200
(b)

Gerçek çözüm

Şekil 4.55 Örnek 4.5 de u için (a) i=5 ve (b) j=3 al¬narak elde edilen kesitsel

görünüm.

Şekil 4.56 de verilen gra�kte ele al¬nan problemin � için kesin ve elde edilen yaklaş¬k

çözümleri sunulmuştur.
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Şekil 4.56 Örnek 4.5 de � için (a) yaklaş¬k çözüm ve (b) gerçek çözüm.
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Şekil 4.56 da ele al¬nan problemin � için kesin ve elde edilen yaklaş¬k çözümleri aşa¼g¬daki

gra�kte birleştirilerek verilmi̧stir.
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Şekil 4.57 Örnek 4.5 de � için yaklaş¬k ve gerçek çözümlerin birlikte gösterimi.

Şekil 4.58 de verilen gra�kte � için elde edilen say¬sal sonuçlar 5000 adet örgü noktas¬nda

kesin de¼gerlerle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Şekil 4.58 Örnek 4.5 de � n¬n çözüm vektörünün kaŗs¬laşt¬rmal¬gra�ksel

gösterimi .
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Şekil 4.59 da verilen gra�kte � n¬n çözümünün i=5 ve j=4 al¬narak elde edilen kesitsel

gösterimleri sunulmuştur.
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Şekil 4.59 Örnek 4.5 de � için (a) i=5 ve(b) j=4 al¬narak elde edilen kesitsel

görünüm.

4.2 SONUÇ

Bu çal¬̧smada, s¬n¬rl¬bir bölgede saç¬l¬m terimi içeren dura¼gan bir kinetik denklem için bir

ters problem ele al¬nm¬̧st¬r. ·Ilk olarak, Amirov (2001) de verilen bir yöntem kullan¬larak

bu problem üçüncü mertebeden bir denklem için bir Dirichlet problemine indirgenmi̧stir.

Daha sonra ortaya ç¬kan denklemdeki türev ve integral içeren terimler için s¬ras¬yla sonlu

fark metodu ve Newton-Cotes formülleri uygulanm¬̧st¬r. Sonuç olarak, elde edilen lineer

cebirsel denklem sistemi Matlab yaz¬l¬m¬kullan¬larak çözülmüştür. Önerilen yöntemin

etkinli¼gini göstermek için bulunan yaklaş¬k sonuçlar kesin çözümler ile tablo ve gra�kler

yard¬m¬yla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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