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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte agsagida sunul-
mustur.

Simgeler Aciklama

aD D bodlgesinin sinir

D D bélgesinin kapanisi

IR" n boyutlu Euclid uzayi

C(D) D de taniml reel veya kompleks degerli

surekli fonksiyonlarin normlu uzayi

ck(D) D de tanimh k-inci mertebeden kismi
turevleri var ve surekli olan reel veya
kompleks degerli fonksiyonlarin normiu

uzayl

A Laplace operatoru

\% Gradient

L%(0Q) dQ da karesi integrallenebilir fonksiyon-

larin normlu uzayi

o, O Landau semboli



1. GIRIS

Bu calismada IR? deki tek katli ve cift katli potansiyellerin tanimlari verilerek,
tek katli ve c¢ift katli potansiyellerin sureklilik ozellikleri elde edilmistir. Bu
sureklilik 6zelliklerinden yararlanarak Laplace Denklemi igin Dirichlet ve
Neumann Problemleri Fredholm integral denklemleri olarak ifade edilmistir. Bu
integral denklemlerin ¢ozimunun varligr Fredholm Alternatifi ile gosterilmigtir.
Ayrica Helmholtz denklemi icin tek katl ve cift katli potansiyeller tanimlanmig-
tir ve sureklilik ozellikleri incelenmigtir. Direkt ve ters sagilma problemleri
tanimlanarak, homogen olmayan bir ortamda zaman harmonik dalga yayilma-
sI probleminin ¢ézumu elde edilmigtir. Son boliumde Akustik dalga sacgiima
probleminin ¢ozumu elde edilmigtir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boélimde galismamizda kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri verecegiz.
2.1. Bolge

2.1. Tanim

A C IR" bir agik kiime olsun. A nin herhangi iki noktasi, tamamen A nin iginde
kalan bir kirik ¢izgi (egri) ile birlestirilebiliyorsa A kimesine baglantilidir denir.
A C IR" agik ve baglantil bir kiime ise A ya bir bolge denir [1].

2.2. C* Sinifindan Siirekli Fonksiyonlar

2.2. Tanim

f fonksiyonu A C IR" kiimesinde tanimlansin. Kabul edelim ki f ve f nin k. mer-
tebeye kadar olan tum kismi turevleri, B C A kimesinde surekli olsun. O

zaman f fonksiyonuna, B kiimesinde C¥ sinifindandir denir.

B de C* sinifindan olan fonksiyonlar ailesi C¥(B) ile gdsterilir. B de siirekli olan
fonksiyonlar ailesi C(B) ile gosterilir.

2.3. Harmonik Fonksiyonlar
2.3. Tanim

D C IR" bir bélge olsun. Bir u € C*D) fonksiyonu, D de

&u
ox3

2 2
su, L9u_,

A = =
u(x) ox2 ox2

+

Laplace denklemini saglasin. O zaman u ya, D de harmoniktir denir.

n 2 3 icin Laplace denkleminin temel ¢6zimd, x = (X,, ..., X )ve Yy =(y,, ..., ¥,),
IR" de herhangi iki nokta olmak Uzere, x # y igin



1 _ 1
(¢, =y, Pt oot (x, =y, P72 Iyl

u(x,y) =

olur.

Ozel olarak n = 2 igin Laplace denkleminin temel ¢dzimi, x = (x,, X,) ve
Y=Y Y, IR? de herhangi iki nokta olmak iizere, x # y igin

1
X =]

u(x,y) = log

olur.

2.1. Teorem (Kuvvetli Maksimum Prensibi)

D C IR" sinirli bir bélge ve u € C%(D) N C(D), D de harmonik olsun ve bir sabi-
te esit olmasin. O zaman u(x), maksimum ve minimum degerine D nin dD sini-
rinda ulasir [1].

2.4. Green Ozdeslikleri, Laplace Denklemleriyle Birlikte Tanimlanan Sinir
Deger Problemleri

2.2. Teorem
D C IR? sinirli bélgesi asagidaki sartlari saglasin.
a) D nin dD sinir1, sonlu sayida duzgun yuzeyden olussun.

b) Koordinat eksenlerine paralel dogrular 6D yuzeyini ya sonlu sayida nokta-
da kessin ya da dD ile ortak noktalari bir aralik olustursun.

dD yuzeyi Uzerinde, D nin digina yonlendirilmig birim normal vektor
n=(n, ny) olsun.

Kabul edelim ki u,w € C%D) N C'(D) olsunlar.



Birinci Green Ozdesligi olarak bilinen
ow
Viwdy = [ u——ds(y)— [ (Vu)(Vw)d
Dfu wdy anuan s(y) Df( u)(Vw)dy

bagintisi saglanir.

ikinci Green Ozdesligi olarak bilinen

f(uvzw —wv2u)dy = f(uaw — wau>ds
5 b L oon on

bagintisi saglanir (Burada dy, D nin alan elementi, ds(y) dD nin uzunluk
elementidir.).

2.4. Tanim

D C IR" sinirl bir bolge olsun ve D nin dD siniri, diizgiin olsun. f € C(dD) veril-
mig bir fonksiyon olsun.

Au(x)=0 , xeDise (2.1)
u(x) =f(x), xeaD ise (2.2)
denklemlerini saglayan u € C%(D) N C(D) fonksiyonunun aranmasi problemi-

ne Dirichlet problemi denir. Eger D, bir sinirli bdlgenin digi ise bu probleme dig
Dirichlet problemi denir [1].



u=f, xeadb

Sekil 2.1. Dirichlet problemi

2.5. Tanim

D C IR" sinirli bir bolge olsun ve dD siniri diizgiin olsun. dD siniri Gzerinde,
x € dD noktasinda dD nin birim dis normalini n = n(x) ile gosterelim. f € C(dD)
verilmis bir fonksiyon olsun.

Au(x) =0, xe&Dise (2.3)
ue) f aD i 24
o (x), xe€adDise (2.4)

denklemlerini sadlayan u € C%D) N C'(D) fonksiyonunun aranmasi problemi-
ne Neumann problemi denir. Eger D, bir sinirli bolgenin digi ise bu probleme
dis Neumann problemi denir [1].

Sekil 2.2. Neumann problemi



2.3. Teorem

Es.2.1 ve Es.2.2 denklemleri ile tanimlanan Dirichlet probleminin en ¢ok bir
¢6zuma vardir [1].

Ispat

Problemin herhangi iki gozUmunun 6zdes oldugunu gostermeliyiz. Problemin
herhangi iki ¢6zimi u, ve u, olsun. U =u, — u, diyelim. O zaman u, D de
surekli, D de harmonik ve dD sinir1 Uzerinde sifir olur;

yani u
Au(x)=0 , x€EDise
u(x)=0 , x€aD ise

denklemlerini saglar. Maksimum prensibinden u, maksimum minimum
degerlerine dD siniri lizerinde ulasir. Bdylece x € D igin u =0 olur ve bura-

dan x € D igin u, = u, elde edilir.

2.4. Teorem
Dis Dirichlet probleminin ¢oézUmu tektir.
Ispat

2 2
Auco =24 L O g

oxzZ  ox)

Laplace denkleminin, x, = pcos¢, x, = psing kutupsal koordinatlardaki bigiminin,

62 Ltou 19

- 4+



oldugunu biliyoruz. T donusumunu; p = 1? ¢=2~0ile

Ti(p.0)—(1.0)

olarak tanimlayalim. IR?\ D sonsuz bélgesinin T altindaki gériintiisiine D' diye-
lim, yani,

T IR?\D — D'

olsun. u<:) ¢> = v(r, 0) ile tanimlayahm.

u__10ov
p  par
8°u _ 13%
o9p>  p* or?
ap?  96°

turevleri ile donusmus denklem,

2 2
Py, 1av, 1% _

A2V(r’e):ar2 For (2 992

(2.5)

olur. Dikkat edilirse Es 2.5 den, v(r, 6) nin D' \ {0} bolgesinde harmonik ve
x € dD' igin v(x) = f(x) oldugu gosterilebilir. Simdi, r = 0 in kaldirilabilir bir sin-
gller nokta oldugunu ve v(x) in D' de harmonik oldugunu gdsterelim. Bunu
yapmak icin D' nlin iginde,

Q ={x:|x<rtCD

yuvarini tanimlayalim. O zaman v € Cz(er) olur. Fourier teoreminden,



o0

vir,e)= > a_ (re™ (2.6)
_i 4 —in@
a (r)= o _{ v(r,0)e " do (2.7)

yazariz. v(r, ), Es 2.5 i sagladigindan, a (r) ler

d’a (r) 4da () 2
ar2 T dr - Fan(r) =0 (28)

denklemini saglar. Es 2.8 bir Euler denklemidir. Es 2.8 in genel ¢ozimu, a, b,
a. bn sabitler olmak Uzere,

o a,+bylogr , n=0ise (2.9)
a (r) = '
n anrlnl_i_bnr—‘n| , n=x1,+2, .. ise

olur. v(x), r = 0 da (orijinde) sinirli oldugundan, n = 0, £1, £2, ... icin b_= 0 olur.
Boylece

v(r,)= > a r"em

n=-—o0
olur; yani v(r, 8), Q_nin icinde harmonik olur ve r = 0 orijini, kaldirilabilir bir sin-
gller noktadir. i¢ Dirichlet probleminin ¢éziminin tekligi sonucundan, dis
Dirichlet probleminin ¢ézimunun tekligi elde edilir.

2.5. Teorem

Es.2.3 ve Es.2.4 denklemleri ile tanimlanan Neumann probleminin mevcut
olan herhangi iki ¢6zUmu, birbirinden sadece bir sabit kadar farkhidir [1].



Ispat

u, ve u, fonksiyonlari Neumann probleminin herhangi iki ¢6zimu olsun.

u =u, - u, fonksiyonu

Au(x)=0 , x€Dise
au(x) .
=0 , x&dDise
on

denklemlerini saglar. Birinci Green 6zdesliginden,

—o— _@ B _ _
qu udy = fuan ds(y) f(Vu).(Vu)dy
D aD D _
fUVZUdy+ f|VG\2dy = fﬁa—uds(y)

D aD an

D
[Ivufdy=o0
D

elde edilir. Bdylece Vu = 0 ve u, D de sabittir.
2.6. Teorem

Es.2.3 ve Es.2.4 denklemleri ile tanimlanan Neumann probleminin bir ¢ozu-
munun mevcut olmasi igin,

ff(x)ds(y) =0
ab

saglanmalidir [1].
Ispat

u fonksiyonu Neumann probleminin bir ¢6zimu olsun. Divergens teoremi
uygulanarak,
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0= fvzudy = fV.Vudy = fVu.nds(y) = fa—uds(y) = ff(x)ds(y)
D D oD oD an oD

elde edilir.
2.5. Fredholm Alternatifi
2.7. Teorem (Fredholm Alternatifi)

ikinci tiirden Fredholm integral denklemi, ®(s), bilinmeyen bir fonksiyon ve ¢ bir
reel sayl olmak Uzere,

o(s)- [ K(s,ho(tdt=f(s) , 0<s<¢ (2.10)
0

bicimindedir. (Ozel olarak ¢ oD sinirinin yay uzunlugu ve x € dD igin
d(s) = W(x(s)) dir; burada s, dD sinirt boyunca dlgllen yay uzunlugudur).
K(s, t) ¢ekirdek fonksiyonunun, 0 < s <¢, 0 <t < ¢ karesinde, s ve t ye gore

stirekli oldugunu kabul edelim. Ayrica f € L2([0, ) oldugunu kabul edelim. K
operatorunu,

K@sz@DMUm (2.11)
0

olarak tanimlayalim. Boylece Es.2.10 integral denklemi, I 6zdeglik operatoru
olmak Uzere,

(1— K)o = f (2.12)
olur. Es.2.12 operator denklemin adjointi,
I-KYW=g (2.13)

dir; burada g, karesi integrallenebilir bir fonksiyon, K* operatoru,
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K*W = fK(t,s)IP(t)dt (2.14)
0

olur.
O-Kb=0
ve

Y -KW¥=0

operator denklemlerin her ikisi de, ya yalniz ® = ¥ = 0 6zdes sifir gozimune
sahiptir ya da, her iki denklem de ayni m € N sayida lineer bagimsiz @, ®,,
d)m ve ‘P1, 1P2, le ¢ozumlerine sahiptir. llk durumda, yani ® — Ko =0 ve
P — K*¥ = 0 denklemlerinin her ikisi de yalniz ® = ¥ = 0 ¢gézumune sahip ise,

d—-Kdb=f
ve
Y -K'W =g

denklemleri verilmis her bir f € L? ve g € L? fonksiyonlar! igin bir tek ® € L2 ve
¥ € |2 gdziimiine sahiptir. ikinci durumda, yani, ® — K& =0 ve ¥ — K*W = 0
denklemleri ayni m € N sayida lineer bagimsiz CI>1, CI>2, CDm ve ‘P1, 1112,
W ¢ozumlerine sahip ise ® — K® = f denkleminin bir ¢6zimi olmasi igin gerek
ve yeter kosul, (f, ¥ ) =0, (n=1,2, ..., m) olmasidiryani, fninW , ¥, ..., ¥
ye ortogonal olmasidir. Ayni sekilde ¥ — K*W = g denkleminin de bir ¢6zimu-
nun olmasi icin gerek ve yeter kosul, (g, ® )=0(n=1, 2, ..., m) olmasidir [1].

2.6. Zayif Singiiler Cekirdekli integral Operatérler
2.6. Tanim

Q, m-boyutlu Euclid uzayinda sinirli, dlgulebilir bir kime olsun. x ve y, Q da
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herhangi iki nokta ve r =|x —y| olsun. A(x, y), @ x Q da sinirli élcilebilir bir

fonksiyon olsun:

A(x,y)|<¢c, c=sabit

A(X,
K(x,y) = (ray), 0<oa<m, o = sabit

seklinde tanimlanan K(x, y) fonksiyonuna zayif singuler ¢ekirdek denir.

(Ku)(x) = fK(x, y)u(y)dy = fA(:(;y)u(y)dy

D

ile tanimlanan K operatériine zayif singuler ¢ekirdekli integral operatér denir

[2].
2.7. Schwarz Esitsizligi
2.7. Tanim

Karesi, [a, b] kapali araliinda integrallenebilir kompleks degerli fonksiyonlar
uzayina L%([a, b]) diyelim. f, g € L%([a, b]) olsun.

b 1/2

[ f(Hg(tidt

a

b 1/2 b
S(flf(t)lzdt) -(fg(t)zdt>

esitsizligine Schwarz esitsizligi denir.
2.8. integraller igin Ortalama Deger Teoremi
2.8. Teorem

Eger G = [a, b] — IR surekli bir fonksiyon ve y : [a, b] — [0, «] integrallenebi-
lir bir fonksiyon ise o halde [a, b] araliinda bir x sayisi vardir dyle ki
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b b

[ Gy(tdt =G [ (bt

dir. Ozel olarak [a, b] de tim t ler icin (t) = 1 ise [a, b] de bir x vardir dyle ki
b

[ G(Hdt = Geb —a)

dir.
2.9. Bessel Denklemi ve Goziim Fonksiyonlari

2.9. Tanim

2,1

x2y" + xy' + (x2 = p?)y = 0

seklindeki denkleme p. mertebeden Bessel denklemi denir. Burada p negatif
olmayan gergel bir parametredir.

Bu denklemin ¢6zum fonksiyonlari

3 oo (_1)k £p+2k
Jp(@) = kgo r'k+DI(p+k+ 1)(2)

seklindeki p. mertebeden 1. tir Bessel fonksiyonu,
p=n(n=0,1,2,...) oldugunda

Vk € IN igin T(k + 1) = k!
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o
35
~
N
Ve
=
—~
|
—
N
=
—
N | X
~————
>
+
N
~

2 1_1”_1(n—k—1)!<1>2"‘”
Y, (x) = an(x)Iogz “kgo—k! )

1 & (1)K (x/2)n 2
_EZ X

2+ ! [wk+ 1D +ypk+n+1)]

ym+1)=—y+1 +%+ +%, Y(1) =—v, y Euler sabiti

seklindeki n. mertebeden 2. tir Bessel fonksiyonudur.

HY00) =J 0 +iY, (0
H®0) =J x)-iY (0

seklindeki birinci tir ve ikinci tir Hankel fonksiyonlari 3. tur Bessel fonksiyo-
nudur.
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3. POTANSIYEL TEORI

Bu béliimde, IR? de gift katli ve tek katli potansiyel kavramlarini verecegiz. Bu
potansiyellerin siireklilik &zelliklerinden faydalanarak, IR? de Laplace denkle-
mi i¢in verilen Dirichlet ve Neumann problemlerini Fredholm integral denklem-
lerine indirgeyecegiz. Bunu yaparken Dirichlet probleminin ¢ozUmunu ¢ift katli
potansiyel, Neumann probleminin ¢ozimunu ise tek katli potansiyel biciminde

arayacag|z.

Calismalarimizda, Gauss formiiliine ihtiyacimiz oldugundan, IR? de Gauss
formulana verelim.

3.1. Teorem (Gauss Formulu)

D C IR? sinirli, basit bagintili bir bélge olsun. D nin siniri D, C? sinifindan yani
dD surekli egrilige sahip olsun.

v, dD sinirinin birim dig normali, ds(y) uzunluk elementi olmak Uzere,
Gauss formulu;

-2n , xe€Dise

f 4 log 1 ds(y)={-n , xedDise (3.1)
B vy T Ix—y B
0 , xelR?\Dise
saglanir.
Ispat

1) x € D olsun. ¢ > 0 yeteri kadar kiiguk olsun ve Q = {y:|ly—x| <¢}yuvar D
nin iginde yatsin. D \ Q. boélgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalm. dy alan
elementi olmak Uzere,
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D\Q,
D
A%
Sekil 3.1. x € D igin D\ Q_bolgesi
f[1.V2Iog — log 1 V2(1)]dy
X -y X =y

D\Q,

-J

1- a)log 1 log— 9 1]ds(y)

Al vy =yl x—yl avly)
+a§{ ' ava(y) 9 ' v~ %x ' vl ava(y) 1]ds(y)
P A i il
0= aD ava(y) log x 1 y|ds(y) - j%%log%)s.dﬂ
0= J ava(y) og., 1 /850 - (-882)-3-2317
yazariz. 09, Uzerinde, Pl —:8 olur.

Boylece ¢ — 0 sifira gittiginde,

0 1
| d =-2 3.2
4 ooy o2

elde edilir.

2) x € dD olsun. 0=DﬂaQ£=Dﬂ{y:\y—x\=s} ve



oD, = aD\ (D n{y:|y — x|<e}) olsun.
Y
aD

Sekil 3.2. x € dD i¢in D \ Q_bolgesi

D\ Q_bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim.

f[1.V2Iog 1 —log 1 V2(1)]dy

D\Q, X —y| x =y
) 1
1 log —log ] s(y)
o, L ovly) T Ix—y| \X vl 3v (v)
1 1 )
+ [ |1 o) —log - 1]ds(y)
(,f av(y) ~[x—y]| x—y| av(y)
3 1 3 1
log ds(y) + log ds(y)
o, M) x| Joovly) TIx—y]
0 1 rd 1
0= log ds(y) — (—Iog —)ede
aD 4 a\/(y) ‘X - y| 6/ de &

= 0 1 - _i €.7T
0= J oy (g

€

¢ — 0 sifira gittiginde,

9 1 o
J o)y =

elde edilir.

17

(3.3)
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3)x € IR?\ D ise log

x—yl fonksiyonu D bolgesinde singuler degildir. D de

ikinci Green 6zdesligini yazarsak,

f[1.V2Iog T log— v2(1)]dy

5 x =y x =y
= L1 a0 g [
ava(y)log 1yds(y)=0 (3.4)
elde edilir.
3.1. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmigs surekli bir fonksiyon olsun. éD nin birim dis nor-
mali v olsun.

0 1

x—y ds(y), x € IR?\dD (3.5)

1
\MﬁzEEfWW)

ye, ¥(y) yogunluklu iki kath (double layer) potansiyel denir.

iki katli potansiyel, x € IR? \ dD icin Laplace denkleminin bir ¢dzimiddr.
C6zUm oldugu kolayca gosterilebilir.

X = (x,, X,) € IR?\ 8D igin,
2 2

A, W00 =2+ 2 W
3x1 ax

_ 1 9 [o* | & 1
_Zﬂaoflp(y)%(y)<axf+ )logx y %V

=0

saglanir.
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Cift katli potansiyelin sureklilik 6zelliginden faydalanarak i¢ Dirichlet ve dis
Dirichlet problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.2. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.
u € C4D) N C(D) ve f € C(D) olmak lizere,

Azu(x)=0 , xeDise
(3.6)
ux)=f(x) , xe€dD ise

ic Dirichlet probleminin ¢dziimiini, W € C(dD) olmak iizere,

1 2
W W(y IR D
(x) = f av(y) |x_y|ds(y) , XeIR*\9

iki kath potansiyel biciminde arayalim.

O zaman i¢ Dirichlet probleminin ¢6zimu,

1
Wx)—— [ W(y Iog
f v(y) T Ix =y

ds(y) =—2f(x) , xedD
integral denkleminin ¢ézUmune indirgenir.

Ispat

x € IR?\ 9D noktasinin, X, € dD noktasina yaklagsmasi halinde iki katli potan-

siyelin siireklilik 6zelliginden bazi sonuglar gikaralim. v € C?(D) olsun. Birinci
Green 6zdesligini ve Es.3.1 Gauss formuluna kullanalim.

f(vV2u + Vv-Vu)dy = fva—uds(y) (3.7)

D oD v
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Birinci Green &zdesligini v € C?[D) ve u = log fonksiyonlari igin

X =yl
yazalim.

Q ={y:|ly—x|l=¢} CDolsun. O zaman Es.3.7 yi D \ Q_bolgesine yazarsak,

V2 VV(y).V log— ]d
D\éﬁ v(y) i —h v(y) 09 i
9 1 9 1
= | d | d 3.8
PPl i A f V) 5052y 8 (38)
olur.

1) x € D olsun. O zaman integraller igin ortalama deger teoremini kullanarak,

9 09 1
ovly) ~|x—vy|

lim [ v(y) ds(y)

2n d 1
Iim2n:v(x +£C0S 0 * X +esin6*) , 0<0*<2n
e—-0 1 2

= 2mv(x) (3.9)

elde edilir.

Sekil 3.3. x € D igin D\ Q_bolgesi
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2) x € dD olsun. O zaman,

1
Xy

. 3 _
gllm)ag{v(y)av(y) ds(y) = av(x) (3.10)

elde edilir.

:

Sekil 3.4. x € dD i¢in D \ Q_bolgesi

3)x € IR?\ D olsun. O zaman log fonksiyonu, y € D igin tanimlidir.

X =yl
Dolayisiyla,

/

D

B 1
—anv<y>a()log‘X ;) (3.11)

1
X =]

1
X — yl

(y)V2 log + Vv(y)-V ,1og

olur.

Boylece Es.3.8 & — 0 icin,

f 1 1
\ —y| x—y]|

1
= lo ds(y) — pv(x)
= [ oty 9y ) P

v(y)V2 log + Vv(y)V, log dy

veya



0 1
Vv(y)-V Iog dy + pvx) = | v(y) log ds(y)
f —| aD/ ov(y) [x—y|
olur, bu formulde p sayi,
-2 , xeDise
p={-t , xe&dDise
0 , xeclR?\Dise
dir.
Benzer olarak ikinci Green 6zdesliginden,
v(y)V,log ~log——V2v(y)|dy
D\e, X =yl x|
2, 1 1 ov
log — log Zo(y)|ds(y)
8Wy X —y| X —y|ov
2, 1 1 ov
+ [ |v(y) log — log S (y)|ds(y)
34A ovly) “Ix—y[ Tlx-ylov
elde edilir. Es.3.9, Es.3.10 ve Es.3.11 den,
2nv(x) , xeDise
. 1 .
lim [ v(y) log ds(y)={nv(x) , xedDise
ﬁﬂ%éa a(y) t _
0 ,  xe€lIR*\Dise

oldugunu biliyoruz.

f'°9|x_y|a y)ds <y>‘

s!magf IogX — y‘g (y)ds(y)

22

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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27

/

<limK-e|log 121 = 0 (3.16)

Iog%‘sdﬁ

. ov
<l -—
lim max 2, ()

olur. Burada

K = max
yeD

)

seklindedir.

Boylece ¢ — 0 sifira gittiginde Es.3.14,

_Df<|og|x 1 y)Vzv(y)dyz f

oD

9 log L —log 1 ov
ovly) “lx—yl  Tlx—ylov

(y)|ds(y)—pv(x)

v(y)

veya

1

vix)= [ (lo V2y(y)dy+ 1 1 _ov
p J( %X—yo W)yaJ

—log
x—y| [x—ylév

(y)

(3.17)

log ds(y

VW%&W

olur.

Simdi Es.3.5 ile tanimlanan iki kath potansiyeli gozonune alalim ve kabul ede-

lim ki, ¥ € C?(dD) olsun. O zaman W fonksiyonu D da, C? sinifindandir.
D*=D, D =IR’\D ve x, € D olsun.

VV+(XO)::XEQLVV(X) , VV_<XO)::XEQBVV(X)

xeD™ xeD

tanimlayalim.
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xOEaD

oD
Sekil 3.5. D* ve D bolgeleri

Es.3.12 de v(x) = W(x) koyalim ve iki kath potansiyelin tanimini kullanalim.

dy + p¥W(x) = f‘P(y) log

x—y] J ¥ 0% )
= 272W (X) (3.18)

QD

V¥(y)V,_ log ds
Df g X=y

olur.

Es.3.18 de, D lizerindeki integral slreklidir. Simdi Es.3.18 de x € D* olmak
uzere x — X, € dD ye limit hesaplarsak,

1
‘Xo_y‘

f V¥(y).V, log dy — 27W(x,) = 20W ™ (x, ) (3.19)
D

elde edilir. X, € dD icin Es.3.18,

/ V¥(y).V, log dy — wW(x)) = 2nW(x,) (3.20)
D

‘Xo B y‘
olur. Es.3.20 den Es.3.19 u c¢ikarirsak,
¥ (o) = 2| W(x;) =W (x, )

veya
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W(x,) = 2[W(xo) —wt (xo)] (3.21)

elde edilir. Simdi Es.3.18 de, x € D olmak lzere x — X, € dD ye limit hesap-
layalim.

f VW(y).V, log dy — 0-W(x,) = 2aW~ (x,) (3.22)
D

‘Xo B y‘
elde edilir. Es.3.20 den Es.3.22 yi ¢ikarirsak,
_“lp<xo) - ZW[W(X0> -W <Xo)]

veya

—W(x,) = 2|W(x,) = W™ (x,)| (3.23)

W*(x )—W(x )=——W(x
_( o) ( o) ? ( o) (3.24)
w (Xo) B W(Xo> - +_IP(X0)
yazariz. Es.3.24 denklemlerinden,
W*(xo) - W_(xo) = —1P(x0) (3.25)

sigrama bagintisi elde edilir.

Simdi tekrar Es.3.17 ye donelim. Es.3.17 de v € C%(D) secelim dyle ki x € dD
icin,
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vix)=W(x) , xeadD ise

(3.26)

ﬂ(x) =0 , xedD ise
ov
olsun. Boylece Es.3.26 kosullari altinda Es.3.17,
pv(x)=f|og 1 V2v(y)dy+ f Y(y) 4 log 1 log 1 (y) ds(y)

D ‘X_Y‘ oD ov (Y) ‘ _y‘ ‘ ‘a

=0

veya iki katll potansiyelin tanimi ile,

_ 1 2
pvix) = [ Iog‘x i v(y)dy + 2aW(x) (3.27)

5 _

olur. Simdi Es.3.27 nin iki yaninin, x € D* olmak lzere x — X, € dD igin ———

ov(x)
turevini hesaplayalim,
ov 0 1 2 OW™
—2n— = I \Y% + 2 :
7 8\/( )= Df v og =y v(y)dy + 217 ~(x,) (3.28)
O
olur. Yine Es$.3.27 nin iki yaninin, x € D olmak lizere, x — X, € dD igin 5 3( )
v(X

tlrevini hesaplarsak,

v 9 1 oW~
020 (x,) = f i 1100 _szv(y)dy+2n o (Xo) (3.29)

(%) %oV
elde edilir. Es.3.28 ve Es.3.29 dan iki katll potansiyelin tlrevleri igin,

oW™ oW~
5 (xo)z 5 (xo) (3.30)

ayni sureksizlik 6zelligi ortaya ¢ikar, burada,
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A oW oW~

ov (%) = %, 5, 00 Ve Tamx0) = lmy 5, 0
xeDt xeD™

anlamindadir. Bdylece iki katli potansiyelin, D nin normali dogrultusundaki
tdrevi, x degiskeni sinirdan x, € 9D noktasindaki normali boyunca gecerken,
surekli olarak degigir.

Simdi, u € C2 (D) N C(D) ve f € C(dD) olmak tizere,

Azu(x)=0 , xeDise
(3.6)
ux)=f(x) , xe€dD ise

ic Dirichlet problemini g6zénine alalim. Es.3.6 probleminin ¢ézimina, iki katl
potansiyel biciminde arayalim. iki katli potansiyel x € IR? \ dD icin Laplace
denkleminin bir ¢ézumudur.

0 1 2
log ds(y) , xeIR“\dD
ov(y) ~Ix—vy]

_1
W(x) = 2. Df w(y)

iki katli potansiyelin x € D ve x — x, € dD limiti,

ds(y) = f(xo) (3.31)

veya ¥(x) bilinmeyen yogunluklu,
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d

ds(y) = =3 ¥(x,)

f(xo)—znanIP( o (y)log v
‘P(xo)—%fllf(y) 9 log 1 ds(y):—2f(xo), x, €D (3.32)

oD 3V(y) ‘XO - y‘

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.6 i¢ Dirichlet probleminin ¢ézUmu
Es.3.32 integral denkleminin ¢ozUmune indirgendi.

3.3. Teorem

D C IR? bélgesi sinirl, basit baglantili ve D siniri C? sinifindan olsun.
u € C¥IR?\ D) N C(IR?\ D) ve f € C(dD) olmak {izere,

Aux)=0 , xeIR?\D ise
2 (3.33)

ux)=f(x) , xe€dD ise

dis Dirichlet probleminin ¢ézimunu W(y) € C(dD) olmak lGzere

1 2
W(x) = ‘P I , IR“\dD
X f v(y) Og|x—y| s(y) , xe

iki kath potansiyel biciminde arayalim.

O zaman dig Dirichlet probleminin ¢dézimd,

wx) + — fIP(y Iog xi ds(y) = 2f(x), xedD

y|

integral denkleminin ¢6zimune indirgenir.
Ispat

Dis Dirichlet probleminin ¢ézimanda,
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d 1

log ds(y) , xelIR?\aD
v(y) TIx—y]

_ 1
W(x) = 2. Df w(y)

iki katli potansiyel biciminde arayalim. x € IR\ D olmak {izere x — X, € oD
icin iki kath potansiyelin limiti,

1

_ 0 1
W7 (%) = 2nanlp(y)av(y) Iog‘x

— ‘ds(y) = f(xo) (3.34)
0

olmahdir. Es.3.34 U Es.3.24 Un ikinci denkleminde yerine yazarsak,

W™ () = W(x,) = 5(x,)

f(%o) = W(X) = 5 ¥(%o)

veya ¥(x) bilinmeyen yogunluklu,

1 d 1 1
f(xo> B Ean w(y) av(y) log ‘Xo — y‘ ds(y) Elp<xo)
1 0 1
¥(xo)* Ean O gy ) 9 —y P = 2x0): %, €D (3.35)

integral denklemi elde edilir.

Boylece Es.3.33 Dig Dirichlet probleminin ¢ozumu Es.3.35 integral denklemi-
nin ¢dzumune indirgendi.

3.2. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmis surekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

_1 2
V(x) = 2 Df w(y)log ds(y) , xeIR2\dD (3.36)

X —y]|
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ye, ¥(y) yogunluklu tek kath (single layer) potansiyel denir.

Tek katli potansiyel, x € IR? \ dD icin Laplace denkleminin bir ¢ézimidiir.
C6zum oldugu kolayca gosterilebilir.

x = (x,, x,) € IR\ aD igin

1772
2 2
AV =2+ 2 i
ox;  OX;

1 9> & 1
=— | ¥ + lo ds
o | <y)<ax§ ax;) a1 ast)

=0
saglanir.

Tek kath potansiyelin sureklilik 6zelliginden faydalanarak ig Neumann ve dig
Neumann problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.4. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.

u € C%D) N C(D), g € C(dD) ve v, 4D sinirinin birim dis normali olmak iizere,

Azu(x)z 0 , xeDise

3.37
a—u(x) =gx), xedD ise (5:37)
ov

ic Neumann probleminin ¢éziimiini, ¥ € C(dD) olmak lizere,

1
X —y]|

_ 1 2
V(x) = znan‘P(y)Iog ds(y) , xe€IR2\aD

tek kath potansiyel bigiminde arayalim.

O zaman i¢ Neumann probleminin ¢ozimu,
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1 0 _
W(x) + nan W(y) P log ds(y) =2g(x) , xedD

X =yl
integral denklemin ¢ozumune indirgenir.
Ispat

Es.3.17 de, yani;

1 2 0 1 1 ov
pv(x)= (Iog )V v(y)dy+ | |v(y) log log - (V)[ds(y)
Df x—y an ov(y) “Ix—yl Tlx—ylov
(3.17)
formiliinde v(x) fonksiyonunu v € C%(D) ve
vix) =0 , xedD ise
(3.38)
ﬂ(x) =W(x), xe€dD ise
ov
secelim,
Es.3.38 kosullari, Es.3.17 de yazilirsa,
1 2 1
pv(x) = (Iog )-V v(y)dy — [ ¥(y)log ds(y) (3.39)
Df X =y an X —y|
denklemi elde edilir. Es.3.39 u tek katl potansiyel ile ifade edersek,
_ 1 2
pv(x) = [ (log V2v(y)dy — 27V (x) (3.40)
D ‘X - y’

olur.

Simdi, tek katli potansiyelin, x € IR? icin siirekli oldugunu gésterelim. Es.3.40
In x € D" — x, € dD ye limitini hesaplarsak,



_2“@ = Df(log X01_y)V2v(y)dy =21V (x,)

olur. Es.3.40 InxED — X, € dD ye limitini hesaplarsak,

0v(x,) = Df (Iog )Vzv(y)dy — 27V (x,)

olur. Es.3.41 ve Es.3.42 den, X, € aD igin,

V) =V (50) = 5 [l

. )VZV(y)dy

‘Xo N y‘

elde edilir. Es.3.40 1, X, € dD igin yazarsak,

_n@ = f(log

=0 D

x, - y)Vzv(y)dy — 2nV(X,)

32

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

olur. Es.3.43 ve Es.3.44 den, V(x) tek katli potansiyel, x € IR? igin siireklidir.

Es.340nxe D" — X, € dD ye v dogrultusundaki tlrevi

_2ng(x0) = Dfav<X0><log x01— y)vzv(y)dy - 2n 3a\<, (xo)

—27[;1P<X0) = f 3V(Xo> (Iog ‘XO - y)vzv(y)dy —2n a;(/ <X0>

olur. Es.340 InxeD — X, € dD ye v dogrultusundaki tirevi

02 (x,) = Df av(aXO)(mg‘X t

0o Y

y )Vzv(y)dy — 2nav—_(xo)

ov

(3.45)

(3.46)



olur. X, € dD igin Es$.3.40 in v dogrultusundaki turevi

v [ @ 1\ 2y vdy 208V
nav(xo) Dfav(xo)(lc}gxo—y)v v(y)dy — 2x 9 (%,)
="(xq)
veya

_ﬂ;lp(xo) = f av(axo>(log x01— y)vzv(y)dy — ZnZ—X(XO)

D

olur. Es$.3.45 den Es.3.47 cikarilirsa,

ov* oV 1
ov (Xo) B E(Xo> - Elp(xo) , X, €D

elde edilir. Es.3.46 dan Es.3.47 cikarilirsa,

AT

1
ov <X°) ov

(Xo) - _EW(XO) , X, €9D

olur. Es.3.48 ve Es.3.49 dan,

ov* oV~
v (%)~ W(Xo) =Y(x,) . x,€D

33

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

tek kath potansiyellerin, v dogrultusundaki tarevleri igin sigrama (jump) bagin-

tisi elde edilir.
Simdi u € C3D) N C'(D) ve g & C(dD) olmak iizere,

Azu(x): 0 , xeDise

a—u(x) =g(x), xedD ise
ov

(3.37)
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ic Neumann problemini gézonune alalim. Es.3.37 probleminin ¢oézumunu tek
katll potansiyel bigiminde arayalim. Tek katl potansiyel x € IR? \ dD igin
Laplace denkleminin bir ¢ozumudur.

1
X —y]|

_1 2
V(x) = 2%Dflp(y)mg ds(y) , x € IR\ dD

tek katl potansiyelin x € D* — x € dD ye a‘i tirevi

Nt 1 9
ov <X°> C 2n abflll(y) 6v(x0) Iog‘x

T ds(y) = g(x,) (3.51)
oY

seklinde olur. Es.3.51 i Es.3.48 de yazarsak,

ov* 1
ov (%)~ aT,(Xo) - Elp(xo) , X, €D

9(x,) — 21nan w(y) 8vaxo) log x01— yds(y) = ;‘P(XO)
‘P(X()) + %abf W(y) 6v(ax0) log ’X01_ y’ds(y) = 29(x0) (3.52)

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.37 i¢ Neumann probleminin ¢ozu-
mu Es.3.52 integral denkleminin ¢ozUmune indirgendi.

3.5. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.

u € C%(IR?\ D) N C'(IR?\ D) ve g € C(dD) ve v, 8D sinirinin birim dis norma-
li olmak Uzere,
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Au)=0 x €IR?\D ise

3.53
a—u(x) =gx), xedD ise (3.99)
ov

Dis Neumann probleminin ¢ézimunu, W € C(dD) olmak Uzere,

1
X =]

_ 1 2
V(x) = 2nab/‘l’(y)log ds(y) , xelIR“\dD

tek katl potansiyel bigiminde arayalim.

O zaman Dis Neumann probleminin ¢ézimd,

8 1og 1
vix) T x—y|

W(x) — %an IP(y)a ds(y) =—2g(x) , xedD

integral denkleminin ¢6zUmune indirgenir.
Ispat

Es.3.53 Dis Neumann probleminin ¢ézUmunu, tek katli potansiyel bigciminde

arayalm.xeD — X, € dD ye tek katli potansiyelin % tlrevini hesaplayalim.

N = b 4 1 _
(%)= 5 a Df w(y) - < log e y‘ds(y) a(x,) (3.54)
olur. Es.3.54 U Es.3.49 da yazarsak,
oV~ oV 1
W(Xo> B E<X0> - _Elp(Xo) ) Xy €D
oV 1
9(Xo) ~ E(Xo) - _EW(XO)

1

g(xo)—znaD w(y), 2

ov(x,

1 __1
log _yds(y)— le(xo)

XY
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2
W(x,) - ;a Df W) " log P

T ;o) ==28(x) X, (3.55)
0

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.53 dis Neumann probleminin ¢ozu-
mu Es.3.55 integral denklemin ¢ozimune indirgendi.



37

4. DIRICHLET VE NEUMANN PROBLEMLERINE UYGULAMALAR

4.1. i¢ Dirichlet Problemi

Aux)=0 , xeDise (4.1)

ux)=f(x) , xe€adD ise (4.2)

ic Dirichlet probleminin u € C3D) N C(D) ¢déziimiinii, ¥ € C(dD) olmak lizere,

1
u(x) = fq; Vo (y)log‘x_y‘ds(y), xeD (4.3)

iki kath potansiyel biciminde arayalim. x, dD sinirina gittiginde iki kath potan-
siyeller i¢in olan sigrama bagintilari kullanilarak

W(x) — f w(y Iog ds(y) =—2f(x) , x€dD (4.4)

X =y

integral denklemi elde edilir. Simdi Es.4.4 integral denkleminin bir tek ¢6zUmu-
nan varhgini géstermek icin, Fredholm alternatifinden,

1
Y(x) — W(y lo =0, xedD 4.5
f /09—y s (4.5)

homojen denklemin ¢6zimiiniin sadece W(x) = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki W(x), Es.4.5 i saglasin ve u(x) i, Es.4.3 ile tanimlayalim. O zaman
u(x), D de harmonik ve x € dD igin u(x) = 0 olur. i¢ Dirichlet probleminin ¢dz(i-
munun tekliginden, x € D i¢in u(x) = 0 olur. Bu sonug, x € dD igin du(x) /v =0

olmasini gerektirir. Simdi, u(x), Es.4.3 iki katl potansiyel olarak, x € IR?\ D

icin verilmis olsun. O zaman u(x), IR? \ D de harmonik olur ve iki katl potan-
siyelin normal dogrultusundaki tlrevinin sureklilik 6zelliginden, x € dD igin

du(x)/ év =0 olur. (x i IR?\ D dan aD ye yaklastiriyoruz.) Ayrica x sonsuza git-
tiginde, Es.4.3 iki katli potansiyeli,



iIog L \% (Iog 1 ).v
ov Tlx—y[ Y\ Tlx-y
1

:(aa i+ aa j)log > >
Yi Y2 \/<X1 - y1) + (Xz - yz)

_(x=y)v

x—yP

oldugundan [x| = r — o igin

u(x) = 0<l> , r— o
r
u(x) _ o 1 s o
or 2) 7
ye gider. Boylece Green formullinden,
Q. ={x:IxIsR} ve DCQ_

olmak uzere,

fV(uVu)dx: f(Vu|2+uV2u>dx: fqu\zdx
QR \D QR \D =0 QR \D

ve

fqu\zdx= f w2 gs

0z \D aQRuaD v
= ds + u —ds
39R f 5 0V
uguds = o<12> , R->
ad, %Y R

%
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(4.6)

(4.7)

olur. R —  gittiginde x € IR?\ D icin u(x) in bir sabite esit oldugunu gériiriiz.

Fakat [x| — o« sonsuza gittiginde u(x) — 0 sifira gittigini biliyoruz. Boylece
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Es.4.3 iki katl potansiyel ile tanimlanan u(x), D de ve IR?\ D da u(x) = 0 olur
ve iki katli potansiyelin,

u'(x)—u (x) =-¥(x) , x€adD
sureksizlik 6zelliginden, x € dD icin W(x) = 0 elde edilir.

4.2. Dig Dirichlet Problemi

AUX)=0 , x€IR*\D ise (4.8)
ux)=fx) , xeadD ise (4.9)
u(x) sonsuzda sinirli (4.10)

dis Dirichlet probleminin bir u € C%(IR?\ D) N C(IR? \ D) ¢6ziimiini arayalim.
Dis Dirichlet probleminin ¢ézimunin varhgini gosterelim. Bunun igin, Es.4.8 -
Es.4.10 probleminin bir ¢6ziminu, W € C(dD) olmak Uzere,

1 7] 1 2\
ux)=— | ¥ lo ds(y), x€IR*\D 4.11
20 | Y0500y ) (4.11)

iki katli potansiyel bigiminde arayalim. iki katli potansiyelin sigrama siireksizli-
gi bagintisindan W(x),

W(x)+ — flv(y Iog ds(y) = 2f(x) , xedD (4.12)

X = y\
Fredholm integral denklemini saglamalidir. Fakat, x € dD igin Gauss formulu,

1 o 1
1 +Ea log ds(y)=0 (4.13)

5 oov(y) TIx-—vy]

oldugundan, Es.4.13 U W(x) = sabit ile garparsak, W(x) = sabit fonksiyonu
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P
v(y)

1 1 _
W(x) + nan‘P(y)a Iog‘x - y‘ds(y) =0 (4.14)

homojen integral denkleminin bir ¢ézimu olur. Boylece Fredholm alternatifin-
den,

1

1 E
dX)+— | @ lo ds(y)=10
nan (y>av(y) 9y (¥)
veya
1 d 1 _
D) + nancp(y)av(X) log o y‘ds(y) =0 (4.15)

homojen adjoint integral denklemin, 6zdes sifir olmayan reel degerli bir ®(x)
¢6zUmu vardir. Es.4.15 ile tanimlanan homojen adjoint denklemin ®(x) ¢6zu-
mu f(x) e ortogonal degil ise, Es.4.12 integral denklemin bir ¢6zUmU mevcut
degildir. Yani Es.4.12 nin bir ¢ozumunun mevcut olmasi igin,

f f(X)D(x)ds(x) = 0 (4.16)
oD

olmahdir. Genel olarak f(x) in Es.4.16 kosulunu sagladigini kabul edemeyiz.
Bu nedenle, yontemimizde degisiklik yapmaliyiz. Ozel olarak, dig Dirichlet
probleminin ¢6zumu, genel olarak iki kath potansiyel bigiminde gosterilemez.
ikinci olarak, dig Dirichlet probleminin ¢dzimiinii, W € C(éD) olmak Uzere,

9 1 -
log +1|ds(y) , xeR?\D (4.17)
ov(y) " [x—vy]

1
ux) = -— | ¥(y)
2n an

biciminde arayalim. O zaman Es.4.17 ile tanimlanan u(x) fonksiyonu

x € IR?\ D icin harmonik, sonsuzda sinirli ve x € dD icin u(x) = f(x) saglama-
sl i¢cin W(x) fonksiyonu,
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; 1]ds(y) — 2f(x) , x€aD (4.18)

Fredholm integral denklemini saglamalidir. Yine Fredholm alternatifinden
Es.4.18 in bir tek ¢6zUmUnun olmasi igin,

1P(x)+— flp

+1]ds(y)=0, x € 9D (4.19)

homojen integral denklemin ¢6zUmu yalniz, ¥(x) = 0 olmahdir.

Kabul edelim ki Es.4.19 homojen denklemin bir ¢ozumu W(x) olsun ve u(x) fonk-
siyonu, bu W(x) igin Es.4.17 ile tanimlansin. O zaman, x € dD igin u(x) = 0 olur.
(Cunku Es.4.19 homojen integral denklemi, x € dD i¢in f(x) = O sinir kosullu
probleme karsilik gelir.) O zaman dis Dirichlet probleminin ¢ézumunun tekli-
ginden x € IR2\ D igin u(x) = 0 elde edilir. Es.4.17 de x — « sonsuza gittigin-
de, u(x) sonsuzda sinirli oldugundan,

1

|><|||TOQU(X) |>!'£noo£ f‘P av ) Iog| v ds(y)
+ I|m — f‘P (y)ds(y)
= o(%) , r=Ix| (4.20)
yazariz. iki katli potansiyelin [x| — oo igin,
i f w(y), 2 g1 ds(y)= o 1) (4.21)
2n ov (y) X -y '
oldugundan
W(y)ds(y) =0 (4.22)

oD
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elde edilir. Boylece Es.4.19 homojen integral denklem

1 0
Yx)+— | W
T an ) av(y)

log 1 ds(y)=0 (4.23)
X =yl

olur.

Es.4.23 ile Es.4.14 ayni denklemlerdir. Yani sadece W(x) = sabit bir ¢ézUmduir.
Es.4.22 den dolay! W(x) = 0 olmak zorundadir. Boylece, Es.4.19 homojen denkle-
min ¢6zumu yalniz W(x) = 0 olur ve E$.4.18 integral denklemin bir tek ¢ozumu
mevcuttur.

4.3. ic Neumann Problemi

Aux)=0 , xeDise (4.24)
WX _ g0 . xedD ise (4.25)
ov

ic Neumann probleminin u € C?D) N C'(D) ¢éziimiini, ¥ € C(dD) olmak
uzere,

u(x) = ;—n f W(y)log ds(y), xeD (4.26)

oD |X_y‘

tek katli potansiyel bigiminde arayalim. x, dD sinirina gittiginde, tek katli potan-
siyellerin normal tlrevleri igin olan, sigrama bagintilari kullanilarak,

0 1 B
00 log x— y‘ds(y) =2g(x) , xeadD (4.27)

1P(x)+% f w(y)
aD

Fredholm integral denklemi elde edilir.

Eger u(x), ic Neumann probleminin bir ¢bzimi ise ¢ herhangi sabiti igin
u(x) + ¢ de bir ¢dzUmdur.
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Es.4.27 integral denkleminde W(x) i belirleyelim. Es.4.27 integral denkleminin
bir coziUmunin mevcut oldugunu gostermek igin, Fredholm alternatifini izleye-
rek,

1 2, 1
Yx)+— | ¥ lo ds(y)=0, x€adD 4.28
nan (y)av(y) 9y (¥) (4.28)

homojen adjoint denklemin her ¢éziminin, g(x) e ortagonal oldugunu goster-
meliyiz.

ov ou
f(quv - vAzu)dx = f(uav - vav>ds

D oD
ikinci Green 0zdegliginde u harmonik ve v = 1 ise

0= a—uds
b ov

veya Es$.4.25 sinir kosulu ile

[gtds =0 (4.29)
aD

elde edilir. Boylece Es.4.24, Es.4.25 i¢ Neumann probleminin bir ¢ézUmunun
mevcut olmasi igin, Es.4.29 kosulu saglanmalidir. Simdi Es.4.29 un saglandi-
gini kabul edelim.

Kabul edelim ki W(x) fonksiyonu, Es.4.28 adjoint homojen denklemi saglasin

ve x € IR?\ D icin tanimlanmis harmonik, iki katli potansiyeli,

1
ux) = 2, Df w(y) -

1 ds
X =y

log (y), x€IR*\D (4.30)

fonksiyonu gbz 6nune alalim. Genelligi bozmadan kabul edelim ki, ¥(x) reel

deger olsun. x degiskeni, IR?\ D den aD sinirina gittiginde, iki katli potansiyel-
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lerin sigrama sureksizlikleri kullanilirsa,

lim u(x) = u_(x )
2.5 0
x€IR%\D~xqe€aD

olmak Uzere,
u_(xo) - u(xo) = ;‘P(xo) , X,€0D (4.31)

elde edilir. Es.4.28 homojen adjoint denklemi ile Es.4.30 denklemi birlikte
dusunudldiginde x, € dD icin Es.4.28 adjoint homojen denklemi,

lI’(xo)+2u(xo)=0 , xoeaD

veya

u(x,) ==5"¥(%,) (4.32)

elde ederiz. u(x), Es.4.30 ile tanimh oldugundan, iki katli potansiyeller, [x| - o

sonsuza gittiginde,

u(x)=o<1) Xl oo

x|

sifira gider. Maksimum prensibinden x € IR \ D igin u(x) = 0 elde ederiz.

Es.4.30 iki kath potansiyelin normal dogrultudaki tirevi surekli oldugundan;
yani,
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out ou~
av %)= 5y

(xo) , X,€dD (4.33)
oldugundan, x € D igin u(x) harmonik ve x € dD igin

a—u(x) =0, xedD

ov

elde edilir. Béylece, x € D icin u(x) = sabit elde edilmis olur. iki kath potansi-
yellerin sigrama sureksizliginden,

(1) = U(xy) =5 () + %, €D

W(x,) = sabit elde edilir. Gauss formulinden,

-2n, xeDise

log ds(y)={-n , xedDise (4.34)
oD a\/(y> ‘X - y‘ .
0 , xelR®\Dise
x € dD icin,
1 0 1
1+ log ds(y)=0 (4.35)
“aD/ ov(y) ~Ix—y]|

yazariz. Es.4.35 den, W(x) = sabit, Es.4.28 homojen adjoint denklemin bir
¢6zUmuUdur. Es.4.29 kosulundan, her ¥(x) = sabit fonksiyonu igin,

[ wgds(x) =W [ g(x)ds(x) =0 (4.36)
aD oD

ortogonallik sarti saglanir. Boylece Es.4.27 integral denklemin bir ¢6zUmu
mevcuttur.
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4.4. Dis Neumann Problemi

Au)=0 , xelR*\D ise (4.37)

WX _ g0 . xedD ise (4.38)
ov

u(x) sonsuzda duzgun (regular) (4.39)

kosullarini saglayan bir u € C3(IR?\ D) N C'(IR?\ D) ¢dziimiini arayalim. Bu
problemde Es.4.39 sonsuzda dizgunlik kosulu séyle tanimlanir; (r, 6) kutup-
sal koordinatlar olmak Uzere, 0 < 6 < 2wt igin dizgln olarak,

lim|ru(r,8)| < oo

ve

r? a—u(r, 0)

i
m or

I— ool

< o0

ise u(x) sonsuzda dlzgundur denir. Q_ = {x : x| <R}ve D C Q_ olsun. Q. \D
bolgesinde, birinci Green 6zdesligini uygulayalim.

f (vAzu + Vv.Vu)dx = f vg:ds
Qg \D 3(QR \D)

Yds (4.40)

ou 0
vavds+ fvav

o

yazariz. Es.4.40 da v = 1 alirsak ve u(x), Es.4.37 - Es.4.39 probleminin bir
¢ozUmu ise,

_ [du _ [
0= 5 (x)ds(x) R u(x)ds(x)
R

oD ——

g(x)

veya
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& au ou

gx)ds(x) = [ —=Rdf = 2n——"R

an J R R
_ 5. p2.0u 1 _ (l)
= 2R R R R

olur. Boylece dis Neumann probleminin bir ¢ézimuanin mevcut olmasi igin bir
gerek kosulu; yani,

[gxdsx) =0 (4.41)
aD

elde ettik. Simdi yine Es.4.37 - Es.4.39 probleminin bir ¢gézimunia W € C(dD)
olmak Uzere,

_1 2\ 9
u(x) = znan‘P(y)log ds(y) , xeIR2\D (4.42)

X =y
tek kath potansiyel bigiminde arayalim. Eger W € C(dD) fonksiyonu,

f W(x)ds(x) = 0 (4.43)
oD

kosulunu saglar ise, Es.4.42 tek katl potansiyel ile tanimlanan u(x) fonksiyo-
nu sonsuzda duzgln (regular) olur. x, dD sinirina gittiginde Es.4.42 tek katl
potansiyelin normal tlrevinin sigrama sureksizliklerini kullanarak, W(x) in sag-
lamasi gereken,

1
X —y]

1 E -
W(x) X Df W(y) - log ds(y)=—29(x) , x€aD (4.44)

Fredholm integral denklemini elde ederiz. Fredholm alternatifine gore,

1
X —y]|

1 F
W(x) — 7 Df W(y) o log ds(y)=0, xedD (4.45)
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homojen denklemin ¢ézumu yalniz W = 0 ise, Es.4.44 integral denklemin bir
tek ¢ozumu mevcuttur.

Kabul edelim ki y(x), Es.4.45 in bir gozUmuU olsun. Es$.4.45 in iki yanini dD Uze-
rinden integrallersek,

P 1 B
f‘P(y) P log x— yds(y)}ds(x) =0

oD

[woodsto -+ {
oD oD

veya

1 o 1
W(x)ds(x) —— [ W(y [ log ds(x)
an “an ( >an ov(x) T|x—vy]

ds(y)=0 (4.46)

elde ederiz. x € dD icin Gauss formulinden,

2 1 ~
| 5y

oD

veya

1 d 1
1=— | d 4.47
J%Jawwogx_yﬁw (4.47)

yazariz. Es.4.47 nin iki yanini W(x) ile carpip, dD sinir Uzerinden integraller-
sek,

9 10g 1
5 oovly) T[x—vy]

olur. Es.4.48 i Es.4.46 da yazarsak,

[weodsoo=—1 [w ds(y)|ds) (4.48)
aD aD d

2 [Wwds(x) =0 (4.49)
aD

elde ederiz. Bdylece W(x), Es.4.43 kosulunu saglar. Yani Es.4.42 tek kath
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potansiyeli ile tanimlanan u(x) fonksiyonu harmoniktir ve sonsuzda duzgun-
dur. Boylece, W(x), Es.4.45 homojen denklemin ¢ozimu kabulu ile (g(x) = 0),
Es.4.42 tek katli potansiyel ile tanimlanan u(x) harmoniktir ve x € dD igin,

a—u(x)= gx)=0 , xeadD
ov

olur. Green formulinden,

fqu\zdx= uguds+ fuguds
0z \D ad, Y b
= ug—uds
ag, Y
— 50U o _ 20u 1
= 21U R R = 2n.Ru.R R R?

oL
yazariz. Dolayisiyla Vu = 0 ve u = sabit elde edilir. Fakat,

lim [x/u(x) < oo

X|ﬂoo

oldugundan x| — o igin u(x) = 0 olur. Buradan, x € IR?\ D igin u(x) = 0 elde
edilir. Ozel olarak sonsuzda diizginlik kosulu, dis Neumann probleminin
¢Ozumunun tekligini verir. Tek katl potansiyelin surekliliginden u(x), D de har-
monik ve x € dD igin u(x) = 0 olur. Boylece x € D i¢in u(x) = 0 olur. Tek katli
potansiyelin, normal dogrultudaki tlrevlerinin

ou”
ov

(x) — 33{ 0 =Wx , xedD (4.50)

denklemini sagladigini biliyoruz. Buradan W(x) = 0 elde edilir. Boylece Es.4.44
integral denklemin bir tek ¢6zUmu mevcuttur.

Kabul edelim ki W(x), Es.4.44 integral denkleminin bir tek ¢6zUmu olsun.
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Es.4.44 Un iki yanini, dD siniri Uzerinden integrallersek, Es.4.41 kosulu ile

1 7] 1
Y(x)ds(x)—— | ¥ lo ds(x)
f f <y>LDf o0 O lx—yl

=-2 f g(x)ds(x)
aD

ds(y)

veya Gauss formilinden x € D igin

2 f W(x)ds(x) = 0
oD

(4.51)

(4.52)

elde edilir. Boylece Es.4.43 kosulu sadlanir. ¥(x), Es.4.44 integral denklemin
bir tek ¢ézUmudur ve dolayisiyla Es.4.42 tek kath potansiyel, dis Neumann

denkleminin bir tek ¢ézumudur [1].
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5. HELMHOLTZ DENKLEMi iCiN POTANSIYEL TEORI

Bu boélumde Helmholtz denklemi igin ¢ift katl ve tek katli potansiyellerin 6zel-
liklerini inceleyecegiz.

5.1. Helmholtz Denklemi

eik‘x_y‘

X —y

, X#Y

ALu + k?u = 0 Helmholtz denkleminin bir ¢éziimiidiir. Kolaylikla tiirev alinarak
ik|x —y|

X =y

gosterilebilir ki, sabit y € IR® ve x # y icin Helmholtz denklemini saglar.

5.1. Teorem

D C IR® sinirli, basit baglantili bir bélge olsun. D nin siniri D, C? sinifindan
yani dD surekli egrilige sahip olsun.

v, D sinirinin birim dis normali ve u, Au+ k?u = 0, Helmholtz denkleminin bir
¢6zUmu olmak Uzere

—4nu(x) , xe€Dise

a ekix=yl  gikix=yl g, .
u( Vov Wix—yl x—y| av(y)(y) ds(y) = {-2nu(x) , x€dDise (5.1)
0 , xelR*\Dise
saglanir.
Ispat

1) x € D olsun. ¢ > 0 yeteri kadar kuglk olsun ve Q ={y : |y — x| < ¢} yuvari D
nin iginde yatsin. D\ Q_ bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim. integraller
icin ortalama deger teoremi yardimiyla,



ekx—vl ik|x =]

e 2
f u(y) - VZu(y)|dy
D\Q, |X.k_ y| |X_V|T
ikx—y
Ix—vl
9 ekx-yl  gikx-yl Au
~_(y)|ds(y)
[ av(y) [x—y|  Ix—y| ov
a ek—yl  gikix=yl g
+ ds
f U gy iyl v

D\Q

Sekil 5.1. x € D icin D \ Q_bolgesi

P eik\x—y\
u(y) (y)( )s sin ®dddo
f iy x -yl / f
|ks
=u(y *) Eli(e e2.4m, y*e 0Q
ve
|k\x y| aU |k\x y| aU ‘
) ds(y)
y oV f x—yl oV
< au el 5 .
ryneag)( aV(y)‘f f’ e sin ddde
ike
<M.e2.|% | 4n

Burada,
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M = max
yeD

)

dir.

e — 0 sifira gittiginde,

ik|x —y] |k\x |
[u 9 ™™ "0u )\ds(y) = —4mu(x) (5.2)
a

av(y)[x—yl [x—y|av
elde edilir.

2)x€dD olsun. 0 =DNIQ_=Dn{y:|y — x| = ¢} olsun.

oD, = 3D\ (aDN{y:|y — x|<e}) olsun.

X

ZF )

Sekil 5.2. x€adD igin D\ Q bdlgesi
D\ Q_bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim.

ekx—Vl iklx —y|

e
x=y[ [x—y]|
g ekx=yl  gkix=yl 5,
av(y) x—y| [x—y &

a e'k‘x vl ik‘X—y‘ ou

— d
Wix=yl =y

[ (y).v? v2U(y)]dy

D\,

[ |uy)

a0,

+ [ |uty

(y)|ds(y)

s(y)
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(1) dekine benzer bir inceleme ile ¢ — 0 sifira gittiginde,

o eMx—yl  gikix-yl g
Xy \x—yc?:(y) ds(y) = —2mu(x) (5.3)

[u( )

elde edilir.

ik|x -y

3)x€IR*\ D ise
x -yl

ci Green 6zdesligini yazarsak,

fonksiyonu D bélgesinde singuler degildir. D de ikin-

f [“(y) e ik|X_yVZU(W]dy

X — Y‘ X|— | »
-yl gikx—y
[ 3va(y yi_y, X—y| g:(y)dS(y)
[u(y) |eXk yy|| xiki_yyg:(y) ds(y) =0 (5.4)
elde edilir.
5.1. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. éD nin birim dis nor-
mali v olsun.

1 9 e, 3
W) =— [w , xeIR%\aD 5.5
I abf (y)av(y) x—y ds(y) (5.5)

ye W(y) yogunluklu iki katli Helmholtz potansiyeli denir.

Es.5.5, Au(x) + k2u(x) = 0 Helmholtz denkleminin bir ¢dziimidir. C6ziim oldu-
gu kolayca gosterilebilir.
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2 2 2
AWG0 =24+ 2 4 P dwi
ax1 6x2 8x3

1 a 62 32 32 (eikxy>
=— | W + + ds
4 af ) 3V(Y)(8x? ax: axi) X —y]| )

D

\ J

ikjx—y]
_kZe

Ix =yl

— K2 g ekx-y
AWX) =—— [ W ds
W= Yy

A W00 + k2W(x) = 0

saglanir.
5.2. iki Kath Helmholtz Potansiyelin Siireklilik Ozellikleri

x € IR®\ 8D noktasinin, X, € dD noktasina gitmesi halinde, iki katli potansiye-

lin sireklilik dzelliginden bazi sonuglar cikaralm. v € C%*(D) olsun. Birinci
Green 6zdesligini ve Es.5.1 i kullanalim.

[Gvusvwvidy = [ va—:ds(y) (5.6)

D oD g

ikjx -y

X =y

Birinci Green 6zdesligini v € C3(D) ve u = fonksiyonlari igin yazalhm.

Q ={y:|ly—x|=<¢} CDolsun. O zaman E$.5.6 y1, D\ Q_bolgesi lzerinden

yazarsak,
ikx—y| ik|x—y|
/ [V(y)VzL + V(Y)Y - |dy
D\, VIx -yl Y x—y|

B o ekx-vl o ekxvl
- f )3 ey W f V) ok —y &)

yani
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, oiklx \ iklx —y|
f —kv(y) +W(Y)V, - ]dy
D\Q x -yl
g elxl 9 ekx-vl
= — d — d 5.7
anV(y)av(y) x_y] S(y)+ag{"(y>av(y) x_y] s(y) (5.7)
olur.

1) x € D olsun. O zaman, integraller icin ortalama deger teoremi kullanilarak,

a eik‘x_ﬂ

lim [ v(y) ds(y)
“Oag{ ov(y) [x -yl
2n 1 k
_ Slim)of Of (y)( e >g - sin ddddo
:”"5( |kse )a Anv(y*) , y*eoQ
= 4nv(x) (5.8)
elde edilir.
Q D\Q,
aD

Sekil 5.3. x € D icin D\ Q_bdlgesi
2) x € dD olsun. O zaman,

P e|k\x y|
lim f ds(y) = 2nv(x) (5.9)

6v(y X =y

elde edilir.



ZT

Sekil 5.4. x € dD i¢in D \ Q_bolgesi

iklx—y

3)x€IR*\ D ise £
x -yl

iklx -yl iklx—y|
e e
V(Y)VEE——+ VV(y)V
YIx—y]|
o eWV—y

ov(y) [x -y

dy

/

Y x -yl

ds(y)

olur.

Boylece Es.5.7 ¢ — 0 icin,

a eWV—Y

) f Waviy) x—y

veya

elklx—y

f Vv(y Y dy + pv(x)

, |k|X vl
=K fV(y) ] dy + an (y)a (y)|x—y]|

Mx—yl

ds(y)

olur, bu formulde p sayi,

fonksiyonu, y € D icin tanimlidir. Dolayisiyla,
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(5.10)

(5.11)



—4n , xeDise
p=4J-2n , xedDise
0 , xelR®*\Dise

dir.

Benzer olarak, ikinci Green 6zdesliginden,

kx—y[  gikix—y|

e 2
v(y)V2 - V2v(y)|dy
D\éE Yix—y| |x-vy]|
[ P eik\x—y| eik\x—y\ ov
= [ |v(y). - —_(y)|ds(y)
an, av(y) x—y| [x—y|av
[ P eik\x—y\ eik|x—y\ ov
+ [ {v(y) - ~_(y)|ds(y)
ag{ av(y)[x—y|l |[x—y|ov
yani
kx| kx|
—k2V(y) o — S——V2y(y)|dy
D\ﬂ x=yl Ix=y]|
f’ ( ) P eik\x—y| eik\x—y\ aV( )d ( )
= [|vly - ~(y)|ds(y
a L 6v(y) ’X_y| ‘X_y‘ ov |
[ 9 eik\xfy\ eik|x7y\ ov 1
+ [ {v(y) - ~_(y)|ds(y)
ag{_ ov(y) [x =yl Ix—y[ov]
yazariz.
Es.5.8, Es.5.9 ve Es.5.10 dan
4nv(x) , xeDise
i & 4 y) = Jomvin) aDi
im | v(y s(y)=42nv(x) , xe€dDise
b4 Vavy)x-y)

0 . xelIR%\Dise
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(5.12)

(5.13)

(5.14)



dir.
ik[x—y|
e ov
I d
im \%w>aw
|k
¢l ov
—(y)|d
5, V)(ds(y)
V 27 n’eikg 5 .
<!|£r?) ryeag)( (y)‘of 6/ — " sin®@dddo
) eika
<limK-e“|—14n =0
e—0 €
Burada,
K = max|—— y)‘
yeD
dir.

Bdylece ¢ — 0 sifira gittiginde Es.5.13,

f[ 2 ( ) ex-Vl iklx—ylvz )ld
vy viy)|dy
x—y| [x—y|

P e|k\x y| eik\x—y\ ov

= [|v(y) ~_(y)|ds(y) -
/‘ ov(y) [x =yl [x—ylov

veya

ikIx—y| ikx—y|

pv(x) = kzv(y)e © v2v(y)|dy
5 x=y[ |x—y]|
P eiklx—y\ elkx=vl gy

v(y ~(y)|ds(y)
f[ O @ =y b=yl v

olur.

pv(x)
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(5.15)
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Simdi Es.5.5 iki kath Helmholtz potansiyeli gézonune alalim ve kabul edelim
ki, ¥ € C?(dD) olsun. O zaman W fonksiyonu D da, C? sinifndandir.

D'=D D =IR*\D ve x €aDolsun.

W*(xo) = Xllr)po W(x) W‘(xo) = Xlirpo W(x)

xeD™ xeD

tanimlayalim.

D =IR*\D

Xy € oD
oD

Sekil 5.5. D* ve D bdlgeleri
Es.5.11 de v(x) = W(x) koyalim ve iki kath potansiyelin tanimini kullanalim.

eWV—ﬂ

f V‘P(y)Vy dy + p¥(x)
B

X =y
eWV—y

ay+ w0 " sy

_ Df‘P(y)'|X_y| K av(y) [x -yl

yani

eWV—ﬂ

[ve).v, |

dy + p¥(x)
x =yl

ok

X =]

= K2 f w(y)- dy + 4TW(x) (5.16)
D
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Es.5.16 da x € D* olmak lizere x — X, € dD ye limit hesaplarsak,

|dy + 4TW* (x,) (5.17)

dy + 4mW(x,) (5.18)

Es.5.18 den Es.5.17 yi cikarirsak,
27 (%) = 4| W (xg) = W* (x|

veya

W(x,) = 2|W(xp) = W* (x,)| (5.19)

elde edilir. Simdi Es.5.16 da, x € D olmak lizere x — X, € 9D ye limit hesap-
layalim.

e
VW(y).V dy — 0-W
ST,y (*)
2 eik‘XO—y| _
= k2 [ W(y)- S dy + 4nW (x,) (5.20)
b XY

Es.5.18 den Es.5.20 yi ¢ikarirsak,
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~W(x )= 2[W(x0) ~ W~ (x0>] (5.21)

2
y (5.22)

yazariz. Es.5.22 den,
W"(xo) — W_(xo) = -W(x,) (5.23)
sigrama (jump) bagintisi elde edilir.

Simdi tekrar Es.5.15 e dénelim. Es.5.15 de v € C%(D) segelim dyle ki x € dD
icin

vix) =®(x) , xedD ise

(5.24)
—av(x) =0 , xedDise
ov

olsun. Boylece Es.5.24 kosullari altinda Es.5.15,

eik|x—y\ eik|x—y\ 5
pv(x) = [ |K*v(y V4v(y)|dy
SO
P eik\x—y\ eik\x—y\ ov
+ [ [¥(y) - S (Y)|ds(y)
a'D/ ov(y) x—y| |[x=ylov "]

=0

veya iki katll Helmholtz potansiyelin tanimi ile,
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e|k|x_y‘ e|k|X_Y‘

pv(x) = [ [K2v(y) + V2v(y)|dy + 4nW(x)
Df x=y[ [x=y|
eik‘x_y| 2 2
pv(x) = f ” y|[V v(y)+k v(y)]dy+4nW(x) (5.25)
J |x—
olur. Simdi Es.5.25 nin iki yaninin, x € D* olmak Uzere x — X, € dD igin P 6( )
v (X

turevini hesaplayalim.

27Ny ) = 8 "oV, 2 oW
4n 7 (x,) = Df e \Xo—y\[v v(y) +KPV(Y)]dy +4n 7 (x,)  (5.26)
olur. Yine Es.5.25 nin iki yaninin, x € D olmak lizere, x — x € dD igin 4
0 ov(x)
tUrevini hesaplarsak,
OV = 8 "oV, 2 oW~
0 v <XO> - 5 a\,(X()) ‘Xo _ y‘ [V v(y)+k V(Y)]dy +4n oy (Xo) (5.27)

elde edilir. E$.5.26 ve E$.5.27 den iki katli Helmholtz potansiyelin tarevleri igin,

oW~ _dW~
ov (XO)_ ov

(%) (5.28)

ayni sureksizlik 6zelligi ortaya c¢ikar, burada,

anlamindadir. Boylece iki katl potansiyelin, dD nin normali dogrultusundaki
tdrevi, x degiskeni sinirdan x, € dD noktasindaki normali boyunca gegerken,
surekli olarak degisir.
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5.2. Tanim
Y(y), y € D icin tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

glkx— Y\

1
V(x) = W(y
f \X y|

ds(y) , x€IR®\dD (5.29)

ye, ¥(y) yogunluklu tek kath Helmholtz potansiyel denir.

Tek kath potansiyel, x € IR*\ dD icin Helmholtz denkleminin bir ¢ézimudir.
C6zum oldugu kolayca gosterilebilir.

2 2 2
A3V(x):<a + 9 + aZ)V(x)

2 2
[7)4 oX ) oxX 3

2 2 |kx y\
=41—n/w<y><a +32+3) “as(y)

i ax2  ox x—y|
e |k\x y|
‘ | Ix=y|
|kx y
AV = W(y)e——ds(y)
f X =y

ANV + k2V(x) =

saglanir.
5.3. Tek Kath Helmholtz Potansiyelin Siireklilik Ozellikleri

Tek katli potansiyelin sureklilik 6zelliklerini kurarken W € C'(dD) kabul edelim.
Es.5.15 de yani,

elkix— y\ ekx=Vl
vix) = [ kv V2y d]
V00 = [ [kl L Ty
T O L L Sl ) (5.15)
\Y .
L1 vy x—y|  x—ylav |V
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formiliinde v(x) fonksiyonunu v € C%(D) ve

vix)=0 , xe€dD ise
(5.30)
ﬂ(x) =¥P(kx) , xedD ise
ov
secelim. Es.5.30 kosullari, Es.5.15 de yazlilirsa,
glkx—vl
pv(x) = f o [v2 (y) + k2v(y)|dy f w( y) ds(y) (5.31)

denklemi elde edilir. E$.5.31 i tek katli Helmholtz potansiyel ile ifade edersek,

pv(x) = f x— [Vzv(y +k2v(y)|dy — 4nV(x) (5.32)

olur.

Simdi, tek katli Helmholtz potansiyelin, x € IR icin siirekli oldugunu géstere-
lim. Es.5.32 ninx € D* — X, € dD ye limitini hesaplarsak,

|k|x ‘
—475L / . iyy’ () + K*v(y)| = 4av* (x,) (5.33)

olur. Es.5.32 ninxeD — X, € dD ye limitini hesaplarsak,

ik|x -
O-v(xo) = ‘exo i ;‘ [Vzv(y) + k2v(y)]dy —4nV"~ (xo) (5.34)

olur. E$.5.33 ve E$.5.34 den x, € dD i¢in,

|k‘x ‘
VI (%) = V7 (%) = f‘x iyy‘ v(y) + K>v(y)]dy (5.35)
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elde edilir. E$.5.32 yi X, € dD i¢in yazarsak,

|k|x0 y‘
—2nv__r f ‘X _y‘ v(y) + k2v(y)] - 4aV/(x,) (5.36)

olur. Es.5.35 ve Es.5.36 dan, V(x) tek kath Helmholtz potansiyel, x € IR® igin
sureklidir.

Es.5.32in x € D" — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi,

P P ikjxg Y] i
_475%()(0) B ,5/3\’()(0) ’io B YI[VZVW)—F Evy)ldy = 4= ov (o)
veya
ik|X - ‘ N
—4n¥(xp) = Df aV?X()) ﬁ(oiy‘[vz v(y)+ Kv(y)ldy — 422~ (x,) (5.37)

olur. E$.5.32 nin x € D° — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi

o o eV, 2 oV~
O )= ayx—y oy VAV Kv)ldy — 47 (xy) (5.38)
olur. X, € dD icin E$.5.32 nin v dogrultusundaki tlrevi
oV = 8 eV, 2 av
25, (%) = Df ov(x,) ‘Xo_y‘[v v(y) + K2v(y)ldy — 45 (x,) (5.39)
="(xg)

olur. Es.5.37 den Es.5.39 cikarilirsa,

oV* v 1

ov (%o) = E<XO> - Elp(xo) , X, €D (5.40)




elde edilir. Es.5.38 den Es.5.39 cikartilirsa,

N, oV

1
v (X0 "5y

<X0> - _Elp(Xo) , X, €D

olur. Es.5.40 ve Es.5.41 den,

oV*©

5 (Xo) ~ a\/__(xo) =W(x,) , x,€D

ov
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(5.41)

(5.42)

tek kathh Helmholtz potansiyellerin, v dogrultusundaki turevleri igin, sigrama

(jump) bagintisi elde edilir.
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6. FiZIKSEL ALTYAPI

Akigkan bir ortamda hareket eden akustik dalgalari g6z6nune alalim.
V(x, 1), x € IR® noktasindaki parcacagin t zamanindaki hiz vektérii olsun.
Akiskanin basincini, yogunlugunu ve spesifik entropisini sirasiyla p(x, t), p(x, t)
ve s(x, t) ile gosterelim. Akigkan Gzerine hig¢ dis kuvvetin etki etmedigini varsa-
yalim. O zaman pargacigin hareketi asagidaki denklemlerle ifade edilir;

Euler denklemi

oV(x,t)
ot

+ (V(x,t).V)V(X, 1) + yV(x,t) + Vp(x,t) =0 (6.1)

1
p(x,1)

Sureklilik denklemi

op(x,t)
ot

+ V[p(x,t)V(x,t)] = 0 (6.2)

Durum denklemi
f(p(x, 1), s(x, 1)) = p(x, 1) (6.3)
Adiabatic hipotezi

os(x, t)
ot

+V(x,t)Vs(x,t) = 0 (6.4)

Burada f akigkana bagli bir fonksiyondur. y sonum katsayisidir. Bu sistem V,
p, p ve s bilinmeyen fonksiyonlarina gore lineer degildir. Baslangi¢ hali olarak
V, = 0, zaman bagimsiz dagilimlar p = p (x), s = s (x) ve p, sabiti p, = f(p,(X),
s,(x)) seklinde olsun. Bu lineer olmayan sistemin lineerlestirimesi, bu sistemin
(Vo Py Py S,) daki tirevleri



V(x,t) = £1V1 (x,t) + 0(812>

p(x,t) = P, +¢,P, (x,t)+ O<£12>

p(x,) = p,00+&,p, (x, 1)+ ofe?)
(

s(x,t)=s () +e s (xt)+o0 sf)
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ile verilir ve bu son egitlikleri Es.6.1, Es.6.2, E$.6.3, E$.6.4 de yerine koyalim.

o(e?) yi iceren terimleri ihmal edersek,

v, (x,1)
ot

+yV, (X 1) + Vp,(x,t)=0

1

P, (X)

ap, (x, 1)
ot

+ V[po OV, (x, t)] =0

af(pO’ SO) af(pO’ SO)

2 p, (X, 1)+ s s, (x,t)=p_ (x1)

os, (x,1)
ot

+V, (x,)Vs (x) =0

lineer sistem olusur [3].

Bunu gorelim.

8(81V1 (X, t))

ot
1

" p, (0 +e p, (X 1)
v, (x,1)
oot
v, (x,1)
L ot

V(p0+s1p1(x,t)):0

€

3 +81(V1(x,t).V)V1(X,t)+yV1(x,t)+

—i—(s1V1 (x, t).V)(s1V1 (x, t))+y<zr:1V1 (x, t))

1

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

+ 812(V1 (X,t).V)V1 (x, t)+YE1V1 (x,t) +

P, X +e p, (X, 1)

1

P, () +e p, (X 1)

€ Vp1(x,t):0

Vp,(x, )| =0



v, (x,1) 1

ot +e, (V1 (X, t).V)V1 (X, 1)+ 9V, (x, 1) +

olur. €, — 0 gittiginde

v, (x,1)
ot

+yV1(x,t)+ Vp1(x,t):0

1
. (x)

0

denklemi elde edilir.

8<p0 ) +e,p, (% t))

ot
P, (x) ap, (X, 1)

+ V[(po(x)+ e,P, (x,t).(s1V1 (x, t)))] =0

+¢ + V]e,p, 0OV, (x, 1) + 2,20, (X, OV, (x, 1)] =

ot oot

[ —)

=0

ap, (x,1)
1ot

ap, (x, 1)

1l ot

ap, (x, 1)
at

€ +e, V(po (X)V1 (X, t)) + 812V(p1 (X, t)V1 (X, t)) =0

£ + V(po OV, (x, t)) +e, V(p1 (X V. (x, t)) =0

+ V(po OV (%, t)) + s1V(p1 (X YV (x, t)) =0
olur. &, — 0 gittiginde

ap, (x, 1)
ot

+ V(po x).V, (x, t)) =0

denklemi elde edilir.

p(x,t) = f(p(x, 1), s(x, 1)), p,= f(Pg:S)

p _(af_ap af_as)

ap=p,+ep, \gp ot  as at)P  PoT P

S=So-f-81S1

p, X+ p, (X, 1)
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Vp1(x,t)=0

(6.5)

0

(6.6)



a(p +ep [—f Pyt &P S, +£s)

[ +s1p1,so+s1s)]aat(s +ss)
2,
_ 0 Py

ot —%f<po+s1p1,so+s1s1)£1-?

0 Js,
+£f(p0—l—s1p1,so+s1s1>s1ﬁ
op, P 9,
W:aT_)f(po+e1p1,S +eS ) ot

0 ds,
+£f(p +e.p,S, ¢S ) n
g, — 0 qittiginde
op, (Xt 4 ap, (X, t) 4

ot 6p( (x), 5, (x)) o +gf<po(x),so(x))

ve ses hizi ¢

6200 = 4 1(py 30,5,

olmak Uzere
ap, (X, t) L0, (1) os, (x,1)
. c(x)] o +£f<po(x),so(x)) p
olur.
Vp, = Vf(p, (), s,(x))
af(po’ So) af<p0’ So)
= Yvp +——— v
0="% Pt 5 VS

yazilabilir.

d
3t( Pot €,Py)
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os, (x,1)
ot

(6.9)

(6.10)
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é(so(x)+ .s1s1(x,t))+(s1v1 (x,t))V(sO(x)+ £1S1(X,t)) =0

ot

os, (x, 1)
& o +e1V1(x,t)[VsO(x)+s1Vs1(x,t)]=0
os, (x,1)

p +V (%, t)[VsO(x)+ e, Vs, (x,t)] =0

€, — 0 gittiginde

os, (x,1)
ot

+V, (x,1).Vs (x) =0 (6.8)

elde edilir.
Once s, i yok edelim.

Es.6.8 ve Es.6.10, Es.6.9 da kullanilirsa

os, (x,1)
ot

-V, (x, t)VsO(x)

ap»] (X1 t) 2 ap»] (X: t) 0
Fra [c(x)] P gf<po (x), s, (x))

ap, (x, 1)
ot
ap, (X, 1)
ot

= [c(

+21(p, 30,5, 00)( =V, (. §Vs ()

—V1(x,t)a

_ 2 9
=[c()] %

f(p0 (x), s, (x)).Vs0 (x)

o)
v
ap Po

op, (x,1) of(p,, s
1at +V1 (X,t) (0 0)

= [c(P

2 Vp, X
| N—
[0l

ot

ap, (X, t) L1 9P, (1)
P [c(x)] p

op
= [c()P—

+V (%, t)[c(x)]ZVp0 (x)

+V, (x,)Vp, (%) (6.11)

Simdi V, ve p, i yok edelim. Bunun i¢in E$.6.11 in t ye gore tlrevini alalim.
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32p1 (x, t) P 62p1 (x, 1) N v, (x,1)
ot? ot? ot

Vp, (%) (6.12)

Es.6.6 nin t ye gore turevini alahm.

ap, (x, 1)
at V[p, XV, (x,1)] = 0 (6.6)
8%p, (x,1) ’ oV, (x,1) 3p, ()
T:_v_pO(X)T+V1(X’t) at
0
v, (x,1)
==V|p, (00— (6.13)

olur. Es.6.13 de, Es.6.5 i yani

v, (x,1)
ot

=—\(V1 (X,t)——( )Vp (x, 1)

yi kullanirsak

o°p, (%, 1)
S ==, (x)( SV, (x, 1) TVp (x, t))]

= V[Vp1 (X, t) +yp, OV, (x, t)]

= Vzp1 (X, 1) + 79 (p, OV, (x,1) (6.14)
olur.

Es.6.5 ve Es.6.14, Es.6.12 de yerine yazilirsa

?p, (x, 1) L1870, () 8V, (x,1)

__EET__:[COO] poe L Vp, (X) (6.12)
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&°p, (x.1) 2[o2
e = [cOOF [V, (x, 1) + vV (p, OOV, (x, 1))
+(—\(V1 (x,t)— TVp (x, t))Vpo(x)
p,(xt) ap,, (X, t)
a1t2 = [c()?|—y 1at V2p1(x,t)—yv1 (x,t)VpO(x)
1 Vp, (x, HVp, ) (6.15)
PO 0
9,
elde edilir. Es.6.15 te 3— yerine Es.6.11 den
ap»] (X’ t) 1 ap1 (X’ t) 2
. [oofl @ ~[cOOFV, (x HTp, (0
yazilirsa
32p1 (X1 t) 1 ap1 (X’ t)
T = [c(x)P? _Y[C(X)]Z( pn —[c(x)]2V1 (X, t)VpO(x))
£9%p, (%, ) =4V, (%, ¥, (0 = —Vp (0Vp, (x,1
p,(X)
32p1 (X1 t) ap1 (X’ t) 2 1
v 2 __
poe Yo + [ |V p,(x 1) e Vp, )Vp, (x,1)
o°p,(x,t)  ap,(x1) ,
= L 6.16
poe S [c(l p, (X)V ( )Vp (x,1) (6.16)

elde edilir. Bu p, i¢in dalga denklemidir.

Simdi kabul edelim ki p.(x, t) zaman periyodik (veya zaman harmonik) yani,
p, (x,1) = Re[ux)e ™ (6.17)

sadece uzaysal degiskene bagli kompleks degerli bir u = u(x) fonksiyonu ve
w > 0 frekansi ile tanimlansin. E$.6.17 i, dalga denklemi Es.6.16 da yerine
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koyarsak, u i¢in U¢ boyutlu Helmholtz denklemi saglanir.

2
v2u(x) + —% <1+il>u(x)=LVp0(x).Vu(x) (6.18)

[c(x) w P X)

Serbest uzayda ¢ = c, sabit ve y = 0 dir. “Dalga sayisI” ve “kiriima indeksi’ni,

.
w 0 Y

k=—->0 ve n(x) = <1 +|> (6.19)
C [c()]? w

ile tanimhyoruz.

O zaman Helmholtz denklemi

AUGO + K2nGO.uG) = Vp, ).Vu(x) (6.20)

P, (x)

olur. Burada Ren(x) = 0 ve Imn(x) = 0 olmak Uzere n(x) bir kompleks degerli
fonksiyondur.

Es.6.20, kuguk genlikli zaman harmonik ses dalgalarinin homogen olmayan
bir ortamda yayilmasini belirtir.

Bu denklem IR® deki her serbest kaynak bdlgesinde saglanir. Kabul edelim ki

her [x/=a i¢in c(x) =c  ve y(x) =0 yani [x|=a igin n(x) = 1 olacak bigim-

de a > 0 sayisi mevcut olsun. Bunun anlami, homogen olmayan
{xeIR®: n(x) £1}

ortami sinirhdir ve a yarigapli

KO0,a)={yeIR® : |y|<a}

yuvarinin i¢cinde yatmasidir. K(0, a) nin kapanisi,
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K[0,a]={y € IR® : |y|<a}

ile tanimlanir. Ek olarak kaynagin K[O, a] yuvarinin diginda oldugunu kabul
edelim.

Bu kaynaklar, u' olay dalgay: iretir, yle ki K[0, a| yuvarinin icinde,
AU+ K2u' =0

Helmholtz denklemini saglar. Biz u' yi “noktasal kaynak” veya “diizlemsel
dalga” olarak alacagiz, yani, zamana bagimli olay dalga, kaynak z de ise

iklx — z|
ikIx —z| — iwt

pL(x,t) = T Ree yani u'(x) = zI>a
X_

z|

Ix —z|’
veya

P, (xt) = Ree™ 0~ yani yi(x) = ekdx

8 € IR® birim vektdr olmak lizere.

Her durumda, K[0, a] yuvarinin iginde u', Au' + k?u' = 0 Helmholtz denkleminin

bir ¢dzimidur. ik durumda, pi1 bir “kUresel dalga”y1 tanimlar dyle ki kuresel

dalga kaynaktan c  hiziyla uzaklasir.

ikinci durumda pi1 (x,t) bir duzlemsel dalgadir, dyle ki 6 dogrultusunda S,

hiziyla yayilr.

Olay dalga n(x) kirilma indeksiyle tanimlanan homogen olmayan ortamda,
us(x) “sacilan dalga”y Uretir.

u = u' + u® toplam alani, kaynagin disinda Au + k?u = 0 Helmholtz denklemini
saglar. Ayrica biz sagilan dalganin homogen olmayan ortamdan, bir kiresel
dalga olarak uzaklastigini beklemeliyiz.
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Bu, asagidaki “yayilma kogulu” ile tanimlanir.

|mr@mw 0 (6.21)

Fr iku (x))

r=I[xl-oo

RS

™ e s?, burada s?, IR® deki birim kiiredir [3].
X

6.1. Direkt Sagilma Problemi

k > 0 dalga sayisi, [x|>a igin n(x) = 1 olmak lzere kiriima indeksi n = n(x)

olsun ve u' olay dalga verilsin. IR® te kaynak alanin disinda,
Au + kn(x)u = 0 (6.22)

Helmholtz denklemini saglayan (eger Ap, = 0 ise) u toplam alani, oyle ki,
u® = u — u' sagilan alan Es.6.21 yayilma kosulunu saglamak iizere, belirleme
problemidir.

6.2. Ters Sagiima Problemi

K(0, a) yuvarinin disinda, cok sayida farkli u' olay dalga ve (veya) farkl k
dalga sayisina karsilik gelen u(x) toplam alanin degerlerinden n = n (x) kiril-
ma indeksinin belirlenmesi problemidir.

6.3. Homogen Olmayan Bir Ortamda Zaman Harmonik Dalga Yayilmasi

Uzayda az yogunluklu veya ¢ok yogunluklu bir bélgeden gecerek yayilan,
zaman harmonik ses dalgasini gézénune alalim. Kabul edelim ki, bdlgenin
yogunlugu p, = p,(x) fonksiyonu ile verilsin ve p (x) yavas degissin; yani
Vp, () terimi ihmal edilebilir olsun. Bu nedenle Vp (x) =0 alacagiz. U(x, t)

hiz potansiyeli, x € IR3, (x, t) € IR* icin,

2 2 2 2
au=9Y,00 oV __1 U (6.23)
ox.~  ox~ xS ¢ (x) ot
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dalga denklemini gergekler. Es.6.23 de ¢(x) € C'(IR®), ses hizi olarak tanim-

lanir. a > 0, ¢, > 0 pozitif sabitler olmak uzere, [x|= a i¢in c(x) = ¢ tanimlan-

sin. Es.6.23 dalga denkleminin,
U(x, t) = u(x)T(t) (6.24)

biciminde degiskenlerine ayrilabilir ¢cézimi arandiginda, —w? ayirma sabiti
olmak Uzere, u(x) ve T(t) fonksiyonlari,

2

w
Au(x) + C2(X)u(x) =0 (6.25)
T (t)+w?T(t) =0 (6.26)

denklemlerini saglamalidir. E$.6.26 nin ¢ozumleri, e*™ olur. Burada w ses

dalgasinin frekansidir. Ses dalgasi, zaman harmonik oldugundan Es.6.24
ayrilabilir gozimd,

U(x, 1) = u(x)e ™ (6.27)

olur. Boylece,

2

2 c
K=" ve m=1--" (6.28)
c, c(x)
olmak Uzere kompleks degerli u(x) fonksiyonu,
AuG0 + K2 [1 = mOoluk) = 0 (6.29)

indirgenmig dalga denklemini saglamalidir.

U(x, t) yi iki fonksiyonun toplami olarak disiinelim; Bunlar U'(x, t) olay dalga
ve US(x, t) = U(x, t) — U'(x, t) sacilan dalga olsunlar. Dikkat edilirse, az yogun-
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luklu ya da cok yogunluklu bir bélge yok ise US(x, t) = 0 ve U(x, t) = U(x, 1)
olur. Kabul edelim ki U'(x, t) olay dalga, diizlemsel dalga olsun. U'(x, t) diizlem-
sel dalga,

. 1 92U (x,1)
A3UI(X, t)_?T =0 (630)
0

denklemini gergekler. a € IR? | lal=1, a = (ots @y 0t) birim vektdr olsun.
O zaman her bir t igin

a,X, + a,X, + ) cot = sabit

denklemi, IR® de bir diizlem belirtir. Dolayisiyla keyfi, F. € C* fonksiyonu
olmak Uzere,

Ux,t)=F, (oc1x1 +0,X, +a,X, — cot) (6.31)

fonksiyonu, Es.6.30 dalga denkleminin bir ¢6zimudur. Es.6.31 fonksiyonu
duzlemsel dalga olarak bilinir.

Es.6.28 dan dolayi duzlemsel dalgayi,

U(x,t) = F, (a.x — %t)

veya
U(x,t) = F(kox — wt), F € C?
yazariz. o dogrultusundaki duzlemsel dalgayi 6zel olarak,

Ui(X, t) — ei(ka.X—Wt) — eikOL.X.e—iW'[ (632)
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alalim. U'(x, t) diizlemsel dalga o dogrultusunda hareket eder. Simdi tekrar
sagilan dalgaya donelim US(x, t) sagilan dalganin, engel bodlgeden blylk
uzakliklardaki davranisi, uzaklasan zaman harmonik kuresel dalgalara ben-
zer; yani U%(x, t)

iazuS(x, t)
2

A US(x, 1) = 6.33
D= (6.33)

dalga denklemi saglar. Es.6.33 dalga denkleminin

Us(x,t) = us(x)T(t) (6.34)

bigiminde degiskenlerine ayrilabilir ¢dziimi arandiginda, —w? ayirma sabiti ve

w? = ¢ ’k? olmak izere, u*(x) ve T(t) fonksiyonlari

A0 +K2us () = 0 (6.35)

T () +w?T(H) =0 (6.36)

denklemlerini saglamalidir. E$.6.35 in X, = rcos0sin®, X, = rsinsin @,
X, =rcos® kuresel koordinatlardaki bigimi,
o?u® | 24u® 1 3

+ = + —|sin®
o> "o  r’sind 3<D<

au5> 1 o%us o s
+ +k =0 6.37
0P/  r?sin’®d 902 (6:37)
olur. Es.6.37 in u®(r,0,®) = R(r)F(0, ®) biciminde ¢oziimi arandiginda R(r)
ve F(0, @) fonksiyonlari

sin® 0P

1 a(. 8F> 1 9°F
sin®—_— |+ —+yF=0
0P/ sin’d 902 !

r’R” + 2rR + (k?r? —y)R = 0 (6.38)
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denklemlerini saglamalidir. y ayirma sabiti, y =n(n + 1) (n =0, 1, 2, ...) segilir-

se, Es.6.38 denklemi v = rWR bagimh degisken degistirmesiyle, (n + 1/2).
mertebeden

v+ v + k22 —(n + 1/2%]v = 0 (6.39)
Bessel denklemine donugur. Boylece Es.6.38 in lineer bagimsiz ¢ozumleri,

r= 12y k) ve r " (kr)
(n+1/2) —(n+1/2)

olur. Yani u®(r, 0, ®) yi

us(r,0, @) = F(0, ®)r "?J (kr)
F(in+1/2)

biciminde yazariz. Bessel fonksiyonlarinin, ¢ok buyuk r ler icin asimtotik dege-
ri kullanilirsa ¢ok buyuk r ler igin,

F(G’ (I)) ikr

us(r,0,®) ~ — € (6.40)

olur. Boylece ¢ok buyuk r ler igin,

F(6,®) .
US(X, t) - (r)el(kr—wt) (641)

yazariz. Es.6.40 kosulu, U®(x,t) sacilan dalganin Sommerfeld yayilma kosu-
lunu saglamasini garanti eder yani

S
Iimr(aU —ikUs>= 0
r=eo \ or

Bu incelemeler bizi, agagida tanimlanan probleme goturur. Kompleks degerli

bir u € C2(IR®) fonksiyonu bulmaliyiz dyle ki; u,
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AuG0+ K1 —mlu) =0, xeIR® (6.42)
u(x) = e*** + us(x) (6.43)
lim r(aus - ikus> =0 (6.44)
r=co \ or

denklemlerini saglasin.

Es.6.42 — Es.6.44 problemi igin bir ¢ézim kuralim.
Q=1{x: xl<a}, @ ={y: ly—x|<d} ve Q CcQ
olsun.

X € Qicin

giklx— Y\

I(x) = f X u(y)dy

integralini inceleyelim.

|k|x y| ik[x —y]
I(x) = u(y)dy + m(y)u(y)dy
fx—y Q\é X -y
=17 +1?(x) (6.45)
yazalim.
ik[x -y
X #yigin fonksiyonu, A u+ k?u = 0 denklemini saglar. Béylece,

X =y

A0 + K21(x) = Aal“)(x) + K21 (%)

olur.
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V= [ gty + f L muay

yazalim.

ALTV00 + KT (00 = Qéf(AB + k2)<eik|;__y|y_| 1 )m(y)u(y)dy

+ 3gafxiym(y)U(y)dy +k? Qéfxiwm(ywy)dy

olur.

d — 0 sifira gittiginde,

A0 + K1) = —4am()u(x) (6.46)

ikow.x

elde edilir. e , A3u+k2u = 0 denkleminin bir ¢ézimudur. Bu nedenle

eger u(x),

. gkx—vl
u(x) = e — f ' m(y)u(y)dy (6.47)
X =yl

integral denkleminin bir ¢6zimu ise 0 zaman u(x)

A u00) + kK2[1 — m)]ux) =

denkleminin x € Q igin bir cozimudur.

Es.6.47 integral denklemini kurarken x € Q kabul etmistik. x € IR*\ Q ise o

ik[x—y
X =y
Q da singuler olamayacagindan u(x), agik olarak Es.6.42 nin bir ¢dzUmudur.

zaman |x|> a icin m(x) = 0 oldugundan ve x € IR*\ Q icin fonksiyonu
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Es.6.47 integral denkleminin, Q iginde surekli olan bir u(x) ¢ozumunud bulabi-
lecegimizi kabul edelim. O zaman, u(x) € C4(IR®) ve u(x) in IR® de Es.6.42 nin
bir g6zUmU oldugunu gosterebiliriz.

us(x) sagilan dalga fonksiyonunu,

ik|x —y|

sy K e
us(x) = 4ﬂgf X_y|m(y)u(y)dy (6.48)

ile tanimlayalim. Boylece Es.6.47 i

u(x) = e*** + us(x)

yazariz.

r > aicgin u%(x),

. (3us(x)
ILmr

Fra iku (X)) =0

r— oo

yayllma kosulunu sagdlar. Yani u(x), Es.6.47 integral denkleminin bir ¢ézimu
ise Es.6.48 ile tanimlanan u®(x) sagilan dalga,

ux) = e*** + us(x)

ve

. (c?uS (x)
imr| =5~

pw iku (x)) =0

r

denklemlerini saglar. Bu nedenle Es.6.42 — Es.6.44 denklemleriyle tanimlanan
saciima probleminin bir ¢6zUmunu bulmak igin, E$.6.47 integral denkleminin
bir strekli gozUmunu bulmak gerekir. Es.6.47 integral denklemini, yeteri kadar
kiguk k lar igin, ardisik yaklasmalar yontemini uygulayarak ¢ozecegiz.
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T-C(Q) — C(Q)

lineer operatorund,

ekx—vl
(Twx) =— f| m(y)u(y)dy (6.49)

ile tanimlayalim. Boylece Es.6.47 yi
u(x) = e*** 4+ (Tu)(x) (6.50)
yazariz. Ardisik yaklagsmalar dizisini,

uo(x) =

u,,,00=e"*+(Tu ) , (n=0 igin) (6.51)

tanimlayalim.

{un (x)} dizisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul

W0 =3 [u 60 —u_ (] (6.52)
n=0

serisinin yakinsak olmasidir.

Eger x € Q igin

lu, ., —u |=my" (6.53)

n+1
esitsizligini saglayan M > 0 ve 0 < y < 1 pozitif sabitleri bulunabilirse Es.6.52

serisi dlizgiin yakinsak olur. Burada |ul = r)peag%(\u(x)\ seklindedir. T bir daralma

operatoru ise Es.6.53 saglanir.

T bir daralma operatéru ise her u, v e C(Q2) ve 0 <y < 1 igin
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ITu—TvI<ylu—v| (6.54)
saglanir. T lineer oldugundan Es.6.54 esitsizligi, u € C(Q) igin
| Tull < ylul (6.55)

esitsizligine denktir.

Eger |Tul<vylul saglaniyor ise o zaman u(x)= ) [un+1(x)— un(x)] serisi
n=0

duzgln yakinsak olur ve bir u € C(Q2) fonksiyonu mevcuttur dyle ki,
limju —u|=0
N — o9 n

olur. u(x) in Es.6.47 integral denkleminin bir ¢6zUmu oldugunu biliyoruz.

Simdi T nin bir daralma operatort oldugunu gostermeliyiz; yani, 0 <y < 1 yi
saglayan vy lar igin

ITul<ylul , ueC(Q)

oldugunu gostermeliyiz.

u e C(Q) icin
k2| eikx-yl K2ulul 1 1.0 o
= —_— < <
ITul TEQXMLf Xy m(y)u(y)dy| < A Qf|x—y]dy _2k ua“lul (6.56)
olur.
Burada

v = maxim)

dir.
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Eger,

k?ua?

2<1

ise yani,

k? < = (6.57)
ua

ise Es.6.47 integral denklemi, ardisik yaklagmalar ile ¢gdzulebilir.

Simdi Es.6.47 integral denklemin ¢ézimunun,

k? <« £
ua’

kosulu altinda tek oldugunu gosterelim. Bunu gormek icin kabul edelim ki iki
¢6zUm u,(x) ve u,(x) olsun. O zaman V(x) = u (x) — u, (x) fonksiyonu V = TV

ve her n € IN igin V = T"V denklemlerini sadlar.

Her n € IN icin

IVl =TV < %k%ﬁa2n VI (6.58)

esitsizligi saglanir ve E$.6.57 esitsizligi kullanilirsa n — o gittiginde V=0

oldugu gosterilir.

Simdi Es.6.57 esitsizligi saglandiginda Es.6.42 — Es.6.44 probleminin ¢6zuU-
miinin tek oldugunu gérelim yani u € C?(IR®) fonksiyonu,

Au+K[1T-mlu=0 , xelR’ (6.59)



denklemlerini saglasin.

Dikkat edilirse Es.6.42 — Es.6.44 sacilma probleminin iki ¢ozumu

ise u = u, — u, fonksiyonu E$.6.59 — E$.6.60 1 saglar.

ou
I|mr(ar |ku) 0

yayllma kosulu |y| = a kiresi lizerinden,

0

lim ‘ — |ku

aﬁoo

s(y)

dir ve ikinci Green 6zdesliginden

f(ﬁglrj — u%?)ds(y) =0

ly|=a
u nun kompleks eslenigi u olmak lizere yazabiliriz.

Es.6.61 ve Es.6.62 den

0—a“l'oo' f—lku )
. du 212 ( du 6u>
= lim ary
aley:a‘ r‘ k*lul” + ik U U ds(y)

, EN 2)
lim ( o + k*lul”|ds(y)

ly|=a

88

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)
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elde edilir.

IR® te keyfi a > 0 igin |y| < a bdlgesinde gdsterilim teoreminden

1 ekx=vl g o ekx-vl
u(x) = f xy| o) U lds)
k2 e|k|x7y\
Tan ) xoyMYUME) (6.64)

olur. Schwarz esitsizliginden

1 |Mx ylau 9 emu y| <6u 2 2) 1/2
- — +
) (X_y WUl yw— ds(y) = 475‘ :f o | *1uf)ds(y)
1/2
9 ekx—vIf | gikx-y|?
f ( o ds(y) (6.65)
ly|=a X =yl X—y
Es.6.63 den
= lim flu\zds
\w a
elde edilir.

r = x| igin ve yeteri kadar blyik r ler igin

eikix—yl _ 0(1)
X =y r

ve
9 ekx-vl (1)
or|x—y| T
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yazilabilir. Boylece a — oo sonsuza gittiginde Es.6.65 in sol yani sifira gider.

Diger yandan [x|> a igin m(x) = 0 oldugundan Es.6.64 a — « icin ve x| < a

icin

2 ik|x —y]|
U(X):_Z—n fe m(y)u(y)dy (6.66)

IxI<a

olur. Fakat k, k? <—%_ esitsizligini sagladigindan a — oo igin k — 0 sifira
ua

gider. Boylece Es.6.66 integral denklemin ¢dzimi yalniz u(x) = 0 olur. Biz bu
islemi, a keyfi ve [x|, [x|< a esitsizligini saglayan herhangi bir nokta icin yap-
tik.

Es.6.42 — Es$.6.44 sacilma problemini, bir integral denklem olarak yazabilmek
icin Helmholtz denkleminin bir temel ¢ozUmunu kullandik. Es$.6.47 integral
denklemini ¢ozebilmek icin, T operatorunun bir daralma donusumu oldugunu

gostermek gerekir. Eger, k? < % saglanmaz ise, T bir daralma déntusumu

ua
olmaz [1,4].
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7. AKUSTIK DALGALARIN SAGILMASI

Bir silindirin dik kesitinden sacilan akustik dalgay1 g6zonune alalim. Homogen
izotropik bir ortamda c hiziyla yayilan ses dalgasinin hareketini géozonune ala-

hm. U(X, t) hiz potansiyeli ile belirlenen dalga hareketi

. PU(x,t) 28°U(x,t) d°U(X,t 9%U (X, t
A UGy < TUGD  FUGY  FUGY 1 FUEY
ox ay 0z c ot

(7.1)
dalga denklemini saglar.

Eger x = (x,y, z) kabul edersek, burada z ekseni silindirin ekseni ile gakigir ve

olay dalga silindire dikey yonde yayilir. O zaman U (X, t), z den bagimsizdir ve

3°U(x,y, ) .\ °U(x,y,t) 1 &°U(x,y,1)
2

A U(X,t) = = 7.2
2000 ox? ay? c ot (7.2)
saglar. Bu nedenle w > 0 frekansli
U(x,y,t) = u(x)e™
iwt (7.3)
=u(x,y)e™
X=(x,y) € IR? seklindeki zaman harmonik akustik dalgalar icin
u(x,t) =ux,y) ,
(7.4)

A u(X) + k?u(x) = 0

Helmholtz denklemini D nin diginda saglar. Burada D silindirin kesitini belirtir
2
ve dalga sayisi k > 0, k? = W—z ile tanimlanir. Sound-soft (sesi geciren) silindir
c
icin D sinirindaki basing

ux) =u(x,y)=0, x=(x,y)eD (7.5)
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iken sound-hard (sesi gegirmeyen) silindir igin (silindirin igine giren) v, dD de
birim dis normal olmak Uzere
au

E(i) =0, xedD (7.6)

dir. a, z bileseni olmayan birim vektor olmak Uzere olay dalganin

U t) = explikax—wt| ; a=(a,0) , X=(xy)

= glkax g—iwt (7.7)

dizlemsel dalga oldugunu kabul edelim. O zaman u(x) toplam alani
u(x) = u'(x) + u®(x) (7.8)
bigimindedir. (r, 0) kuresel koordinatlarinda,

ui(r,O) — eikoz.x — eik(oz1.x+oc2y)

— eik(oc1 rcos6 + a,rsing) (79)

olay dalgadir. Eger a. = (1,0) ise

Ui(l’,e) — eikrcose (710)

ve u®(r, 6) nin sagilan dalga, her 6 igin diizglin olarak

Iimﬁ(au;(;() —~ ikuS(§)> =0 (7.11)

Sommerfeld yayllma kosulunu saglamalidir.

Simdi u®(r, 6) nin Sommerfeld yayllma kosulunu saglayip saglamadidina
bakalim.



Kutupsal koordinatlarda Es.7.4

Fu, 1ou 1
2

Pu 2
ar2 ror r 00 Tku=0
seklinde olur.

u(r,8) = R(r)e(0)

bigiminde Es.7.12 nin ¢6zUmU arandiginda kolayca

2 2
d R+1ﬁ+<k2—n—)R:0

drz  Tdr r?
2

d—(;) +n’0=0

de

93

(7.12)

(7.13)

(7.14)

oldugu gorilir. Burada n ayirma sabiti bir tamsayi olarak secilir. Oyle ki
u_(r, 0), 2r periyotludur. Es.7.13 ve Es.7.14 denklemlerinin genel ¢6zimu

R(r)=a_H ™"k +b H ?kn)

ve

©() = ¢ cosnb +d_sinnd
dir. Burada, a , b , ¢, d sabitlerdir ve
n n n n

H. " (kr) = J_ (k) +iY, (kr)

H @ kn =J_ (ko —iY, (k)

Hankel fonksiyonlaridir. Hankel fonksiyonlarinin tanimi r — o« iken

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)
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Hnm(kr):\/kTmei(kr—T-ZLO(l) (7.19)
Hnm(kr):\/kzme—i(kr-”;—Z)Jro(%) (7.20)

dir.

lim+/'r [aaan“)(kr) - ian(”(kr)]

r— oo

ity 2 2 T D B T
r—oo

= lim r1/2{ JE(_;)r_?’/Zei(kr_n;_Z) + ikr_“zei(kr_n;—Z)]
r—oo
_ik\/%rwgei(kr_%“_%)}
= JLTO[_E % 1ei(kr—nz_n_%>]
1 2 ei<kr_%_%>
=——. /= lim——=0 (7.21)

2V 1k i r

Es.7.11 yayllma kosulu blayuk r ve bazi F(0) fonksiyonlari igin,
US(X,t) = uS(x)e ™™
nin

F(8) oitkr—wp

US(%, 1) ~ =

(7.22)

¢ikan silindirik dalga oldugunu garanti eder. Burada F(6) sacgilan dalganin
uzak alan modeli (far-field pattern) olarak bilinir.

Simdi bir silindir ile akustik dalganin yayilmasini 6zetleyelim. Bir dizlemin
sacilma problemini ¢dzmek icin bir sonsuz silindir Uzerinde zaman harmonik
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dalga olayi, u(x) ile nitelendirecegimiz kompleks degerli u®(x) fonksiyonu bul-
maliyiz dyle ki,

Au(x)+k?u(x) =0, xeIR?\D (7.23)
u(r,0) =—e*s® (r 9) € 9D (7.24)
veya
N gy = — 9 gikreoso 4D (7.25)
ov ov

: au .\ _

limv'r (E — |ku> =0 (7.26)

denklemlerini saglasin.

Burada D C IR? silindirin kesitidir.

US\ A /u A bd
ui 5 (_Ui
US~—__ 0
. , aD
u| _ (_ul
@—__/ >y ) Of p a >y
U —>
.‘....",."' \ u s
X#”ﬁs/ \]

Sekil 7.1. Sonsuz silindirin D kesitinde olay ve sagilan dalga



96

Burada, sadece a yarigapl sound-soft dairesel silindirin durumu dikkate ali-
nacaktir, yani

D= {i’ | X|< a} dir ve bu problemi degigkenlerine ayirma metoduyla ¢oze-
cegiz.

u.(r,0) = R(re(®) = [aanm(kr) + ann(Z)(kr)](cncos ne +d sinnd)  (7.27)

Biz u_(r,6) nin Es.7.26 Sommerfeld yayilma kosulunu saglamasini istedigimiz

icin Hankel fonksiyonlarinin asimptotik davraniglarindan b_= 0 oldugunu biliy-
oruz. Ayrica Es.7.24 sinir kosulundan Es.7.23, Es.7.24, Es.7.26 nin bir
¢6zUmuU 6 nin bir ¢ift fonksiyonu olmalidir. Burada dn = 0 alabiliriz. Es.7.23,
Es.7.24, Es.7.25 in bir ¢ozumunu

u(r,0) = > o H " (kr)cosnd (7.28)
=0

n=

biciminde arariz. Burada o ler belirlenen sabitlerdir. Es.7.24 sinir kosulunu
saglatmaliyiz.

Biliyoruz ki exp[—ipcosy] nin seri acilimi

e—ipcosxp — i (_i)an(p)einxp

n=-—oo

=Jy(p)+2 21 (=", (p)cosnyp (7.29)

seklindedir. Es.7.29 dan

e = J (kr)+2 > i"J_(kr)cosn@ (7.30)
n=1

olur ve bu nedenle Es.7.24, Es.7.28 ve Es.7.30 dan



u(@ ) = > o H " (kacosno
n=0

= a,H, " (ka)cosn.0 + > o H " (ka)cosno

n=1

= o,H, " (ka) + > o H " (ka)cosnd = —e™acs
n=1

u(a,0) =—e"**’ =—J (ka)—2 )" i"J_(ka)cosn®

n=1

oldugundan H " (ka) + 0 kabuli ile

o Hy " (ka) =—J, (ka)
o H. " (ka) =-2i"J_(ka)

veya
Y J, (ka)
° H"ka)

- J, (ka) -
a =—4 ——, h=2
" H " (ka)
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(7.31)

(7.32)

(7.33)

(7.34)

bulunur. H (ka) = 0 olursa H ®(ka), H ("(ka) nin kompleks eslenigi oldugun-
dan H ®(ka) = 0 dir ve bu H ((kr) ve H ®(kr) nin Wronskiyenin sifir olma-
maslyla gelisir. Bu yiizden H (V(ka) # 0 dir ve Es.7.28 de Es.7.33 ve Es.7.34

U yerine koyarsak

u(r,8) = a,H,"kn+ Y. a H "V (kr)cosno
n=1

J, (ka)
- H, " (ka)

= J (ka)
Ho (kD) +2 3 i
n=1 Hn“)(ka)

H ™ krcosnb|, r>a (7.35)
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elde edilir.

Sekil 7.2. r 2 a bolgesi

Yuksek frekanslar igin (k nin blyuk degerleri igin) Es.7.35 denklemi ¢ok kulla-
nigh degildir. Cunkl bu durumda seriler gok yavas yakinsar.

Simdi Es.7.35 denkleminin Es.7.23, Es.7.24, Es.7.26 denklemlerinin ¢ézimu
oldugunu dogrulamaliyiz. Ama Es.7.35 in Sommerfeld yayilma kosulunu sag-
lamasinda bazi zorluklar vardir. n’ye gore dizgun olarak saglamaz.

Simdi Es.7.35 in istenilen ¢6zUm oldugunu dogrulamak igin bir yaklagim gos-
terecegiz. ilk once n. basamaktan birinci tlr Bessel fonksiyonu J _(kr) nin seri-
sel gosteriminden, n = 0 ve (0, «) un kompakt alt kimelerindeki r i¢in (6rne-

ginr€la,b]C(0,x) z€¢igin

o ( 1)k Zn+2k .
g '(n+k)'< ) Izl

) ( 1)k Zn+2k
J (@)= 2n| + ,(n+k),< ) (7.36)

k=1

(kr)”) 7.37)

J, (k)| = O(Z”n!
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olduguna dikkat edelim. Burada kestirim r ve n den bagimsizdir.

X,y € IR? olsun. y sabit olmak lizere x # y icin
u(®) = Hy"(1x - y1)

|imﬁ<a“—iu>=o

r— oo ar

Sommerfeld yayllma kosulunu saglayan, A,u + u = 0 Helmholtz denkleminin
bir cézimiddr. Burada r = | x| dir. Bessel ve Hankel fonksiyonlarinin serilerin-

de H0(1)(| X — y |) nin agilimlarini dikkate alalim. x in kutupsal koordinatlari (r, 6)

ve y nin kutupsal koordinatlari (p, ¢) olsun. O zaman

X =y |=/r? = 2rpcos(6 — ¢) + p

dir. r > p olsun ve ¢ = 6 — ¢ alalim. r ve p sabitleri i¢cin Fourier teoreminden

HO(1)(/r2—2rpcosw N p2> = ;ao+ i a_(r,p)cosmp
n=1

dir. Burada a,(rp)= %f H0(1)(| X — Y |)cos npdy seklindedir.
0

Ho P (k.y/r? = 2rpcosy + 0?) nin

HO”)(k\/r2 — 2rpcosy + p?)

= J, (kp)H, " (k) + 2 5> J,,(kp)H V (kr)cos myp (7.38)

n=1

seri gdsterimini gdzoniine alalim ve HO(”(k\/r2 — 2rpcosy + p?) nin seri agili-

mi
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HO(1>(k\/r2 — 2rpcosy + p2) = %O‘o + 21 a,(r,p)cosmy, (7.39)
n=
a (r,p) = %f H P (ky/r? = 2rp cos + p? ) cos mpdhy, (7.40)
0

Es.7.38, Es.7.39, Es.7.40 dan r > p igin

a, = 2J,(kp)H, " (kr)
a_(r,p)=2J_(kp)H " (kr)

= 2 [ H,"(ky/r> — 2rp cosy + p?)cos mpdy (7.41)
0

elde edilir. Analitiklikten, bu gosterim butliin p kompleksleri dyleki |p| < rigin
gecerlidir. Es.7.41 den

[ (kp)H P k| < [H P kn)J, (kn)

< %f ‘H(]m(k\/r2 — 2r(incosy + (in? ) cos mp‘dw

0
s%f\HO“’(kr«/—zicosmp)\dw (7.42)
0

elde edilir. Hom(kr./ —2icosw) in mutlak integrallenebilirligi n ve r den bagim-
siz pozitif bir M sabitinin varligini gosterir dyle ki, n = 0 ve (0, «) un kompakt
alt kimelerindeki r icin

H M &nJ_(kn|<M (7.43)

bulunur. Fakat J_(ikr) nin kuvvet serisi agilimi
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J, (ikn)| = mio mf(ﬂ ly"m)' <Ikr>”+2m

oldugundan

4, (|kr)\_ (|kr)

J,, (ikn| = .2) veya Jn:ikr)‘ < (Zkr')" e

elde edilir. n =2 0 ve (0, «) un kompakt alt kimelerindeki r igin ve Es.7.43 den

M
Hy ] < J,, (ikr)|
2"n!
=M ey (7.46)
veya
H k)| = o(fkr’)"> (7.47)

olur. J (z) ve Y (z) fonksiyonlarinin lineer birlesimi Hankel fonksiyonlari oldu-
gundan Hankel fonksiyonlari da ayni rekirans bagintilarini saglar.

(2)

-1

Z[z”Jv(z)] =z"J,

(2) : (7.48)

d

d

%[ZVYV (z)] =z'Y,_,
d

d

Z[ZvHv(p)(Z)] _ ZVHV_1(p)(Z), p= 1,2‘

Bu nedenle Es.7.37 ve Es.7.47 icin analog bagintilari J (kr) ve H_(kr) nin
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tiirevleri icin gegerlidir. IR?/ {(0, 0)} in kompakt alt kiimelerinde Es.7.35 serile-
rinin ve onun r ye ve 0 ya gore turevlerinin mutlak ve dizgun yakinsak oldugu
sonucunu ¢ikarabiliriz.

Simdi de Es.7.35 i integral formda gosterelim.

B(x,R)={y : |y —x|<R} CIR?
B(0,a)={y : ly|<a}, B(0,a)cB(x,R)
D = B(x,R)\ B(0, a)

B(x,e)={y : |[y—x|<e}cD

olsun. n,

y| = a igin birim dis normaldir. u nun Es.7.23 Helmholtz denklemini,
Es.7.24 sinir kosulunu ve Es.7.26 Sommerfeld yayilma kosulunu sagladigini
kabul edelim.

Sekil 7.3. x € D icin D \ B(x, ¢) bolgesi
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O zaman D\ B(x, ) tanim bélgesi icin ikinci Green esitligini uygulayalim.

[ uy)(92 + KOHGP (Kix = y) = Hy " (Klx = y (V2 + kDu(y)|dy

D\B(x,e)

9
u(y)——Hy " (klx = y)) = Hg" (kix — y)

)% sy

[U(y o) ‘”(klx—yl)—Ho‘”(k|x—y|)a:—ﬂd8<y>

o) 2 S )= 15 ) st

r

ly—=x|=R

R — « iken B(x,R) — IR? gittigini ve e—0
D\ B(x,e) — D = IR?\ B(0, a) gittigini hatirlayalim.

lim f
e—-0
ly—x|=¢

271

= lim [ (X—Fs@) (”(ks) (1“ks) (X4—8648d6
=05 de

au(y)

) gy Ho (KX =) = HG (k= y) = Z Plasty)

d

s HY =—H "),

2 z
Y, (@)= Elog? z—0

T

Yn(z)z—(n — 1)!(;>_n, z—0

21
Y1 (Z) %—EE, z— 20

ve

3 o (_1)5 En+23 B
J”(Z)_sgois!(n+s)!<2) , n=0,1,2,...

(7.49)

iken

(7.50)
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dir.

lime-2-H P (ke) = — limkeH, " (ke)
e~0 de e-0

- _ |ir‘r(1)[ksJ1 (ke) + ikeY, (ks)]

© 1) 2s+1
——limke 3 — 1 (ks) ’

-0 Shslis+ DI 2
2 1)\ 2i
- !lm)uks<—5-k—8> =< (7.51)

ve

lim eH, " (ke) = lim[J, (ke) + Y, (ke)]

& (—1)S<ks>25 2. ke
= limke > €) + limie S log
EI_}0 8520 (S!)2 2 SI_’OISﬂ: 0og 2

== Iim<—8—2) =0 (7.52)

Sonug olarak Es.7.50 denklemi

- O L D kly — ol Dl oy 24

Sl[rg)y_x_ W) gy Ho (KX =¥ = Ho T(kix =y = =5 = ds(y)

= gfznu(x)de :gu(x)Zn = 4ju(x) (7.53)
T T

u(y) ve H,"(kjx —y

), Sommerfeld yayilma kosulunu saglar. O zaman
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: 9 H TG (y)
lim f_ [U(y) any) o (KX =YD= Ho T (kix —y) =5 = ds(y)
ly—x|=R
X" =x + R0 X §\=1
2n d d
T 1) (1) U A
= lim [ (x + Re)dR (kR) — (kR)dRu(x ¥ Re)]Rde

0
21

. ~N = d o B ™ d 3
lim [/ﬁu(x+Re)JﬁdRHo (kR)—VRH, (kR)JﬁdRu(HRe)]de

R—»ooo

2n
lim [ {VRub)[+V/R.ik Hy kR)] - VR H, " kRl +ik/Ru(x)]}de

R—o

0
27

lim [ {+ikRu(x)H (kR) — ikRu(x")H, " (kR)}de

Raooo

. (7.54)

seklinde olur.

Es.7.49 da Es.7.53 ve Es.7.54 denklemlerini yazarsak

(y)

ux) = —=—Hy " (Kx —y]) = Hy " (k|x — |) ds(y) (7.55)

lyl=a

elde ederiz.

H, " (k|x — y|) nin Sommerfeld yayilma kosulunu sagladigindan Es.7.55 den

u(x) in de sagladigini sdyleyebiliriz. u(x) in Es.7.23 Helmholtz denkleminin bir
¢6zUmu oldugu Es.7.55 den, u(x) in Es.7.24 sinir kosulunu sagladigi Es.7.35
serilerinin duzgun yakinsadigindan ¢ikar. Es.7.35 in Es.7.23, Es.7.24 ve
Es.7.26 1n ¢6zUmU oldugunu gostemis olduk.
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