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S‹M GE LER VE KI SALT MA LAR

Bu ça l›fl ma da kul la n›l m›fl ba z› sim ge ler, aç›k la ma la r› ile bir lik te afla €› da su nul -

mufl tur.

Sim ge ler Aç›k la ma

∂D D bölgesinin s›n›r›

D bölgesinin kapan›fl›

IRn n boyutlu Euclid uzay›

C(D) D de tan›ml› reel veya kompleks de€erli

sürekli fonksiyonlar›n normlu uzay›

Ck(D) D de tan›ml› k-inci mertebeden k›smi

türevleri var ve sürekli olan reel veya 

kompleks de€erli fonksiyonlar›n normlu 

uzay›

Δ Laplace operatörü

∇ Gradient

L2(∂Ω) ∂Ω da karesi integrallenebilir fonksiyon-

lar›n normlu uzay›

ο, Ο Landau sembolü

D

x



1. G‹R‹fi

Bu çal›flmada IR2 deki tek katl› ve çift katl› potansiyellerin tan›mlar› verilerek,

tek katl› ve çift katl› potansiyellerin süreklilik özellikleri elde edilmifltir. Bu

süreklilik özelliklerinden yararlanarak Laplace Denklemi için Dirichlet ve

Neumann Problemleri Fredholm integral denklemleri olarak ifade edilmifltir. Bu

integral denklemlerin çözümünün varl›€› Fredholm Alternatifi ile gösterilmifltir.

Ayr›ca Helmholtz denklemi için tek katl› ve çift katl› potansiyeller tan›mlanm›fl-

t›r ve süreklilik özellikleri incelenmifltir. Direkt ve ters saç›lma problemleri

tan›mlanarak, homogen olmayan bir ortamda zaman harmonik dalga yay›lma-

s› probleminin çözümü elde edilmifltir. Son bölümde Akustik dalga saç›lma

probleminin çözümü elde edilmifltir. 
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde çal›flmam›zda kullanaca€›m›z baz› tan›m ve teoremleri verece€iz.

2.1. Bölge

2.1. Ta n›m

A ⊂ IRn bir aç›k küme olsun. A n›n herhangi iki noktas›, tamamen A n›n içinde

kalan bir k›r›k çizgi (e€ri) ile birlefltirilebiliyorsa A kümesine ba€lant›l›d›r denir. 

A ⊂ IRn aç›k ve ba€lant›l› bir küme ise A ya bir bölge denir [1].

2.2. Ck S›n›f›ndan Sürekli Fonksiyonlar

2.2. Ta n›m

f fonksiyonu A ⊂ IRn kümesinde tan›mlans›n. Kabul edelim ki f ve f nin k. mer-

tebeye kadar olan tüm k›smi türevleri, B ⊂ A kümesinde sürekli olsun. O

zaman f fonksiyonuna, B kümesinde Ck s›n›f›ndand›r denir.

B de Ck s›n›f›ndan olan fonksiyonlar ailesi Ck(B) ile gösterilir. B de sürekli olan

fonksiyonlar ailesi C(B) ile gösterilir.

2.3. Harmonik Fonksiyonlar

2.3. Ta n›m

D ⊂ IRn bir bölge olsun. Bir u ∈ C2(D) fonksiyonu, D de

Laplace denklemini sa€las›n. O zaman u ya, D de harmoniktir denir.

n ≥ 3 için Laplace denkleminin temel çözümü, x = (x
1
, …, x

n
) ve y = (y

1
, …, y

n
),

IRn de herhangi iki nokta olmak üzere, x ≠ y için

Δ
∂
∂

∂
∂ …

∂
∂u x

x
u

x
u

x
u 0
n1

2

2

2
2

2

2

2

/ + + + =] g
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olur.

Özel olarak n = 2 için Laplace denkleminin temel çözümü, x = (x
1
, x

2
) ve

y = (y
1
, y

2
), IR2 de herhangi iki nokta olmak üzere, x ≠ y için

olur.

2.1. Teorem (Kuvvetli Maksimum Prensibi)

D ⊂ IRn s›n›rl› bir bölge ve u ∈ C2(D) ∩ C( ), D de harmonik olsun ve bir sabi-

te eflit olmas›n. O zaman u(x), maksimum ve minimum de€erine D nin ∂D s›n›-

r›nda ulafl›r [1].

2.4. Green Özdefllikleri, Laplace Denklemleriyle Birlikte Tan›mlanan S›n›r

De€er Problemleri

2.2. Teorem

D ⊂ IR2 s›n›rl› bölgesi afla€›daki flartlar› sa€las›n.

a) D nin ∂D s›n›r›, sonlu say›da düzgün yüzeyden oluflsun.

b) Koordinat eksenlerine paralel do€rular ∂D yüzeyini ya sonlu say›da nokta-

da kessin ya da ∂D ile ortak noktalar› bir aral›k olufltursun.

∂D yüzeyi üzerinde, D nin d›fl›na yönlendirilmifl birim normal vektör 

n = (n
x
, n

y
) olsun.

Kabul edelim ki u,w ∈ C2(D) ∩ C1( ) olsunlar.D

D

, logu x y
x y

1
=

-
^ h

,
…

u x y
x y x y x y

1 1

n n

n n

1 1
2 2 2 2 2=

- + + -
=

-- -^

_ _
]

h

i i
g

9 C

3



Birinci Green Özdeflli€i olarak bilinen

ba€›nt›s› sa€lan›r. 

‹kinci Green Özdeflli€i olarak bilinen

ba€›nt›s› sa€lan›r (Burada dy, D nin alan elementi, ds(y) ∂D nin uzunluk

elementidir.).

2.4. Ta n›m

D ⊂ IRn s›n›rl› bir bölge olsun ve D nin ∂D s›n›r›, düzgün olsun. f ∈ C(∂D) veril-

mifl bir fonksiyon olsun.

Δu(x) = 0 , x ∈ D ise (2.1)

u(x) = f(x) , x ∈ ∂D ise (2.2)

denklemlerini sa€layan u ∈ C2(D) ∩ C( ) fonksiyonunun aranmas› problemi-

ne Dirichlet problemi denir. E€er D, bir s›n›rl› bölgenin d›fl› ise bu probleme d›fl

Dirichlet problemi denir [1].

D

∂
∂

∂
∂

u w w u dy u
n
w

w
n
u

ds
∂D D

2 2d d- = -^ ch m# #

∂
∂

u wdy u
n
w

ds y u w dy
∂D DD

2d d d= -^ ] ]h g g# ##
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fiekil 2.1. Dirichlet problemi

2.5. Ta n›m

D ⊂ IRn s›n›rl› bir bölge olsun ve ∂D s›n›r› düzgün olsun. ∂D s›n›r› üzerinde,

x ∈ ∂D noktas›nda ∂D nin birim d›fl normalini n = n(x) ile gösterelim. f ∈ C(∂D)

verilmifl bir fonksiyon olsun.

Δu(x) = 0,    x ∈ D ise (2.3)

= f(x),    x ∈ ∂D ise (2.4)

denklemlerini sa€layan u ∈ C2(D) ∩ C›( ) fonksiyonunun aranmas› problemi-

ne Neumann problemi denir. E€er D, bir s›n›rl› bölgenin d›fl› ise bu probleme

d›fl Neumann problemi denir [1].

fiekil 2.2. Neumann problemi

D

Δu(x) = 0,   x ∈ D

∂D x ν

∂ν
∂u

= f, x ∈ ∂D

D

∂

∂ ( )

n

u x

D

Δu(x) = 0,  x ∈ D

u = f,  x ∈ ∂D

∂D

5



2.3. Teorem

Efl.2.1 ve Efl.2.2 denklemleri ile tan›mlanan Dirichlet probleminin en çok bir

çözümü vard›r [1].

‹spat

Problemin herhangi iki çözümünün özdefl oldu€unu göstermeliyiz. Problemin

herhangi iki çözümü u
1

ve u
2

olsun. = u
1

– u
2

diyelim. O zaman , de

sürekli, D de harmonik ve ∂D s›n›r› üzerinde s›f›r olur; 

yani 

, x ∈ D ise

(x) = 0 , x ∈ ∂D ise

denklemlerini sa€lar. Maksimum prensibinden , maksimum minimum

de€erlerine ∂D s›n›r› üzerinde ulafl›r. Böylece x ∈ için olur ve bura-

dan x ∈ için elde edilir.

2.4. Teorem

D›fl Dirichlet probleminin çözümü tektir.

‹spat

Laplace denkleminin, x
1

= ρcosφ, x
2

= ρsinφ kutupsal koordinatlardaki biçiminin,  

Δ ,
∂

∂
∂
∂

∂

∂
u

u u u1 1
02 2

2

2 2

2

ρ φ
ρ ρ ρ φρ= + + =^ h

Δ
∂

∂

∂

∂
u x

x

u

x

u
02

2
2

2

1
2

2

== +] g

u u
1 2
/D

u 0/D

u

u

Δ ( )u x 0=

u

Duu
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oldu€unu biliyoruz. T dönüflümünü; ile 

olarak tan›mlayal›m. IR2 \ sonsuz bölgesinin T alt›ndaki görüntüsüne D› diye-

lim, yani,

T: IR2 \ → D›

olsun. ile tan›mlayal›m.

türevleri ile dönüflmüfl denklem,

(2.5)

olur. Dikkat edilirse Efl 2.5 den, v(r, θ) n›n D› \ {0} bölgesinde harmonik ve

x ∈ ∂D› için v(x) = f(x) oldu€u gösterilebilir. fiimdi, r = 0 ›n kald›r›labilir bir sin-

güler nokta oldu€unu ve v(x) in D› de harmonik oldu€unu gösterelim. Bunu

yapmak için D› nün içinde,

Ω
r
= {x : |x| < r} ⊂ D›

yuvar›n› tan›mlayal›m. O zaman v ∈ C2(dΩ
r
) olur. Fourier teoreminden,

: , ,T r
1

$ρ θφ^ bh l

,r
1

ρ φ θ= =

D

Δ ,
∂

∂
∂
∂

∂

∂
v r

r

v
r r

v

r

v1 1
02 2

2

2 2

2

θ
θ

= + + =^ h

∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

u
r

u

r

u

v

v

v

1

1

2

2

2

4 2

2

2

2

2

2

ρ ρ

ρ ρ

φ θ

=-

=

=

, ,u rv
1
ρ φ θ=c ^m h

D
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(2.6)

(2.7)

yazar›z. v(r, θ), Efl 2.5 i sa€lad›€›ndan, a
n
(r) ler

(2.8)

denklemini sa€lar. Efl 2.8 bir Euler denklemidir. Efl 2.8 in genel çözümü, a
0
, b

0
,

a
n
, b

n
sabitler olmak üzere,

(2.9)

olur. v(x), r = 0 da (orijinde) s›n›rl› oldu€undan, n = 0, ±1, ±2, … için b
n

= 0 olur.

Böylece

olur; yani v(r, θ), Ω
r
nin içinde harmonik olur ve r = 0 orijini, kald›r›labilir bir sin-

güler noktad›r. ‹ç Dirichlet probleminin çözümünün tekli€i sonucundan, d›fl

Dirichlet probleminin çözümünün tekli€i elde edilir.

2.5. Teorem

Efl.2.3 ve Efl.2.4 denklemleri ile tan›mlanan Neumann probleminin mevcut

olan herhangi iki çözümü, birbirinden sadece bir sabit kadar farkl›d›r [1].

,v r a r en
in

n

θ =
3

3
θ

=-

^ ]h g/

,v r a r en
n in

n

θ =
3

3
θ

=-

^ h /

,…

, 0

, 1,

log
a r

ise

a b r n ise

a r b r n 2
n

n
n

n
n

0 0

!!
=

+ =

+ =-
] g *

dr

d a r

r dr

da r

r

n
a r

1
0

n n

n2

2

2

2

+ - =
] ]

]
g g

g

,r ra v e d
2
1

n
in

π
θ θ=

π

π
θ

-

-] ^g h#
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‹spat

u
1

ve u
2

fonksiyonlar› Neumann probleminin herhangi iki çözümü olsun.

= u
1

– u
2

fonksiyonu 

, x ∈ D ise

= 0 , x ∈ ∂D ise

denklemlerini sa€lar. Birinci Green özdeflli€inden,

elde edilir. Böylece ∇ = 0 ve , D de sabittir.

2.6. Teorem

Efl.2.3 ve Efl.2.4 denklemleri ile tan›mlanan Neumann probleminin bir çözü-

münün mevcut olmas› için,

sa€lanmal›d›r [1].

‹spat

u fonksiyonu Neumann probleminin bir çözümü olsun. Divergens teoremi

uygulanarak,

u

0f x ds y
∂D

=] ^g h#

uu

∂
∂

.

∂
∂

u udy u
n
u

ds y u u dy

u udy u dy u
n
u

ds y

u dy 0

∂

∂

D D D

D D D

D

2

2 2

2

d d d

d d

d

= -

+ =

=

^ ^ ^

^

h h h

h

# # #

# # #

#

∂

∂ ( )

n

u x

Δ ( )u x 0=
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elde edilir.

2.5. Fredholm Alternatifi

2.7. Teorem (Fredholm Alternatifi)

‹kinci türden Fredholm integral denklemi, Φ(s), bilinmeyen bir fonksiyon ve l bir

reel say› olmak üzere,

(2.10)

biçimindedir. (Özel olarak l, ∂D s›n›r›n›n yay uzunlu€u ve x ∈ ∂D için

Φ(s) = Ψ(x(s)) dir; burada s, ∂D s›n›r› boyunca ölçülen yay uzunlu€udur).

K(s, t) çekirdek fonksiyonunun, 0 ≤ s ≤ l, 0 ≤ t ≤ l karesinde, s ve t ye göre

sürekli oldu€unu kabul edelim. Ayr›ca f ∈ L2([0, l]) oldu€unu kabul edelim. K

operatörünü,

(2.11)

olarak tan›mlayal›m. Böylece Efl.2.10 integral denklemi, I özdefllik operatörü

olmak üzere,

(I – K)Φ = f (2.12)

olur. Efl.2.12 operatör denklemin adjointi,

(I – K*)Ψ = g (2.13)

dir; burada g, karesi integrallenebilir bir fonksiyon, K* operatörü,

,K K s t t dt
l

0

Φ Φ= ^ ]h g#

, , ls K s t t dt f s s0
l

0

# #Φ Φ- =] ^ ] ]g h g g#

ud u.n
∂n
∂

f x.udy y ds y
u

ds y ds y0
∂ ∂ ∂D D D D D

2d d d d= = = = =^ ^ ] ^h h g h# # # # #
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(2.14)

olur.

Φ – KΦ = 0

ve 

Ψ – K*Ψ = 0

operatör denklemlerin her ikisi de, ya yaln›z Φ = Ψ = 0 özdefl s›f›r çözümüne

sahiptir ya da, her iki denklem de ayn› m ∈ N say›da lineer ba€›ms›z Φ
1
, Φ

2
,

…, Φ
m

ve Ψ
1
, Ψ

2
, …, Ψ

m
çözümlerine sahiptir. ‹lk durumda, yani Φ – KΦ = 0 ve

Ψ – Κ*Ψ = 0 denklemlerinin her ikisi de yaln›z Φ = Ψ = 0 çözümüne sahip ise,

Φ – ΚΦ = f

ve

Ψ – K*Ψ = g

denklemleri verilmifl her bir f ∈ L2 ve g ∈ L2 fonksiyonlar› için bir tek Φ ∈ L2 ve

Ψ ∈ L2 çözümüne sahiptir. ‹kinci durumda, yani, Φ – KΦ = 0 ve Ψ – Κ*Ψ = 0

denklemleri ayn› m ∈ N say›da lineer ba€›ms›z Φ
1
, Φ

2
, …, Φ

m
ve Ψ

1
, Ψ

2
, …,

Ψ
m

çözümlerine sahip ise Φ – KΦ = f denkleminin bir çözümü olmas› için gerek

ve yeter koflul, (f, Ψ
n
) = 0, (n = 1, 2, …, m) olmas›d›r yani, f nin Ψ

1
, Ψ

2
, …, Ψ

m

ye ortogonal olmas›d›r. Ayn› flekilde Ψ – Κ*Ψ = g denkleminin de bir çözümü-

nün olmas› için gerek ve yeter koflul, (g, Φ
n
) = 0 (n = 1, 2, …, m) olmas›d›r [1].

2.6. Zay›f Singüler Çekirdekli ‹ntegral Operatörler

2.6. Tan›m

Ω, m-boyutlu Euclid uzay›nda s›n›rl›, ölçülebilir bir küme olsun. x ve y, Ω da

* ,K K t s t dt
l

0

Ψ Ψ= ^ ]h g#
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herhangi iki nokta ve olsun. A(x, y), Ω × Ω da s›n›rl› ölçülebilir bir

fonksiyon olsun:

fleklinde tan›mlanan K(x, y) fonksiyonuna zay›f singüler çekirdek denir.

ile tan›mlanan K operatörüne zay›f singüler çekirdekli integral operatör denir

[2].

2.7. Schwarz Eflitsizli€i

2.7. Tan›m

Karesi, [a, b] kapal› aral›€›nda integrallenebilir kompleks de€erli fonksiyonlar

uzay›na L2([a, b]) diyelim. f, g ∈ L2([a, b]) olsun.

eflitsizli€ine Schwarz eflitsizli€i denir.

2.8. ‹ntegraller ‹çin Ortalama De€er Teoremi

2.8. Teorem

E€er G = [a, b] → IR sürekli bir fonksiyon ve ψ : [a, b] → [0, ∞] integrallenebi-

lir bir fonksiyon ise o halde [a, b] aral›€›nda bir x say›s› vard›r öyle ki

,
,

Ku K u y dyx x y
r

A x y
u y dy

D

= = α
Ω

] ] ^ ^
^

^g g h h
h

h# #

, ,

,
,

, ,

A x c c sabit

K x
r

A x
m sabit

y

y
y

0 <

#

# α α

=

= =α

^

^
^

h

h
h

r x y= -

·f t f t dt t dtg t dt g

//

a

b

a

b

a

b
2

1 2

2

1 2

#] ] ]f ]fg g g p g p# # #
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dir. Özel olarak [a, b] de tüm t ler için ψ(t) = 1 ise [a, b] de bir x vard›r öyle ki

d›r.

2.9. Bessel Denklemi ve Çözüm Fonksiyonlar›

2.9. Tan›m

fleklindeki denkleme p. mertebeden Bessel denklemi denir. Burada p negatif

olmayan gerçel bir parametredir.

Bu denklemin çözüm fonksiyonlar›

fleklindeki p. mertebeden 1. tür Bessel fonksiyonu,

oldu€unda

∀k ∈ IN için Γ(k + 1) = k!

, , ,…n np 0 1 2= =^ h

J z
k p k

x
1 1

1
2

k

k
p

p k

0

2

Γ Γ
=

+ + +

-3

=

+

]
] ^

]
cg

g h

g
m/

x xy x py y 0›› ›2 2 2+ + - =_ i

G t t dt G x t dt
a

b

a

b

ψ ψ=] ] ] ]g g g g# #

G t dt xG b a
a

b

= -] ] ]g g g#
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Euler sabiti

fleklindeki n. mertebeden 2. tür Bessel fonksiyonudur.

fleklindeki birinci tür ve ikinci tür Hankel fonksiyonlar› 3. tür Bessel fonksiyo-

nudur.

!

!
!

! !

/

!

log

J x
k n k

x

x J x
x

k
n k x

k n k

x
k k n

Y

1
2

2
2

1 1
2

1 1 2
1 1

n
k

n k

n n
k

n k n

k n k

k

k

0

2

0

1 2

2

0

π π

π ψ ψ

=
+

= -
- -

-
+

-
+ + + +

-

3

3

=

+

=

- -

+

=

]
]

]
c

] ]
]

c

]

] ]
] ]

g
g

g
m

g g
g

m

g

g g
g g6 @

/

/

/

H x J iY

H J iY

x x

x x x

n n n

n n n

1

2

= +

= -

] ] ]

] ] ]

]

]

g g g

g g g

g

g

… , ,m m1 1
2
1 1

1ψ γ ψ γ γ+ =- + + + + =-] ]g g
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3. POTANS‹YEL TEOR‹

Bu bölümde, IR2 de çift katl› ve tek katl› potansiyel kavramlar›n› verece€iz. Bu

potansiyellerin süreklilik özelliklerinden faydalanarak, IR2 de Laplace denkle-

mi için verilen Dirichlet ve Neumann problemlerini Fredholm integral denklem-

lerine indirgeyece€iz. Bunu yaparken Dirichlet probleminin çözümünü çift katl›

potansiyel, Neumann probleminin çözümünü ise tek katl› potansiyel biçiminde

arayaca€›z.

Çal›flmalar›m›zda, Gauss formülüne ihtiyac›m›z oldu€undan, IR2 de Gauss

formülünü verelim.

3.1. Teorem (Gauss Formülü)

D ⊂ IR2 s›n›rl›, basit ba€›nt›l› bir bölge olsun. D nin s›n›r› ∂D, C2 s›n›f›ndan yani

∂D sürekli e€rili€e sahip olsun.

ν, ∂D s›n›r›n›n birim d›fl normali, ds(y) uzunluk elementi olmak üzere,

Gauss formülü;

(3.1)

sa€lan›r.

‹spat

1) x ∈ D olsun. ε > 0 yeteri kadar küçük olsun ve Ω  
ε
= {y : |y – x| ≤ ε} yuvar› D

nin içinde yats›n. D \ Ωε bölgesinde ikinci Green özdeflli€ini yazal›m. dy alan

elementi olmak üzere,

∂
∂

,

– , ∂

, \

–

log
y x y

ds y

x D ise

x D ise

x IR D ise

1

0

2

∂D
2

!

!

!

ν

π

π
-

=
^

^
h

h

Z

[

\

]
]

]
]

#
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fiekil 3.1. x ∈ D için D \ Ω
ε

bölgesi

yazar›z. ∂Ωε üzerinde, olur.

Böylece ε → 0 s›f›ra gitti€inde,

(3.2)

elde edilir.

2) x ∈ ∂D olsun. ve			 ∂ 								 { : }D D y y x+ +σ εΩ= = - =
ε

∂
∂

log
y x y

ds y
1

2
∂D

ν
π

-
=-

^
^

h
h#

∂
∂

–
d
d

ν ε
=

1.

1·
∂

∂
·
∂

∂
1

1·
∂

∂
·
∂

∂
1

∂
∂

∂
∂

∂
∂

.

∂
∂

– · ·

log log

log log

log log

log log

log log

log

x y x y
dy

y x y x y y
ds y

y x y x y y
ds y

y x y
ds y

y x y
ds y

y x y
ds y

d
d

d

y x y
ds y

1 1
1

1 1

1 1

1 1

0
1 1

0
1

2

\

∂

∂

∂ ∂

∂

∂

D

D

D

D

D

2 2

0

2

2

d d

ν ν

ν ν

ν ν

ν ε ε ε θ

ν
ε

ε π
ε

-
-

-

=
-

-
-

+
-

-
-

=
-

+
-

=
-

-

=
-

-

π

Ω

Ω

Ω

ε

ε

ε

]

^ ^
^

^ ^
^

^
^

^
^

^
^ c

^
^ d

g

h h
h

h h
h

h
h

h
h

h
h m

h
h n

=

=

=

G

G

G

#

#

#

# #

# #

#

D \ Ωε

∂D

x

ε

ν

ν
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olsun.

fiekil 3.2. x ∈ ∂D için D \ Ω
ε

bölgesi

D \ Ω
ε

bölgesinde ikinci Green özdeflli€ini yazal›m.

ε → 0 s›f›ra gitti€inde,

(3.3)

elde edilir.

∂
∂

log
y x y

ds y
1

∂D
ν

π
-

=-
^

^
h

h#

.

∂
∂

·
∂

∂

·
∂

∂
·
∂

∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

..

log log

log log

log log

log log

log log

log

x y x y
dy

y x y x y y
ds y

y x y x y y
ds y

y x y
ds y

y x y
ds y

y x y
ds y

d
d

d

y x y
ds y

1
1 1

1

1
1 1

1

1
1 1

1

1 1

0
1 1

0
1

\

∂

∂

∂

∂

D

D

D

D

D

2 2

0

2

1

1

1

1

d d

ν ν

ν ν

ν ν

ν ε ε ε θ

ν ε

ε
ε π

-
-

-

=
-

-
-

+
-

-
-

=
-

+
-

=
-

-

=
-

- -

σ

σ

π

Ωε

]

^ ^
^

^ ^
^

^
^

^
^

^
^ c

^
^ d

g

h h
h

h h
h

h
h

h
h

h
h m

h
h n

=

=

=

G

G

G

#

#

#

# #

# #

#

D \ Ωε ∂D1

x

ε σ

ν

ν

∂ ∂ \ ∂ { : ≤ }D D D y y x
1

+ ε= -_ i
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3) x ∈ IR2 \ ise fonksiyonu D bölgesinde singüler de€ildir. D de

ikinci Green özdeflli€ini yazarsak,

(3.4)

elde edilir.

3.1. Tan›m

Ψ(y), y ∈ ∂D için tan›mlanm›fl sürekli bir fonksiyon olsun. ∂D nin birim d›fl nor-

mali ν olsun.

(3.5)

ye, Ψ(y) yo€unluklu iki katl› (double layer) potansiyel denir.

‹ki katl› potansiyel, x ∈ IR2 \ ∂D için Laplace denkleminin bir çözümüdür.

Çözüm oldu€u kolayca gösterilebilir.

x = (x
1
, x

2
) ∈ IR2 \ ∂D için,

sa€lan›r.

Δ
∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂
log

W x
x x

W x

y
y x x x y

ds y
2
1 1

0
∂D

2
1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

π ν
Ψ

= +

= +
-

=

] f ]

^
^

f ^

g p g

h
h

p h#

∂
∂

, \ ∂logW x y
y x y

ds y x IR D
2
1 1

∂D

2!
π ν

Ψ=
-

] ^
^

^g h
h

h#

∂
∂

0log
y x y

ds y
1

∂D
ν -

=
^

^
h

h#

1.

1·
∂

∂
·
∂

∂
1

log log

log log

x y x y
dy

y x y x y y
ds y

1 1
1

1 1

∂

D

D

2 2d d

ν ν

-
-

-

=
-

-
-

]

^ ^
^

g

h h
h

=

=

G

G

#

#

log
x y

1
-

D
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Çift katl› potansiyelin süreklilik özelli€inden faydalanarak iç Dirichlet ve d›fl

Dirichlet problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.2. Teorem

D ⊂ IR2 bölgesi s›n›rl›, basit ba€lant›l› ve ∂D s›n›r› C2 s›n›f›ndan olsun. 

u ∈ C2(D) ∩ C( ) ve f ∈ C(∂D) olmak üzere,

(3.6)

‹ç Dirichlet probleminin çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak üzere,

iki katl› potansiyel biçiminde arayal›m.

O zaman iç Dirichlet probleminin çözümü,

integral denkleminin çözümüne indirgenir.

‹spat

x ∈ IR2 \ ∂D noktas›n›n, x
0

∈ ∂D noktas›na yaklaflmas› halinde iki katl› potan-

siyelin süreklilik özelli€inden baz› sonuçlar ç›karal›m. v ∈ C2( ) olsun. Birinci

Green özdeflli€ini ve Efl.3.1 Gauss formülünü kullanal›m.

(3.7)·
∂
∂

v u v u dy v
u

ds y
∂D D

2d d d
ν

+ =^ ^h h# #

D

∂
∂

2 , ∂logx y
y x y

ds y f x x D
1 1

∂D

!π ν
Ψ Ψ-

-
=-] ^

^
^ ]g h

h
h g#

∂
∂

, \ ∂logW x y
y x y

ds y x IR D
2
1 1

∂D

2!
π ν

Ψ=
-

] ^
^

^g h
h

h#

Δ ,

, ∂

u x x D ise

u x f x x D ise

0
2

!

!

=

=

]

] ]

g

g g
4

D

19



Birinci Green özdeflli€ini v ∈ C2( ) ve fonksiyonlar› için

yazal›m. 

Ω  
ε

= {y : |y – x| ≤ ε} ⊂ D olsun. O zaman Efl.3.7 yi D \ Ω  
ε

bölgesine yazarsak,

(3.8)

olur.

1) x ∈ D olsun. O zaman integraller için ortalama de€er teoremini kullanarak,

(3.9)

elde edilir. 

fiekil 3.3. x ∈ D için D \ Ω
ε

bölgesi

D \ Ωε

∂D

x ε

Ωε

ν
ν

v x2π= ] g

∂
∂

.

2 *, * 0 * 2,

lim log

lim log

lim cos sin

v y
y x y

ds y

y
d
d

d

v x x

1

1

∂
0

0
0

2

0 1 2
##

ν

ν
ε ε ε θ

π ε θ ε θ θ π

-

= -

= + +

"

"

"

ε

ε

π

ε

Ωε

^
^

^

^ c

_

h
h

h

h m

i

#

#

∂
∂

∂
∂

log logv y
y x y

ds y v y
y x y

ds y
1 1

∂ ∂D
ν ν

=
-

+
-Ωε

^
^

^ ^
^

^h
h

h h
h

h# #

.log logv y
x y

v y
x y

dy
1 1

\
y y

D

2d d d
-

+
-Ωε

^ ^h h= G#

logu
x y

1
=

-
D
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2) x ∈ ∂D olsun. O zaman,

(3.10)

elde edilir. 

fiekil 3.4. x ∈ ∂D için D \ Ω
ε

bölgesi

3) x ∈ IR2 \ olsun. O zaman fonksiyonu, y ∈ D için tan›ml›d›r.

Dolay›s›yla,

(3.11)

olur.

Böylece Efl.3.8   ε → 0 için,

veya

·

∂
∂

log log

log

v y
x y

v y
x y

dy

v y
y x y

ds y pv x

1 1

1

∂

y y
D

D

2d d d

ν

-
+

-

=
-

-

^ ^

^
^

^ ]

h h

h
h

h g

= G#

#

∂
∂

logv y
y x y

ds y
1

∂D
ν

=
-

^
^

^h
h

h#

·log logv y
x y

v y
x y

dy
1 1

y y
D

2d d d
-

+
-

^ ^h h= G#

log
x y

1
-

D

D \ Ωε

∂D
x

ε

ν

ν

∂
∂

lim logv y
y x y

ds y v x
1

∂
0 ν

π
-

=
"ε

Ωε

^
^

^ ]h
h

h g#
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(3.12)

olur, bu formülde p say›,

(3.13)

d›r.

Benzer olarak ikinci Green özdeflli€inden,

(3.14)

elde edilir. Efl.3.9, Efl.3.10 ve Efl.3.11 den,

(3.15)

oldu€unu biliyoruz.

∂
∂

≤
∂
∂

lim log

lim log

x y
v

y ds y

x y
v

y ds y

1

1

∂

∂

0

0

ν

ν

-

-

"

"

ε

ε

Ω

Ω

ε

ε

^ ^

^ ^

h h

h h

#

#

∂
∂

,

, ∂

, \

lim logv y
y x y

ds y

v x x D ise

v x x D ise

x IR D ise

1

2

0
∂

0

2

!

!

!

ν

π

π
-

=
"ε

Ωε

^
^

^

]

]h
h

h

g

g

Z

[

\

]
]

]
]

#

∂
∂

∂
∂

log logv y
y x y x y

v
y ds y

1 1

∂
ν ν

+
-

-
-Ωε

^
^

^ ^h
h

h h= G#

∂
∂

∂
∂

log log

log log

v y
x y x y

v y dy

v y
y x y x y

v
y ds y

1 1

1 1

\

∂

y
D

D

2 2d d

ν ν

-
-

-

=
-

-
-

Ωε

^ ^

^
^

^ ^

h h

h
h

h h

=

=

G

G

#

#

– ,

– , ∂

, \

p

x D ise

x D ise

x IR D ise

2

0 2

!

!

!

π

π=

Z

[

\

]
]

]
]

·
∂

∂
log logv y

x y
dy pv x v y

y x y
ds y

1 1

∂
y

D D

d d
ν-

+ =
-

^ ] ^
^

^h g h
h

h# #
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(3.16)

olur. Burada

fleklindedir.

Böylece ε → 0 s›f›ra gitti€inde Efl.3.14,

veya

(3.17)

olur.

fiimdi Efl.3.5 ile tan›mlanan iki katl› potansiyeli gözönüne alal›m ve kabul ede-

lim ki, Ψ ∈ C2(∂D) olsun. O zaman Ψ fonksiyonu da, C2 s›n›f›ndand›r.

D+ = D  ,   D
–

= IR2 \ ve    x
0

∈ ∂D olsun.

tan›mlayal›m.
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fiekil 3.5. D+ ve D
–

bölgeleri

Efl.3.12 de v(x) = Ψ(x) koyal›m ve iki katl› potansiyelin tan›m›n› kullanal›m.

(3.18)

olur.

Efl.3.18 de, D üzerindeki integral süreklidir. fiimdi Efl.3.18 de x ∈ D+ olmak

üzere x → x
0

∈ ∂D ye limit hesaplarsak,

(3.19)

elde edilir. x
0

∈ ∂D için Efl.3.18,

(3.20)

olur. Efl.3.20 den Efl.3.19 u ç›kar›rsak,

veya
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(3.21)

elde edilir. fiimdi Efl.3.18 de, x ∈ D
–

olmak üzere x → x
0

∈ ∂D ye limit hesap-

layal›m.

(3.22)

elde edilir. Efl.3.20 den Efl.3.22 yi ç›kar›rsak,

veya

(3.23)

elde edilir. Böylece Efl.3.21 ve Efl.3.23 ü,

(3.24)

yazar›z. Efl.3.24 denklemlerinden,

W+(x
0
) – W

–
(x

0
) = –Ψ(x

0
) (3.25)

s›çrama ba€›nt›s› elde edilir.

fiimdi tekrar Efl.3.17 ye dönelim. Efl.3.17 de v ∈ C2( ) seçelim öyle ki x ∈ ∂D

için,
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(3.26)

olsun. Böylece Efl.3.26 koflullar› alt›nda Efl.3.17, 

veya iki katl› potansiyelin tan›m› ile,

(3.27)

olur. fiimdi Efl.3.27 nin iki yan›n›n, x ∈ D+ olmak üzere x → x
0

∈ ∂D için

türevini hesaplayal›m,

(3.28)

olur. Yine Efl.3.27 nin iki yan›n›n, x ∈ D
–

olmak üzere, x → x
0

∈ ∂D için

türevini hesaplarsak,

(3.29)

elde edilir. Efl.3.28 ve Efl.3.29 dan iki katl› potansiyelin türevleri için,

(3.30)

ayn› süreksizlik özelli€i ortaya ç›kar, burada,
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anlam›ndad›r. Böylece iki katl› potansiyelin, ∂D nin normali do€rultusundaki

türevi, x de€iflkeni s›n›rdan x
0

∈ ∂D noktas›ndaki normali boyunca geçerken,

sürekli olarak de€iflir.

fiimdi, u ∈ C2 (D) ∩ C( ) ve f ∈ C(∂D) olmak üzere,

(3.6)

‹ç Dirichlet problemini gözönüne alal›m. Efl.3.6 probleminin çözümünü, iki katl›

potansiyel biçiminde arayal›m. ‹ki katl› potansiyel x ∈ IR2 \ ∂D için Laplace

denkleminin bir çözümüdür.

iki katl› potansiyelin x ∈ D ve x → x
0

∈ ∂D limiti,

(3.31)

fleklindedir. Efl.3.31 i Efl.3.24 ün ilk denkleminde yerine yazal›m.

veya Ψ(x) bilinmeyen yo€unluklu,

Δ ,

, ∂

u x x D ise

u x f x x D ise

0
2

!

!

=

=

]

] ]

g

g g
4

W x W x

x W x x

x

f

2
1

2
1

0 0

0 0 0

0
Ψ

Ψ

=-

- =-

-+
_ _ _

_ _ _

i i i

i i i

∂
∂

logW x y
y x y

ds y f x
2
1 1

∂D
0

0
0π ν

Ψ=
-

=+
_ ^

^
^ _i h

h
h i#

∂
∂

, \ ∂logW x y
y x y

ds y x IR D
2
1 1

∂D

2!
π ν

Ψ=
-

] ^
^

^g h
h

h#

D

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

lim lim
W

x
W

x ve
W

x
W

x
x x

x D

x x

x D

0 00 0ν ν ν ν
= =

" "

! !

+ -

+ -

_ ] _ ]i g i g

27



(3.32)

integral denklemi elde edilir. Böylece Efl.3.6 iç Dirichlet probleminin çözümü

Efl.3.32 integral denkleminin çözümüne indirgendi.

3.3. Teorem

D ⊂ IR2 bölgesi s›n›rl›, basit ba€lant›l› ve ∂D s›n›r› C2 s›n›f›ndan olsun. 

u ∈ C2(IR2 \ ) ∩ C(IR2 \ D) ve f ∈ C(∂D) olmak üzere,

(3.33)

d›fl Dirichlet probleminin çözümünü Ψ(y) ∈ C(∂D) olmak üzere

iki katl› potansiyel biçiminde arayal›m.

O zaman d›fl Dirichlet probleminin çözümü,

integral denkleminin çözümüne indirgenir.

‹spat

D›fl Dirichlet probleminin çözümünü,

∂
∂

, ∂logx y
y x y

ds y f x x D
1 1

2
∂D

!π ν
Ψ Ψ+

-
=] ^

^
^ ]g h

h
h g#

∂
∂

, \ ∂logW x y
y x y

ds y x IR D
2
1 1

∂D

2!
π ν

Ψ=
-

] ^
^

^g h
h

h#

Δ , \

, ∂

u x x IR D ise

u x f x x D ise

0
2

2!

!

=

=

]

] ]

g

g g
4

D

∂
∂

, ∂logx y
y x y

ds y f x x D
1 1

2
∂D

0
0

0 0
!π ν

Ψ Ψ-
-

=-_ ^
^

^ _i h
h

h i#

∂
∂

logf x y
y x y

ds y x
2
1 1

2
1

∂D
0

0
0π ν

Ψ Ψ-
-

=-_ ^
^

^ _i h
h

h i#

28



iki katl› potansiyel biçiminde arayal›m. x ∈ IR2 \ olmak üzere x → x
0

∈ ∂D

için iki katl› potansiyelin limiti,

(3.34)

olmal›d›r. Efl.3.34 ü Efl.3.24 ün ikinci denkleminde yerine yazarsak,

veya Ψ(x) bilinmeyen yo€unluklu,

(3.35)

integral denklemi elde edilir. 

Böylece Efl.3.33 D›fl Dirichlet probleminin çözümü Efl.3.35 integral denklemi-

nin çözümüne indirgendi.

3.2. Tan›m

Ψ(y), y ∈ ∂D için tan›mlanm›fl sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

(3.36)
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ye, Ψ(y) yo€unluklu tek katl› (single layer) potansiyel denir.

Tek katl› potansiyel, x ∈ IR2 \ ∂D için Laplace denkleminin bir çözümüdür.

Çözüm oldu€u kolayca gösterilebilir.

x = (x
1
, x

2
) ∈ IR2 \ ∂D için

sa€lan›r.

Tek katl› potansiyelin süreklilik özelli€inden faydalanarak ‹ç Neumann ve d›fl

Neumann problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.4. Teorem

D ⊂ IR2 bölgesi s›n›rl›, basit ba€lant›l› ve ∂D s›n›r› C2 s›n›f›ndan olsun. 

u ∈ C2(D) ∩ C›( ), g ∈ C(∂D) ve ν, ∂D s›n›r›n›n birim d›fl normali olmak üzere,

(3.37)

‹ç Neumann probleminin çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak üzere,

tek katl› potansiyel biçiminde arayal›m.

O zaman iç Neumann probleminin çözümü,
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integral denklemin çözümüne indirgenir.

‹spat

Efl.3.17 de, yani;

(3.17)

formülünde v(x) fonksiyonunu v ∈ C2( ) ve 

(3.38)

seçelim,

Efl.3.38 koflullar›, Efl.3.17 de yaz›l›rsa,

(3.39)

denklemi elde edilir. Efl.3.39 u tek katl› potansiyel ile ifade edersek,

(3.40)

olur.

fiimdi, tek katl› potansiyelin, x ∈ IR2 için sürekli oldu€unu gösterelim. Efl.3.40

›n x ∈ D+ → x
0

∈ ∂D ye limitini hesaplarsak,
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(3.41)

olur. Efl.3.40 ›n x ∈ D
–

→ x
0

∈ ∂D ye limitini hesaplarsak,

(3.42)

olur. Efl.3.41 ve Efl.3.42 den, x
0

∈ ∂D için,

(3.43)

elde edilir. Efl.3.40 ›, x
0

∈ ∂D için yazarsak,

(3.44)

olur. Efl.3.43 ve Efl.3.44 den, V(x) tek katl› potansiyel, x ∈ IR2 için süreklidir.

Efl.3.40 ›n x ∈ D+ → x
0

∈ ∂D ye ν do€rultusundaki türevi

veya

(3.45)

olur. Efl.3.40 ›n x ∈ D
–

→ x
0

∈ ∂D ye ν do€rultusundaki türevi

(3.46)·
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olur. x
0

∈ ∂D için Efl.3.40 ›n ν do€rultusundaki türevi

veya

(3.47)

olur. Efl.3.45 den Efl.3.47 ç›kar›l›rsa,

(3.48)

elde edilir. Efl.3.46 dan Efl.3.47 ç›kar›l›rsa,

(3.49)

olur. Efl.3.48 ve Efl.3.49 dan,

(3.50)

tek katl› potansiyellerin, ν do€rultusundaki türevleri için s›çrama (jump) ba€›n-

t›s› elde edilir.

fiimdi u ∈ C2(D) ∩ C1( )  ve  g ∈ C(∂D) olmak üzere,

(3.37)
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iç Neumann problemini gözönüne alal›m. Efl.3.37 probleminin çözümünü tek

katl› potansiyel biçiminde arayal›m. Tek katl› potansiyel x ∈ IR2 \ ∂D için

Laplace denkleminin bir çözümüdür.

tek katl› potansiyelin x ∈ D+ → x
0

∈ ∂D ye türevi

(3.51)

fleklinde olur. Efl.3.51 i Efl.3.48 de yazarsak,

veya x
0

∈ ∂D için

(3.52)

integral denklemi elde edilir. Böylece Efl.3.37 iç Neumann probleminin çözü-

mü Efl.3.52 integral denkleminin çözümüne indirgendi.

3.5. Teorem

D ⊂ IR2 bölgesi s›n›rl›, basit ba€lant›l› ve ∂D s›n›r› C2 s›n›f›ndan olsun. 

u ∈ C2(IR2 \ ) ∩ C1(IR2 \ D) ve g ∈ C(∂D) ve ν, ∂D s›n›r›n›n birim d›fl norma-

li olmak üzere,
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(3.53)

D›fl Neumann probleminin çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak üzere,

tek katl› potansiyel biçiminde arayal›m.

O zaman D›fl Neumann probleminin çözümü,

integral denkleminin çözümüne indirgenir.

‹spat

Efl.3.53 D›fl Neumann probleminin çözümünü, tek katl› potansiyel biçiminde

arayal›m. x ∈ D
–

→ x
0

∈ ∂D ye tek katl› potansiyelin türevini hesaplayal›m.

(3.54)

olur. Efl.3.54 ü Efl.3.49 da yazarsak,
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(3.55)

integral denklemi elde edilir. Böylece Efl.3.53 d›fl Neumann probleminin çözü-

mü Efl.3.55 integral denklemin çözümüne indirgendi.
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4. D‹R‹CHLET VE NEUMANN PROBLEMLER‹NE UYGULAMALAR

4.1. ‹ç Dirichlet Problemi

(4.1)

(4.2)

‹ç Dirichlet probleminin u ∈ C2(D) ∩ C( ) çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak üzere,

(4.3)

iki katl› potansiyel biçiminde arayal›m. x, ∂D s›n›r›na gitti€inde iki katl› potan-

siyeller için olan s›çrama ba€›nt›lar› kullan›larak 

(4.4)

integral denklemi elde edilir. fiimdi Efl.4.4 integral denkleminin bir tek çözümü-

nün varl›€›n› göstermek için, Fredholm alternatifinden,

(4.5)

homojen denklemin çözümünün sadece oldu€unu göstermeliyiz.

Kabul edelim ki Ψ(x), Efl.4.5 i sa€las›n ve u(x) i, Efl.4.3 ile tan›mlayal›m. O zaman

u(x), D de harmonik ve x ∈ ∂D için u(x) = 0 olur. ‹ç Dirichlet probleminin çözü-

münün tekli€inden, x ∈ D için u(x) 0 olur. Bu sonuç, x ∈ ∂D için ∂u(x) / ∂ν = 0

olmas›n› gerektirir. fiimdi, u(x), Efl.4.3 iki katl› potansiyel olarak, x ∈ IR2 \

için verilmifl olsun. O zaman u(x), IR2 \ de harmonik olur ve iki katl› potan-

siyelin normal do€rultusundaki türevinin süreklilik özelli€inden, x ∈ ∂D için

∂u(x) / ∂ν = 0 olur. (x i IR2 \ dan ∂D ye yaklaflt›r›yoruz.) Ayr›ca x sonsuza git-

ti€inde, Efl.4.3 iki katl› potansiyeli,

D
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(4.6)

oldu€undan → ∞ için 

,  r → ∞

,  r → ∞

ye gider. Böylece Green formülünden,

Ω
R

= {x : ≤ R}  ve   D ⊂ Ω
R

olmak üzere,

ve

(4.7)

olur. R → ∞ gitti€inde x ∈ IR2 \ D için u(x) in bir sabite eflit oldu€unu görürüz.

Fakat → ∞ sonsuza gitti€inde u(x) → 0 s›f›ra gitti€ini biliyoruz. Böylecex
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Efl.4.3 iki katl› potansiyel ile tan›mlanan u(x), D de ve IR2 \ da u(x) = 0 olur

ve iki katl› potansiyelin,

u+(x) – u
–
(x) = –Ψ(x)   ,   x ∈ ∂D

süreksizlik özelli€inden, x ∈ ∂D için Ψ(x) = 0 elde edilir.

4.2. D›fl Dirichlet Problemi

(4.8)

(4.9)

sonsuzda s›n›rl› (4.10)

d›fl Dirichlet probleminin bir u ∈ C2(IR2 \ ) ∩ C(IR2 \ D) çözümünü arayal›m.

D›fl Dirichlet probleminin çözümünün varl›€›n› gösterelim. Bunun için, Efl.4.8 -

Efl.4.10 probleminin bir çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak üzere,

(4.11)

iki katl› potansiyel biçiminde arayal›m. ‹ki katl› potansiyelin s›çrama süreksizli-

€i ba€›nt›s›ndan Ψ(x), 

(4.12)

Fredholm integral denklemini sa€lamal›d›r. Fakat, x ∈ ∂D için Gauss formülü, 

(4.13)

oldu€undan, Efl.4.13 ü sabit ile çarparsak, sabit fonksiyonux /Ψ] gx /Ψ] g
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(4.14)

homojen integral denkleminin bir çözümü olur. Böylece Fredholm alternatifin-

den,

veya

(4.15)

homojen adjoint integral denklemin, özdefl s›f›r olmayan reel de€erli bir Φ(x)

çözümü vard›r. Efl.4.15 ile tan›mlanan homojen adjoint denklemin Φ(x) çözü-

mü f(x) e ortogonal de€il ise, Efl.4.12 integral denklemin bir çözümü mevcut

de€ildir. Yani Efl.4.12 nin bir çözümünün mevcut olmas› için,

(4.16)

olmal›d›r. Genel olarak f(x) in Efl.4.16 koflulunu sa€lad›€›n› kabul edemeyiz.

Bu nedenle, yöntemimizde de€ifliklik yapmal›y›z. Özel olarak, d›fl Dirichlet

probleminin çözümü, genel olarak iki katl› potansiyel biçiminde gösterilemez.

‹kinci olarak, d›fl Dirichlet probleminin çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak üzere,

(4.17)

biçiminde arayal›m. O zaman Efl.4.17 ile tan›mlanan u(x) fonksiyonu 

x ∈ IR2 \ için harmonik, sonsuzda s›n›rl› ve x ∈ ∂D için u(x) = f(x) sa€lama-

s› için Ψ(x) fonksiyonu,
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(4.18)

Fredholm integral denklemini sa€lamal›d›r. Yine Fredholm alternatifinden

Efl.4.18 in bir tek çözümünün olmas› için,

(4.19)

homojen integral denklemin çözümü yaln›z, Ψ(x) 0 olmal›d›r.

Kabul edelim ki Efl.4.19 homojen denklemin bir çözümü Ψ(x) olsun ve u(x) fonk-

siyonu, bu Ψ(x) için Efl.4.17 ile tan›mlans›n. O zaman, x ∈ ∂D için u(x) = 0 olur.

(Çünkü Efl.4.19 homojen integral denklemi, x ∈ ∂D için f(x) = 0 s›n›r koflullu

probleme karfl›l›k gelir.) O zaman d›fl Dirichlet probleminin çözümünün tekli-

€inden x ∈ IR2 \ için u(x) = 0 elde edilir. Efl.4.17 de x → ∞ sonsuza gitti€in-

de, u(x) sonsuzda s›n›rl› oldu€undan,

(4.20)

yazar›z. ‹ki katl› potansiyelin için,

(4.21)

oldu€undan
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elde edilir. Böylece Efl.4.19 homojen integral denklem

(4.23)

olur.

Efl.4.23 ile Efl.4.14 ayn› denklemlerdir. Yani sadece Ψ(x) = sabit bir çözümdür.

Efl.4.22 den dolay› Ψ(x) / 0 olmak zorundad›r. Böylece, Efl.4.19 homojen denkle-

min çözümü yaln›z Ψ(x) / 0 olur ve Efl.4.18 integral denklemin bir tek çözümü

mevcuttur.

4.3. ‹ç Neumann Problemi

(4.24)

(4.25)

‹ç Neumann probleminin u ∈ C2(D) ∩ C1( ) çözümünü, Ψ ∈ C(∂D) olmak

üzere,

(4.26)

tek katl› potansiyel biçiminde arayal›m. x, ∂D s›n›r›na gitti€inde, tek katl› potan-

siyellerin normal türevleri için olan, s›çrama ba€›nt›lar› kullan›larak, 

(4.27)

Fredholm integral denklemi elde edilir. 

E€er u(x), ‹ç Neumann probleminin bir çözümü ise c herhangi sabiti için

u(x) + c de bir çözümdür.
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Efl.4.27 integral denkleminde Ψ(x) i belirleyelim. Efl.4.27 integral denkleminin

bir çözümünün mevcut oldu€unu göstermek için, Fredholm alternatifini izleye-

rek,

(4.28)

homojen adjoint denklemin her çözümünün, g(x) e ortagonal oldu€unu göster-

meliyiz. 

ikinci Green özdeflli€inde u harmonik ve v = 1 ise

veya Efl.4.25 s›n›r koflulu ile

(4.29)

elde edilir. Böylece Efl.4.24, Efl.4.25 iç Neumann probleminin bir çözümünün

mevcut olmas› için, Efl.4.29 koflulu sa€lanmal›d›r. fiimdi Efl.4.29 un sa€land›-

€›n› kabul edelim.

Kabul edelim ki Ψ(x) fonksiyonu, Efl.4.28 adjoint homojen denklemi sa€las›n

ve x ∈ IR2 \ için tan›mlanm›fl harmonik, iki katl› potansiyeli,

(4.30)

fonksiyonu göz önüne alal›m. Genelli€i bozmadan kabul edelim ki, Ψ(x) reel

de€er olsun. x de€iflkeni, IR2 \ den ∂D s›n›r›na gitti€inde, iki katl› potansiyel-D
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lerin s›çrama süreksizlikleri kullan›l›rsa,

olmak üzere,

(4.31)

elde edilir. Efl.4.28 homojen adjoint denklemi ile Efl.4.30 denklemi birlikte

düflünüldü€ünde x
0

∈ ∂D için Efl.4.28 adjoint homojen denklemi,

veya

(4.32)

olur. Efl.4.32 yi Efl.4.31 de yerine koyarsak, 

elde ederiz. u(x), Efl.4.30 ile tan›ml› oldu€undan, iki katl› potansiyeller,

sonsuza gitti€inde,

s›f›ra gider. Maksimum prensibinden x ∈ IR2 \ için u(x) 0 elde ederiz.

Efl.4.30 iki katl› potansiyelin normal do€rultudaki türevi sürekli oldu€undan;

yani, 
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(4.33)

oldu€undan, x ∈ D için u(x) harmonik ve x ∈ ∂D için 

elde edilir. Böylece, x ∈ D için u(x) = sabit elde edilmifl olur. ‹ki katl› potansi-

yellerin s›çrama süreksizli€inden,

Ψ(x
0
) = sabit elde edilir. Gauss formülünden, 

(4.34)

x ∈ ∂D için,

(4.35)

yazar›z. Efl.4.35 den, Ψ(x) = sabit, Efl.4.28 homojen adjoint denklemin bir

çözümüdür. Efl.4.29 koflulundan, her Ψ(x) = sabit fonksiyonu için,

(4.36)

ortogonallik flart› sa€lan›r. Böylece Efl.4.27 integral denklemin bir çözümü

mevcuttur.
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4.4. D›fl Neumann Problemi

(4.37)

(4.38)

u(x) sonsuzda düzgün (regular) (4.39)

koflullar›n› sa€layan bir u ∈ C2(IR2 \ ) ∩ C1(IR2 \ ) çözümünü arayal›m. Bu

problemde Efl.4.39 sonsuzda düzgünlük koflulu flöyle tan›mlan›r; (r, θ) kutup-

sal koordinatlar olmak üzere, 0 ≤ θ ≤ 2π için düzgün olarak,

ve

ise u(x) sonsuzda düzgündür denir. Ω
R

= {x : ≤ R} ve D ⊂ Ω
R

olsun. Ω
R

\ D

bölgesinde, birinci Green özdeflli€ini uygulayal›m.

(4.40)

yazar›z. Efl.4.40 da v = 1 al›rsak ve u(x), Efl.4.37 - Efl.4.39 probleminin bir

çözümü ise,

veya
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olur. Böylece d›fl Neumann probleminin bir çözümünün mevcut olmas› için bir

gerek koflulu; yani,

(4.41)

elde ettik. fiimdi yine Efl.4.37 - Efl.4.39 probleminin bir çözümünü Ψ ∈ C(∂D)

olmak üzere,

(4.42)

tek katl› potansiyel biçiminde arayal›m. E€er Ψ ∈ C(∂D) fonksiyonu,

(4.43)

koflulunu sa€lar ise, Efl.4.42 tek katl› potansiyel ile tan›mlanan u(x) fonksiyo-

nu sonsuzda düzgün (regular) olur. x, ∂D s›n›r›na gitti€inde Efl.4.42 tek katl›

potansiyelin normal türevinin s›çrama süreksizliklerini kullanarak, Ψ(x) in sa€-

lamas› gereken,

(4.44)

Fredholm integral denklemini elde ederiz. Fredholm alternatifine göre, 

(4.45)
∂
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homojen denklemin çözümü yaln›z Ψ / 0 ise, Efl.4.44 integral denklemin bir

tek çözümü mevcuttur.

Kabul edelim ki ψ(x), Efl.4.45 in bir çözümü olsun. Efl.4.45 in iki yan›n› ∂D üze-

rinden integrallersek,

veya

(4.46)

elde ederiz. x ∈ ∂D için Gauss formülünden,

veya

(4.47)

yazar›z. Efl.4.47 nin iki yan›n› Ψ(x) ile çarp›p, ∂D s›n›r› üzerinden integraller-

sek,

(4.48)

olur. Efl.4.48 i Efl.4.46 da yazarsak,

(4.49)

elde ederiz. Böylece Ψ(x), Efl.4.43 koflulunu sa€lar. Yani Efl.4.42 tek katl›
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potansiyeli ile tan›mlanan u(x) fonksiyonu harmoniktir ve sonsuzda düzgün-

dür. Böylece, Ψ(x), Efl.4.45 homojen denklemin çözümü kabulü ile (g(x) = 0),

Efl.4.42 tek katl› potansiyel ile tan›mlanan u(x) harmoniktir ve x ∈ ∂D için,

olur. Green formülünden,

yazar›z. Dolay›s›yla ve u = sabit elde edilir. Fakat,

oldu€undan için u(x) = 0 olur. Buradan, x ∈ IR2 \ için u(x) / 0 elde

edilir. Özel olarak sonsuzda düzgünlük koflulu, d›fl Neumann probleminin

çözümünün tekli€ini verir. Tek katl› potansiyelin süreklili€inden u(x), D de har-

monik ve x ∈ ∂D için u(x) = 0 olur. Böylece x ∈ D için u(x) / 0 olur. Tek katl›

potansiyelin, normal do€rultudaki türevlerinin

(4.50)

denklemini sa€lad›€›n› biliyoruz. Buradan Ψ(x) / 0 elde edilir. Böylece Efl.4.44

integral denklemin bir tek çözümü mevcuttur. 

Kabul edelim ki Ψ(x), Efl.4.44 integral denkleminin bir tek çözümü olsun.

∂
∂

∂
∂

, ∂
u

x
u

x x x D!
ν ν

Ψ- =
+ -

] ] ]g g g

Dx " 3

lim x u x <
x

3
"3

] g

u 0d =

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2
∂
∂

· 2 . .
∂
∂

·

u dx u
u

ds u
u

ds

u
u

ds

u
R
u

R Ru R
R
u

R

R

1

1

\ ∂ ∂

∂

D D

2

0

2
2

2

R R

R

d
ν ν

ν

π π

ο

= +

=

= =

=

Ω Ω

Ω

=

d n

[

# # #

#

∂
∂

, ∂
u

x g x x D0 !
ν

= =] ]g g

49



Efl.4.44 ün iki yan›n›, ∂D s›n›r› üzerinden integrallersek, Efl.4.41 koflulu ile

(4.51)

veya Gauss formülünden x ∈ ∂D için

(4.52)

elde edilir. Böylece Efl.4.43 koflulu sa€lan›r. Ψ(x), Efl.4.44 integral denklemin

bir tek çözümüdür ve dolay›s›yla Efl.4.42 tek katl› potansiyel, d›fl Neumann

denkleminin bir tek çözümüdür [1].
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5. HELMHOLTZ DENKLEM‹ ‹Ç‹N POTANS‹YEL TEOR‹

Bu bölümde Helmholtz denklemi için çift katl› ve tek katl› potansiyellerin özel-

liklerini inceleyece€iz.

5.1. Helmholtz Denklemi

Δ
3
u + k2u = 0 Helmholtz denkleminin bir çözümüdür. Kolayl›kla türev al›narak

gösterilebilir ki, sabit y ∈ IR3 ve x ≠ y için Helmholtz denklemini sa€lar.

5.1. Teorem

D ⊂ IR3 s›n›rl›, basit ba€lant›l› bir bölge olsun. D nin s›n›r› ∂D, C2 s›n›f›ndan

yani ∂D sürekli e€rili€e sahip olsun.

ν, ∂D s›n›r›n›n birim d›fl normali ve u, Δ
3
u + k2u = 0, Helmholtz denkleminin bir

çözümü olmak üzere

(5.1)

sa€lan›r.

‹spat

1) x ∈ D olsun. ε > 0 yeteri kadar küçük olsun ve Ω  
ε
= {y : |y – x| ≤ ε} yuvar› D

nin içinde yats›n. D \ Ωε bölgesinde ikinci Green özdeflli€ini yazal›m. ‹ntegraller

için ortalama de€er teoremi yard›m›yla,
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fiekil 5.1. x ∈ D için D \ Ω
ε

bölgesi
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dir. 

ε → 0 s›f›ra gitti€inde,

(5.2)

elde edilir.

2) x ∈ ∂D olsun. olsun.

olsun.

fiekil 5.2. x ∈ ∂D için D \ Ω
ε

bölgesi

D \ Ω
ε

bölgesinde ikinci Green özdeflli€ini yazal›m.

.
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(1) dekine benzer bir inceleme ile ε → 0 s›f›ra gitti€inde,

(5.3)

elde edilir.

3) x ∈ IR3 \ ise fonksiyonu D bölgesinde singüler de€ildir. D de ikin-

ci Green özdeflli€ini yazarsak,

(5.4)

elde edilir.

5.1. Tan›m

Ψ(y), y ∈ ∂D için tan›mlanm›fl sürekli bir fonksiyon olsun. ∂D nin birim d›fl nor-

mali ν olsun.

(5.5)

ye Ψ(y) yo€unluklu iki katl› Helmholtz potansiyeli denir.

Efl.5.5, Δ
3
u(x) + k2u(x) = 0 Helmholtz denkleminin bir çözümüdür. Çözüm oldu-

€u kolayca gösterilebilir.
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sa€lan›r.

5.2. ‹ki Katl› Helmholtz Potansiyelin Süreklilik Özellikleri

x ∈ IR3 \ ∂D noktas›n›n, x
0

∈ ∂D noktas›na gitmesi halinde, iki katl› potansiye-

lin süreklilik özelli€inden baz› sonuçlar ç›karal›m. v ∈ C2( ) olsun. Birinci

Green özdeflli€ini ve Efl.5.1 i kullanal›m.

(5.6)

Birinci Green özdeflli€ini v ∈ C2( ) ve fonksiyonlar› için yazal›m.

Ω  
ε

= {y : |y – x| ≤ ε} ⊂ D olsun. O zaman Efl.5.6 y›, D \ Ω  
ε

bölgesi üzerinden

yazarsak,

yani
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(5.7)

olur.

1) x ∈ D olsun. O zaman, integraller için ortalama de€er teoremi kullan›larak,

(5.8)

elde edilir.

fiekil 5.3. x ∈ D için D \ Ω
ε

bölgesi

2) x ∈ ∂D olsun. O zaman,

(5.9)

elde edilir.
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fiekil 5.4. x ∈ ∂D için D \ Ω
ε

bölgesi

3) x ∈ IR3 \ ise fonksiyonu, y ∈ D için tan›ml›d›r. Dolay›s›yla,

(5.10)

olur.

Böylece Efl.5.7   ε → 0 için,

veya

(5.11)

olur, bu formülde p say›,
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(5.12)

d›r.

Benzer olarak, ikinci Green özdeflli€inden,

yani

(5.13)

yazar›z.

Efl.5.8, Efl.5.9 ve Efl.5.10 dan

(5.14)
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d›r.

Burada,

d›r.

Böylece ε → 0 s›f›ra gitti€inde Efl.5.13,

veya

(5.15)

olur.
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fiimdi Efl.5.5 iki katl› Helmholtz potansiyeli gözönüne alal›m ve kabul edelim

ki, Ψ ∈ C2(∂D) olsun. O zaman Ψ fonksiyonu da, C2 s›n›fndand›r.

D+ = D     D
–

= IR3 \ ve    x
0

∈ ∂D olsun.

tan›mlayal›m.

fiekil 5.5. D+ ve D
–

bölgeleri

Efl.5.11 de v(x) = Ψ(x) koyal›m ve iki katl› potansiyelin tan›m›n› kullanal›m.

yani

(5.16)
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Efl.5.16 da x ∈ D+ olmak üzere x → x
0

∈ ∂D ye limit hesaplarsak,

(5.17)

elde edilir. x
0

∈ ∂D için Efl.5.16,

(5.18)

Efl.5.18 den Efl.5.17 yi ç›kar›rsak,

veya

(5.19)

elde edilir. fiimdi Efl.5.16 da, x ∈ D
–

olmak üzere x → x
0

∈ ∂D ye limit hesap-

layal›m.

(5.20)

Efl.5.18 den Efl.5.20 yi ç›kar›rsak,
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veya

(5.21)

elde edilir. Böylece Efl.5.19 ve Efl.5.21 den,

(5.22)

yazar›z. Efl.5.22 den,

W+(x
0
) – W

–
(x

0
) = –Ψ(x

0
) (5.23)

s›çrama (jump) ba€›nt›s› elde edilir.

fiimdi tekrar Efl.5.15 e dönelim. Efl.5.15 de v ∈ C2( ) seçelim öyle ki x ∈ ∂D

için

(5.24)

olsun. Böylece Efl.5.24 koflullar› alt›nda Efl.5.15, 

veya iki katl› Helmholtz potansiyelin tan›m› ile,
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(5.25)

olur. fiimdi Efl.5.25 nin iki yan›n›n, x ∈ D+ olmak üzere x → x
0

∈ ∂D için

türevini hesaplayal›m.

(5.26)

olur. Yine Efl.5.25 nin iki yan›n›n, x ∈ D
–

olmak üzere, x → x
0

∈ ∂D için

türevini hesaplarsak,

(5.27)

elde edilir. Efl.5.26 ve Efl.5.27 den iki katl› Helmholtz potansiyelin türevleri için,

(5.28)

ayn› süreksizlik özelli€i ortaya ç›kar, burada,

anlam›ndad›r. Böylece iki katl› potansiyelin, ∂D nin normali do€rultusundaki

türevi, x de€iflkeni s›n›rdan x
0

∈ ∂D noktas›ndaki normali boyunca geçerken,

sürekli olarak de€iflir.
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5.2. Tan›m

Ψ(y), y ∈ ∂D için tan›mlanm›fl sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

(5.29)

ye, Ψ(y) yo€unluklu tek katl› Helmholtz potansiyel denir.

Tek katl› potansiyel, x ∈ IR3 \ ∂D için Helmholtz denkleminin bir çözümüdür.

Çözüm oldu€u kolayca gösterilebilir.

sa€lan›r.

5.3. Tek Katl› Helmholtz Potansiyelin Süreklilik Özellikleri

Tek katl› potansiyelin süreklilik özelliklerini kurarken Ψ ∈ C›(∂D) kabul edelim.

Efl.5.15 de yani,

(5.15)
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formülünde v(x) fonksiyonunu v ∈ C2( ) ve

(5.30)

seçelim. Efl.5.30 koflullar›, Efl.5.15 de yaz›l›rsa, 

(5.31)

denklemi elde edilir. Efl.5.31 i tek katl› Helmholtz potansiyel ile ifade edersek,

(5.32)

olur. 

fiimdi, tek katl› Helmholtz potansiyelin, x ∈ IR3 için sürekli oldu€unu göstere-

lim. Efl.5.32 nin x ∈ D+ → x
0

∈ ∂D ye limitini hesaplarsak,

(5.33)

olur. Efl.5.32 nin x ∈ D
–

→ x
0

∈ ∂D ye limitini hesaplarsak,

(5.34)

olur. Efl.5.33 ve Efl.5.34 den x
0

∈ ∂D için,
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elde edilir. Efl.5.32 yi x
0

∈ ∂D için yazarsak,

(5.36)

olur. Efl.5.35 ve Efl.5.36 dan, V(x) tek katl› Helmholtz potansiyel, x ∈ IR3 için

süreklidir.

Efl.5.32 in x ∈ D+ → x
0

∈ ∂D ye ν do€rultusundaki türevi,

veya

(5.37)

olur. Efl.5.32 nin x ∈ D
–

→ x
0

∈ ∂D ye ν do€rultusundaki türevi

(5.38)

olur. x
0

∈ ∂D için Efl.5.32 nin ν do€rultusundaki türevi

(5.39)

olur. Efl.5.37 den Efl.5.39 ç›kar›l›rsa,

(5.40)
∂

∂
∂
∂

, ∂
V

x
V

x x x D
2
1

0 0 0 0
!

ν ν
Ψ- =

+

_ _ _i i i

∂
∂

∂
∂

∂
∂v

x
x x y

e
v y dy

V
xk v y2 42

x

ik x y

D
0

0 0
0

2

0

0
dπ

ν ν
π

ν
- =

-
-+

Ψ=

-

_
_

^ ^ _

_

i
i

h h i

i

7 A

\

#

·
∂
∂

∂
∂

∂
∂v

x
x x y

e
v y dy

V
xk v y0 42

ik x y

D
0

0
0

2d
ν ν

π
ν

=
-

-+
- -

_
_

^ ^ _i
i

h h i7 A#

∂
∂

∂
∂

x
x x y

e
v y dy

V
xk v y4 42

ik x y

D
0

0 0
0

20
dπ

ν
π

ν
Ψ- =

-
-+

- +

_
_

^ ^ _i
i

h h i7 A#

∂
∂

∂
∂

∂
∂v

x
x x y

e
v y k v y dy

V
x4 4

ik x y

D
0

0 0

2 2
0

0
dπ

ν ν
π

ν
- =

-
+ -

- +

_
_

^ ^ _i
i

h h i7 A#

x
x y
e

v y k v y V xv2 4
ik x y

D
0

0 0

2 2
0

0
dπ π- =

-
+ -

=

-

_ ^ ^ _i h h i7 A

Z

#

66



elde edilir. Efl.5.38 den Efl.5.39 ç›kart›l›rsa,

(5.41)

olur. Efl.5.40 ve Efl.5.41 den,

(5.42)

tek katl› Helmholtz potansiyellerin, ν do€rultusundaki türevleri için, s›çrama

(jump) ba€›nt›s› elde edilir.
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6. F‹Z‹KSEL ALTYAPI

Ak›flkan bir ortamda hareket eden akustik dalgalar› gözönüne alal›m.

V(x, t), x ∈ IR3 noktas›ndaki parçaca€›n t zaman›ndaki h›z vektörü olsun.

Ak›flkan›n bas›nc›n›, yo€unlu€unu ve spesifik entropisini s›ras›yla p(x, t), ρ(x, t)

ve s(x, t) ile gösterelim. Ak›flkan üzerine hiç d›fl kuvvetin etki etmedi€ini varsa-

yal›m. O zaman parçac›€›n hareketi afla€›daki denklemlerle ifade edilir;

Euler denklemi

(6.1)

Süreklilik denklemi

(6.2)

Durum denklemi

(6.3)

Adiabatic hipotezi

(6.4)

Burada f ak›flkana ba€l› bir fonksiyondur. γ sönüm katsay›s›d›r. Bu sistem V,

ρ, p ve s bilinmeyen fonksiyonlar›na göre lineer de€ildir. Bafllang›ç hali olarak

V
0

= 0, zaman ba€›ms›z da€›l›mlar ρ = ρ
0
(x), s = s

0
(x) ve p

0
sabiti p

0
= f(ρ

0
(x),

s
0
(x)) fleklinde olsun. Bu lineer olmayan sistemin lineerlefltirilmesi, bu sistemin

(V
0
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0
, ρ

0
, s

0
) daki türevleri
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ile verilir ve bu son eflitlikleri Efl.6.1, Efl.6.2, Efl.6.3, Efl.6.4 de yerine koyal›m.

ο(ε2) yi içeren terimleri ihmal edersek,

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

lineer sistem oluflur [3].

Bunu görelim.
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olur. gitti€inde

(6.5)

denklemi elde edilir.

olur. gitti€inde

(6.6)

denklemi elde edilir.
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gitti€inde

ve ses h›z› c

olmak üzere

(6.9)

olur.

(6.10)

yaz›labilir.
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gitti€inde

(6.8)

elde edilir.

Önce s
1

i yok edelim.

Efl.6.8 ve Efl.6.10, Efl.6.9 da kullan›l›rsa

(6.11)

fiimdi V
1

ve ρ
1

i yok edelim. Bunun için Efl.6.11 in t ye göre türevini alal›m.
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(6.12)

Efl.6.6 n›n t ye göre türevini alal›m.

(6.6)

(6.13)

olur. Efl.6.13 de, Efl.6.5 i yani

yi kullan›rsak

(6.14)

olur.

Efl.6.5 ve Efl.6.14, Efl.6.12 de yerine yaz›l›rsa

(6.12)
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(6.15)

elde edilir. Efl.6.15 te yerine Efl.6.11 den

yaz›l›rsa

(6.16)

elde edilir. Bu p
1

için dalga denklemidir.

fiimdi kabul edelim ki p
1
(x, t) zaman periyodik (veya zaman harmonik) yani,

(6.17)

sadece uzaysal de€iflkene ba€l› kompleks de€erli bir u = u(x) fonksiyonu ve 

w > 0 frekans› ile tan›mlans›n. Efl.6.17 i, dalga denklemi Efl.6.16 da yerine
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koyarsak, u için üç boyutlu Helmholtz denklemi sa€lan›r.

(6.18)

Serbest uzayda c = c
0

sabit ve γ = 0 d›r. “Dalga say›s›” ve “k›r›lma indeksi”ni,

(6.19)

ile tan›ml›yoruz. 

O zaman Helmholtz denklemi

(6.20)

olur. Burada Ren(x) ≥ 0 ve Imn(x) ≥ 0 olmak üzere n(x) bir kompleks de€erli

fonksiyondur.

Efl.6.20, küçük genlikli zaman harmonik ses dalgalar›n›n homogen olmayan

bir ortamda yay›lmas›n› belirtir.

Bu denklem IR3 deki her serbest kaynak bölgesinde sa€lan›r. Kabul edelim ki

her olacak biçim-

de a > 0 say›s› mevcut olsun. Bunun anlam›, homogen olmayan

ortam› s›n›rl›d›r ve a yar›çapl›

yuvar›n›n içinde yatmas›d›r. K(0, a) n›n kapan›fl›,
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ile tan›mlan›r. Ek olarak kayna€›n K[0, a] yuvar›n›n d›fl›nda oldu€unu kabul

edelim.

Bu kaynaklar, ui olay dalgay› üretir, öyle ki K[0, a| yuvar›n›n içinde,

Δui + k2ui = 0

Helmholtz denklemini sa€lar. Biz ui yi “noktasal kaynak” veya “düzlemsel

dalga” olarak alaca€›z, yani, zamana ba€›ml› olay dalga, kaynak z de ise

veya

birim vektör olmak üzere.

Her durumda, K[0, a] yuvar›n›n içinde ui, Δui + k2ui = 0 Helmholtz denkleminin

bir çözümüdür. ‹lk durumda, bir “küresel dalga”y› tan›mlar öyle ki küresel

dalga kaynaktan c
0

h›z›yla uzaklafl›r.

‹kinci durumda bir düzlemsel dalgad›r, öyle ki do€rultusunda c
0

h›z›yla yay›l›r.

Olay dalga n(x) k›r›lma indeksiyle tan›mlanan homogen olmayan ortamda,

us(x) “saç›lan dalga”y› üretir.

u = ui + us toplam alan›, kayna€›n d›fl›nda Δu + k2u = 0 Helmholtz denklemini

sa€lar. Ayr›ca biz saç›lan dalgan›n homogen olmayan ortamdan, bir küresel

dalga olarak uzaklaflt›€›n› beklemeliyiz.
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Bu, afla€›daki “yay›lma koflulu” ile tan›mlan›r.

(6.21)

, burada s2, IR3 deki birim küredir [3].

6.1. Direkt Saç›lma Problemi

k > 0 dalga say›s›, olmak üzere k›r›lma indeksi n = n(x)

olsun ve ui olay dalga verilsin. IR3 te kaynak alan›n d›fl›nda, 

Δu + k2n(x)u = 0 (6.22)

Helmholtz denklemini sa€layan (e€er Δρ
0

= 0 ise) u toplam alan›, öyle ki, 

us = u – ui saç›lan alan Efl.6.21 yay›lma koflulunu sa€lamak üzere, belirleme

problemidir.

6.2. Ters Saç›lma Problemi

K(0, a) yuvar›n›n d›fl›nda, çok say›da farkl› ui olay dalga ve (veya) farkl› k

dalga say›s›na karfl›l›k gelen u(x) toplam alan›n de€erlerinden n = n (x) k›r›l-

ma indeksinin belirlenmesi problemidir.

6.3. Homogen Olmayan Bir Ortamda Zaman Harmonik Dalga Yay›lmas›

Uzayda az yo€unluklu veya çok yo€unluklu bir bölgeden geçerek yay›lan,

zaman harmonik ses dalgas›n› gözönüne alal›m. Kabul edelim ki, bölgenin

yo€unlu€u ρ
0

= ρ
0
(x) fonksiyonu ile verilsin ve ρ

0
(x) yavafl de€iflsin; yani

terimi ihmal edilebilir olsun. Bu nedenle alaca€›z. U(x, t)

h›z potansiyeli, x ∈ IR3, (x, t) ∈ IR4 için,

(6.23)Δ
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dalga denklemini gerçekler. Efl.6.23 de c(x) ∈ C1(IR3), ses h›z› olarak tan›m-

lan›r. a > 0, c
0

> 0 pozitif sabitler olmak üzere, için tan›mlan-

s›n. Efl.6.23 dalga denkleminin,

U(x, t) = u(x)T(t) (6.24)

biçiminde de€iflkenlerine ayr›labilir çözümü arand›€›nda, –w2 ay›rma sabiti

olmak üzere, u(x) ve T(t) fonksiyonlar›, 

(6.25)

(6.26)

denklemlerini sa€lamal›d›r. Efl.6.26 n›n çözümleri, olur. Burada w ses

dalgas›n›n frekans›d›r. Ses dalgas›, zaman harmonik oldu€undan Efl.6.24

ayr›labilir çözümü,

(6.27)

olur. Böylece,

(6.28)

olmak üzere kompleks de€erli u(x) fonksiyonu,

(6.29)

indirgenmifl dalga denklemini sa€lamal›d›r.

U(x, t) yi iki fonksiyonun toplam› olarak düflünelim; Bunlar Ui(x, t) olay dalga

ve Us(x, t) = U(x, t) – Ui(x, t) saç›lan dalga olsunlar. Dikkat edilirse, az yo€un-
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luklu ya da çok yo€unluklu bir bölge yok ise Us(x, t) / 0 ve U(x, t) = Ui(x, t)

olur. Kabul edelim ki Ui(x, t) olay dalga, düzlemsel dalga olsun. Ui(x, t) düzlem-

sel dalga,

(6.30)

denklemini gerçekler. α ∈ IR3 , birim vektör olsun.

O zaman her bir t için

denklemi, IR3 de bir düzlem belirtir. Dolay›s›yla keyfi, F
1

∈ C2 fonksiyonu

olmak üzere,

(6.31)

fonksiyonu, Efl.6.30 dalga denkleminin bir çözümüdür. Efl.6.31 fonksiyonu

düzlemsel dalga olarak bilinir.

Efl.6.28 dan dolay› düzlemsel dalgay›,

veya

yazar›z. α do€rultusundaki düzlemsel dalgay› özel olarak,

(6.32), .U x t e e e. .i i k x wt ik x iwt= =α α- -
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alal›m. Ui(x, t) düzlemsel dalga α do€rultusunda hareket eder. fiimdi tekrar

saç›lan dalgaya dönelim Us(x, t) saç›lan dalgan›n, engel bölgeden büyük

uzakl›klardaki davran›fl›, uzaklaflan zaman harmonik küresel dalgalara ben-

zer; yani Us(x, t) 

(6.33)

dalga denklemi sa€lar. Efl.6.33 dalga denkleminin 

(6.34)

biçiminde de€iflkenlerine ayr›labilir çözümü arand›€›nda, –w2 ay›rma sabiti ve

olmak üzere, us(x) ve T(t) fonksiyonlar›

(6.35)

(6.36)

denklemlerini sa€lamal›d›r. Efl.6.35 in

küresel koordinatlardaki biçimi,

(6.37)

olur. Efl.6.37 in biçiminde çözümü arand›€›nda R(r)

ve F(θ, Φ) fonksiyonlar›

(6.38)
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denklemlerini sa€lamal›d›r. γ ay›rma sabiti, γ = n(n + 1) (n = 0, 1, 2, …) seçilir-

se, Efl.6.38 denklemi ba€›ml› de€iflken de€ifltirmesiyle,

mertebeden

(6.39)

Bessel denklemine dönüflür. Böylece Efl.6.38 in lineer ba€›ms›z çözümleri,

olur. Yani yi

biçiminde yazar›z. Bessel fonksiyonlar›n›n, çok büyük r ler için asimtotik de€e-

ri kullan›l›rsa çok büyük r ler için,

(6.40)

olur. Böylece çok büyük r ler için,

(6.41)

yazar›z. Efl.6.40 koflulu, saç›lan dalgan›n Sommerfeld yay›lma koflu-

lunu sa€lamas›n› garanti eder yani

Bu incelemeler bizi, afla€›da tan›mlanan probleme götürür. Kompleks de€erli

bir fonksiyonu bulmal›y›z öyle ki; u,u IRC2 3! ^ h
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(6.42)

(6.43)

(6.44)

denklemlerini sa€las›n.

Efl.6.42 – Efl.6.44 problemi için bir çözüm kural›m.

olsun.

x ∈ Ω için

integralini inceleyelim.

(6.45)

yazal›m.

x ≠ y için fonksiyonu, denklemini sa€lar. Böylece, 

olur.
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yazal›m.

olur.

δ → 0 s›f›ra gitti€inde,

(6.46)

elde edilir. denkleminin bir çözümüdür. Bu nedenle

e€er u(x), 

(6.47)

integral denkleminin bir çözümü ise o zaman u(x)

denkleminin x ∈ Ω için bir çözümüdür.

Efl.6.47 integral denklemini kurarken x ∈ Ω kabul etmifltik. x ∈ IR3 \ Ω ise o

zaman için m(x) = 0 oldu€undan ve x ∈ IR3 \ Ω için fonksiyonu

Ω da singüler olamayaca€›ndan u(x), aç›k olarak Efl.6.42 nin bir çözümüdür. 
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Efl.6.47 integral denkleminin, Ω içinde sürekli olan bir u(x) çözümünü bulabi-

lece€imizi kabul edelim. O zaman, u(x) ∈ C2(IR3) ve u(x) in IR3 de Efl.6.42 nin

bir çözümü oldu€unu gösterebiliriz.

us(x) saç›lan dalga fonksiyonunu,

(6.48)

ile tan›mlayal›m. Böylece Efl.6.47 yi 

yazar›z.

r > a için us(x),

yay›lma koflulunu sa€lar. Yani u(x), Efl.6.47 integral denkleminin bir çözümü

ise Efl.6.48 ile tan›mlanan us(x) saç›lan dalga,

ve

denklemlerini sa€lar. Bu nedenle Efl.6.42 – Efl.6.44 denklemleriyle tan›mlanan

saç›lma probleminin bir çözümünü bulmak için, Efl.6.47 integral denkleminin

bir sürekli çözümünü bulmak gerekir. Efl.6.47 integral denklemini, yeteri kadar

küçük k lar için, ard›fl›k yaklaflmalar yöntemini uygulayarak çözece€iz.
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T:C(Ω) → C(Ω)

lineer operatörünü,

(6.49)

ile tan›mlayal›m. Böylece Efl.6.47 yi 

(6.50)

yazar›z. Ard›fl›k yaklaflmalar dizisini,

(6.51)

tan›mlayal›m.

dizisinin yak›nsak olmas› için gerek ve yeter koflul

(6.52)

serisinin yak›nsak olmas›d›r.

E€er x ∈ Ω için

(6.53)

eflitsizli€ini sa€layan M > 0 ve 0 < γ < 1 pozitif sabitleri bulunabilirse Efl.6.52

serisi düzgün yak›nsak olur. Burada fleklindedir. T bir daralma

operatörü ise Efl.6.53 sa€lan›r.

T bir daralma operatörü ise her u, v ∈ C(Ω) ve 0 < γ < 1 için
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(6.54)

sa€lan›r. T lineer oldu€undan Efl.6.54 eflitsizli€i, u ∈ C(Ω) için

(6.55)

eflitsizli€ine denktir.

E€er sa€lan›yor ise o zaman serisi

düzgün yak›nsak olur ve bir u ∈ C(Ω) fonksiyonu mevcuttur öyle ki,

olur. u(x) in Efl.6.47 integral denkleminin bir çözümü oldu€unu biliyoruz.

fiimdi T nin bir daralma operatörü oldu€unu göstermeliyiz; yani, 0 < γ < 1 y›

sa€layan γ lar için 

oldu€unu göstermeliyiz.

u ∈ C(Ω) için

(6.56)

olur. 
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dir.
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E€er,

ise yani,

(6.57)

ise Efl.6.47 integral denklemi, ard›fl›k yaklaflmalar ile çözülebilir. 

fiimdi Efl.6.47 integral denklemin çözümünün,

koflulu alt›nda tek oldu€unu gösterelim. Bunu görmek için kabul edelim ki iki

çözüm u
1
(x) ve u

2
(x) olsun. O zaman fonksiyonu V = TV

ve her n ∈ IN için V = TnV denklemlerini sa€lar.

Her n ∈ IN için

(6.58)

eflitsizli€i sa€lan›r ve Efl.6.57 eflitsizli€i kullan›l›rsa n → gitti€inde

oldu€u gösterilir.

fiimdi Efl.6.57 eflitsizli€i sa€land›€›nda Efl.6.42 – Efl.6.44 probleminin çözü-

münün tek oldu€unu görelim yani u ∈ C2(IR3) fonksiyonu,
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(6.60)

denklemlerini sa€las›n.

Dikkat edilirse Efl.6.42 – Efl.6.44 saç›lma probleminin iki çözümü

ise u = u
1

– u
2

fonksiyonu Efl.6.59 – Efl.6.60 › sa€lar.

yay›lma koflulu küresi üzerinden,

(6.61)

d›r ve ‹kinci Green özdeflli€inden

(6.62)

u nun kompleks eflleni€i olmak üzere yazabiliriz.

Efl.6.61 ve Efl.6.62 den

(6.63)
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elde edilir.

IR3 te keyfi a > 0 için bölgesinde gösterilim teoreminden

(6.64)

olur. Schwarz eflitsizli€inden

(6.65)

Efl.6.63 den

elde edilir.

için ve yeteri kadar büyük r ler için

ve
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yaz›labilir. Böylece a → sonsuza gitti€inde Efl.6.65 in sol yan› s›f›ra gider.

Di€er yandan için m(x) 0 oldu€undan Efl.6.64 a → için ve

için

(6.66)

olur. Fakat k, eflitsizli€ini sa€lad›€›ndan a → için k2 → 0 s›f›ra

gider. Böylece Efl.6.66 integral denklemin çözümü yaln›z olur. Biz bu

ifllemi, a keyfi ve eflitsizli€ini sa€layan herhangi bir nokta için yap-

t›k.

Efl.6.42 – Efl.6.44 saç›lma problemini, bir integral denklem olarak yazabilmek

için Helmholtz denkleminin bir temel çözümünü kulland›k. Efl.6.47 integral

denklemini çözebilmek için, T operatörünün bir daralma dönüflümü oldu€unu

göstermek gerekir. E€er, sa€lanmaz ise, T bir daralma dönüflümü

olmaz [1,4].
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7. AKUST‹K DALGALARIN SAÇILMASI

Bir silindirin dik kesitinden saç›lan akustik dalgay› gözönüne alal›m. Homogen

izotropik bir ortamda c h›z›yla yay›lan ses dalgas›n›n hareketini gözönüne ala-

l›m. h›z potansiyeli ile belirlenen dalga hareketi

(7.1)

dalga denklemini sa€lar.

E€er kabul edersek, burada z ekseni silindirin ekseni ile çak›fl›r ve

olay dalga silindire dikey yönde yay›l›r. O zaman , z den ba€›ms›zd›r ve

(7.2)

sa€lar. Bu nedenle w > 0 frekansl›

(7.3)

fleklindeki zaman harmonik akustik dalgalar için 

(7.4)

Helmholtz denklemini D nin d›fl›nda sa€lar. Burada D silindirin kesitini belirtir

ve dalga say›s› k > 0, ile tan›mlan›r. Sound-soft (sesi geçiren) silindir

için ∂D s›n›r›ndaki bas›nç 
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iken sound-hard (sesi geçirmeyen) silindir için (silindirin içine giren) , ∂D de

birim d›fl normal olmak üzere

(7.6)

d›r. α, z bilefleni olmayan birim vektör olmak üzere olay dalgan›n

(7.7)

düzlemsel dalga oldu€unu kabul edelim. O zaman u(x) toplam alan›

(7.8)

biçimindedir. (r, θ) küresel koordinatlar›nda,

(7.9)

olay dalgad›r. E€er ise

(7.10)

ve us(r, θ) n›n saç›lan dalga, her θ için düzgün olarak

(7.11)

Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€lamal›d›r.

fiimdi us(r, θ) n›n Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€lay›p sa€lamad›€›na

bakal›m.
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Kutupsal koordinatlarda Efl.7.4

(7.12)

fleklinde olur.

biçiminde Efl.7.12 nin çözümü arand›€›nda kolayca

(7.13)

(7.14)

oldu€u görülür. Burada n ay›rma sabiti bir tamsay› olarak seçilir. Öyle ki

u
n
(r, θ), 2π periyotludur. Efl.7.13 ve Efl.7.14 denklemlerinin genel çözümü

(7.15)

ve

(7.16)

d›r. Burada, a
n
, b

n
, c

n
, d

n
sabitlerdir ve 

(7.17)

(7.18)

Hankel fonksiyonlar›d›r. Hankel fonksiyonlar›n›n tan›m› r → ∞ iken
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(7.19)

(7.20)

d›r.

(7.21)

Efl.7.11 yay›lma koflulu büyük r ve baz› F(θ) fonksiyonlar› için,

nin

(7.22)

ç›kan silindirik dalga oldu€unu garanti eder. Burada F(θ) saç›lan dalgan›n

uzak alan modeli (far-field pattern) olarak bilinir.

fiimdi bir silindir ile akustik dalgan›n yay›lmas›n› özetleyelim. Bir düzlemin

saç›lma problemini çözmek için bir sonsuz silindir üzerinde zaman harmonik
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dalga olay›, ile nitelendirece€imiz kompleks de€erli fonksiyonu bul-

mal›y›z öyle ki,

(7.23)

(7.24)

veya

(7.25)

(7.26)

denklemlerini sa€las›n.

Burada D ⊂ IR2 silindirin kesitidir.

fiekil 7.1. Sonsuz silindirin D kesitinde olay ve saç›lan dalga
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Burada, sadece a yar›çapl› sound-soft dairesel silindirin durumu dikkate al›-

nacakt›r, yani

d›r ve bu problemi de€iflkenlerine ay›rma metoduyla çöze-

ce€iz.

(7.27)

Biz n›n Efl.7.26 Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€lamas›n› istedi€imiz

için Hankel fonksiyonlar›n›n asimptotik davran›fllar›ndan b
n

= 0 oldu€unu biliy-

oruz. Ayr›ca Efl.7.24 s›n›r koflulundan Efl.7.23, Efl.7.24, Efl.7.26 n›n bir

çözümü θ n›n bir çift fonksiyonu olmal›d›r. Burada d
n

= 0 alabiliriz. Efl.7.23,

Efl.7.24, Efl.7.25 in bir çözümünü

(7.28)

biçiminde arar›z. Burada α
n

ler belirlenen sabitlerdir. Efl.7.24 s›n›r koflulunu

sa€latmal›y›z.

Biliyoruz ki exp[–iρcosψ] nin seri aç›l›m›

(7.29)

fleklindedir. Efl.7.29 dan

(7.30)

olur ve bu nedenle Efl.7.24, Efl.7.28 ve Efl.7.30 dan
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(7.31)

(7.32)

oldu€undan kabulü ile

veya

(7.33)

(7.34)

bulunur. H
n
(1)(ka) = 0 olursa H

n
(2)(ka), H

n
(1)(ka) n›n kompleks eflleni€i oldu€un-

dan H
n
(2)(ka) = 0 d›r ve bu H

n
(1)(kr) ve H

n
(2)(kr) nin Wronskiyenin s›f›r olma-

mas›yla çeliflir. Bu yüzden H
n
(1)(ka) ≠ 0 d›r ve Efl.7.28 de Efl.7.33 ve Efl.7.34

ü yerine koyarsak 

(7.35)
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elde edilir.

fiekil 7.2. r ≥ a bölgesi

Yüksek frekanslar için (k n›n büyük de€erleri için) Efl.7.35 denklemi çok kulla-

n›fll› de€ildir. Çünkü bu durumda seriler çok yavafl yak›nsar.

fiimdi Efl.7.35 denkleminin Efl.7.23, Efl.7.24, Efl.7.26 denklemlerinin çözümü

oldu€unu do€rulamal›y›z. Ama Efl.7.35 in Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€-

lamas›nda baz› zorluklar vard›r. n’ye göre düzgün olarak sa€lamaz.

fiimdi Efl.7.35 in istenilen çözüm oldu€unu do€rulamak için bir yaklafl›m gös-

terece€iz. ilk önce n. basamaktan birinci tür Bessel fonksiyonu J
n
(kr) nin seri-

sel gösteriminden, n ≥ 0 ve (0, ∞) un kompakt alt kümelerindeki r için (örne-

€in r ∈ [a, b] ⊂ (0, ∞))       z ∈ için

(7.36)

(7.37)
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oldu€una dikkat edelim. Burada kestirim r ve n den ba€›ms›zd›r. 

olsun. y sabit olmak üzere x ≠ y için

,

Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€layan, Δ
2
u + u = 0 Helmholtz denkleminin

bir çözümüdür. Burada d›r. Bessel ve Hankel fonksiyonlar›n›n serilerin-

de n›n aç›l›mlar›n› dikkate alal›m. in kutupsal koordinatlar› (r, θ)

ve nin kutupsal koordinatlar› (ρ, φ) olsun. O zaman

dir. r > ρ olsun ve alal›m. r ve ρ sabitleri için Fourier teoreminden

d›r. Burada fleklindedir.

n›n 

(7.38)

seri gösterimini gözönüne alal›m ve n›n seri aç›l›-
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(7.39)

(7.40)

Efl.7.38, Efl.7.39, Efl.7.40 dan r > ρ için

(7.41)

elde edilir. Analitiklikten, bu gösterim bütün ρ kompleksleri öyleki  |ρ| < r için

geçerlidir. Efl.7.41 den

(7.42)

elde edilir. in mutlak integrallenebilirli€i n ve r den ba€›m-

s›z pozitif bir M sabitinin varl›€›n› gösterir öyle ki, n ≥ 0 ve (0, ∞) un kompakt

alt kümelerindeki r için

(7.43)

bulunur. Fakat J
n
(ikr) nin kuvvet serisi aç›l›m›
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(7.44)

oldu€undan

(7.45)

elde edilir. n ≥ 0 ve (0, ∞) un kompakt alt kümelerindeki r için ve Efl.7.43 den

(7.46)

veya

(7.47)

olur. J
ν
(z) ve Y

ν
(z) fonksiyonlar›n›n lineer birleflimi Hankel fonksiyonlar› oldu-

€undan Hankel fonksiyonlar› da ayn› rekürans ba€›nt›lar›n› sa€lar.

(7.48)

Bu nedenle Efl.7.37 ve Efl.7.47 için analog ba€›nt›lar› J
n
(kr) ve H
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(kr) nin
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türevleri için geçerlidir. IR2 / {(0, 0)} ›n kompakt alt kümelerinde Efl.7.35 serile-

rinin ve onun r ye ve θ ya göre türevlerinin mutlak ve düzgün yak›nsak oldu€u

sonucunu ç›karabiliriz.

fiimdi de Efl.7.35 i integral formda gösterelim.

olsun. için birim d›fl normaldir. u nun Efl.7.23 Helmholtz denklemini,

Efl.7.24 s›n›r koflulunu ve Efl.7.26 Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€lad›€›n›

kabul edelim.

fiekil 7.3. x ∈ D için D \ (x, ε) bölgesiB
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O zaman tan›m bölgesi için ‹kinci Green eflitli€ini uygulayal›m.

(7.49)

gitti€ini ve iken

gitti€ini hat›rlayal›m.

(7.50)
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dir.

(7.51)

ve

(7.52)

Sonuç olarak Efl.7.50 denklemi

(7.53)

,  Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€lar. O zamanu y ve H k x y0
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(7.54)

fleklinde olur.

Efl.7.49 da Efl.7.53 ve Efl.7.54 denklemlerini yazarsak

(7.55)

elde ederiz.

nin Sommerfeld yay›lma koflulunu sa€lad›€›ndan Efl.7.55 den

u(x) in de sa€lad›€›n› söyleyebiliriz. u(x) in Efl.7.23 Helmholtz denkleminin bir

çözümü oldu€u Efl.7.55 den, u(x) in Efl.7.24 s›n›r koflulunu sa€lad›€› Efl.7.35

serilerinin düzgün yak›nsad›€›ndan ç›kar. Efl.7.35 in Efl.7.23, Efl.7.24 ve

Efl.7.26 ›n çözümü oldu€unu göstemifl olduk.
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