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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte agsagida sunul-
mustur.

Simgeler Aciklama

aD D bodlgesinin sinir

D D bélgesinin kapanisi

IR" n boyutlu Euclid uzayi

C(D) D de taniml reel veya kompleks degerli

surekli fonksiyonlarin normlu uzayi

ck(D) D de tanimh k-inci mertebeden kismi
turevleri var ve surekli olan reel veya
kompleks degerli fonksiyonlarin normiu

uzayl

A Laplace operatoru

\% Gradient

L%(0Q) dQ da karesi integrallenebilir fonksiyon-

larin normlu uzayi

o, O Landau semboli
Curl Rot operatoru
Re Reel kisim

Im imajiner kisim



1. GIRIS

Bu calismada IR? de tek katli ve cift katli potansiyellerin tanimlari verildi. Bu
potansiyellerin siireklilik 6zelliklerinden yararlanarak IR? de Laplace denklemi
igin verilen Dirichlet ve Neumann problemleri Fredholm integral denklemlerine
indirgendi. Bu integral denklemlerinin ¢éziimlerinin varligi gésterildi. Ayrica IR®
te tek katl ve ¢ift katli Helmholtz potansiyelleri ve bu potansiyellerin sureklilik
ozellikleri verildi. Akigkan bir ortamda hareket eden akustik dalgalar Helmholtz
denklemi olarak ifade edildi ve homogen olmayan bir ortamda zaman harmo-
nik dalga yayilmasi probleminin ¢gézumu incelendi. Son olarak bir sonsuz silin-
dirli zaman harmonik elektromanyetik dalgalarin sagiima problemi ve bu silin-
dirin keyfi kesitinde zaman harmonik dizlem dalganin sagilma problemi ince-
lendi.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boélimde galismamizda kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri verecegiz.
2.1. C* Sinifindan Siirekli Fonksiyonlar

2.1. Tanim

f fonksiyonu A C IR" kiimesinde tanimlansin. Kabul edelim ki f ve f nin k. mer-
tebeye kadar olan tum kismi turevleri, B C A kimesinde surekli olsun. O

zaman f fonksiyonuna, B kiimesinde C¥ sinifindandir denir.

B de C* sinifindan olan fonksiyonlar ailesi C¥(B) ile gosterilerilir. B de siirekli
olan fonksiyonlar ailesi C(B) ile gosterilir.

2.2. Bolge

2.2. Tanim

A C IR" herhangi bir kiime olsun. A nin herhangi iki noktasi, tamamen A nin igin-
de kalan bir kirik gizgi (egri) ile birlestirilebiliyorsa A kimesine baglantihdir denir.
A C IR" agik ve baglantil bir kime ise A ya bir bolge denir [1].

2.3. Harmonik Fonksiyonlar

2.3. Tanim

D C IR" bir bélge olsun. Bir u € C*D) fonksiyonu, D de

&u
ox3

2 2
su, L9u_,

A = =
u(x) ox2 ox2

+

Laplace denklemini saglasin. O zaman u ya, D de harmoniktir denir.

n 2 3 icin Laplace denkleminin temel ¢6zimd, x = (X,, ..., X )ve Yy =(y,, ..., ¥,),
IR" de herhangi iki nokta olmak Uzere, x # y igin



1 _ 1
e A I (i

u(x,y) =

olur.

Ozel olarak n = 2 igin Laplace denkleminin temel ¢dzimi, x = (x,, X,) ve
Y=Y Y, IR? de herhangi iki nokta olmak iizere, x # y igin

1
X =]

u(x,y) = log

olur.

2.1. Teorem (Kuvvetli Maksimum Prensibi)

D C IR" sinirli bir bélge ve u € C%(D) N C(D), D de harmonik olsun ve bir sabi-
te esit olmasin. O zaman u(x), maksimum ve minimum degerine D nin dD sini-
rinda ulasir [1].

2.4. Green Ozdeslikleri, Laplace Denklemleriyle Birlikte Tanimlanan Sinir
Deger Problemleri

2.2. Teorem (Divergens Teoremi)

V vektdr fonksiyonu, V € C'(D), D C IR? sinifindan olsun. D bélgesinin siniri
dD olsun. dD nin birim dis normal vektoru v olsun. Divergens teoremi

[vvdy = [Vds(y)
D aD

formulu ile ifade edilir.
2.4. Tanim (Curl)

V= ii + ij + ik ve A herhangi bir vektor olmak Uzere

ox oy oz



curlA = VX A
seklindedir.
2.3. Teorem

D C IR? sinirli bélgesi asagidaki sartlari saglasin.
a) D nin dD sinir1, sonlu sayida dizgun ytzeyden olussun.

b) Koordinat eksenlerine paralel dogrular 6D ylzeyini ya sonlu sayida nokta-
da kessin ya da dD ile ortak noktalari bir aralik olustursun.

dD yuzeyi Uzerinde, D nin disina yonlendirilmis birim normal vektor
v=(v, vy) olsun.

Kabul edelim ki u,w € C?(D) N C'(D) olsunlar.
Birinci Green Ozdesligi olarak bilinen

2 ow
= [uDY — [ (vuv
Dqu wdy y uzs ds(y) Df( u(Vw)dy

bagintisi saglanir.

ikinci Green Ozdesligi olarak bilinen

[lo5e -wi)es

f(uvzw —wv2u)dy =
D oD

bagdintisi saglanir (Burada dy, D nin alan elementi, ds(y) éD nin uzunluk
elementidir.).

2.5. Tanim

D C IR" sinirli bir bolge olsun ve D nin dD siniri, diizgiin olsun. f € C(dD) veril-



mis bir fonksiyon olsun.

Au(x)=0 , xeDise (2.1)
u(x) =f(x), xeab ise (2.2)
denklemlerini saglayan u € C%[D) N C(D) fonksiyonunun aranmasi problemi-

ne Dirichlet problemi denir. Eger D, bir sinirli bdlgenin digi ise bu probleme dig
Dirichlet problemi denir [1].

u=f, xeadb

Sekil 2.1. Dirichlet problemi

2.6. Tanim

D C IR" sinirli bir bolge olsun ve dD siniri diizgin olsun. dD siniri Uizerinde,
x € dD noktasinda dD nin birim dis normalini v = v(x) ile gosterelim. f € C(dD)
verilmig bir fonksiyon olsun.

Au(x) =0, xe&Dise (2.3)
du (x) :
=f(x), x&adDise (2.4)
ov

denklemlerini sadlayan u € C%(D) N C'(D) fonksiyonunun aranmasi problemi-
ne Neumann problemi denir. Eger D, bir sinirli bolgenin digi ise bu probleme
dis Neumann problemi denir [1].



Au(x)=0, xe€D V=f, x € dD

Sekil 2.2. Neumann problemi
2.4. Teorem

Es.2.1 ve Es.2.2 denklemleri ile tanimlanan Dirichlet probleminin en ¢ok bir
¢6zUma vardir [1].

Ispat

Problemin herhangi iki ¢d6zUmunun 6zdes oldugunu gdstermeliyiz. Problemin
herhangi iki ¢ozUmu u, ve u, olsun. u= u, — u, diyelim. O zaman u, D de
surekli, D de harmonik ve dD siniri Gzerinde sifir olur;

yani u
Au(x)=0 , xEDise
u(x)=0 , x€EaD ise

denklemlerini saglar. Maksimum prensibinden u, maksimum minimum
degerlerine 8D siniri lizerinde ulasir. Béylece x € D igin u =0 olur ve bura-

dan x € D igin u, = u, elde edilir.

2.5. Teorem

Dis Dirichlet probleminin ¢ozuma tektir.



Ispat

2
A, u(x) = +— o"u =0

3x12 3x2

Laplace denkleminin, x, = pcos¢, x, = psin¢ kutupsal koordinaatlardaki bigimi-
nin,

u Ltou 1 o°u
Lu(p, 9) = +
op* o ) p® 0¢*

oldugunu biliyoruz. T donigumunu; p = 1 =0 ile

T:(p,0) — (1. 0)

olarak tanimlayalim. IR?\ D sonsuz bélgesinin T altindaki gériintiisiine D' diye-
lim, yani,

T IR2\D — D'

olsun. u<% <|>> = v(r, 0) ile tanimlayalim.

oau__1ov
3  p2or
3°u _ 1 d°v
op?  ptor?
99> 96°

turevleri ile donusmus denklem,

10v  10°v _
A,V(r,0) = az+rar+r2362—0 (2.5)



olur. Dikkat edilirse Es 2.5 ten, v(r, 6) nin D' \ {0} bélgesinde harmonik ve
x € dD' igin v(x) = f(x) oldugu gosterilebilir. Simdi, r = 0 in kaldirilabilir bir sin-
gller nokta oldugunu ve v(x) in D' de harmonik oldugunu gosterelim. Bunu
yapmak icin D' nlin iginde,

Q ={x:|x<rpCD
yuvarini tanimlayalim. O zaman v € Cz(aQr) olur. Fourier teoreminden,

o0

vir,e)= > a_ (ne™ (2.6)
_ 1 4 —in
an(r)—z_nf v(r,8)e "de (2.7)

yazariz. v(r, ), Es 2.5 i sagladigindan, a (r) ler

d’a () qda () 2
dr2 T dr - Fan(r) =0 (28)

denklemini saglar. Es 2.8 bir Euler denklemidir. Es 2.8 in genel ¢ozumu, a, bo’
a, bn sabitler olmak Uzere,

a,+ b,logr , n=0 ise
a (r)= (2.9)
anr'”'+ bnr_‘n| , n=+1,+£2,...ise

olur. v(x), r = 0 da (orijinde) sinirli oldugundan, n =0, £1, £2, ... icin b_= 0 olur.
Boylece

v(r,e)= > ar"eM

n=-—o0

olur; yani v(r, 0), Q_nin icinde harmonik olur ve r = 0 orijini, kaldirilabilir bir sin-
gller noktadir. i¢ Dirichlet probleminin ¢déziimiiniin tekligi sonucundan, dis
Dirichlet probleminin ¢ézuUmunun tekligi elde edilir.



2.6. Teorem

Es.2.3 ve Es.2.4 denklemleri ile tanimlanan Neumann probleminin mevcut
olan herhangi iki ¢ozUmu, birbirinden sadece bir sabit kadar farkhidir [1].

Ispat

u, ve u, fonksiyonlari Neumann probleminin herhangi iki ¢6zimu olsun.

u =u, - u, fonksiyonu

Au(x)=0 , x€Dise
du(x) .
=0 , x&dDise
ov

denklemlerini saglar. Birinci Green 6zdesliginden,

[uviidy = [@as(y)~ [(vD).(Vidy
D oD aV D

— o= - —du
Viudy + [ IvuPdy = [uid
Dfu udy Df| ul“dy anuaV s(y)

IvuPdy =0
f
D

elde edilir. Bdylece Vu = 0 ve u, D de sabittir.
2.7. Teorem

Es.2.3 ve Es.2.4 denklemleri ile tanimlanan Neumann probleminin bir ¢6zu-
munin mevcut olmasi igin,

ff(x)ds(y) =0
aD

saglanmalidir [1].
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Ispat

u fonksiyonu Neumann probleminin bir ¢6ziUmu olsun. Divergens teoremi
uygulanarak,

ou

_ 24y — — — _
0= DfV udy = EJV.Vudy = ai[ Vu.vds(y) = aD Eds(y) = anf(x)ds(y)

elde edilir.
2.5. Fredholm Alternatifi
2.8. Teorem

ikinci tiirden Fredholm integral denklemi, ®(s), bilinmeyen bir fonksiyon ve ¢ bir
reel sayl olmak Uzere,

o(s)- [ K(s,ho(tdt=f(s) , 0<s<¢ (2.10)
0

bicimindedir. (Ozel olarak ¢ oD sinirinin yay uzunlugu ve x € dD igin
d(s) = ¥(x(s)) dir; burada s, dD sinirt boyunca dlgllen yay uzunlugudur).
K(s, t) ¢ekirdek fonksiyonunun, 0 < s <¢, 0 <t < ¢ karesinde, s ve t ye gore

stirekli oldugunu kabul edelim. Ayrica f € L2([0, ) oldugunu kabul edelim. K
operatorunu,

K@sz@DMUm (2.11)
0

olarak tanimlayalim. Boylece Es.2.10 integral denklemi, I 6zdeglik operatoru
olmak Uzere,

(1= K)b = f (2.12)

olur. Es.2.12 operator denklemin adjointi,
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I-K)¥=g (2.13)

dir; burada g, karesi integrallenebilir bir fonksiyon, K* operatoru,
g—
K*W = fK(t,s)IP(t)dt (2.14)
0

olur.

O -—Ko=0

ve

P -K'W¥Y=0

operator denklemlerin her ikisi de, ya yalniz ® = ¥ = 0 6zdes sifir gozimune
sahiptir ya da, her iki denklem de ayni m € N sayida lineer bagimsiz @, ®,,

(I)m ve ‘P1, 1P2, le cozliimlerine sahiptir. ilk durumda, yani ® — Ko =0 ve
P — K*W¥ = 0 denklemlerinin her ikisi de yalniz ® = ¥ = 0 ¢gézumune sahip ise,

d—-Kdb=f
ve
P -K'W =g

denklemleri verilmis her bir f € L? ve g € L? fonksiyonlar! igin bir tek ® € L% ve
P € L? géziimiine sahiptir. ikinci durumda, yani, ® — K& = 0 ve ¥ — K*¥ = 0
denklemleri ayni m € N sayida lineer bagimsiz CI>1, CDZ, CDm ve ‘P1, 1P2,
W ¢ozumlerine sahip ise ® — K® = f denkleminin bir ¢ézimi olmasi igin gerek
ve yeter kosul, (f, ¥ )=0, (n=1, 2, ..., m) olmasidir yani, fnin W, W, ..., W_
ye ortogonal olmasidir. Ayni sekilde ¥ — K*W = g denkleminin de bir ¢6zimu-
nun olmasi icin gerek ve yeter kosul, (g, ® )=0(n=1, 2, ..., m) olmasidir [1].
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2.6. Duzlem Dalga

2.7. Tanim

2 2 2 2
3—“2+3—“2+...+3—”2—3—;‘=o (2.10)
ax1 ax2 axn ot

seklindeki dalga denklemi igin

E=(§, - &) IR" de bir birim vektor olsun; yani

EP+ES+ L +ET=1

saglansin. O zaman her bir sabit t ve her bir sabit c igin,

*§1x1 +§2x2+...+§nxn—t=c (2.11)
denklemi, x uzayinda (IR" de) bir diizlem belirtir. Bu diizlemin normali, & vek-
toradur. t arttikga Es 2.11 duzlemi, § vektoru dogrultusunda 1 hiziyla hareket

eder. F(y), y degiskenine gére C? sinifindan bir fonksiyon olsun. O zaman,

u,, ..., x, ) =FEx, +...+EXx —1) (2.12)

1

fonksiyonu Es 2.10 un bir ¢6zUmuddr. u nun Es 2.11 hareket dizlemi Uzerin-
deki degeri sabittir ve F(c) ye esittir. Bu nedenle Es 2.12 bigimindeki ¢gozumler
duzlem dalgalar olarak bilinir [1].

2.7. integraller igin Ortalama Deger Teoremi

2.9. Teorem

Eger G = [a, b] — IR surekli bir fonksiyon ve y : [a, b] — [0, «] integrallenebi-
lir bir fonksiyon ise o halde [a, b] araliginda bir x sayisi vardir dyle ki

b b
fG(t)w(t)dtzG(x)fw(t)dt
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dir. Ozel olarak [a, b] de tim t ler igin (t) = 1 ise [a, b] de bir x vardir dyle ki
b

[ G(Hdt = Ge)(b - a)

a

dir.
2.8. Schwarz Esitsizligi
2.8. Tanim

Karesi, [a, b] kapall araliginda integrallenebilir kompleks degerli fonksiyonlar
uzayina L?([a, b]) diyelim. f, g € L?([a, b]) olsun.

b 12

f f(t)g(t)dt

a

b 12/ p
S(flf(t)lzdt> -(fg(t)zdt)

esitsizligine Schwarz esitsizligi denir.
2.9. Bessel Denklemi, Cozumleri ve Asimptotik Bagintilari

2.9. Tanim

2,1

x2y" + xy' + (x2 = p?)y = 0

seklindeki denkleme p. mertebeden Bessel denklemi denir. Burada p negatif
olmayan gergel bir parametredir.

Bu denklemin ¢6zum fonksiyonlari

3 oo (_1)k £p+2k
Jp 00 = kgo r'k+DI(p+k+ 1)(2)

seklindeki p. mertebeden 1. tir Bessel fonksiyonu,
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p=n(n=0,1,2,...) oldugunda

Vk € IN igin T(k + 1) = k!

Jn(x):i (— 1)K <%>n+2k

k=0 kK!(n + K)!
Y, (x) = —J (x)log——%kz; —— 1)'<2>2k_n

%éo :!):n(xfzz:% [wk + 1+ gk +n+1)]
pym+1)=—y+1 +%+ +%, P(1) =—vy, y Euler sabiti

seklindeki n. mertebeden 2. tir Bessel fonksiyonudur.

Hn<1>(x) =J ) +iY, (x)
H®0x) =J x0-iY, (x

seklindeki birinci tlr ve ikinci tir Hankel fonksiyonlari 3. tur Bessel fonksiyo-
nudur.

2.10. Tanim

z = 0 ve z — » [ken 1., 2. ve 3. Tir Bessel Fonksiyonlarinin Asimptotik
Bagintilan

Y, (2= Iog2 , z-0

T

2 . 1 1
Yn(Z)z‘/ES'n<Z_§m‘_Z“> ., Z—> oo

Yn(z)x—(n_m(%)_n . z-0 n=12.
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Zn

J @~ —"—— , -0
01 + n) z
2 1 1
J @)= ﬂcos<z—2nn—4n) , Z—> o
n
H.P) ) =i 2) T L z-0 , n>0

. 1 1
wows Lottt o

(?)(2) ~Ti2 Jog 2
H,” (@) =Filog , z-0

burada p = 1 durumunda eksi isareti p = 2 durumunda arti igareti kullanilr.
2.10. Fourier Serilerinin Kompleks Formu
2.11. Tanim

f(x), [-x, ] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olmak Gzere f(x) in Fourier
serilerinin kompleks formu

f(x) = i c.e™

n=-—oo

seklindedir. Buradaki c_lern =0, £1, £2, ... igin

T

c = ff(x)e‘i”"dx

n
—T

dir.
2.11. Ozdeslik Teoremi
2.10. Teorem

f,(z) ve f,(z) bir Q bolgesinde analitik fonksiyonlar olsun. Oyle ki Q da yigiima
noktalarinin bir kimesinde f.(z) = f,(z) dir. O zaman Q i¢inde f,(z) = f(z) dir.
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3. POTANSIYEL TEORI

Bu béliimde, IR? de gift katli ve tek katli potansiyel kavramlarini verecegiz. Bu
potansiyellerin siireklilik &zelliklerinden faydalanarak, IR? de Laplace denkle-
mi i¢in verilen Dirichlet ve Neumann problemlerini Fredholm integral denklem-
lerine indirgeyecegiz. Bunu yaparken Dirichlet probleminin ¢ozUmunu ¢ift katli
potansiyel, Neumann probleminin ¢ozimunu ise tek katli potansiyel biciminde

arayacag|z.

Calismalarimizda, Gauss formiiliine ihtiyacimiz oldugundan, IR? de Gauss
formulana verelim.

3.1. Teorem (Gauss Formulu)

D C IR? sinirli, basit bagintili bir bélge olsun. D nin siniri D, C? sinifindan yani
dD surekli egrilige sahip olsun.

v, dD sinirinin birim dig normali, ds(y) uzunluk elementi olmak Uzere,
Gauss formulu;

-2n , xe€Dise

f 4 log 1 ds(y)={-n , xedDise (3.1)
B vy T Ix—y B
0 , xelR?\Dise
saglanir.
Ispat

1) x € D olsun. ¢ > 0 yeteri kadar kiiguk olsun ve Q = {y:|ly—x| <¢}yuvar D
nin iginde yatsin. D \ Q. boélgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalm. dy alan
elementi olmak Uzere,
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Sekil 3.1. x € D icin D\ Q_bolgesi

1
X =y
1 1 %,
log — log - 1]ds(y)
x—y| av(y)
%, 1 1 0
+ log —log :
34 ov(y) “lx—y[Tx—ylav(y)

0 1 0 1
= log ds(y)+ log ds(y)
J 56y f av(y) x—y]

f [1 .V?log — log

D\,

V2(1)]dy
X =]

1-

1(ds(y)

27

0 1 d 1
0= log ds(y)— (—Iog—)a.de
aD av(y) |X - y| 6/ de &

2, 1 €
0= log ds(y)— (——)-s-Zn
aD av(y) |X - y| 82

yazariz. 0, uzerinde, 9 = —i olur.
ov de

Bdylece ¢ — 0 sifira gittiginde,

9 1
| ds(y) =—2 3.2
an ov(y) og‘x_y‘ s(y) m (3.2)

elde edilir.

2) x € dD olsun. G:DmaQS:Dn{y:\y—x\:s} ve
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oD, = aD\ (D n{y:|y — x|<e}) olsun.
Y
aD

Sekil 3.2. x € dD i¢in D \ Q_bolgesi

D\ Q_bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim.

f[1.V2IogX1y’ Iog‘ yV2(1)]dy
D\Q8

P Pl el

+gf 1'3V(y)logx1y_Iogxiy'av(’zy)qu(y)

= Lo sy 0 Ly o9y
0 :aD{ ava(y) IogX1y|ds(y)—Ofn<%log%)ed9
°- o, c"va(y> 97 ! Vil (_i) T
¢ — 0 sifira gittiginde,

[5% tog ' ds(y)=—n (3.3)

aD av(y) ‘X - y‘

elde edilir.
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3)x € IR?\ D ise log

x—yl fonksiyonu D bolgesinde singuler degildir. D de

ikinci Green 6zdesligini yazarsak,

f[1.V2Iog T log— v2(1)]dy

5 x =y x =y
= L1 a0 g [
ava(y)log 1yds(y)=0 (3.4)
elde edilir.
3.1. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmigs surekli bir fonksiyon olsun. éD nin birim dis nor-
mali v olsun.

0 1

x—y ds(y), x € IR?\dD (3.5)

1
\MﬁzEEfWW)

ye, ¥(y) yogunluklu iki kath (double layer) potansiyel denir.

iki katli potansiyel, x € IR? \ dD icin Laplace denkleminin bir ¢dzimiddr.
C6zUm oldugu kolayca gosterilebilir.

X = (x,, X,) € IR?\ 8D igin,
2 2

A, W00 =2+ 2 W
3x1 ax

_ 1 9 [o* | & 1
_Zﬂaoflp(y)%(y)<axf+ )logx y %V

=0

saglanir.
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Cift katli potansiyelin sureklilik 6zelliginden faydalanarak i¢ Dirichlet ve dis
Dirichlet problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.2. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.
u € C4D) N C(D) ve f € C(D) olmak lizere,

Azu(x)=0 , xeDise
(3.6)
ux)=f(x) , xe€dD ise

i¢ Dirichlet probleminin ¢ozimunu, W € C(dD) olmak Uzere,

1 2
W W(y IR D
(x) = f av(y) |x_y|ds(y) , XeIR*\9

iki kath potansiyel biciminde arayalim.

O zaman i¢ Dirichlet probleminin ¢6zimu,

1
Wx)—— [ W(y Iog
f v(y) T Ix =y

ds(y) =—2f(x) , xedD
integral denkleminin ¢ézUmune indirgenir.

Ispat

x € IR?\ 9D noktasinin, X, € dD noktasina yaklagsmasi halinde iki katli potan-

siyelin siireklilik 6zelliginden bazi sonuglar gikaralim. v € C?(D) olsun. Birinci
Green 6zdesligini ve Es.3.1 Gauss formuluna kullanalim.

f(vV2u +Vv.Vu)dy = fva—uds(y) (3.7)

D oD v
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Birinci Green &zdesligini v € C?[D) ve u = log fonksiyonlari igin

X =yl
yazalim.

Q ={y:|ly—x|l=¢} CDolsun. O zaman Es.3.7 yi D \ Q_bolgesine yazarsak,

V2 Vv(y).V I 1 ]d
[T 00 S fog oy
B P 1 d 1
= [V ear e+ f V) 5052y 8 (3.8)
olur.

1) x € D olsun. O zaman integraller igin ortalama deger teoremini kullanarak,

9 09 1
ovly) ~|x—vy|

lim [ v(y) ds(y)

2n d 1
Iim2n:v(x +£C0S 0 * X +esin6*) , 0<0*<2n
e—-0 1 2

= 2mv(x) (3.9)

elde edilir.

Sekil 3.3. x € D icin D\ Q_bolgesi

2) x € dD olsun. O zaman,
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. 1 _
lin Oag{v(y)a ) Iog|X_y|ds(y) = mv(x) (3.10)

elde edilir.

:

Sekil 3.4. x € dD i¢in D \ Q_Dbolgesi

3)x € IR?\ D olsun. O zaman log fonksiyonu, y € D igin tanimlidir.

x=y
Dolayisiyla,
1 1
(y)Vzlog +Vv(y).V, log
Df x—y X~ yl
1
d 3.1
f (¥)5 (y) o s(y) (3.11)

olur.

Boylece Es.3.8 & — 0 icin,

1
/ =]

1
= lo ds(y) — pv(x)
= [ Wty 9y ) P

dy

v(y)Vzlog 1 ‘+Vv(y).Vong
-y

veya



0 1
Vv(y).V log dy + pvx) = | v(y) log ds(y)
J~ VT x =y a! ov(y) ~Ix-y
olur, bu formulde p sayi,
-2 , xeDise
p={-t , xe&dDise
0 , xeclR?\Dise
dir.
Benzer olarak ikinci Green 6zdesliginden,
v(y)V,log ~log——V2v(y)|dy
D\e, X =yl x|
2, 1 1 ov
log — log Zo(y)|ds(y)
8Wy X —y| X —y|ov
2, 1 1 ov
+ [ |v(y) log — log S (y)|ds(y)
34A ovly) “Ix—y[ Tlx-ylov
elde edilir. Es.3.9, Es.3.10 ve Es.3.11 den,
2nv(x) , xeDise
. 1 .
lim [ v(y) log ds(y)={nv(x) , xedDise
ﬁﬂ%éa a(y) t _
0 ,  xe€lIR*\Dise

oldugunu biliyoruz.

f'°9|x_y|a y)ds <y>‘

s!magf IogX — y‘g (y)ds(y)

23

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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27

J

<limK.|log 1 21 = 0 (3.16)

Iog%‘sdﬁ

. ov
<l -—
lim max 2, ()

olur. Burada

K = max
yeD

)

seklindedir.

Boylece ¢ — 0 sifira gittiginde Es.3.14,

_Df<|og|x 1 y)Vzv(y)dyz f

oD

9 log L —log 1 _ov
ovly) “lx—yl  Tlx—ylov

(y)|ds(y)—pv(x)

v(y)

veya

1

vix)= [ (lo V2y(y)dy+ 1 1 ov
p J( %X—yo W)yaJ

—log
x—y| [x—ylév

(y)

(3.17)

log ds(y)

VW%&W

olur.

Simdi Es.3.5 ile tanimlanan iki kath potansiyeli gozonune alalim ve kabul ede-

lim ki, ¥ € C?(dD) olsun. O zaman W fonksiyonu D da, C? sinifindandir.
D*=D, D =IR’\D ve x, € D olsun.

VV+(XO)::XEQLVV(X) , VV_<XO)::XEQBVV(X)

xeD™ xeD

tanimlayalim.
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xOEaD

oD
Sekil 3.5. D* ve D bolgeleri

Es.3.12 de v(x) = W(x) koyalim ve iki kath potansiyelin tanimini kullanalim.

dy + p¥W(x) = f‘P(y) log

x—y] J ¥ 0% )
= 272W (X) (3.18)

QD

V¥(y)V,_ log ds
Df g X=y

olur.

Es.3.18 de, D lizerindeki integral slreklidir. Simdi Es.3.18 de x € D* olmak
uzere x — X, € dD ye limit hesaplarsak,

1
‘Xo_y‘

f V¥(y).V, log dy — 27W(x,) = 20W ™ (x, ) (3.19)
D

elde edilir. X, € dD icin Es.3.18,

/ V¥(y).V, log dy — wW(x)) = 2nW(x,) (3.20)
D

‘Xo B y‘
olur. Es.3.20 den Es.3.19 u c¢ikarirsak,
¥ (o) = 2| W(x;) =W (x, )

veya
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W(x,) = 2[W(xo) —wt (xo)] (3.21)

elde edilir. Simdi Es.3.18 de, x € D olmak lzere x — X, € dD ye limit hesap-
layalim.

f VW(y).V, log dy — 0.(x,) = 2aW ™ (x,) (3.22)
D

‘Xo B y‘
elde edilir. Es.3.20 den Es.3.22 yi ¢ikarirsak,
_“lp<xo) - ZW[W(X0> -W <Xo)]

veya

—W(x,) = 2|W(x,) = W™ (x,)| (3.23)

W*(x )—W(x )=——W(x
_( o) ( o) ? ( o) (3.24)
w (Xo) B W(Xo> - +_IP(X0)
yazariz. Es.3.24 denklemlerinden,
W*(xo) - W_(xo) = —1P(x0) (3.25)

sigrama (jump) bagintisi elde edilir.

Simdi tekrar Es.3.17 ye donelim. Es.3.17 de v € C%(D) secelim dyle ki x € dD
icin,
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vix)=W(x) , xeadD ise

(3.26)

ﬂ(x) =0 , xedD ise
ov
olsun. Boylece Es.3.26 kosullari altinda Es.3.17,
pv(x)=f|og 1 V2v(y)dy+ f Y(y) 4 log 1 log 1 (y) ds(y)

D ‘X_Y‘ oD ov (Y) ‘ _y‘ ‘ ‘a

=0

veya iki katll potansiyelin tanimi ile,

_ 1 2
pvix) = [ Iog‘x i v(y)dy + 2aW(x) (3.27)

5 _

olur. Simdi Es.3.27 nin iki yaninin, x € D* olmak lzere x — X, € dD igin ———

ov(x)
turevini hesaplayalim,
ov 0 1 2 OW™
—2n— = I \Y% + 2 :
7 8\/( )= Df v og =y v(y)dy + 217 ~(x,) (3.28)
O
olur. Yine Es$.3.27 nin iki yaninin, x € D olmak lizere, x — X, € dD igin 5 3( )
v(X

tlrevini hesaplarsak,

v 9 1 oW~
020 (x,) = f i 1100 _szv(y)dy+2n o (Xo) (3.29)

(%) %oV
elde edilir. Es.3.28 ve Es.3.29 dan iki katll potansiyelin tlrevleri igin,

oW™ oW~
5 (xo)z 5 (xo) (3.30)

ayni sureksizlik 6zelligi ortaya ¢ikar, burada
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A oW oW~

ov (%) = %, 5, 00 Ve Tamx0) = lmy 5, 0
xeDt xeD™

anlamindadir. Bdylece iki katli potansiyelin, D nin normali dogrultusundaki
tdrevi, x degiskeni sinirdan x, € 9D noktasindaki normali boyunca gecerken,
surekli olarak degigir.

Simdi, u € C2 (D) N C(D) ve f € C(dD) olmak tizere,

Azu(x)=0 , xeDise
(3.6)
ux)=f(x) , xe€dD ise

i¢ Dirichlet problemini gézénune alalim. Es.3.6 probleminin ¢ézUmunu, iki katl
potansiyel biciminde arayalim.

0 1

log ds(y) , xelIR?\aD
ov(y) ~[x—y]

_1
W(x) = 2. b[ w(y)

iki katli potansiyelin x € D ve x — x, € dD limiti,

1
‘Xo_y‘

w (%) = 21“35/ w(y) ava(y) log ds(y) = f(x,) (3.31)

seklindedir. E$.3.31 i E$.3.24 Un ilk denkleminde yerine yazalim.
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1

X) =% YL

v 9

X, - ‘dS(y)=—2f(xo), X, € 8D (3.32)
0

integral denklemi elde edilir. BOylece Es.3.6 i¢ Dirichlet probleminin ¢ozumu
Es.3.32 integral denkleminin ¢ozimune indirgendi.

3.3. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit baglantili ve 9D siniri C? sinifindan olsun.
u € C¥IR?\ D) N C(IR?\ D) ve f € C(dD) olmak {izere,

Aux)=0 , xeIR?\D ise
2 (3.33)
ux)=f(x) , xe€dD ise

dis Dirichlet probleminin ¢ézimuni W(y) € C(dD) olmak Uzere

1 2
W(x) = w(y Iog , xelIR*\aD
f X =yl de)

iki kath potansiyel biciminde arayalim.
O zaman dig Dirichlet probleminin ¢ézimd,

1
X —y]

W(x)+ — fIP Iog ds(y) = 2f(x), xedD

integral denkleminin ¢6zimune indirgenir.
Ispat
Dis Dirichlet probleminin ¢ézimanda,

0 1

log ds(y) , xelIR?\aD
v(y) T[x—y]

_ 1
W(x) = 2 Df w(y),
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iki katli potansiyel biciminde arayalim. x € IR? \ D olmak {izere x — X, € oD
igin iki kath potansiyelin limiti,

. 2
W™ (x,) = éa Df W) 5109 \Xo1— y‘ds(y) = f(x,) (3.34)

olmahdir. Es.3.34 U Es.3.24 Un ikinci denkleminde yerine yazarsak,

W™ () = W(x,) = 5(x,)

f(%5) = W(X;) = 3 ¥(%,)

veya W(x) bilinmeyen yogunluklu,

(%0) = 5| PO 09 L 00 = 5 ()
‘P(xo) + ;an Y(y) ava(y) log ‘XO1_ y‘ds(y) = 2f(x0), x, € oD (3.35)

integral denklemi elde edilir.

Boylece Es.3.33 dis Dirichlet probleminin ¢ozimu Es.3.35 integral denklemi-
nin ¢ozumune indirgendi.

3.2. Tanim

P(y), y € dD i¢in tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

ds(y) , xelIR?\aD (3.36)
X —y]|

1
V(x) = o f‘P(y)Iog
oD
ye, ¥(y) yogunluklu tek kath (single layer) potansiyel denir.

Tek katli potansiyel, x € IR? \ dD icin Laplace denkleminin bir ¢ézimidir.
C6zum oldugu kolayca gosterilebilir.
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X = (x,, x,) € IR®\ 8D igin

2 2
AV =2+ 2
ox;  OX;

1 ? & 1
=5- | W) 5+ 7|09 ds(y)
Zﬂan (3xf 6x§) X =]
=0
saglanir.

Tek katli potansiyelin sureklilik 6zelliginden faydalanarak ic Neumann ve dig
Neumann problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.4. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.

u € C3D) N C'(D), g € C(dD) ve v, dD sinirinin birim dis normali olmak iizere,

Azu(x)z 0 , xeDise

3.37
a—u(x) =g(x), xe€adD ise (5:37)
ov

ic Neumann probleminin ¢ézimunu, ¥ € C(dD) olmak Uzere,

1

ds(y) , xelIR?\aD
X =y

1
V(x) = o an‘P(y)Iog

tek kath potansiyel bigiminde arayalim.
O zaman i¢ Neumann probleminin ¢ozimu,

8 1og 1
vix) T [x—y|

WX + :[a Df w(y) ds(y) = 2g(x) , x €D

integral denklemin ¢ozumune indirgenir.
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Ispat

Es.3.17 de, yani;

1 2 d 1 1 ov
pvio= [ [log T Jeoviviays [Iviv), @ togy T g T iyfas(y
Df X -y an ov(y) “Ix—=yl Tlx—ylov
(3.17)
formiiliinde v(x) fonksiyonunu v € C?(D) ve
vix)=0 , xe€dD ise
(3.38)
ﬂ(x) =W¥(x), xedD ise
ov
secelim,
Es.3.38 kosullari, Es.3.17 de yazilirsa,
1 2 1
pv(x) = (Iog ).V v(y)dy — [ ¥(y)log ds(y) (3.39)
Df X -y an X -y
denklemi elde edilir. Es.3.39 u tek katl potansiyel ile ifade edersek,
pv(x) = f(log 1 ).Vzv(y)dy — 27V (x) (3.40)
D ‘X - y|

olur.

Simdi, tek katli potansiyelin, x € IR? igin siirekli oldugunu gésterelim. Es.3.40
In x € D" — x, € dD ye limitini hesaplarsak,

- 2n:v(xo) = Df(log

—_—

=0

P y)Vzv(y)dy —27V" (x,) (3.41)
0

olur. Es.340 nx€D — X, € dD ye limitini hesaplarsak,
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)Vzv(y)dy —21V7(x,) (3.42)

)Vzv(y)dy (3.43)

elde edilir. E$.3.40 1, x, € dD icin yazarsak,

—n@ = f(log

)Vzv(y)dy —2nV(x,) (3.44)
=0 D

‘Xo_y‘

olur. Es.3.43 ve Es.3.44 ten, V(x) tek katli potansiyel, x € IR? icin siireklidir.
Es.3.40 In x € D" — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi

oV”

ov 1 2
>(Iog \Xo — y)V v(y)dy — 2x o (xo)

_ [
~2n 2 (x,) = Df -

(%,

veya

oV*

4 )Vzv(y)dy —2n o (%) (3.45)

_2nll!(x0)= fav(xo)<|09x 1

D 0_‘

olur. Es.340 nx€D — X, € dD ye v dogrultusundaki tlrevi

0 o [ 2

5 (XO) = . 8\/(x0) oV~

1
(Iog - y’)Vzv(y)dy — 2;;W(xo) (3.46)

olur. X, € dD icin E$.3.40 in v dogrultusundaki tlrevi

ov 0 1 2 oV
—n—(X.)= lo \Y% dy — 2n—
n8v< 0) D/av(xo>( gXo—y) v(y)dy Tov (XO)
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veya
_ I 1 \o2yigy — 2,8V

n‘I’(XO) Dfav()(o>(logx0_y)v v(y)dy — 2x . (xo) (3.47)
olur. E$.3.45 ten Es.3.47 cikarilirsa,
V™" oV 1

P (xo) — E(Xo) = EIP(XO) , X, €D (3.48)
elde edilir. Es.3.46 dan Es.3.47 cikarilirsa,
oV~ oV 1
W(XO) — E(XO> = _Elp<x0> , X0 e dD (349)
olur. Es.3.48 ve Es.3.49 dan,
V™" oV~

. (xo) — W(Xo) = ‘P(xo) , X, €D (3.50)

tek kath potansiyellerin, v dogrultusundaki tarevleri igin sigrama (jump) bagin-
tis1 elde edilir.

Simdi u € C3D) N C(D) ve g e C(dD) olmak iizere,

Azu(x)z 0 , xeDise

3.37
a—u(x) =g(x), xeadD ise (3:37)
ov

ic Neumann problemini gozonune alalim. E$.3.37 probleminin ¢oézumunu tek
katl potansiyel bigciminde arayalim.

_1 2
V(x) = 2nabf‘l’(y)log ds(y) , x€ IR\ aD

X =]



35

tek katl potansiyelin x € D* — x € dD ye aav tirevi

a +
g(/ <X0> T 2n flP(y)av(xo) loQ’x 1

0_’

ds(y) = g(xo) (3.51)

seklinde olur. Es.3.51 i Es.3.48 de yazarsak,

ov* 1
ov (Xo) B E<X0> - Eq](xo) , X, €D

1 2 1 1
9(X,) ~ 2n, Df wiy). < log Y ds(y) = 5 ¥(x,)

1 2 1
Y%+ Df ) gy %, - y ) = 280%) (3.52)

integral denklemi elde edilir. Bdylece Es.3.37 i¢c Neumann probleminin ¢ozu-
mu Es.3.52 integral denkleminin ¢ézUmune indirgendi.

3.5. Teorem

D C IR? bélgesi sinirli, basit bagdlantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.

u € C3(IR?\ D) N C'(IR?\ D) ve g € C(dD) ve v, D sinirinin birim dis norma-
li olmak Uzere,

Au)=0 x € IR?\D ise

3.53
@(X) =gx), xedD ise ( )
ov

dis Neumann probleminin ¢ézUmunu, W € C(dD) olmak Uzere,
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1

ds(y) , xe€IR?\aD
X=y|

V(x) = 21—75 f‘If(y)Iog

D)
tek kath potansiyel biciminde arayalim.
O zaman dig Neumann probleminin ¢ézimd,

1
X =y

1 d
W(x) — nan W(y) P log ds(y) =—2g(x) , xedD

integral denkleminin ¢ozimune indirgenir.
Ispat

Es.3.53 dis Neumann probleminin ¢ozUmunu, tek kath potansiyel bi¢ciminde

arayalm.xeD — X, € dD ye tek kath potansiyelin aav tirevini hesaplayalim.

N1 3 1 _
W(Xo> = o flp(y) log x,- y’ds(y) =9(x,) (3.54)

olur. Es.3.54 U Es.3.49 da yazarsak,

N oV 1
WO(O) — E(XO) = —E‘P(xo) , X, €D
9(Xp) ~ Z_\\{(Xo) - _%W(Xo)
1 9 1 1
%)~ g Df Y ) Oy ds(y) = ¥(x,)
1 3 1
W)~ Df w(y) %)y ds(y) =—2g(x,), x, €D (3.55)

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.53 dis Neumann probleminin ¢ozu-
mu Es.3.55 integral denklemin ¢ozumune indirgendi.
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4. DIRICHLET VE NEUMANN PROBLEMLERINE UYGULAMALAR

4.1. i¢ Dirichlet Problemi

Aux)=0 , xeDise (4.1)

ux)=f(x) , xe€adD ise (4.2)

ic Dirichlet probleminin u € C3D) N C(D) ¢déziimiinii, ¥ € C(dD) olmak lizere,

1
u(x) = fq; Vo (y)log‘x_y‘ds(y), xeD (4.3)

iki kath potansiyel biciminde arayalim. x, dD sinirina gittiginde iki kath potan-
siyeller i¢in olan sigrama bagintilari kullanilarak

W(x) — f w(y Iog ds(y) =—2f(x) , x€dD (4.4)

X =y

integral denklemi elde edilir. Simdi Es.4.4 integral denkleminin bir tek ¢6zUmu-
nan varhgini géstermek icin, Fredholm alternatifinden,

1
Y(x) — W(y lo =0, xedD 4.5
f /09—y s (4.5)

homojen denklemin ¢6zimiiniin sadece W(x) = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki W(x), Es.4.5 i saglasin ve u(x) i, Es.4.3 ile tanimlayalim. O zaman
u(x), D de harmonik ve x € dD igin u(x) = 0 olur. i¢ Dirichlet probleminin ¢dz(i-
munun tekliginden, x € D i¢in u(x) = 0 olur. Bu sonug, x € dD igin du(x) /v =0

olmasini gerektirir. Simdi u(x), Es.4.3 iki katli potansiyel olarak x € IR?\ D igin

verilmis olsun. O zaman u(x), IR?\ D de harmonik olur ve iki katli potansiye-
lin normal dogrultusundaki tlrevinin sudreklilik 6zelliginden, x € oD igin

du(x) / v = 0 olur. (x i IR?\ D dan aD ye yaklastiriyoruz.) Ayrica x sonsuza git-
tiginde, Es.4.3 iki katli potansiyeli,



iIog L \% (Iog 1 ).v
ov Tlx—y[ Y\ Tlx-y
1

:(aa i+ aa j)log > >
Yi Y2 \/<X1 - y1) + (Xz - yz)

_(x=y)v

x—yP

oldugundan [x| = r — o igin

u(x) = 0<l> , r— o
r
u(x) _ o 1 s o
or 2) 7
ye gider. Boylece Green formullinden,
Q. ={x:IxIsR} ve DCQ_

olmak uzere,

fV(uVu)dx: f(Vu|2+uV2u>dx: fqu\zdx
QR \D QR \D =0 QR \D

ve

fqu\zdx= f w2 gs

0z \D aQRuaD v
= ds + u —ds
39R f 5 0V
uguds = o<12> , R->
ad, %Y R

%
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(4.6)

(4.7)

olur. R —  gittiginde x € IR?\ D icin u(x) in bir sabite esit oldugunu gériiriiz.

Fakat [x| — o« sonsuza gittiginde u(x) — 0 sifira gittigini biliyoruz. Boylece
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Es.4.3 iki katl potansiyel ile tanimlanan u(x), D de ve IR?\ D da u(x) = 0 olur
ve iki katli potansiyelin,

u'(x)—u (x) =-¥(x) , x€adD
sigrama bagintisindan, x € dD i¢in W(x) = 0 elde edilir.

4.2. Dig Dirichlet Problemi

AUX)=0 , x€IR*\D ise (4.8)
ux)=fx) , xeadD ise (4.9)
u(x) sonsuzda sinirli (4.10)

dis Dirichlet probleminin bir u € C%(IR?\ D) N C(IR? \ D) ¢6ziimiini arayalim.
Dis Dirichlet probleminin ¢ézimunin varhgini gosterelim. Bunun igin, Es.4.8 -
Es.4.10 probleminin bir ¢6ziminu, W € C(dD) olmak Uzere,

1 7] 1 2\
ux)=— | ¥ lo ds(y), x€IR*\D 4.11
20 | Y0500y ) (4.11)

iki katli potansiyel bigiminde arayalim. iki katli potansiyelin sigrama siireksizli-
gi bagintisindan W(x),

W(x)+ — flv(y Iog ds(y) = 2f(x) , xedD (4.12)

X = y\
Fredholm integral denklemini saglamalidir. Fakat, x € dD igin Gauss formulu,

1 o 1
1 +Ea log ds(y)=0 (4.13)

5 oov(y) TIx-—vy]

oldugundan, Es.4.13 U W(x) = sabit ile garparsak, W(x) = sabit fonksiyonu
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P
v(y)

1 1 _
W(x) + nan‘P(y)a Iog‘x - y‘ds(y) =0 (4.14)

homojen integral denkleminin bir ¢ézimu olur. Boylece Fredholm alternatifin-
den,

1

1 E
dX)+— | @ lo ds(y)=10
nan (y>av(y) 9y (¥)
veya
1 d 1 _
D) + nancp(y)av(X) log o y‘ds(y) =0 (4.15)

homojen adjoint integral denklemin, 6zdes sifir olmayan reel degerli bir ®(x)
¢6zUmu vardir. Es.4.15 ile tanimlanan homojen adjoint denklemin ®(x) ¢6zu-
mu f(x) e ortogonal degil ise, Es.4.12 integral denklemin bir ¢6zUmU mevcut
degildir. Yani Es.4.12 nin bir ¢ozumunun mevcut olmasi igin,

f f(X)D(x)ds(x) = 0 (4.16)
oD

olmahdir. Genel olarak f(x) in Es.4.16 kosulunu sagladigini kabul edemeyiz.
Bu nedenle, yontemimizde degisiklik yapmaliyiz. Ozel olarak, dig Dirichlet
probleminin ¢6zumu, genel olarak iki kath potansiyel bigiminde gosterilemez.
ikinci olarak, dig Dirichlet probleminin ¢dzimiinii, W € C(éD) olmak Uzere,

9 1 -
log +1|ds(y) , xeR?\D (4.17)
ov(y) " [x—vy]

1
ux) = -— | ¥(y)
2n an

biciminde arayalim. O zaman Es.4.17 ile tanimlanan u(x) fonksiyonu

x € IR?\ D icin harmonik, sonsuzda sinirli ve x € dD icin u(x) = f(x) saglama-
sl i¢cin W(x) fonksiyonu,
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; 1]ds(y) — 2f(x) , x€aD (4.18)

Fredholm integral denklemini saglamalidir. Yine Fredholm alternatifinden
Es.4.18 in bir tek ¢6zUmUnun olmasi igin,

1P(x)+— flp

+1]ds(y)=0, x € 9D (4.19)

homojen integral denklemin ¢6zUmu yalniz, ¥(x) = 0 olmahdir.

Kabul edelim ki Es.4.19 homojen denklemin bir ¢ozumu W(x) olsun ve u(x) fonk-
siyonu, bu W(x) igin Es.4.17 ile tanimlansin. O zaman, x € dD igin u(x) = 0 olur.
(Cunku Es.4.19 homojen integral denklemi, x € dD i¢in f(x) = O sinir kosullu
probleme karsilik gelir.) O zaman dis Dirichlet probleminin ¢ézumunun tekli-
ginden x € IR2\ D igin u(x) = 0 elde edilir. Es.4.17 de x — « sonsuza gittigin-
de, u(x) sonsuzda sinirli oldugundan,

1

|><|||TOQU(X) |>!'£noo£ f‘P av ) Iog| v ds(y)
+ I|m — f‘P (y)ds(y)
= o(%) , r=Ix| (4.20)
yazariz. iki katli potansiyelin [x| — oo igin,
i f w(y), 2 g1 ds(y)= o 1) (4.21)
2n ov (y) X -y '
oldugundan
W(y)ds(y) =0 (4.22)

oD



42

elde edilir. Boylece Es.4.19 homojen integral denklem

1 0
Yx)+— | W
T an ) av(y)

log 1 ds(y)=0 (4.23)
X =yl

olur.

Es.4.23 ile Es.4.14 ayni denklemlerdir. Yani sadece W(x) = sabit bir ¢ézUmduir.
Es.4.22 den dolay! W(x) = 0 olmak zorundadir. Boylece, Es.4.19 homojen denkle-
min ¢6zumu yalniz W(x) = 0 olur ve E$.4.18 integral denklemin bir tek ¢ozumu
mevcuttur.

4.3. ic Neumann Problemi

Aux)=0 , xeDise (4.24)
WX _ g0 . xedD ise (4.25)
ov

ic Neumann probleminin u € C?D) N C'(D) ¢éziimiini, ¥ € C(dD) olmak
uzere,

u(x) = ;—n f W(y)log ds(y), xeD (4.26)

oD |X_y‘

tek katli potansiyel bigiminde arayalim. x, dD sinirina gittiginde, tek katli potan-
siyellerin normal tlrevleri igin olan, sigrama bagintilari kullanilarak,

0 1 B
00 log x— y‘ds(y) =2g(x) , xeadD (4.27)

1P(x)+% f w(y)
aD

Fredholm integral denklemi elde edilir.

Eger u(x), ic Neumann probleminin bir ¢6zumu ise ¢ herhangi sabiti icin
u(x) + ¢ de bir ¢dzUmdur.
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Es.4.27 integral denkleminde W(x) i belirleyelim. Es.4.27 integral denkleminin
bir coziUmunin mevcut oldugunu gostermek igin, Fredholm alternatifini izleye-
rek,

1 2, 1
Yx)+— | ¥ lo ds(y)=0, x€adD 4.28
nan (y)av(y) 9y (¥) (4.28)

homojen adjoint denklemin her ¢éziminin, g(x) e ortagonal oldugunu goster-
meliyiz.

ov ou
f(quv - vAzu)dx = f(uav - vav>ds

D oD
ikinci Green 0zdegliginde u harmonik ve v = 1 ise

0= a—uds
b ov

veya Es$.4.25 sinir kosulu ile

[gtds =0 (4.29)
aD

elde edilir. Boylece Es.4.24, Es.4.25 i¢ Neumann probleminin bir ¢ézUmunun
mevcut olmasi igin, Es.4.29 kosulu saglanmalidir. Simdi Es.4.29 un saglandi-
gini kabul edelim.

Kabul edelim ki W(x) fonksiyonu, Es.4.28 adjoint homojen denklemi saglasin

ve x € IR?\ D icin tanimlanmis harmonik, iki katli potansiyeli,

1
ux) = 2, Df w(y) -

1 ds
X =y

log (y), x€IR*\D (4.30)

fonksiyonu gbz 6nune alalim. Genelligi bozmadan kabul edelim ki, ¥(x) reel

deger olsun. x degiskeni, IR?\ D den aD sinirina gittiginde, iki katli potansiyel-
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lerin sigrama sureksizlikleri kullanilirsa,

lim u(x) = u_(x )
2.5 0
x€IR%\D~xqe€aD

olmak Uzere,
u_(xo) - u(xo) = ;‘P(xo) , X,€0D (4.31)

elde edilir. Es.4.28 homojen adjoint denklemi ile Es.4.30 denklemi birlikte
dusunudldiginde x, € dD icin Es.4.28 adjoint homojen denklemi,

lI’(xo)+2u(xo)=0 , xoeaD

veya

u(x,) ==5"¥(%,) (4.32)

elde ederiz. u(x), Es.4.30 ile tanimh oldugundan, iki katli potansiyeller, [x| - o

sonsuza gittiginde,

u(x)=o<1) Xl oo

x|

sifira gider. Maksimum prensibinden x € IR \ D igin u(x) = 0 elde ederiz.

Es.4.30 iki kath potansiyelin normal dogrultudaki tirevi surekli oldugundan;
yani,
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out ou~
av %)= 5y

(xo) , X,€dD (4.33)
oldugundan, x € D igin u(x) harmonik ve x € dD igin

a—u(x) =0, xedD

ov

elde edilir. Béylece, x € D icin u(x) = sabit elde edilmis olur. iki kath potansi-
yellerin sigrama sureksizliginden,

(1)~ u(xy) =5 () + %, €D

W(x,) = sabit elde edilir. Gauss formulinden,

-2n, xeDise

log ds(y)={-n , xedDise (4.34)
oD a\/(y> ‘X - y‘ .
0 , xelR®\Dise
x € dD icin,
1 0 1
1+ log ds(y)=0 (4.35)
“aD/ ov(y) ~Ix—y]|

yazariz. Es.4.35 ten, W(x) = sabit, Es.4.28 homojen adjoint denklemin bir
¢6zUmUdur. Es.4.29 kosulundan, her ¥(x) = sabit fonksiyonu igin,

[ wgds(x) =W [ g(x)ds(x) =0 (4.36)
aD oD

ortogonallik sarti saglanir. Boylece Es.4.27 integral denklemin bir ¢6zUmu
mevcuttur.
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4.4. Dis Neumann Problemi

Au)=0 , xelR*\D ise (4.37)

WX _ g0 . xedD ise (4.38)
ov

u(x) sonsuzda duzgun (regular) (4.39)

kosullarini saglayan bir u € C3(IR?\ D) N C'(IR?\ D) ¢dziimiini arayalim. Bu
problemde Es.4.39 sonsuzda dizgunlik kosulu séyle tanimlanir; (r, 6) kutup-
sal koordinatlar olmak Uzere, 0 < 6 < 2wt igin dizgln olarak,

lim|ru(r,8)| < oo

ve

r? a—u(r, 0)

i
m or

I— ool

< o0

ise u(x) sonsuzda dlzgundur denir. Q_ = {x : x| <R}ve D C Q_ olsun. Q. \D
bolgesinde, birinci Green 6zdesligini uygulayalim.

f (vAzu + Vv.Vu)dx = f vg:ds
Qg \D 3(QR \D)

Yds (4.40)

ou 0
vavds+ fvav

o

yazariz. Es.4.40 da v = 1 alirsak ve u(x), Es.4.37 - Es.4.39 probleminin bir
¢ozUmu ise,

_ [du _ [
0= 5 (x)ds(x) R u(x)ds(x)
R

oD ——

g(x)

veya
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& au ou

gx)ds(x) = [ —=Rdf = 2n——"R

an J R R
_ 5. p2.0u 1 _ (l)
= 2R R R R

olur. Boylece dis Neumann probleminin bir ¢ézimuanin mevcut olmasi igin bir
gerek kosulu; yani,

[gxdsx) =0 (4.41)
aD

elde ettik. Simdi yine Es.4.37 - Es.4.39 probleminin bir ¢gézimunia W € C(dD)
olmak Uzere,

_1 2\ 9
u(x) = znan‘P(y)log ds(y) , xeIR2\D (4.42)

X =y
tek kath potansiyel bigiminde arayalim. Eger W € C(dD) fonksiyonu,

f W(x)ds(x) = 0 (4.43)
oD

kosulunu saglar ise, Es.4.42 tek katl potansiyel ile tanimlanan u(x) fonksiyo-
nu sonsuzda duzgln (regular) olur. x, dD sinirina gittiginde Es.4.42 tek katl
potansiyelin normal tlrevinin sigrama sureksizliklerini kullanarak, W(x) in sag-
lamasi gereken,

1
X —y]

1 E -
W(x) X Df W(y) - log ds(y)=—29(x) , x€aD (4.44)

Fredholm integral denklemini elde ederiz. Fredholm alternatifine gore,

1
X —y]|

1 F
W(x) — 7 Df W(y) o log ds(y)=0, xedD (4.45)
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homojen denklemin ¢ézumu yalniz W = 0 ise, Es.4.44 integral denklemin bir
tek ¢ozumu mevcuttur.

Kabul edelim ki y(x), Es.4.45 in bir gozUmuU olsun. Es$.4.45 in iki yanini dD Uze-
rinden integrallersek,

P 1 B
f‘P(y) P log x— yds(y)}ds(x) =0

oD

[woodsto -+ {
oD oD

veya

1 o 1
W(x)ds(x) —— [ W(y [ log ds(x)
an “an ( >an ov(x) T|x—vy]

ds(y)=0 (4.46)

elde ederiz. x € dD icin Gauss formulinden,

2 1 ~
| 5y

oD

veya

1 d 1
1=— | d 4.47
J%Jawwogx_yﬁw (4.47)

yazariz. Es.4.47 nin iki yanini W(x) ile carpip, dD sinir Uzerinden integraller-
sek,

9 10g 1
5 oovly) T[x—vy]

olur. Es.4.48 i Es.4.46 da yazarsak,

[weodsoo=—1 [w ds(y)|ds) (4.48)
aD aD d

2 [Wwds(x) =0 (4.49)
aD

elde ederiz. Bdylece W(x), Es.4.43 kosulunu saglar. Yani Es.4.42 tek kath
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potansiyeli ile tanimlanan u(x) fonksiyonu harmoniktir ve sonsuzda duzgun-
dur. Boylece, W(x), Es.4.45 homojen denklemin ¢ozimu kabulu ile (g(x) = 0),
Es.4.42 tek katli potansiyel ile tanimlanan u(x) harmoniktir ve x € dD igin,

a—u(x)= gx)=0 , xeadD
ov

olur. Green formulinden,

fqu\zdx= uguds+ fuguds
0z \D ad, Y b
= ug—uds
ag, Y
— 50U o _ 20u 1
= 21U R R = 2n.Ru.R R R?

oL
yazariz. Dolayisiyla Vu = 0 ve u = sabit elde edilir. Fakat,

lim [x/u(x) < oo

X|ﬂoo

oldugundan x| — o igin u(x) = 0 olur. Buradan, x € IR?\ D igin u(x) = 0 elde
edilir. Ozel olarak sonsuzda diizginlik kosulu, dis Neumann probleminin
¢Ozumunun tekligini verir. Tek katl potansiyelin surekliliginden u(x), D de har-
monik ve x € dD igin u(x) = 0 olur. Boylece x € D i¢in u(x) = 0 olur. Tek katli
potansiyelin, normal dogrultudaki tlrevlerinin

ou”
ov

(x) — 33{ 0 =Wx , xedD (4.50)

denklemini sagladigini biliyoruz. Buradan W(x) = 0 elde edilir. Boylece Es.4.44
integral denklemin bir tek ¢6zUmu mevcuttur.

Kabul edelim ki W(x), Es.4.44 integral denkleminin bir tek ¢6zUmu olsun.
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Es.4.44 Un iki yanini, dD siniri Uzerinden integrallersek, Es.4.41 kosulu ile

1 7] 1
Y(x)ds(x)—— | ¥ lo ds(x)
f f <y>LDf o0 O lx—yl

=-2 f g(x)ds(x)
aD

ds(y)

veya Gauss formilinden x € D igin

2 f W(x)ds(x) = 0
oD

(4.51)

(4.52)

elde edilir. Boylece Es.4.43 kosulu sadlanir. ¥(x), Es.4.44 integral denklemin
bir tek ¢ézUmudur ve dolayisiyla Es.4.42 tek kath potansiyel, dis Neumann

denkleminin bir tek ¢ézumudur [1].
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5. HELMHOLTZ DENKLEMi iCiN POTANSIYEL TEORI

Bu boélumde Helmholtz denklemi igin ¢ift katl ve tek katli potansiyellerin 6zel-
liklerini inceleyecegiz.

5.1. Helmholtz Denklemi

eik‘x_y‘

X —y

, X#Y

ALu + k?u = 0 Helmholtz denkleminin bir ¢éziimiidiir. Kolaylikla tiirev alinarak
ik|x —y|

X =y

gosterilebilir ki, sabit y € IR® ve x # y icin Helmholtz denklemini saglar.

5.1. Teorem

D C IR® sinirli, basit baglantili bir bélge olsun. D nin siniri D, C? sinifindan
yani dD surekli egrilige sahip olsun.

v, dD sinirinin birim dis normali ve u, Au+ k?u = 0 Helmholtz denkleminin bir
¢6zUmu olmak Uzere

—4nu(x) , xe€Dise

a ekix=yl  gikix=yl g, .
u( Vov Wix—yl x—y| av(y)(y) ds(y) = {-2nu(x) , xdDise (5.1)
0 , xelR*\Dise
saglanir.
Ispat

1) x € D olsun. & > 0 yeteri kadar kuglk olsun ve Q ={y : |y — x| < ¢} yuvari D
nin iginde yatsin. D\ Q_ bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim. integraller
icin ortalama deger teoremi yardimiyla,



ekx—vl ik|x =]

e 2
f u(y) - VZu(y)|dy
D\Q, |X.k_ y| |X_V|T
ikx—y
Ix—vl
9 ekx-yl  gikx-yl Au
~_(y)|ds(y)
[ av(y) [x—y|  Ix—y| ov
a ek—yl  gikix=yl g
+ ds
f U gy iyl v

D\Q

Sekil 5.1. x € D icin D \ Q_bolgesi

P eik\x—y\
u(y) (y)( )s sin ®dddo
f iy x -yl / f
|ks
=u(y *) Eli(e e2.4m, y*e 0Q
ve
|k\x y| aU |k\x y| aU ‘
) ds(y)
y oV f x—yl oV
< au el 5 .
ryneag)( aV(y)‘f f’ e sin ddde
ike
<M.e2.|% | 4n

Burada,
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M = max
yeD

)

dir.

e — 0 sifira gittiginde,

ik|x —y] |k\x |
[u 9 ™™ "0u )\ds(y) = —4mu(x) (5.2)
a

av(y)[x—yl [x—y|av
elde edilir.

2)x€dD olsun. 0 =DNIQ_=Dn{y:|y — x| = ¢} olsun.

oD, = 3D\ (aDN{y:|y — x|<e}) olsun.

X

ZF )

Sekil 5.2. x€adD igin D\ Q bdlgesi
D\ Q_bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim.

ekx—Vl iklx —y|

e
x=y[ [x—y]|
g ekx=yl  gkix=yl 5,
av(y) x—y| [x—y &

a e'k‘x vl ik‘X—y‘ ou

— d
Wix=yl =y

[ (y).v? v2U(y)]dy

D\,

[ |uy)

a0,

+ [ |uty

(y)|ds(y)

s(y)
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(1) dekine benzer bir inceleme ile ¢ — 0 sifira gittiginde,

o eMx—yl  gikix-yl g
Xy \x—yc?:(y) ds(y) = —2mu(x) (5.3)

[u( )

elde edilir.

ik|x -y

3)x€IR*\ D ise
x -yl

ci Green 6zdesligini yazarsak,

fonksiyonu D bélgesinde singuler degildir. D de ikin-

f [“(y) e ik|X_yVZU(W]dy

x—y| X|— | »
kx—y|  gikix—y
[ 3Viy !i—y! X =y g: V|ds)
[u(y) ¢ |exk yy|| ‘Xiki_yyg:(y) ds(y) =0 (5.4)
elde edilir.
5.1. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. éD nin birim dis nor-
mali v olsun.

1 9 e, 3
W) =— [w , xeIR%\aD 5.5
I abf (y)av(y) x—y ds(y) (5.5)

ye W(y) yogunluklu iki katli Helmholtz potansiyeli denir.

Es.5.5, Au(x) + k2u(x) = 0 Helmholtz denkleminin bir ¢dziimidir. C6ziim oldu-
gu kolayca gosterilebilir.
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2 2 2
AWG0 =24+ 2 4 P dwi
ax1 6x2 8x3

1 a 62 32 32 (eikxy>
=— | W + + ds
4 af ) 3V(Y)(8x? ax: axi) X —y]| )

D

\ J

ikjx—y]
_kZe

Ix =yl

— K2 g ekx-y
AWX) =—— [ W ds
W= Yy

A W00 + k2W(x) = 0

saglanir.
5.2. iki Kath Helmholtz Potansiyelin Siireklilik Ozellikleri

x € IR®\ 8D noktasinin, X, € dD noktasina gitmesi halinde, iki katli potansiye-

lin sireklilik dzelliginden bazi sonuglar cikaralm. v € C%*(D) olsun. Birinci
Green 6zdesligini ve Es.5.1 i kullanalim.

[Gvusvwvidy = [ va—:ds(y) (5.6)

D oD g

ikjx -y

X =y

Birinci Green 6zdesligini v € C3(D) ve u = fonksiyonlari igin yazalhm.

Q ={y:|ly—x|=<¢} CDolsun. O zaman E$.5.6 y1, D\ Q_bolgesi lzerinden

yazarsak,
e|k|x ikjx —y]
v(y)V? + Vv(y) y
D\é;[ Y | Yix -yl

B o ekx-vl o ekxvl
- f )3 ey W f V) ok —y &)

yani
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[|-K2v(y) = +VV(y)Vy| Ikx_yy”dy
ik|x —y| ik|x —y]
/ V(y)aa()|e ds(y) + / V(y>ava(y)|ex_y|d8(y) (5.7)
olur.

1) x € D olsun. O zaman, integraller icin ortalama deger teoremi kullanilarak,

a eik‘x_ﬂ

lim [ v(y) ds(y)
“Oag{ ov(y) [x -yl
2w k
_ Slim)of Of (y)( e >g -sin ddddo
:”"5( |kse )a Anv(y*) , y*eoQ
= 4mv(x) (5.8)
elde edilir.

Sekil 5.3. x € D icin D\ Q_bdlgesi

2) x € dD olsun. O zaman,

o ekxvl B
nmf 6V(y |X_y|ds(y)—2n:v(x) (5.9)

elde edilir.



ZT

Sekil 5.4. x € dD i¢in D \ Q_bolgesi

iklx—y

3)x€IR*\ D ise £
x -yl

ik[x —y| ik|x —y|
e e
v(y)VZ=—— + Vv(y).V
Y x =yl
o eWV—y

ov(y) [x -y

dy

/

Y x -yl

ds(y)

olur.

Boylece Es.5.7 ¢ — 0 icin,

a eWV—Y

) f Waviy) x—y

veya

elklx—y

f Vv(y Y dy + pv(x)

, |k|X vl
=K fV(y) ] dy + an (y)a (y)|x—y]|

Mx—yl

ds(y)

olur, bu formulde p sayi,

fonksiyonu, y € D icin tanimlidir. Dolayisiyla,
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(5.10)

(5.11)



—4n , xeDise
p=4J-2n , xedDise
0 , xelR®*\Dise

dir.

Benzer olarak, ikinci Green 6zdesliginden,

kx—y[  gikix—y|

e 2
v(y)V2 - V2v(y)|dy
D\éE Yix—y| |x-vy]|
[ P eik\x—y| eik\x—y\ ov
= [ |v(y). - —_(y)|ds(y)
an, av(y) x—y| [x—y|av
[ P eik\x—y\ eik|x—y\ ov
+ [ {v(y) - ~_(y)|ds(y)
ag{ av(y)[x—y|l |[x—y|ov
yani
kx| kx|
—k2V(y) o — S——V2y(y)|dy
D\ﬂ x=yl Ix=y]|
f’ ( ) P eik\x—y| eik\x—y\ aV( )d ( )
= [|vly - ~(y)|ds(y
a L 6v(y) ’X_y| ‘X_y‘ ov |
[ 9 eik\xfy\ eik|x7y\ ov 1
+ [ {v(y) - ~_(y)|ds(y)
ag{_ ov(y) [x =yl Ix—y[ov]
yazariz.
Es.5.8, Es.5.9 ve Es.5.10 dan
4nv(x) , xeDise
i & 4 y) = Jomvin) aDi
im | v(y s(y)=42nv(x) , xe€dDise
b4 Vavy)x-y)

0 . xelIR%\Dise
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(5.12)

(5.13)

(5.14)



dir.
ik[x—y|
e ov
I d
im \%w>aw
|k
¢l ov
—(y)|d
5, V)(ds(y)
V 27 n’eikg 5 .
<!|£r?) ryeag)( (y)‘of 6/ — " sin®@dddo
) eika
<limK-e“|—14n =0
e—0 €
Burada,
K = max|—— y)‘
yeD
dir.

Bdylece ¢ — 0 sifira gittiginde Es.5.13,

f[ 2 ( ) ex-Vl iklx—ylvz )ld
vy viy)|dy
x—y| [x—y|

P e|k\x y| eik\x—y\ ov

= [|v(y) ~_(y)|ds(y) -
/‘ ov(y) [x =yl [x—ylov

veya

ikIx—y| ikx—y|

pv(x) = kzv(y)e © v2v(y)|dy
5 x=y[ |x—y]|
P eiklx—y\ elkx=vl gy

v(y ~(y)|ds(y)
f[ O @ =y b=yl v

olur.

pv(x)
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(5.15)
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Simdi Es.5.5 iki kath Helmholtz potansiyeli gézonune alalim ve kabul edelim
ki, ¥ € C?(dD) olsun. O zaman W fonksiyonu D da, C? sinifndandir.

D'=D D =IR*\D ve x €aDolsun.

W*(xo) = Xllr)po W(x) W‘(xo) = Xlirpo W(x)

xeD™ xeD

tanimlayalim.

D =IR*\D

Xy € oD
oD

Sekil 5.5. D* ve D bdlgeleri
Es.5.11 de v(x) = W(x) koyalim ve iki kath potansiyelin tanimini kullanalim.

eWV—ﬂ

f V‘P(y)Vy dy + p¥(x)
B

X =y
eWV—y

ay+ w0 " sy

_ Df‘P(y)'|X_y| K av(y) [x -yl

yani

eWV—ﬂ

[ve).v, |

dy + p¥(x)
x =yl

ok

X =]

= K2 f w(y)- dy + 4TW(x) (5.16)
D
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Es.5.16 da x € D* olmak lizere x — X, € dD ye limit hesaplarsak,

|dy + 4TW* (x,) (5.17)

dy + 4mW(x,) (5.18)

Es.5.18 den Es.5.17 yi cikarirsak,
27 (%) = 4| W (xg) = W* (x|

veya

W(x,) = 2|W(xp) = W* (x,)| (5.19)

elde edilir. Simdi Es.5.16 da, x € D olmak lizere x — X, € 9D ye limit hesap-

layalim.
elk‘xo—y‘
'Y \Y% dy — 0-W(x
Df V) Y%=y )
ik|Xn—
= K2 f w(y)-2 i y|dy+4nw—(xo) (5.20)
D %o Y|

Es.5.18 den Es.5.20 yi ¢ikarirsak,
~20%(x;) = 4[W(x;) = W (x,)
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—W(x,) = Z[W(xo) ~ W~ (xo)] (5.21)

(5.22)
w- <X0> B W<X0) - +71P(X0)
yazariz. E$.5.22 den,
W"(xo) — W_(xo) = -W(x,) (5.23)

sigrama (jump) bagintisi elde edilir.

Simdi tekrar Es.5.15 e dénelim. Es.5.15 de v € C?(D) secelim 8yle ki x € oD
icin

vix)=W(x) , xeadD ise

(5.24)
ﬂ(x)=0 , xeadD ise
ov

olsun. Boylece Es.5.24 kosullari altinda Es.5.15,

ekx-yl eiklx—y\
pv(x) = [ |k3v(y V2v(y)|dy
SOy oy T
kix—y[  gikix-y|
v [l o_e Miy)las(y)

ovy) x—y| [x—ylov”’

=0

veya iki katli HelImholtz potansiyelin tanimi ile,
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e|k|x_y‘ e|k|X_Y‘

pv(x) = [ [K2v(y) + V2v(y)|dy + 4nW(x)
Df x=y[ [x=y|
eik‘x_y| 2 2
pv(x) = f ” y|[V v(y)+k v(y)]dy+4nW(x) (5.25)
J |x—
olur. Simdi Es.5.25 nin iki yaninin, x € D* olmak Uzere x — X, € dD igin P 6( )
v (X

turevini hesaplayalim.

27Ny ) = 8 "oV, 2 oW
4n 7 (x,) = Df e \Xo—y\[v v(y) +KPV(Y)]dy +4n 7 (x,)  (5.26)
olur. Yine Es.5.25 nin iki yaninin, x € D olmak lizere, x — x € dD igin 4
0 ov(x)
tUrevini hesaplarsak,
OV = 8 "oV, 2 oW~
0 v <XO> - 5 a\,(X()) ‘Xo _ y‘ [V v(y)+k V(Y)]dy +4n oy (Xo) (5.27)

elde edilir. E$.5.26 ve E$.5.27 den iki katli Helmholtz potansiyelin tarevleri igin,

oW~ _dW~
ov (XO)_ ov

(%) (5.28)

ayni sureksizlik 6zelligi ortaya c¢ikar, burada,

anlamindadir. Boylece iki katl potansiyelin, dD nin normali dogrultusundaki
tdrevi, x degiskeni sinirdan x, € dD noktasindaki normali boyunca gegerken,
surekli olarak degisir.
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5.2. Tanim
Y(y), y € D icin tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

glkx— Y\

1
V(x) = W(y
f \X y|

ds(y) , x€IR®\dD (5.29)

ye, ¥(y) yogunluklu tek kath Helmholtz potansiyel denir.

Tek kath potansiyel, x € IR*\ dD icin Helmholtz denkleminin bir ¢ézimudir.
C6zum oldugu kolayca gosterilebilir.

2 2 2
A3V(x):<a + 9 + aZ)V(x)

2 2
[7)4 oX ) oxX 3

2 2 |kx y\
=41—n/w<y><a +32+3) “as(y)

i ax2  ox x—y|
e |k\x y|
‘ | Ix=y|
|kx y
AV = W(y)e——ds(y)
f X =y

ANV + k2V(x) =

saglanir.
5.3. Tek Kath Helmholtz Potansiyelin Siireklilik Ozellikleri

Tek katli potansiyelin siireklilik ézelliklerini kurarken W € C'(dD) kabul edelim.
Es.5.15 te yani,

elkix— y\ ekx=Vl
vix) = [ kv V2y d]
V00 = [ [kl L Ty
T O L L Sl ) (5.15)
\Y .
L1 vy x—y|  x—ylav |V
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formiliinde v(x) fonksiyonunu v € C%(D) ve

vix) =0 , xe€dD ise
(5.30)
ﬂ(x) =¥P(kx) , xedD ise
ov
secelim. Es.5.30 kosullari, Es.5.15 te yazilirsa,
glkx—vl
pv(x) = f o [v2 (y) + k2v(y)|dy f w( y) ds(y) (5.31)

denklemi elde edilir. E$.5.31 i tek katli Helmholtz potansiyel ile ifade edersek,

pv(x) = f x— [Vzv(y +k2v(y)|dy — 4nV(x) (5.32)

olur.

Simdi, tek katli Helmholtz potansiyelin, x € IR icin siirekli oldugunu géstere-
lim. Es.5.32 ninx € D* — X, € dD ye limitini hesaplarsak,

|k|x ‘
—47:; f ’x i yy’ (y) + k?v(y)|dy — 4xv* (%) (5.33)

olur. Es.5.32 ninxeD — X, € dD ye limitini hesaplarsak,

ik|x -
O-v(xo) = ‘exo i ;‘ [Vzv(y) + k2v(y)]dy —4nV"~ (xo) (5.34)

olur. E$.5.33 ve E$.5.34 ten x, € dD igin,

|k‘x ‘
VI (%) = V7 (%) = f‘x iyy‘ v(y) + K>v(y)]dy (5.35)
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elde edilir. E$.5.32 yi X, € dD i¢in yazarsak,

e X0~ V\
—2nv__r f e y‘ v(y) + k2v(y)]dy — 4aV(x,) (5.36)

olur. Es.5.35 ve Es.5.36 dan, V(x) tek kath Helmholtz potansiyel, x € IR® igin
sureklidir.

Es.5.32 nin x € D" — x, € D ye v dogrultusundaki tirevi,

P P ikjxg Y] i
_475%()(0) B ,5/3\’()(0) ;(O_YI[VZVW)—F Evy)ldy = 4= ov (o)
veya
ik|X - ‘ N
—4n¥(xp) = Df aV?X()) ﬁ(oiy‘[vz v(y)+ Kv(y)ldy — 422~ (x,) (5.37)

olur. Es.5.32 nin x € D° — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi

o o eV, 2 oV~
O )= ayx—y oy VAV Kv)ldy — 47 (xy) (5.38)
olur. X, € dD icin E$.5.32 nin v dogrultusundaki tlrevi,
oV = 8 eV, 2 av
25, (%) = Df ov(x,) ‘Xo_y‘[v v(y) + K2v(y)ldy — 45 (x,) (5.39)
="(xg)

olur. Es.5.37 den Es.5.39 cikarilirsa,

oV* v 1

ov (%o) = E<XO> - Elp(xo) , X, €D (5.40)




elde edilir. Es.5.38 den Es.5.39 cikartilirsa,

N, oV

1
v (X0 "5y

<X0> - _Elp(Xo) , X, €D

olur. Es.5.40 ve Es.5.41 den,

oV*©

5 (Xo) ~ a\/__(xo) =W(x,) , x,€D

ov
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(5.41)

(5.42)

tek kathh Helmholtz potansiyellerin, v dogrultusundaki turevleri igin, sigrama

(jump) bagintisi elde edilir.
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6. FiZIKSEL ALTYAPI

Akigkan bir ortamda hareket eden akustik dalgalari g6z6nune alalim.
V(x, 1), x € IR® noktasindaki parcacagin t zamanindaki hiz vektérii olsun.
Akiskanin basincini, yogunlugunu ve spesifik entropisini sirasiyla p(x, t), p(x, t)
ve s(x, t) ile gosterelim. Akigkan Gzerine hig¢ dis kuvvetin etki etmedigini varsa-
yalim. O zaman pargacigin hareketi asagidaki denklemlerle ifade edilir;

Euler denklemi

oV(x,t)
ot

+ (V(x,t).V)V(X, 1) + yV(x,t) + Vp(x,t) =0 (6.1)

1
p(x,1)

Sureklilik denklemi

op(x,t)
ot

+ V[p(x,t)V(x,t)] = 0 (6.2)

Durum denklemi
f(p(x, 1), s(x, 1)) = p(x, 1) (6.3)
Adiabatic hipotezi

os(x, t)
ot

+V(x,t)Vs(x,t) = 0 (6.4)

Burada f akigkana bagli bir fonksiyondur. y sonum katsayisidir. Bu sistem V,
p, p ve s bilinmeyen fonksiyonlarina gore lineer degildir. Baslangicta yanit =0
daV,=0, p=p,(x), s =syx)ve p, sabiti p, = f(p,(x), s,(x)) seklinde olsun. Bu
lineer olmayan sistemin lineerlestirimesi, bu sistemin (V, p,, p,. s,) daki
turevleri



V(x, 1) = eV, (x,1) + ole?)
p(x,1) = p, +p, (x,t) + ole?)
p(x,t) = p, () + ep, (x, 1) + ole?)

s(x,t) =s,00 +es (x, 1)+ o(?)
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ile verilir ve bu son egitlikleri Es.6.1, Es.6.2, E$.6.3, E$.6.4 de yerine koyalim.

o(e?) yi iceren terimleri ihmal edersek,

v, (x,1)
ot

+yV, (X 1) + Vp,(x,t)=0

1

P, (X)

ap, (x, 1)
ot

+ V[po OV, (x, t)] =0

af(pO’ SO) af(pO’ SO)

2 p, (X, 1)+ s s, (x,t)=p_ (x1)

os, (x,1)
ot

+V, (x,)Vs (x) =0

lineer sistem olusur [3].
Bunu gorelim.

8(8V1 (x, t))
ot

+ 1 \
po (X) +gp, (X, 1)

VvV, (x,t)

+ (sV1 (x, t).V)(£V1 (x, t)) + y(sV1 (x, t))

(P +ep,(x,1)=0

€ + &2 (V1 (x, t).V)V1 (x, 1) +yeV, (x, 1) +

ot
Vv, (x,t)

Po (X) +gp, (X, 1)

1

€ + s(V1 (x, t).V)V1 (x,t) +yV, (x, ) +

ot

Po (X) +ep, (X, 1)

eVp, (x,t)=0

Vp,(x,t)[=0

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)



v, (x,1) 1

+e(V,(x,).V)V, (x, ) +yV, (x, 1) +

ot

olur. ¢ — 0 gittiginde

v, (x,1)
ot

+yV1(x,t)+ Vp1(x,t)=0

1
. (x)

0

denklemi elde edilir.

3(py (0 + €p, (X, 1)
( : ot 1 ) + V[(po (x) + ep, (x, t)_(8V1 (x, t>))] =0

9p, (X) dp, (X, 1)
o T 4

e —

=0

I, (x, 1)
ot

ap, (x, 1)
ot

ap'] (X, t)
ot

€ +eV(p, OV, (x, 1)) + 52v(p1 (x, HV,(x,1))=0

€ +V(p, IV, (X, 1)) + eV (p, (X, )V, (X, 1))| = 0

+ V(py OV, (x, 1) + eV(p, (X, hV, (X, 1)) = 0

olur. ¢ — 0 gittiginde

ap, (x, 1)
ot

+ V(po x).V, (x, t)) =0

denklemi elde edilir.

p(x,t) =f(p(x, 1), s(x, 1)), p,= f(Pg:S)

op (af_ap o os

— =t p=p +
P=p,+ep, \dp ot  os at)p Po ™ £y
S:SO‘|'ES1

P, (x) + ep, (x,t)
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Vp1(x,t)=0

(6.5)

+ V[ep, OV, (x, 1) + e2p, (x, YV, (x,)] = 0

(6.6)
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: : :
2 (py+ ep,) = [%f( ep,,s,+ s )]at( +ep,)

0 0
+ [asf(pO +ep,, S, + €S )]at(s +es )

3p1 0 ap,
e = %f(po +ep;, Syt 881)8?
0 ds,
+ gf(po +ep,, 8, + 831)8?
ap1 0o ap1
= %f(po +ep,, S+ €S,) n
0 ds,
+ £f<po +ep,, Syt €S,) 5 n
e — 0 gittiginde
8p1 (X,t) Kl p (x, 1) P 331 (x, 1)
o ap ( (x),s (x)) . £f<po (x), s, (x)) m
veya ses hizi c
c?(x) = ap f(py ), 5,())
olmak Uzere
ap, (x,1) ) p, (x,t) P os, (x,1)
e [c(x)] TJrgf(po(X)’so(X)) p (6.9)
olur.
Vp, = Vf(p, (), s, (x)
of(p.,s of(p, s
0= MVp + MVS (6.10)

dp 0 ds 0
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yazilabilir.

aat(so(x) +es, (X, 1)+ (eV, (X, 1)) V(s,(X) + €5, (X, 1)) = 0

9s, (x, 1)
ot

9s, (x,t)

e

£ +eV, (X, 1)[Vs, (x) +eVs, (x,t)] = 0

+V, (X, H)[Vs,(X) + Vs, (x,1)] = 0
e — 0 gittiginde

os, (x,1)
ot

+ V. (x,1).Vs,(x) = 0 (6.8)

elde edilir.
Once s, i yok edelim.

Es.6.8 ve Es.6.10, Es.6.9 da kullanilirsa

op, (x,t) o, (x,t) 4 os, (x,1)
1at = [cP 1at + 2 (pp 0,5, (0) 1at
ap, (x,t
=[cP p1a(t )+aasf(p0(x),so(x))(—v1 (x, ) Vs, (x))
ap, (x, t
=[c(0F p1a(t )—V1 (x,t)aasf(po(x),so(x)).Vso(x)
dp, (x, 1) (P So)
= [cO0P " 4V, (x, 1) ;p 2 Vp, %)
op, (X, t
= [c % +V, (x, t)[C(X)]ZVpO (x)
ap, (x,1) ,| 9P, (X, 1)
p =[c(x)] Frah (X, HVp, (x) (6.11)

Simdi V, ve p, i yok edelim. Bunun i¢in Es.6.11 in t ye gore tlrevini alalim.



32p1 (x, t) P 62p1 (x, 1) N v, (x,1)
ot? ot? ot

Vp, )

Es.6.6 nin t ye gore turevini alahm.

dp, (x,1)
VIR0V, (x ] =0
8%p, (x,1) oV, (x,1) 3p, ()
T=—V pO(X) ot +V1(X,t) at
—
v, (x,1)
=—V|p,x) ot

olur. E$.6.13 de, Es.6.5 i yani

ek BNV B
=—vV, (X, t)— Vp, (x,t
ot 1 P
yi kullanirsak
Te b ol V. (x,0) ———Vp_ (x,1)
ot - Po X<_Y 1\ X po(X) Py )
= V[Vp1 (X, 1) +yp, GOV (x, t)]
= V2, (X, ) +vV(p, 0OV, (x, t)
olur.

Es.6.5 ve Es.6.14, Es.6.12 de yerine yazilirsa

*p,(x.t)
a2

%p, (x,t)  V,(x,t)
2 1 1
> +

[c(x)] pn

Vp, ()
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(6.12)

(6.6)

(6.13)

(6.14)

(6.12)
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9°p, (x, )
e = [c Vzp1 (x,t) + yV(pO IV, (x, t))
+(—\(V1 (x,t)— TVp (x, t))Vpo(x)
p,(x, 1) 3, (x, 1)
o = [c()?|—y ot V2p1(x,t)—yv1 (x,t)VpO(x)
~19p. (x, ) Vp, ) (6.15)
9,

elde edilir. Es.6.15 te 3— yerine Es.6.11 den
ap»] (X’ t) 1 ap1 (X’ t) 2

T of 3 — eV 1 (x,t)Vpo (x)
yazilirsa
8°p, (x,1) 1 (%P (1)

= [cP|- ( ! —[cOPV, (x,t)V ())
ot? o Y[c(x)] ot COOFV, DTy (X
1
V2p1 (X, 1) =V, (x, ) Vp, (x) — 0 (0 xVp_ (1)

32p1 (X1 t) ap1 (X’ t) 2 1
v 2 __

pe L + [ |V p,(x,1) e Vp, X)Vp, (x,1)
o°p,(x,t)  ap,(x1)

po Y = [c(x)]zpo(x)v TVp (x,1) (6.16)

elde edilir. Bu p, i¢in dalga denklemidir.

Simdi kabul edelim ki p.(x, t) zaman periyodik (veya zaman harmonik) yani,
p, (x,1) = Re[ux)e ™ (6.17)

sadece uzaysal degiskene bagli kompleks degerli bir u = u(x) fonksiyonu ve
w > 0 frekansi ile tanimlansin. E$.6.17 i, dalga denklemi Es.6.16 da yerine



75

koyarsak, u i¢in U¢ boyutlu Helmholtz denklemi saglanir.

VZu(x) + w <1 +il>u(x)=LVp (x).Vu(x) (6.18)
[c(x)P w P 0

Serbest uzayda ¢ = c, sabit ve y = 0 dir. “Dalga sayisI” ve “kiriima indeksi’ni,

w w0 S, ( y)
k=—>0 ve n(x) = 1T+i— 6.19
Co ’ [c(x)? w ( )
ile tanimlarsak Helmholtz denklemi
AUGO + K2nGO.uG) = Vp, ).Vu(x) (6.20)
po(x)

seklinde olur. Burada Re n(x) = 0 ve Im n(x) = 0 olmak Uzere n(x) bir kompleks
degerli fonksiyondur.

Es.6.20, kuguk genlikli zaman harmonik ses dalgalarinin homogen olmayan
bir ortamda yayilmasini belirtir.

Bu denklem IR? teki her serbest kaynak bélgesinde saglanir. Kabul edelim ki
her [x/=a i¢in c(x) =c  ve y(x) =0 yani [x|=a igin n(x) = 1 olacak bigim-

de a > 0 sayisi mevcut olsun. Bunun anlami, homogen olmayan
{xeIR®: n(x) £1}

ortami sinirhdir ve a yarigapli

KO0,a)={yeIR® : |y|<a}

yuvarinin i¢cinde yatmasidir. K(0, a) nin kapanisi,

K[0,a]={y € IR® : |y|<a}
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ile tanimlanir. Ek olarak kaynagin K[O, a] yuvarinin diginda oldugunu kabul
edelim.

Bu kaynaklar, u' olay dalgayi (retir, dyle ki K[0, a| yuvarinin iginde,
AU+ K= 0

Helmholtz denklemini saglar. Biz u' yi “noktasal kaynak” veya “diizlemsel
dalga” olarak alacagiz, yani, zamana bagiml olay dalga, kaynak z de ise

) . iklx — z|
ikIx —z|—iwt

pi1 (x,t) = 1 Ree yani u'(x) = z|>a

x—z|’

veya 6 € IR® birim vektor olmak tizere

p|1 (X, t) = Reeikﬁ'x_i""t yani Ui(X) — eik@.x

dir.

Her durumda, K[0, a] yuvarinin iginde u', Au' + k?u’' = 0 Helmholtz denkleminin

bir ¢dzimidir. ik durumda, pi1 bir “kUresel dalga”y1 tanimlar oyle ki kuresel

dalga kaynaktan c, hiziyla uzaklasir.

ikinci durumda p‘1 (x,t) bir dizlemsel dalgadir, oyle ki 0 dogrultusunda c,

hiziyla yayilr.

Olay dalga n(x) kirilma indeksiyle tanimlanan homogen olmayan ortamda,
us(x) “sacilan dalga’yi Uretir.

u = u' + u® toplam alani, kaynagin disinda Au + k?u = 0 Helmholtz denklemini
saglar. Ayrica biz sagilan dalganin homogen olmayan ortamdan, bir kiresel

dalga olarak uzaklastigini beklemeliyiz.

Bu, asagidaki “yayilma kosulu” ile tanimlanir.
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lim r

r=I[xl-oo

(aus(x) 0 6.21)

Fr iku (x))
X

™ e s?, burada s?, IR® teki birim kiredir [3].
X

6.1. Direkt Sagilma Problemi

k > 0 dalga sayisi, [x|>a igin n(x) = 1 olmak lzere kiriima indeksi n = n(x)

olsun ve u' olay dalga verilsin. IR® te kaynak alanin disinda,
Au + kn(x)u = 0 (6.22)

Helmholtz denklemini saglayan (eger Ap, = 0 ise) u toplam alani, oyle ki,
u® = u — u' sagilan alan Es.6.21 yayilma kosulunu saglamak iizere, belirleme
problemidir.

6.2. Ters Sagiima Problemi

K(0, a) yuvarinin disinda, cok sayida farkli u' olay dalga ve (veya) farkl k
dalga sayisina karsilik gelen u(x) toplam alanin degerlerinden n = n (x) kiril-
ma indeksinin belirlenmesi problemidir.

6.3. Homogen Olmayan Bir Ortamda Zaman Harmonik Dalga Yayilmasi

Uzayda az yogunluklu veya ¢ok yogunluklu bir bélgeden gecerek yayilan,
zaman harmonik ses dalgasini gézénune alalim. Kabul edelim ki, bdlgenin
yogunlugu p, = p,(x) fonksiyonu ile verilsin ve p (x) yavas degissin; yani

Vp, () terimi ihmal edilebilir olsun. Bu nedenle Vp (x) =0 alacagiz. U(x, t)

hiz potansiyeli, x € IR3, (x, t) € IR* icin,

2 2 2 2
au=949,00 oV __1 U (6.23)
ox.~  ox~ xS ¢ (x) ot

dalga denklemini gergekler. Es.6.23 te ¢(x) € C'(IR®), ses hizi olarak tanimla-

nir. a > 0, ¢, > 0 pozitif sabitler oimak tzere, [x| = a igin ¢(x) = ¢ tanimlansin.
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Es.6.23 dalga denkleminin,
U(x, t) = u(x)T(t) (6.24)

bigiminde degiskenlerine ayrilabilir ¢éziimii arandiginda, —~w? ayirma sabiti
olmak uzere, u(x) ve T(t) fonksiyonlari,

W2
A3u(x) + CZ(X)U(X) =0 (6.25)
T () +w?T(H) =0 (6.26)

denklemlerini saglamalidir. Es.6.26 nin ¢dziimleri, e olur. Burada w ses
dalgasinin frekansidir. Ses dalgasi, zaman harmonik oldugundan Es.6.24

ayrilabilir gozumu,
Ux,t) = ux)e ™ (6.27)

olur. Boylece,

2

C
0
k? = 2 Ve mbo=1-- ™ (6.28)

olmak Uzere kompleks degerli u(x) fonksiyonu,
AuG0 +K2[1 = mGoluk) = 0 (6.29)

indirgenmig dalga denklemini saglamalidir.

U(x, t) yi iki fonksiyonun toplami olarak diisiinelim; bunlar U'(x, t) olay dalga ve
US(x, t) = U(x, t) — U'(x, t) sacilan dalga olsunlar. Dikkat edilirse, az yogunluk-
lu ya da cok yogunluklu bir bélge yok ise US(x, t) = 0 ve U(x, t) = Ui(x, t) olur.
Kabul edelim ki U'(x, t) olay dalga, diizlemsel dalga olsun. U'(x, t) diizlemsel
dalga,
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iazui(x, )

2 2
C, ot

AU (x, 1) — 0 (6.30)

denklemini gercekler. a € IR?, lal=1, a = (oc1,a3, (13) birim vektor olsun.
O zaman her bir t igin

a,X, + a,X, + A, X, — cot = sabit

denklemi, IR3 te bir diizlem belirtir. Dolayisiyla keyfi F, € C? fonksiyonu olmak
uzere,

Ux,t) = F, (o, X, + a,x, +a,X, —ct) (6.31)

fonksiyonu, Es$.6.30 dalga denkleminin bir ¢ézimudur. Es.6.31 fonksiyonu
duzlemsel dalga olarak bilinir.

Es.6.28 den dolayl duzlemsel dalgayi,

U(x,t) = F, (a.x - %t)

veya
U(x,t) = F(kox — wt), F € C?

yazariz. o dogrultusundaki duzlemsel dalgayi 6zel olarak,

U'(x, 1) = elkex—wh = gikox g -int (6.32)

alalim. U'(x, t) diizlemsel dalga o dogrultusunda hareket eder. Simdi tekrar
sagilan dalgaya donelim US(x, t) sagilan dalganin, engel bodlgeden blylk
uzakliklardaki davranisi, uzaklasan zaman harmonik kuresel dalgalara ben-
zer; yani U%(x, t)
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4 PU(x,b)
2

A US(x, 1) = 6.33
V0= 5 (6.33)

dalga denklemi saglar. Es.6.33 dalga denkleminin

US(x,t) = uS(x)T(1) (6.34)

bigiminde degiskenlerine ayrilabilir cdziimi arandiginda, —w? ayirma sabiti ve

w? = ¢ ’k? olmak lizere, u*(x) ve T(t) fonksiyonlari

AU (0 +K2u*(x) = 0 (6.35)

T () +w?T(H) =0 (6.36)

denklemlerini saglamalidir. E$.6.35 in X, = rcos0sin®d, X, = rsinsin @,
X, =rcos® kuresel koordinatlardaki bigimi,
o?u® | 24u® 1 3

+ = + ——|sin®
o2 T o rsing 3<D<

au5> 1 o%us o s
+ +k =0 6.37
0P/ r?sin’®d 902 (6:37)
olur. Es.6.37 in u®(r,0,®) = R(r)F(0, ®) biciminde ¢éziimi arandiginda R(r)
ve F(6, @) fonksiyonlari

1 9 < : aF> 1 9°F
S|sin®d_—)+ ——+yF =
sin® od Sin 0P/ sin?d 962 ! 0
r’R” + 2rR" +(k’r’ —y)R =0 (6.38)

denklemlerini saglamaldir. y ayirma sabiti, y=n(n+ 1) (n=0, 1, 2, ...) segilir-

se, Es.6.38 denklemi v = r 'R bagimli degisken degistirmesiyle, (n + 1/2).

mertebeden
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v+ v + K22 —(n+ 1/2P%v = 0 (6.39)
Bessel denklemine donusur. Boylece Es.6.38 in lineer bagimsiz ¢ozimileri,

r 2y (kr) ve r " (kr)
(n+1/2) —(n+1/2)

olur. Yani u®(r, 0, ®) yi

us(r,0, @) = F(0, ®)r "?J (kr)
F(n+1/2)

biciminde yazariz. Bessel fonksiyonlarinin, ¢gok buyuk r ler i¢in asimptotik
degeri kullanilirsa,

F(6,®) .
us(r,0, ®) ~ %e'kf (6.40)
olur. Boylece ¢ok buyuk r ler igin,
F(6,®) .
US(X, t)~¥e|(krfwt) (641)

r

yazariz. Es.6.40 kosulu, U®(x,t) sacilan dalganin Sommerfeld yayilma kosu-
lunu saglamasini garanti eder yani

S
Iimr(au —ikUs>= 0
r—e \ or

dir.

Bu incelemeler bizi, agagida tanimlanan probleme goturir. Kompleks degerli

bir u € C2(IR®) fonksiyonu bulmaliyiz dyle ki; u,

AuG0+ K2 [1=mlu =0, xeIR® (6.42)
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u(x) = e*** + us(x) (6.43)

S
Iimr(aau _ ikus) i (6.44)

[— oo r

denklemlerini saglasin.

Es.6.42 — Es.6.44 problemi igin bir ¢ézim kuralim.
Q=1{x: xlza}, @ ={y: ly—x|<d} ve Q CcQ
olsun.

X € Qicin

glklx— Y\

I(x) = f X u(y)dy

integralini inceleyelim.

|k|x y| elk\x yl
I(x) = u(y)dy + m(y)u(y)dy
fx—y Q\é X =y
=17 +1?(x) (6.45)
yazalim.
ik[x -y
X #yigin fonksiyonu, A u+ k?u = 0 denklemini saglar. Béylece,

X =yl

A0 + K21(x) = Aal“)(x) + K21 (%)

olur.

Kx—y] _
1(x) = fg m(y)u(y)dy + f

J ey m(y)u(y)dy

-y
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yazalim.
ikjx —y| _
(1) 211 (y) — 2(e™ -1
%I(ﬂ+k1(w—d{@5+kx o mwuey
1 1
+A, fim(y)U(y)dyH(2 f*m(y)U(y)dy
Q ‘X_y‘ Qg ‘X_y|
olur.
d — 0 sifira gittiginde,
AT00 + k*100 = —4amG)u(x) (6.46)

ikow.x

elde edilir. e , A3u+k2u = 0 denkleminin bir ¢ozumudur. Bu nedenle

eger u(x),

ik[x -y

- k? re
u(x) = ek*x — m(y)u(y)d 6.47
n ] [y MO0y (6.47)

integral denkleminin bir ¢6zimu ise 0 zaman u(x)
AuG0 +K2[1 = mO)lu) = 0

denkleminin x € Q i¢in bir gozumudur.

Es.6.47 integral denklemini kurarken x € Q kabul etmistik. x € IR*\ Q ise o
ik[x—y

X =y|

Q da singuler olamayacagindan u(x), agik olarak Es.6.42 nin bir ¢ézUmudur.

zaman |x|> a icin m(x) = 0 oldugundan ve x € IR*\ Q icin fonksiyonu

Es.6.47 integral denkleminin, Q icinde surekli olan bir u(x) ¢ézimund bulabi-
lecegimizi kabul edelim. O zaman, u(x) € C4(IR®) ve u(x) in IR® te Es.6.42 nin
bir ¢6zUmU oldugunu gosterebiliriz.
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u®(x) sagilan dalga fonksiyonunu,

S(x) = feikx_y| d 6.48
u \X)= 4759 |X_y|m(y)u(y) y ( . )

ile tanimlayalim. Boylece Es.6.47 yi
u(x) = e*** + u®(x)

yazariz.

r > aicin u%(x),

lim

[— oo

S
r(aU(X) — ikus(x)> =0

or
yayllma kosulunu sagdlar. Yani u(x), Es.6.47 integral denkleminin bir ¢ézimu
ise Es.6.48 ile tanimlanan u®(x) sagilan dalga,

ux) = e™*** + us(x)

ve

lim r(M - ikus(x)> =0
r—oo or

denklemlerini saglar. Bu nedenle Es.6.42 — Es.6.44 denklemleriyle tanimlanan
saciima probleminin bir ¢6zUmunU bulmak igin, E$.6.47 integral denkleminin
bir strekli ¢ozUmunu bulmak gerekir. Es.6.47 integral denklemini, yeteri kadar
kiguk k lar igin, ardisik yaklasmalar yontemini uygulayarak ¢ozecegiz.

T-C(Q) — C(Q)

lineer operatorund,
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eik‘x_y‘

2
(Tux =—K= I

an) x—y m(y)u(y)dy (6.49)

ile tanimlayalim. Boylece Es.6.47 i
u(x) = e*** 4+ (Tu)(x) (6.50)

yazariz. Ardisik yaklagsmalar dizisini,

uo(x):O

u,,,00=e"*+(Tu ) , (n=0 igin) (6.51)

tanimlayalim.

{un (X)} dizisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul

W60 =3 [u 60 —u_ (] (6.52)
n=0

serisinin yakinsak olmasidir.

Eger x € Q igin

Hun+1 N unH = Myn (6.53)
esitsizligini saglayan M > 0 ve 0 < y < 1 pozitif sabitleri bulunabilirse Es.6.52

serisi dlizgiin yakinsak olur. Burada |ul = r)peag%(\u(x)\ seklindedir. T bir daralma

operatoru ise Es.6.53 saglanir.

T bir daralma operatéru ise her u, v e C(Q2) ve 0 <y < 1 igin
ITu—TvI<ylu—v| (6.54)

saglanir. T lineer oldugundan Es.6.54 esitsizligi, u € C(Q) igin
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I Tul < ylul (6.55)

esitsizligine denktir.

Eger |Tul<vylul saglaniyor ise o zaman u(x)= ), [un+1(x)— un(x)] serisi
n=0

duzgin yakinsak olur ve bir u € C(Q2) fonksiyonu mevcuttur dyle ki,

limJu, —u|=0

olur. u(x) in Es.6.47 integral denkleminin bir ¢6zUmu oldugunu biliyoruz.

Simdi T nin bir daralma operatort oldugunu gostermeliyiz; yani, 0 <y < 1 yi
saglayan vy lar igin

ITul<ylul , ueC(Q)
oldugunu gostermeliyiz.
u e C(Q) icin

k2 eik|xfy|
= — <
ITul =max 4n‘ Qf =y m(y)u(y)dy| <=,

2

f 1 dy‘51k2ua2|u (6.56)
y

olur.

Burada

w = maxim)
dir.

Eger,

k?ua?
t <1
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ise yani,

k? <=5 (6.57)
ua

ise Es.6.47 integral denklemi, ardisik yaklagsmalar ile ¢dzulebilir.

Simdi Es.6.47 integral denklemin ¢ézimunun,

k2 < —<4—
ua’

kosulu altinda tek oldugunu gosterelim. Bunu gormek igin kabul edelim ki iki
¢6z0im u_(x) ve u,(x) olsun. O zaman V(x) = u, (x) — u,, (x) fonksiyonu V = TV

ve her n € IN igin V = T"V denklemlerini sagdlar.

Her n € IN icin

vl =TV < 21nk2”u”a2” v (6.58)

esitsizligi saglanir ve Es$.6.57 esitsizligi kullanilirsa n — o gittiginde V=0

oldugu gosterilir.

Simdi Es.6.57 esitsizligi saglandiginda Es.6.42 — Es.6.44 probleminin ¢6zu-
miiniin tek oldugunu gérelim yani u € C?(IR®) fonksiyonu,

Au+K[1T-mxlu=0 , xelR’ (6.59)
. ou .
rIL”Qor(ﬁ - |ku> =0 (6.60)

denklemlerini saglasin.

Dikkat edilirse Es.6.42 — Es.6.44 sacilma probleminin iki ¢ozUmu
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ise u = u, — u, fonksiyonu E$.6.59 — E$.6.60 1 saglar.

ou
I|mr(ar |ku) 0

yayllma kosulu |y| = a kiresi lizerinden,

ds(y) =0 (6.61)

. ou ., P
almo f‘ar—lku
ly|=a
dir ve ikinci Green 6zdesliginden

<c’5u au

WAL alr)ols(y)zo (6.62)

u nun kompleks eslenigi u olmak lizere yazabiliriz.

Es.6.61 ve Es.6.62 den

= lim f”‘ + k2luP + |k(uau— uaau> ds(y)
ly|=a
= lim (3“2+k2u|2)ds(y) (6.63)
a-ce or
ly|=a
elde edilir.

IR® te keyfi a > 0 igin |y| < a bdlgesinde gdsterilim teoreminden
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ekx=yl g 9 ekx—vl
x_y alr(y) Ul(y)alr x=y]

u(x) = 1 f

ds(y)

elklx vl

m(y)u(y)d(y) (6.64)

\y|<a

olur. Schwarz esitsizliginden

12

1 e|k|x y| ou |k\ u 2 5
(1) - uly) 22— Jds(y) < +1uB ds(y)
4z f(x—yar ar |x - | yf ér
1/2
0 eik‘x_y‘ 2 eik‘x_y| 2
f (5 ds(y) (6.65)
yZa O X =yl {x =y
Es.6.63 ten
Jm ‘a“ ds(y) = fim [ IuPds(y)=0

\yl a

elde edilir.

r = |x| igin ve yeteri kadar biyk r ler igin

eikx—yl _ 0(1)
X =y r

ve
8 eyl (1)
ar[x—y| \r

yazilabilir. Boylece a — oo sonsuza gittiginde Es.6.65 in sol yani sifira gider.

Diger yandan [x|> a igin m(x) = 0 oldugundan Es.6.64 a — « icin ve x| < a

icin
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u(x):—k—2 feikli_ym(y)u(y)dy (6.66)

olur. Fakat k, k? <2 esitsizligini sagladigindan a — oo igin k — 0 sifira
ua

gider. Boylece Es.6.66 integral denklemin ¢ozimu yalniz u(x) = 0 olur. Biz bu
islemi, a keyfi ve [x|, [x|< a esitsizligini saglayan herhangi bir nokta icin yap-
tik.

Es.6.42 — Es$.6.44 sacilma problemini, bir integral denklem olarak yazabilmek
icin Helmholtz denkleminin bir temel ¢oézUmund kullandik. Es.6.47 integral
denklemini ¢ozebilmek icin, T operatorinun bir daralma donuasumu oldugunu

gostermek gerekir. Eger, k? < % saglanmaz ise, T bir daralma donusumu
ua

olmaz [1,4].
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7. MAXWELL DENKLEMLERI VE ELEKTROMANYETiIK DALGA SAGILMASI

Bu bolimde bir sonsuz silindirli zaman harmonik elektromanyetik dalgalarin
sagilma problemini inceleyecegiz.

Elektrik katsayinin ¢ ve manyetik katsayinin u oldugu IR® te homogen, izotro-
pik, iletken olmayan bir ortamda elektromanyetik dalga uretimini dikkate ala-

lim.

w > 0 frekansl elektromanyetik dalga,

Cut'lé(i,t) + uaHa(tX’t) =0
> (7.1)
curl ’;:L(it) —¢ 8221(,0 =0

seklindeki Maxwell denklemlerini saglayan é(it) elektrik alan ve f[(x, t) man-
yetik alan ile tanimlanir. w > 0 frekanslh

£(x,t) = e "2 E(x)e
(7.2)

H(%,t) = w "2AX)e

bicimindeki zaman harmonik elektromanyetik dalgalar i¢cin kompleks degerli

uzay bagli bolimleri E(X) ve A(X) in indirgenmis zaman harmonik Maxwell
denklemlerini (Es.7.3 ve Es.7.4) sagladigini goruriz.

—

curl&(%,t) + Ma/;—g(tx't) = ¢e ™eurER) + u[p PHR)-iwe ™ = 0

- ﬂ[curlé(f() —iwe™u?HR)] = 0
#0

= curlE(x) - iwe 22 H() = 0 (7.3)
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cur %) e P25 _ V2o (R) - e E G -wre ] = o
= e‘th[curII:I(Y() +iwp 22 E()?)] =0
- ) + e PER) = 7.

k dalga sayisi k = w,/eu olursa o zaman Es.7.3 ve Es.7.4
curlE(x) - ikH(%) = 0 (7.5)

curlH() + ikE(X) = 0 (7.6)

seklini alir. Sonug olarak zaman harmonik elektromanyetik dalgalarin sacilimi-
nin matematiksel tanimi bir D engel bodlgesinde Es.7.5 ve Es$.7.6 igin sinir

deger problemine goturur. Aslinda EI()?) olay dalgayi Es(i) sacilan dalgayi

—S [/
belirtirse, o zaman E (x)

fim (i e, — E)=0 (7.7)

r—oo

Silver-Mdlller radyasyon kosulunu saglayan bir uzaklasan dalga olmalidir.
Burada e_radyal yondeki birim vektor ve dD da

VXE =0 (7.8)

—i

dir. Burada E(x) = E (%) + E* (%) ve v, 8D da birim dis normaldir.

Simdi z yonundeki eksenle bir sonsuz silindir icin sacilimi dikkate alalim,

X =(x,Yy,2) € IR®, ve olay dalganin silindire dik yonde geldigini farz edelim. O
zaman

ER) = (E,%).E,%).E,%) ve H&) = (H,®),H,&),H, &)
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z den bagimsizdir, bu yuzden Es.7.5 ve Es.7.6, Es.7.9 ve Es.7.10 seklinde iki
grup denkleme ayrilir.

e
cuER) - kA ®R) = |2
ox

&y oz x 9z |y \ax oy voEes
=0 =
%5 i, Je (aES kH )“ %o 0
— - —\—=+ +H——-—F- =
ay | 1 ex ax IKF, ey 3 3y IKH 4 ez
8E3 aEB(X’y) .
37 = |kH1 = ay = IkH1 (va)
9E OB, (xy)
2= ikH, = 33 =—ikH, (x,y)
0E, OE, | OE,(xy) OE,(xy)
& gy KHom g T g Tk ()
ve
8, 8,8,
S(=) L E(s)_ |8 8 8
curlH(x) + ikE(x) = st ik(E 8 +E,6 +E,8 )=0
H1 H2 H3
OH, oH,\_ [oH, &H.\_ (6H2 3H1)ﬂ
e, | - le, T\ — e
ay oz | x | ox oz | Y \ oXx gy | 2
= =5
+ik(E, 8, +E,8 +E,8,)=0
oH, oHy(xy)
o = IkE = =—kE (x,y)
oH oH, (x,y)
3 . 3
o = KE,= = ikE, (x,y)
oH, oH, oH,(x,y)  oH,(xy)
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olur.

Bu denklemler

JoE.(X,y
3a(y)=ikH1(x,y)
0E;(xy)
— o~ ikH, (X,y) g (7.9)
oH,(xy) oH (xy)
x oy =—IikE;(x,y) J
ve
oH,(x,y
B e )
oH,(xy)
T = |kE2(X,y) ( (710)
OE,(xy) OE,(xy)
x oy ——|kH3(x,y)J
seklindedir.

Burada birinci grup sadece H, (%), Hz(f() ve E3()?) i igerir, ikinci grup sadece

E1(;<), E2<§> ve Hs(i) i igerir. €, €, €, x, y, z ybnlerindeki birim vektdrler

olsun. H, (%), Hz()?) ve Es(i) Es.7.9 u saglasin.

Ex) =E,(%)&, ve AR =H, ()& +H,()e

seklindedir ve Es.7.9 z eksenine dik kutuplastirilan bir elektromanyetik dalga-
y1 belirtir. Oyle ki
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ExH.é:=/0 0 E,.6
H,H, 0
= (~H,E & +H1E3ey)”z
=0
€z
\E = ESéZ EXH
. H‘2 é‘y
H1
Ex

H=H. 8+H,8&,

dir. Benzer olarak Es.7.10, z eksenine paralel kutuplastirilan bir elektroman-
yetik dalgay: belirtir.

H(%) = H,(x)¢, ve E&) =E,(X)e +E,(x)e
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E= E1 ex + Ezéy
Es.7.9 ve Es.7.10 un genel ¢cozumu
ou ,
/ ds =0
aD

ve

1 1 du 2, 1
ux) = —— (Iog —(y)—u(y) log ds
Zﬂan x =yl or or(y) " [x—y]

denklemlerinin ¢ozumlerinin eklenmesiyle elde edilir. Es.7.9 dan H1(f()

ve Hz(?() i yok edersek, Es(i)

OE 0°E oH
= ikH, = — =ik ) )
dy T a2 dy P°E, O°E, (aH2 aH1)
> = + = — - -
oE, PE, oH, | o oy x__%
a—=—IkH2=> W :_Ik—ax =—ikE,
= AE,+K°E, =0
oH, oH
21 =_kE
ox oy 3

AE,+K?E; =0 (7.11)
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denklemini saglar ve Es(i) i bulabilirsek, Es.7.9 dan H1(7() ve Hz()?) i elde

edebiliriz. Benzer olarak Es.7.10 dan H,(x) in

oH 0°H oE
= KE, > ==k ) ,
oy T oay? oy 0°H, 0o°H, (aE2 8E1)
- + =) ([ ———
oM, . OH, G, o oy? ox oy
W_I 2~ axz - 87
= ikikH,
=—k*H,
2 —
= A,H, +k?H, =0
JE, OE
2 _ "' _kH
ox oy 3
2 —
AH, +K*H, =0 (7.12)

denklemini sagladigi géririiz ve H,(x) bulabilirsek, Es.7.10 dan E, (x) ve
EZ()?) i elde edebiliriz. Sonug olarak E(x) ve H(X) i buima problemi, E3(i) ve

H3(i) icin Helmholtz denklemini ¢6zme problemine indirgendi. E(x) ve H(X),

imr(Fx 8 — E) =0 veya limr(Ex8,+ F) =0 (7.13)

r—oo r—oo

Silver-Mduller yayilma kosulunu saglarsa

E,(%) ve H,(X),

9E oH
|imﬁ(—3— ikE3) =0 veya |imﬁ<a—r3— ikH3) =0

r—oo ar r—oo

Sommerfeld yayillma kosulunu saglamalidir. E3(§) ve H3(i) le saglanan sinir
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kosullarini belirleyelim. x = (x,y) olmak Uzere (E()?)I:I()?)) z eksenine dik

kutuplastirilirsa E (%) = E2(§> = H3(§> = 0 dir. O zaman Es.7.8 den

1 2 —3
VzEsé —v1E3ﬂy=6
v2E3=O v1E3=0=>E3=
olur.
AZ
AEB
Vo
> ;y
V4
X
E.(x) =0 dDda (7.14)

3

—

ve ESS<§>+ E, x)=E&x =0
Es(x)=-E/(X), oDda (7.15)

dir. Diger taraftan (E(i) I:I(§)> z eksenine paralel kutuplastirilirsa

H, (x) = Hz()?) = E3(Y<) = 0 dir. O zaman Es.7.8 den
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e, e
N x Py ©z
VXE=|v, v, 0 =(—V3E2)§X (V3E1)ey+(v1E2—E1v2)éz=O
E,E, 0 \=o =0
-v,E,-E,v,=0
AZ
H,
E2
> ;y
E1
X
v,E,~E,v,=0 (7.16)

olur. Fakat Es.7.10 dan

oM, 8H,
VHs(X):aXeX'i‘ayey
— ikE, &, — IkE. &,

oldugunu biliyoruz. Sonug olarak

vH, (%).E(x) = (iKE, &, - KKE,8,)(E, &, + E,8, + 0.8,)
— ikE,E, — ikE, E,
-0

vH,(%).E) = 0 (7.17)

olur.
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VH, v = (kE,6, — IkE, &, )(v, 8, + v,8, + v,6,)

= iKE,v, — KKE, v,
=ik (E,vy —Eqv,)
~— =

=0 (Es7.16dan)
=0

. oH, ()
VH. v = =0, oDda (7.18)

3 ov

dir.

Yani, (E(i) H()?)) z eksenine dik kutuplastirilirsa

E, (%) = Ez(i) = H3(5<') = 0dir. O zaman

AE, %)+ K2E,(X) =0

E,(X) =0, D da

olur.

<I§(§) ﬁ(?)) z eksenine paralel kutuplastirilirsa

— —

H, (%) = Hz(x) = E3(7<) = 0dir. O zaman

AH, &) +k%H, (%) = 0

oH,

~ (%) =0, oD da
ov

olur.

Ozetle, bir sonsuz silindirli zaman harmonik elektromanyetik dalgalarin sagil-
ma problemi
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AE, (X +KE,(x) =0

E,(x)=0, aDda
veya

AH, )+ K2H, (%) = 0

oH
—3(x)=0, aDda
ov

denklemlerini ¢dzmeye indirgenebilir. Burada olay alan z eksenine dik veya

paralel kutuplastiriimistir ve sirasiyla E3(Y() ve HS(X)

(9B ) . (3H3 . )
|Im\/?<7—lkE3 =0 veya limvr 7—|kH3 =0

r—oo r—oo

Sommerfeld yayllma kosulunu saglar.

Olay alan keyfi kutuplastiriimigsa o zaman olay dalganin z eksenine dik ve z

eksenine paralel olan bilesenleri dikkate alinir. E3(Y() ve H3(i) Sommerfeld

yayllma kosulunu saglar.
2 _
AE,+K°E; =0

oH,
—— =0, odDda
ov

denklem ¢ozullr ve o zaman iki ¢ézim eklenir.
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8. SILINDIRIN KEYFi BiR KESITINDE SAGILMA

Bir sonsuz silindirin keyfi D kesitinde zaman harmonik duzlem dalganin sagil-
ma problemini ele alalim. Kabul edelim ki D sinirli, basit baglantili ve D, C2
sinifindan olsun v, dD da birim dig normal ve genelligi bozmadan D orijini icer-

sin.

A,u+Kku=0 , IR?\ D de (8.1)
u(x) =—u'x) : dD lizerinde (8.2)
veya

g—:(x) = —aa—l:/i(x) , odDda (8.3)
fim /(82— iku) = 0 (8.4)

burada u'(r,8) = explikrcos 6] dir. Es.8.2, silindire dik kutuplastirilan bir elek-
tromanyetik dalgaya karsilik gelir. Es.8.3, silindire paralel kutuplastirilan bir
elektromanyetik dalgaya karsilik gelir. Es.8.4 (r, 6) kutupsal koordinatlar olmak
Uzere 0 I1n her deg@eri i¢in dizgln olarak saglanir. Amacimiz nimeriksel hesap-
lamalar i¢in uygun olan bir durumda Es$.8.1 - Es.8.4 Un (kompleks degerli)
¢O6zUmandn varligini ve tekligini elde etmektir. Es.8.1, Es.8.2, Es.8.4 icin

ue C?(IR®\D)nC(IR*\D) ve Es.8.1, Es.8.3, Es.84 icin
ue C2(IR*\D)nc'(IR*\D) olsun. Bununla birlikte eger

ue C2(IR\D)nC(IR2\D) ise aslinda u€ C2(IR®\D)nC'(IR2\D) dir.
Sonu¢ olarak Es.8.1 in ve Es.84 Un herhangi ¢6zUimuinin

ue C2(IR?\D)nC'(IR?\D) oldugu kabul edilir.
Tanim 8.1

Es.8.1 Helmholtz denkleminin temel ¢ozimu
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®(x,y) = Hy " (Kx - yl)

dir. Burada HO“)(k\x —y/|) birinci tur sifirnci mertebeden Hankel fonksiyonu-

dur.

Hankel fonksiyonu asagidaki asimptotik bagintiyi saglar.

. nm T
H®kn) = /%e'("f‘zuﬂo(lr), F— oo

Buradan @(x, y) nin x ve y ye gore

Fyg]c)(>\/§<aCI>(x,y) . (x,y)) x—y|=

dR 4 4

, d 1/2 kR—f k —1/2 kR—f
=Fy5nwf{—R[4v ] 4V 7k 4}
:Fligwmf{ ( R e (k=-3) VoK R 2 (ike' ))

k /2 ~-12 i(kr-Z

+Z RR e( 4)}
o i /2 -1 i(krR-Z
=AM =gy R S

=0

= lim /R(LIH, (kR)—ileO(”(kR))

Sommerfeld yayllma kosulunu sagladigini gortriz.
\x — y| sifira giderken

R
D(X,y) = o IOg\x—y\ +0(1)

dir.
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D) 2 1am 2
Hy " () = i—log3
X —y|— 0 iken
He (Kix—y) ~~iZlog 2

X —y]|

ve

D(x,y) = 'nywx—w>

(20, 2
i—log

.|>

Q

X —y]|
2
V y|

Q

., [x—y[-0

Q

N I\)‘_\ I\)‘A N

Iog 2 +log

X —y]|

1 1 1 B
~2nlog‘x_y‘JerIOQZ : ZJTIogZ—O(1)

olur. Sonug olarak

D(X,y) = —Iog +0(1)

1
X =y
dir.

Teorem 8.1

u(x), D nin disinda Helmholtz denkleminin bir ¢6zimu olsun ve Sommerfeld

yayllma kosulunu saglasin. O zaman x € IR°\D icin

0= Df [u(y)()<b<x, ) - S ), y)|ds(y) (8.5)

dir.
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x € IR°\ D olsun Q, . ={y:[x —y|<e}ile sinirayalim. Burada Q(x,&) C IR*\ D

dir. Q(O, R), orijin merkezli, R yarigapli, D ve © i igeren bir yuvar olsun.

Q(0, R)

IxI =R

e

Sekil 8.1 x € IR?\ D icin Q(O, R)\ (D U Q (x, ¢)) bélgesi

O zaman ikinci Green 6zdesliginden

0

J o055, - @ty S mlosy) =

av(y)
D + 9Q(x, &)+ dQ(0O,R)

dir. Hankel fonksiyonun tanimindan

d ey )
EH01 @ =-H"@

(8.6)

(8.7)

elde ederiz ve bu nedenle y € 9Q(X, ¢) Uzerinde



e, d (1)
P(x,y) = kix —y|
ov(y) av(y) 4 ( )
_di (1)
ds 4 (ke)
i )
=~ kH " (ke)
seklindedir.
x — 0ic¢in
XH1(1)(X) ~
dir.
O zaman

im f y)a()ﬂb(x,y)dS(y)

. o -~ i )
8Ilir(l)f u(x+z36)<—4>kH1 (ke)ed0

. 2n
o : 1)
=~ G0 lim (ke)H, (ke) [ do

=—£u(x)<—%>2n

=—ux)

olur. Burada ‘6‘ =1 dir.

I|m eHy " (ke) ~—= I|m elog— = 0 oldugundan

106

(8.8)

(8.9)
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e=0 soie)

271
- au _ i T O M5 1 68
lim @(x,y)av(y)ds(y)—lliréof 4H0 (k8)6v<x+86)8d8

=0 (8.10)

elde edilir. Es.8.9 ve Es.8.10 u, Es.8.6 da yazarsak

w00 = [ty 1) = 0x 0 Zi|ost)

y / [u(y)af(y)cwx, y) - B(x y>§3<y>]ds<y> 6.11)

olur. v, her zaman D nin sinirinda birim dis normaldir. Bu yutzden ispatin
tamamlanmasi icin R — « iken |y| = R de integralin sifira gittigini gostermek
yeterlidir.

ilk dnce R — « giderken

[ 1uPd(s) =01 (8.12)

ly|=R

oldugunu gosterelim. Yani Es.8.12 nin sol tarafindaki integralin R de sinirli oldu-
gunu gosterelim. Bunu gostermek igin ilk 6nce Sommerfeld yayillma kosulundan

2
(—Iku)’ iku r_dg
rﬂoo raoo =ds
=i — ik
5wl
o au ou .
_F!mo <ar Iku)(ar |ku)ds
ly|=R
o du . ou . —
_F!'fl (ar tku ><8r |ku>ds
ly|=R
ey udu L =du L U op =
_R!IEnoo f o or + iku o iku— o k“u.ul|ds

ly|=
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_ ou 2,12 <6_u_ 6u>
= lim_ f[ar +k2|uf + k(UG - uG)|ds
ly[=R
2
= Jim_ f{%‘ +k2|u2+ik[—2i1m< 5“)]}ds
. ou 2, 2 ou
= _lim_ /[W +K2|ul +2klm< ar)ols (8.13)
y|=R
veya
lim (3”2+k2u2>ds=—2k1m fu—ds (8.14)
Raooy:R or e '

elde edilir. D, = Q\ D de birinci Green 6zdesligini uygularsak

[ ua,udy = fug:ds— [ (VuXVuddy; @D, =8DUIR(O,R)
D

D oD

R R

veya

[uma iy = [ullast)+ [ ufdas)~ [ivum’ay

Dg — %y D 3Q(0,R) Dg

— k2 ffuudy— fua—uds+ fu—ds f\Vulzdy

veya
fu@ds= 0 s k2 f\ulzdy+ f\gradu]zdy (8.15)
YIZR ov s ov
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Sekil 8.2 x € IR\ D igin D_ = Q \ D bélgesi

Es.8.15 ten dolayi

U 4 — du
Im fuanS—Im fuavds (8.16)
yI=R oD
olur. O zaman Es.8.14,
) _
lim (au + kzuz)ds =—2KIm fua—uds (8.17)
R-e e or D ov

seklinde olur.

R — « iken E$.8.17 nin sag tarafinin sinirli olmasindan

faaLrjzds+k2 f\ulzds

ly|=R lyl=R

lim
R — oo
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sinirhdir. Oyleyse

im [ ludy = 0(1) (8.18)
R=™yIiR

dir. Teoremin ispatini tamamlamak igin

i Y5y PO~ PN ZI)

=/ u(y)[%d)(x, y)— ikd><x,y)]d8(y)

lyl=R

- f D(x, y)[?ﬁ)()/) - ili<y>]dS(y)

ly|=R

ds(y)

(8.19)

seklinde yazabiliriz. Burada % radyal yonde y ye gore turevi belirtir. E$.8.19

daki integrallerin herbirine Schwarz esitsizligini uygularsak ve Es.8.18 i kulla-

nirsak ®(x,y) = O<1) nin ve u(y) nin Sommerfeld yayilma kosulunu sagla-

/R

maslyla

lim f U<y)(§®(x, y)— ik<I><x,y>>dS(y) 2
ly|=R

oo — 00

ly|=R ly|=R

< lim ( / u<y>2ds<y>>Fym

f ;¢(X, y)— ik(I)(x,y)Fds(y)) =0 (8.20)

ve

lim
R—- oo

[ o, y)[%—f(v) - ikU(y)]zdS(y)

< fm ([ ot festy) m ( [ %)~ kot

oo

2ds(y)) =0 (8.21)
ly[=R

elde edilir.
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im [ Jut) @) - @0y G as() = 0 .22
lyl=R

Es.8.11 de Es.8.22 yazilirsa ispat tamamlanmis olur.

D herhangi bir bélge ve u(x), D de Helmholtz denkleminin bir ¢6zimu olsun.
X, D nin bir i¢ noktasi ve Q ={y:|x —y|< ¢}, D yi igeren bir yuvar ise Teorem
8.1 in ispatindan

ulx) =— f(u(y)

o

Pxy) = Gu@xy)|s(y (823)

oldugunu goriraz.

Sekil 8.3 D ve Q bolgeleri

Sonug olarak ®(x,y), x in bir analitik fonksiyonu oldugundan u(x), Q da anali-
tiktir. Burada x # y dir. x keyfi bir i¢c nokta oldugundan asagidaki teoremi veri-
riz.

Teorem 8.2

X = (X,, X,) olmak Uzere D bolgesinde Helmholtz denkleminin u(x) ¢6zimdu x,
X, bagimsiz degiskenlerinin analitik fonksiyonudur.
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x €D ve QCD, xiigeren bir yuvar olsun. O zaman E$.8.23 ten her x € Q igin

u(x) =— f

o

av(y)

dir. x # y icin LHO”)(k]x — y|) analitik oldugundan ispat tamamlanir.

4

Teorem 8.3 (Teklik Teoremi)

u(x),

AU +Kux) =0 , x€IR*\D
ux)=0 , xe€dD

veya

a—u(x)=0 , xeadb
ov

ve

lim V'r <a—“(x)— iku(x)) =0

r—oo ar
saglasin. O zaman x € IR\ D icin u(x) = 0 drr.
Ispat

Q, orijin merkezli D yi igeren bir yuvar olsun.

U(Y) 520 (x,y) = B(x,y) S () [ds(y)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)
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0Q

\

Sekil 8.4 x € IR?\ D icin Q \ D bélgesi

O zaman ikinci Green Ozdegliginden, k dalga sayisi, x € dD igin

u(x) = u(x) = 0 veya a—u(x) = a—u(x) = 0 oldugundan
ov ov

[ A + k2 U(Az + kz)u dy = f(UAZG _ GA2U)dy
%,—/ o

Q\D =0 Q\D
- ou_ ;du du _-du
-/ (Eo dv anv)d“ / (“ Bv “av)ds (8.28)

oD —— —_—— 20

=0 =0

veya

—du —4du B
/ (“ o Yor )ds =0 (8.29)

buluruz. Es.8.24 Helmholtz denklemi kutupsal koordinatlarda

82_u+18u+1au

2
o2t T T zage T U0 (8.30)
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bicimindedir. Bu denklemin

u(r, 8) = R(r).0(0)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir gozimu arandiginda

d’R?  1dR > n?

R —_—— —_— . 1
2 +rdr+<k r2R 0 (8.31)
22
4O i n2e=0 (8.32)
do

oldugu gorultr. Burada n ayirma sabiti bir tamsayi olarak segilir. E$.8.31 ve
Es8.32 denklemlerinin genel ¢ozumu

R(r) =a,H, "k +b H k)

©() = c_ cosnd +d_sinnd = e™

dir. Buradaa , b , ¢, d_sabitlerdir. Sonug olarak
u, (r,8) = R(NO®) =[a H " (k) +b H 2 kn)|e™

seklindedir. E$.8.24 Un bir ¢ozUmunu

u(r,0) = i a_(re™ (8.33)

n=-—o0
an(r)=21Jr fu(r,e)e_inede (8.34)

biciminde arariz. E$.8.33 te a (r) ler
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_i d —in@
a (r)= 27'[7_'[ u(r,0)e""™do (8.34)

seklindedir. Burada seriler ve r ye gore trevleri dizgun yakinsaktir. a (r),

d?a (r) da_(r) 2
S i +(k2 n )an(r>=o (8.35)

dr? rdr r?

Bessel denkleminin bir ¢6zUmi oldugundan ve u(x), Sommerfeld yayiima
kosulunu sagladigindan b_= 0 olur. Dolayisiyla

a (N=aH "k (8.36)

olur. Es.8.29 da Es.8.33, Es.8.34 ve Es.8.36 yazilip terim terim integrallenir-

se, H " (kr) = H_ (kr) oldugundan ve H " (kr) ve H_? (kr) nin Wronskian for-

mulinden

(e )

— _aiu_ @ . = — —in6
0= f(u or uar)ds : ur,0)= > a_ (re

o0Q n=-—oo

_ f( i me_"‘ex i an'(r)e"‘e)—( i an(r)ei”9)< i me_i”")lds

o L n=-—oo n=—o n=—oo n=-—oo

oo

a (Ne ™ 3 a (re™

[e ] nZOO*oo dS
I —in® 1 ino
a'(re > al(ne
[e<) n=-—oc

=fn

n

Mz | M2

> aH@kne™ > a H ke

— n=-—oo n=-—oo dS

| > aan(Z)'(kr)e_ine > aan“)'(kr)eine

n=-—oo n=-—oo

_ f > i (ananQ)Hnml_anan(Z)lHnm)lrde

oQ LN=—oc0oN=—00
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- i i a 2W(H, % H "rde) ; WH"@,HP @)= ;;

- - 4i
= Z z f anzmrde

= > X affon

N=—ocoN=—0o0

olur. Buradan >’ \an\z = 0 elde edilir. x € IR*\ Q icin u(x) = 0 ve Helmholtz

n=—o
denkleminin ¢dzUmlerinin analitikliginden x € IR°\ D icin u(x) = 0 oldugunu
0zdeslik teoreminden c¢ikartirz.

Sonug

A,u+ku=0 , xeIR*\D

ux)=—u'(x) , xedb

veya

du,\_ au
aV(x)— av(x) , xeadbD

lim f(——uku) 0

r—oo

sacilma probleminin ¢ozumu varsa tektir.
Ispat

u,(x) ve u,(x) ¢ozumleri varsa, u(x) = u,(x) — u,(x) alalim. Teorem 8.3 ten
u(x) = 0 oldugundan x € IR\ D icin u, (x) = u,(x) bulunur.
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