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DOGRULUK BEYANI
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hukuki sonuglara katlanacagimi bildiririm.
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OZET
SAGE iLE DIFERENSIYEL GEOMETRI VE LINEER CEBIiR OGRETIiMi

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu
boliimde bazi literatiir bilgilerine yer verilmistir. ikinci boliim lineer cebir ve
diferensiyel geometri ile ilgili temel tanim ve teoremlerin sunuldugu boliimdiir.
Uciincii ve dordiincii boliimlerde sirasiyla lineer cebir ve diferensiyel geometri
derslerinde karsimiza cikabilecek bazi Orneklerin Sage programi yardimi ile
¢Oziimleri sunulmustur. Besinci ve son boliim ise sonu¢ ve Oneriler boliimiidir,
yapilan ¢alisma 0zetlenmis ve ¢alisma hakkindaki fikirler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Agik kaynak kodlu yazilim Sage, Sage ile lineer cebir 6gretimi,
Sage ile diferensiyel geometri 6gretimi,



ABSTRACT

DIFFERENTIAL GEOMETRY AND LINEAR ALGEBRA TEACHING
WITH SAGE

This thesis consists five chapters. The first chapter devoted to some literature
knowledge. In the second chapter some fundamental definitions and theorems are
given for linear algebra and differential geometry. In the third and fourth chapters,
solutions of some linear algebra and differential geometry examples via Sage are
given respectively. In the fifth and the final chapter some suggestions and
conclusions are given.

Key Words: Open source software Sage, Linear algebra teaching with Sage,
Differential Geometry teaching with Sage.
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1. GIRIS

13

Milattan once 535-475 yillart arasinda Efes’te yasayan filozof Heraklitos
degismeyen tek sey degisimin kendisidir” diyerek, hem degisimin 6nemine vurgu
yapmis hem de degisimin hayatta 6nlenemeyecek bir gergek oldugunu hatirlatmistir.
O zamanlardan giiniimiize kadar her olayda insanoglu degisimin gerekliligini acis1 ve
tathisiyla deneyimlemistir. Insanoglunun gdzlemlere, tecriibelere, laboratuvar
calismalarina dayali olarak iirettigi bilgilerin sistematik bir sekilde aktarilmasi eylemi
olan egitim faaliyetleri, bahsi gecen degisimin giiniimiizde en giizel uygulamasidir.
Yasamimizda bu degisime ayak uydurmak, daha kolay ve erisilebilir bilimsel ¢iktilar
elde etmek iizere artik bilgisayarlar da egitimin vazgecilmez bir parcasi halini
almistir.

Bilginin islenmesi, liretilmesi, saklanmasi, kullanilmasi, paylasilmas1 gibi siireclerin
gerceklestirilmesinde kullanilan tiim teknolojiler “Bilisim Teknolojisi” olarak
adlandirilmaktadir. Bilindigi gibi s6z konusu bu teknolojiler de bilgisayar
teknolojisine dayanmaktadir. (Baki, 2002). Dolayisiyla matematik egitiminde de
egitimin daha hizli ve kolay uygulanmasini saglamak {izere bu teknolojinin
kullanildig1 birgok yazilim tretilmistir. Bu yazilimlarin temel karakteristik yapisinin;
uygulamasi kolay ve anlasilir, istenilen ve hedeflenen sonuglara hizlica erisilebilir ve
egitimin etkin-verimli yapilabilmesine yonelik oldugu sdylenebilir.

Matematik egitiminde bilgisayarin ve buna dayali teknolojinin kullanilmasi1 genel
olarak “bilgisayar destekli matematik oOgretimi” seklinde anilmaktadir. Bu
faaliyetlerde fticretli ve iicretsiz bir¢ok yazilimm kullanildigi bilinmektedir. Agik
kaynak kodlu yazilimlarin kullanilmasi, tcretsiz olmasit nedeniyle lisans ve
lisansiistii diizey egitimlerde 6grencilerin dogal olarak tercih edecegi bir yontemdir.
Acik kaynak kodlu bir yazilim olan SAGE yazilimi da ticretsiz yazilimlar arasinda
onemli bir yer tutmaktadir. Bu yazilimin etkin olarak egitimde kullanilmasi tirettigi

sonuglart kadar maliyeti de diisiirmesi nedeniyle ciddi avantajlar saglamaktadir.



Bu nedenle SAGE yaziliminin nasil kullanildigin1 bilmek ve agiklamak kosulunun
yerine getirilmesi anilan avantajlara erismenin bilimsel bir yOntemini
olusturmaktadir.

Bu tez calismasinda oncelikle SAGE yazilim1 kisaca tanitilmig ardindan lineer cebir
ve diferensiyel geometri de kullanilan temel tanim ve teoremler ele alinmistir. Bu
bilgiler kullanilarak SAGE programi yardimiyla lineer cebir ve diferensiyel
geometride sik¢a kullanilan orneklere yer verilerek konunun bir biitiin olarak ele

alinmasi saglanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Acik Kaynak Kodlu Yazilm: SAGE

SAGE, (Software for Algebra and Geometry Experimentation) yazilimi Genel Kamu
Lisanst (GPL) ile firetilmis bir matematik yazilimidir. SAGE ile sadece cebir,
geometri, sayilar teorisi alanlarinda calismalar yapmay1 degil ayni zamanda, bu
alanlarda 6gretmeyi ve arastirmay1 destekleyen, Maple, Magma, Matlab gibi {icretli
yazilimlara alternatif bir agik kaynak kodlu yazilimdir.

Sage proje baslangici Ocak 2005 ve ilk siirimii 24 Subat 2005°te piyasaya
siiriilmiistiir. Lider gelistiricisi William Stein,, Washington Universitesi’nde sayilar
teorisi alaninda profesordiir Bilgisayar bilimi boliimiinden lisans derecesine sahiptir.
Yazilim 2007 yilinda 6zgiir yazilimlar i¢in uluslararast bir yarisma olan Les
Trophées Du Libre'de bilimsel yazilim dalinda birincilik almistir (Y1ldirim, 2009).
Sage, lineer cebirde; lineer denklem c¢ozlimleri, verilen ifadeyi sadelestirme,
analizde; kokli, sl ifadeler, logaritmik ve trigonometrik fonksiyonlar, tiirev,
integral hesaplamalari, diferansiyel denklem c¢oziimleri, grafik ¢izimleri, istatistik ve
olasilik gibi konularda kolayca kullanilabilen bir programdir (Bkz.Sekil 2.1) (URL-
1).

def f(x):
return x*sin(1/x)

evaluate

derivative(f(x), x).rational_simplify()
(sin(1/x)*x - cos(1/%))/x
max = -1
for 1 in [2.01,0.0125..1]:
temp = abs(sin(1l/i)-cos(1/1))
if temp > max:
max = temp
mi =1
max; mi
1.41420607832605
0.425000000000000
sqrt(2.)
1.41421356237310

1/0.115750000000000
8.63930885529158

Sekil 2.1: Sage ile yapilabilen baz1 islem 6rnekleri.



Sage, kolay kullanim amaciyla hem web tabanli hem de gelismis komut satiri
arayiizii sunmaktadir. Web arayiizii sayesinde yapilan calismalarin kaydedilmesi,
paylasilmasi, komutlar hakkinda bilgi alinmasi gergeklestirilebilmektedir. Ayni
zamanda bu web arayiizii sayesinde grafik cizimleri, grafik arayiize sahip bir
masaiistii uygulamayi kullanir gibi gergeklestirilebilmektedir. Sage’nin biinyesinde
barindirdig1 programlama dili olan Jupyter, Python olarak da bilinir, gii¢lii ve modern
nesne yoOnelimli, yorumlanabilen, modiiler ve etkilesimli bir programlama dilidir.
Python ile yeni bir veri tipi tanimlamak kolaydir. Sage’nin, Microsoft Windows,
Linux ve Apple MacOS isletim sistemleri i¢in kaynak koddan veya ikili stirimlerden
kurulumlar1 mevcuttur. Sage kurulumuyla beraberinde gelen matematik yazilimlari
herhangi bir islem yapilmadan kolayca yiiklenebilmektedir. (Bkz. Cizelge 2.1)
(Altuntas,2014).

Cizelge 2.1: Sage yaziliminin destekledigi alanlar ve beraberinde gelen ilgili araclar
ve yazilimlar

Sage’de Desteklenen Alanlar Beraberinde Gelen ilgili Araclar ve Yazihmlar
Aritmetik GMP, MPFR, Givaro, MPFI
Degismeli Cebir PoliBori, SINGULAR (libSINGULAR)
Lineer Cebir LinBox, M4RI, IML, fpLLL
Kriptosistemler GnuTLS, PyCrypto
Tamsayiy1 Carpanlarina Ayirma FlintQS, ECM
Grup Teorisi GAP
Kombinasyon Hesab1 Symmetrica, sagecombinat
Grafik Teorisi NetworkX
Sayilar Teorisi PARI, NTL, Flint, mwrank, eclib
Sayisal Hesaplama GSL, Numpy, Scipy, ATLAS
Kalkiiliis (hesap), Sembolik Hesaplama Maxima, Sympy, Pynac
Istatistik R, Scipy.stats
Kullanici Arayiizii Sage Notebook, jsmath, Moinwiki, Ipython
Grafikler Matplotlib, Tachyon, libgd, Jmol
Ag olusturma Twisted
Veri Tabanlar1 ZODB, Sqlite, SQLAIlchemy, Python pickle
Programlama Dili Python, Cython (derlenmis)




SAGE nin giiglii komut satiriin yanisira, grafik kullanici arayiizii SAGE Notebook

ile web tarayicist iizerinden kullanilabilmektedir. Her iki arayiiz iizerinde de

komutlar hakkinda kolaylikla yardim alinabilmekte ve kodlara ulasilabilmektedir.

Cevrim i¢i kullanimi1 http://www.sagemath.org/ internet sitesinden yapilabilmektedir.

Daha ileriye gitmek i¢in Cocalc (http://cocalc.com) resmi olarak Sage Math Cloud

olarak da bilinir daha ileri hesaplamalar i¢in kullanilabilir. Komut satirindan

notebook komutu ile baglatilir. SAGE’nin web arayiizii ile biinyesinde barindirdig

programlar1 yiiklemeden web iizerinden c¢evrimi¢i kullanmak miimkiin hale

gelmektedir (Bkz. Sekil 2.2, Sekil 2.1).

: Jupyter a nOtebook (autosaved)

File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help

Logout

4 |SageMath 76 O

5.0
y sin(re/XTH7) ) _—
This graph of the function — was drawn with plot3d. See the documentation:
In [1]: plot3d?
In [4]: factor(x~128-1)
outlal: x4+ 1)+ 1)+ 1)+ 1) (* +1) (P + 1)+ Dx=1)
Signature: plot3d(f, urange, vrange, adaptive=False, transformation=None, **kwds)

Sekil 2.2: Sage’nin web arayiizii 6rnegi 1.

mistral-~>sage

SageMath version 7.6, Release Date: 2017-03-25
Type "notebook()" for the browser-based notebook interface.
Type "help()" for help.

sage: 1 + 1
2
sage:

sage: X, y = SR.var('x,y")

sage: plot3d(sin(pi*sqrt(x*2+y"2))/sqrt(x*2+y*2), (x,-5,5), (y,-5,5))
Launched jmol viewer for Graphics3d Object

0.0

sage:
sage: factor(x~128-1)

sage: []

1.1: empty

(X"64 + 1)*(x732 + 1)*(xM6 + 1)*(Xx*8 + 1)*(x™M + 1)*(x”2 + 1)*(x + 1)*(x - 1)

530 x 424 104.2/404.2 Mb;  12/1...

Sekil 2.3: Sage’nin web araylizii 6rnegi 2.



http://cocalc.com/

Biz, bu tez ¢alismas1 boyunca sage ile yapilabilen bazi lineer cebir ve diferensiyel
geometri Ornekleri lizerinde duracagiz ve komutlar1 hakkinda bilgiler verecegiz.
2.2 Lineer Cebir icin Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1(4, B) € E3 x E3 sirali nokta ciftine yonlii dogru pargasi veya vektor

denir ve 4B ile gosterilir (Bkz. Sekil 2.4) (Anastassiou ve latan, 2014).

AB

AB

A

Sekil 2.4: Yonlii dogru parcasinin gdsterimi.

Tamm 2.2.2 A # B ,C # D olmak iizere, AB ve CD gibi iki yonlii dogru parcasi icin
dogrultmanlar paralel veya ¢akisiksa ayni yone sahiptirler denir (Anastassiou ve

latan, 2014).

Tanmm 2.2.3 A # B ,C # D olmak iizere, AB ve CD gibi iki yonlii dogru parcasi i¢in
B ve D, AC dogrusunun i¢inde bulundugu yar1 diizlemde iseler ayn1 yone ve ayni

dogrultuya sahiptirler denir (Bkz. Sekil 2.5) (Anastassiou ve latan, 2014).

B
D

Sekil 2.5: Ayni dogrultuya sahip iki yonlii dogru pargasi 6rnegi.

Tanmm 2.2.4 A # B ,C # D olmak iizere, AB ve CD gibi iki yonlii dogru parcast ayni
yone, ayni dogrultuya ve ayni boya sahipse E, CD ile denktir denir ve AB~ CD

seklinde gosterilir (Anastassiou ve latan, 2014).



Teorem 2.2.5 Yonlii dogru pargalarinin kiimesi iizerinde tanimli denklik, bir denklik

bagintisidir (Anastassiou ve latan, 2014).

Ispat: Yonli dogru parcalan iizerindeki denklik kavrami bir denklik bagmtisidir.
Yani; Bu bagint1 AB~AB oldugundan yansiyandir, AB~CD ise CD~AB oldugundan
simetriktir ve AB~CD ve CD~EF iken AB~EF oldugundan gegislidir (Anastassiou
ve latan, 2014).

Vektorleri agagidaki sekilde siniflandirabiliriz:

1.Serbest vektorler, uzayda herhangi bir noktada keyfi baslangi¢ noktasina sahiptir,

ancak bunlarin uzaydaki yonii ve dogrultusu ve uzunlugu belirlidir;
2.Bagli vektorler, baslangi¢ noktas1 belirlidir;

3.Kayar vektorler, ayn1 dogrultman boyunca hareket ederler ve bunlarin baslangi¢

noktasi dogru iizerinde herhangi bir yerde olabilir.

Tamm 2.2.6 AB yonlii dogru parcast ile karakterize edilmis ve AB ile denk olan

yonlii dogru pargalarinin kiimesini
AB={CD|CD~AE } 2.1)

serbest vektor veya geometrik vektor olarak adlandiririz. Bu kiimenin herhangi bir
yonlendirilmis dogru parcasina serbest vektor AB nin temsilcisi denir. Buradan

CD € 4B dir ve eger bir serbest vektoriin boyu 1 ise birim vektor olarak adlandirilir
ve genellikle € ile gosterilir, 0 ise sifir vektorii olarak adlandirilir ve 0 ile gosterilir

(Anastassiou ve latan, 2014).

Tanmm 2.2.7 Sifirdan farkli bir serbest vektoriin uzunlugu, yonii ve dogrultusu

temsilcisi olan yonlii dogru parcasinin uzunlugu yonii ve dogrultusu anlamina gelir.

E3 Oklid uzayinda geometrik vektdrlerin kiimesini

V3 ={AB|A B € E%} (2.2)



ile gosterelim. Diger bir ifadeyle V3, AB yonlii dogru parcasinin denklik siniflarinin

kiimesi demektir (Anastassiou ve Iatan, 2014).

@ veya AB serbest vektorlerinin uzunlugunu gdstermek icin ||@||,||AB|| veya d (4, B)

gosterimleri kullanilir.

Tanim 2.2.8 iki serbest vektoriin temsilcileri denk ise bu vektérler esittir ve @ = b

seklinde ifade edilir (Anastassiou ve latan, 2014).

Tanim 2.2.9 Sifirdan farkli iki serbest vektdr @ ve b ayni yone sahipse (es dogrusal)
dogrudastir (Bkz. Sekil 2.6) (Anastassiou ve latan, 2014).

a
—
b

Sekil 2.6: Dogrudas vektorlerin 6rnegi.

Tanmim 2.2.10 iki dogrudas vektoriin uzunluklari ayni fakat yonleri ters ise bu
vektorler ters vektorler olarak adlandirilir. Bir serbest vektor a ise tersi —a dir (Bkz.

Sekil 2.7) (Anastassiou ve latan, 2014).

Ql

v

Sekil 2.7: Bir ters vektor 6rnegi.

Tamim 2.2.11 Eger ii¢ serbest vektdr a@,b,¢ nin dogrultmanlari aym diizlemde
yatiyorsa bu vektorlere es diizlemli vektorler denir (Bkz. Sekil 2.8) (Anastassiou ve

Iatan, 2014).

RI
o
&1

Sekil 2.8: Bazi es diizlemli vektorlerin 6rnegi.



Tanim 2.2.12 V3 {izerinde

seklinde tanimlanan i¢ isleme serbest vektorlerin toplami denir.

Tamm 2.2.13 @, b € V3aym baslangic noktasma sahip iki serbest vektdr olsun ve
A € E3 herhangi bir sabit nokta olsun, eger OA€ave OC €D ise ve OF serbest
vektoriinii de ¢ ile gosterirsek ¢, @ ve b nin toplamidir. ¢=a + b veya OB = 04 +

oc seklinde gosterilir (Bkz. Sekil 2.9) (Anastassiou ve latan, 2014).

LS
ol

»B

o

o1
L2l

I

S

+

]

3

a '\.
a1

Sekil 2.9: Paralel kenar kuralinin ¢izimi.

Tamim 2.2.14 @, b € V3 aym baslangi¢ noktasina sahip iki serbest vektor olsun ve
A € E3 herhangi bir sabit nokta olsun, eger ABe€adve BCED ise ve AC € c, C

vektdrii @ ve b nin toplami olarak adlandirilir ve ¢ =a + b veya AC=AB + BC

seklinde gosterilir (Bkz. Sekil 2.10) (Anastassiou ve latan, 2014).

Sekil 2.10: Uggen kuralinin ¢izimi.

Teorem 2.2.15 Serbest vektorlerin toplami islemi (V3,+) kiimesi iizerinde bir

Abelyen gruptur (Anastassiou ve latan, 2014).
Tanim 2.2.16 R reel sayilarin kiimesi olmak {izere

RxV3 ->V3
(t,a) —ta



biciminde tanimlanan " - " dis islemine bir vektoriin bir skalar ile ¢garpimi islemi denir

(Anastassiou ve latan, 2014).

Eger t=0 veya a =0 ise ta =0 dir. Eger t > 0 ise ta, a ile aym yonde, t < 0 ise a ile
zit yondedir. Ayrica ||ta||=|t|. ||a]| dir.

Teorem 2.2.17 Serbest vektorlerin skalar ile ¢arpimi asagidaki 6zelliklere sahiptir
(Anastassiou ve latan, 2014).
1. Bir skaler ile ¢arpimin vektor toplami {izerinde dagilma 6zelligi:
vt e R,va,b € V3igin t(a+b)=ta+ thdir. (2.3)
2. Skaler toplaminin bir vektoriin skalerle carpimi tizerinde dagilma 6zelligi:
Vs,teER,Va€eV3igin (s+t)a=-3sa+tadr. (2.4)
3.Vs,t €R,Va € V3icin s(ta) = (st)a dur.
4.vaeV3iginl.a = a dum.
Onerme 2.2.18 Aym yonlii bir vektoriin ayrisimi @, b € V3\{0} olsun. A ve b

vektorleri dogrudastir ancak ve ancak b = ta olacak sekilde bir tek t € R

bulunabilirse (Anastassiou ve latan, 2014).

Teorem 2.2.19 @, b € V3\{0} olsun. A ve b vektorleri dogrudastir ancak ve ancak
aa + B b= 0 olacak sekilde hepsi birden sifira esit olmayan yani (a? + 2 # 0)

a, € R bulunabiliyorsa (Anastassiou ve latan, 2014).

Onerme 2.2.20 (Dogrudas olmayan iki vektoriin ayisimi) @, b, € V3\{0} olsun.
Eger a,b,C es dizlemli iselera,f € R i¢in ¢ = aa + B b tek olarak bellidir

(Anastassiou ve latan, 2014).

Teorem 2.2.21 @, b,¢ € V3\{0} olsun. @,b,¢ vektorleri es diizlemlidir, ancak ve
ancak a@ + 8 b + y¢ = 0 olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan yani (a? +
B%+ y2#0) a, B,y € R bulunabiliyorsa (Anastassiou ve Iatan, 2014).
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Onerme 2.2.22 (Es diizlemli olmayan ii¢ vektdriin ayrisimi) @, b,c,d € V3\
{0}olsun. Eger @, b, ¢ es diizlemli degil isea, B,y € Ricind = aa + Bb + y¢

dir (Anastassiou ve latan, 2014).

Varsayalim ki 0,E3 de baslangic noktasi olsun.f,]_',E da Ox,0y,0z koordinat
eksenlerinde es diizlemli olmayan ii¢ birim vektér olsun. Bu vektorler koordinat
eksenleri ile ayn1 dogrultuda vektorlerdir ve bunlara E3 iin Kartezyen koordinatlari

denir (Bkz. Sekil 2.11) (Anastassiou ve latan, 2014).

X

Sekil 2.11: E3 de Kartezyen koordinatlar.

f,]_',E es diizlemli olmayan vektorleri ve a,b,c € R igin d= af+b]_'+CE

seklindeki d € V3 gosterimine d vektoriinlin analitik gosterimi denir. (a, b, c)

sayilar1 da d nin {i,], E} koordinat sistemine gore Oklid koordinatlar adini alir.

Tanim 2.2.23 M € E? sabit bir nokta olsun, OM vektorii de M noktasimnin yer vektorii

olarak adlandirilir. Yer vektérii OM nin koordinatlarn OM = xi + yi +zk ile

gosterilir ve (x,y, z) olarak yazilir (Anastassiou ve latan, 2014).

Tamim 2.2.24 A(x,, y1,21) ve B(x3,¥,,z,) E® de verilen iki nokta olsun

Blx.32.22)

Sekil 2.12: Iki nokta arasindaki uzaklik.
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AB=0B-04A=(—x)+@, -y ] +(z—-z)k (25)

Iki vektdr arasindaki uzaklik d(A, B) ile gosterilir ve su formiil ile hesaplanir (Bkz.

Sekil 2.12):

d(4,B)=||AB|| = \/(xz —x)*+ (2 —y1)?2 + (22 — 1) (2.6)

Tamm 2.2.25 a@,b € V3\{0},0 €E; ve OA €@ 0B €b olsun, ¢ € [0,7], reel
sayisina 04 ve OB yonlii dogru parcgalar1 arasindaki ag¢1 denir (Bkz. Sekil 2.13)

(Anastassiou ve latan, 2014).

L=}

Sekil 2.13: Iki vektor arasindaki ac.

Tanim 2.2.26 @ ve b nin skaler (nokta) carpimi

#0
_3 (2.7)

=i {llallllbll cos @, aeg,

a
0, a=
seklinde tanimlanir (Anastassiou ve latan, 2014).

Tamm 2.2.27 ave b vektorlerinin vektorel (dis) ¢arpimi @ X b ile gosterilir. Bu

vektoriin uzunlugu

_ = all|lp|| sinp, aveb dogrudas degillerse
||a><b||={” ”” ” @ ; _g - § deg 2.8)
0 ave b dogrudaslarsa

Seklindedir.@ X b, @ ve b nin icinde bulunduklar: diizleme dik olan bir vektordiir

(Bkz. Sekil 2.14) (Anastassiou ve latan, 2014).
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Z laxb

=V

Sekil 2.14: Vektorel ¢arpimin grafiksel gésterimi.

Tanim 2.2.28 @, b,¢ € V3\{0} de ii¢ serbest vektor olsunlar. Bu serbest vektorlerin
karma ¢arpmmi @ - (b X ¢) seklinde bir reel sayidir, bir paralel yiiziin hacmini de bu

carpim yardimiyla elde ederiz (Anastassiou ve latan, 2014).

Vektor uzayr kavrami lineer cebirin 6nemli kavramlarindan bir tanesidir. Vektor
uzaymin en iyl ornegi ise geometrik vektorlerdir (serbest vektorler). Matematikte,

fizikte ve daha birgok teknolojik alanda 6nemli bir rol oynarlar.

Tanim 2.2.29 Simdi K bir cisim ve V bir vektor kiimesi olmak {izere, asagidaki gibi
toplama ve ¢arpma islemleri tamimlayalim. Bu islemler icin asagidaki aksiyomlar

saglaniyorsa V ye K cismi iizerinde bir vektor uzayi denir (Hacisalihoglu, 1996).

+: VXV -V : KXV -V
0 >a+b (ra)y -ra

1. Toplama islemine gore V bir Abel gruptur (degismeli grup).

2.“ o 7 ile gosterilen dig islem (skalerle ¢arpma islemi) i¢in
(@Vapf e KveVae Vigih (a+f)a =aa +fa
(b) Va € K V ab € Vicin a(d+5)=ad+ ab
(c)Va,B EKveV a€ Vigin a(Ba) = (af)a

(d)va € V igin l.a= a
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Teorem 2.2.30 Eger V bir reel vektor uzay ise, asagidaki ifadeler saglanir.
(i) vae Vigin 0.a = 0
(ii)Va € Rigin a.0 =0
(iii)va € V i¢cin (—1).a = —a

(iv)Va € Kveva e Vicina. a= 0Oise, yaa = Oyadaa = 0dir
(Hacisalihoglu, 1996).

Tammm 2.2.31 V, K cismi iizerinde bir vektér uzayr olsun. V deki vektorlerin

kiimesi{x; , ..., X, Jolmak iizere,

bagintisinda Va; € K, i = 1,...,migin 3a; # 0 oluyorsa {x;,..,X%,} vektor
kiimesi lineer bagimli, a; = a, = - = a,, = 0 oluyorsa {x; , ..., X,,,} vektor kiimesi
lineer bagimsizdir denir (Hacisalihoglu, 1996).

Tamim 2.2.32 V, K cismi iizerinde bir vektoér uzayi olsun. S = {x; , ..., X,, } kiimesi

ise V deki vektorlerin bir kiimesi olsun. x; € Sve a; € K,i = 1, ..., m igin
v =30 ak (2.10)

bagmtisina v vektoriiniin S kiimesindeki vektorler cinsinden lineer bilesimi denir

(Hacisalihoglu, 1996).

Tamim 2.2.33 V, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. S = {X; , ..., X,, } kiimesi
ise V deki sonlu vektorlerin bir kiimesi olsun. Eger V nin vektdrleri S nin
elemanlarinin lineer bilesimi seklinde yazilabiliyor ise S kiimesi V yi geriyor denir

(Hacisalihoglu, 1996).

Tamim 2.2.34 V, K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun. V nin sonlu vektorlerinin

sistemi B, asagidaki sartlar1 sagliyorsa V nin bir bazi (tabani) olarak adlandirilir.
(a) B kiimesi lineer bagimsizdir,
(b) B, V kiimesini gerer.

Tamm 2.2.35 n-boyutlu Kcismi iizerinde bir vektdr uzayr V olsun. V‘nin bos
olmayan altkiimesi W , asagidaki sartlar1 sagliyorsa W ye Vnin bir alt vektor uzayi

veya alt uzay1 denir (Hacisalihoglu, 1996).
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(HVvx,y eW icinx+y eW
2Q)Va €K ,Vx e Wiginax € W

Onerme 2.2.36 n-boyutlu K cismi iizerinde bir vektdr uzayr V olsun. V nin bos
olmayan altkiimesi W , asagidaki sartlar1 sagliyorsa W ye Vnin bir alt uzayr denir

ancak ve ancak (Hacisalihoglu, 1996).
ax+ By ew, Vo, EK,VX,y EW. (2.11)
saglanir.

Onerme 2.2.37 V, Kcismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun ve Wy ve W, V nin iki alt

uzay1 olsun. Bu durumda W; N W, de V'nin bir alt uzayidir (Hacisalihoglu, 1996).

Tamim 2.2.38 V, K cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun ve V nin iki alt uzayi

olsun. W; ve W, ‘nin toplami agagidaki gibi tanimlanir
W1 + W2 = {.721 + le ")El € lee.fz € Wz} (212)

Onerme 2.2.39 V, K cismi iizerinde bir vektdr uzay: olsun ve W, ve W,, V nin iki
alt uzay1 olsun. Bu durumda W; + W, de Vnin bir alt uzayidir (Hacisalihoglu,
1996).

2.3 Egrilerin Diferansiyel Geometrisi
2.3.1 Uzayda egrilerinin analitik taninm

Tamim 2.3.1.1 Bir egrinin regiiler yay1, ii¢ boyutlu reel Oklid uzaymda M(x,y, z)
noktalarinin kiimesi I" olarak tanimlanir ve x, y, z koordinatlar1 ile asagidaki esitlikler

verilir (Anastassiou ve latan, 2014).

Fxy,z) =0 3 e e e
c

{G(x, y,2) =0 ,V (x,y,z) € D € R® (implicit gdsterimi) (2.13)
z=f(xy)=0 s L

, V (x,y) € D € R’ (explicit gosterimi 2.14
{z=g(x,y)=0 (x.y) (explicit g ) (2.14)
x=f1(t)=0
y=f,(t) =0,Vt € (a,b) (parametrik gosterimi) (2.15)
z=f3(t)=0

Burada F G, f, g, /1, f>, f3 fonksiyonlar asagidaki regiilerlik kosullarini saglarlar:
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(a) Reel ve siirekli fonksiyonlardir,
(b) Birinci mertebeden tiirevleri vardir, hepsi birden sifir degillerdir.
(c) Fonksiyonellerin determinantlarindan en az biri sifirdan farklidir.

D(F.G) D(F,G) D(F,G)
D(y,2) " D(z,x) " D(x,y)

Tamim 2.3.1.2 Regiiler egri, regiiler egri yaylarinin birlesimidir.

Tamm 2.3.1.3 I, M(x,y,z) noktasinda parametrik denklemi ile verilmis bir egri

olsun.
X=X (t)
y=y(@®, (V){®e(b)
z=12 (1)

(2.16)

f, ]_', k vektdrlerinin kartezyen koordinatlarini goz Oniine alirsak ve @ de M noktasinin

yer vektorii ise
@ =x()i +y@®)j +z()k, Vt€ (a,b) (2.17)

esitligi I egrisinin vektorel denklemidir (Anastassiou ve latan, 2014).
2.3.2 Uzayda bir egrinin teget ve normal diizlemleri

Tamm 2.3.2.1 Bir regiiler egril' ve M,M; €' olsun. M ve M; dogrusu limit
pozisyonunda M;, M ye yaklasirken olusan dogruya T nin tegeti denir (Bkz. Sekil
2.15) (Anastassiou ve latan, 2014).

Y. T

M\T

v

Sekil 2.15: Bir egrinin tegeti.
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M(x9,¥0,Z9) ET noktasinda egrinin tegetinin denklemleri asagidaki sekilde

verilebilir:

(a) Egri parametrik denklemi ile verildiginde:

X—Xo Y ~—Yo Z—Z

= == =— 2.18
@) V@) | 20 (@19
(b) Egri (2.13) denklemindeki gibi verildiginde:
X=X  Y—Yo _ Z—Z
D6y = DF.G) ~ DE0) (2.19)
D(yo,z0) D(zo,x0)  D(x0,¥0)
(c) Egri (2.14) denklemindeki gibi verildiginde:
X—Xx = -
T o _ Y= Yo _ zZ—Zz (2.20)

.g’yo - f,yo flxo - g,xo flxog,yo - f’yog,xo

Tanim 2.3.2.2 Bir regiiler egri I' ve M € T olsun. I" egrisinin M noktasindaki normal
diizlemi, egrinin tegetine dik olan diizlemdir ve my ile gosterilir (Anastassiou ve

latan, 2014).

M (%9, Y0, Z9) € I' noktasinda normal diizlem my in denklemleri asagidaki sekilde

verilebilir:

(a) Egri parametrik denklemi ile verildiginde:

Tyt x'(to)(x - x(to)) + y'(to)(y - y(to)) + Z’(to)(z - Z(to)) =0 (2.21)
(b) Egri (2.13) denklemindeki gibi verildiginde:

D(F, G)
Ty ——————
N D(yo, 2o)

D(F,G) D(F,G) ~
(x — x(ty)) + m()’ —y(ty)) +m(2 —2(t)) =0

(2.22)

(c) Egri (2.14) denklemindeki gibi verildiginde:
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wi (g, = ) (= xt)) + (f, = 9" ) 0 —y&d) + (£ 0, —

f ’yog’xo) (z—z(tp))) =0 (2.23)
2.3.3 Serret-Frenet 3-ayaklisi ve Serret-Frenet formiilleri

Tanmim 2.3.3.1 Bir regiiler egri [ ve My € I' noktasindaki Frenet vektorleri T, N, B
olsun (Bkz.Sekil 2.16) (Anastassiou ve latan, 2014).

7 TN

o

I_..—' g
r/ 0 v

To

Sekil 2.16: Frenet 3-ayaklisi (T = T, N = 7, B = B ile gosterilmistir).

T, N, B vektorlerinin ciftleri asagidaki diizlemleri belirlerler:
 Nve B tarafindan gerilen diizleme normal diizlem my;
* Tve N tarafindan gerilen diizleme oskiilator (yapisan) diizlem m;

* Tve B tarafindan gerilen diizleme rektifiyan (tamamlayan)diizlem m, denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Bir M(xq,Y,,29) € I' noktasindaki normal diizlemi (2.21), (2.22) veya (2.23) ile
ifade edilebilir (Anastassiou ve latan, 2014).

Bir M (xg,¥,,Zo) € I' noktasindaki oskiilator diizlemin denklemleri asagidaki sekilde

verilebilirler:

(a) Egri parametrik denklemi ile verildiginde:
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x—x(t)) y—y(to) z-—z(t)
mo: | %' (to) y'(to) Z'(t)) |=0
x"(to) v (to) z'"(to)

(b) Egri (2.13) denklemindeki gibi verildiginde:

X — Xp Y—Yo Z—Zy
D(F,G) D(F,G) D(F,G)

To: D(yo,z0) D(zg,%0) D(x0,¥0) | =0
D?*(F,G) D?*(F,G) D?*(F,G)

D2(yo,2z9) D?%(zg,x9) D?%(x0,¥0)

(c) Egri (2.14) denklemindeki gibi verildiginde:

X —Xo Y—=Yo Z— 2y
Ty g’yo - f,yo f,xo N glxo f,xogIYO - fl)’oglxo
b fllxo . &gllx0 fllxogllyo i fllyogllxo

12 4
9y~
Eger

N = a1{+ a2j+a3k

ise M (xg, ¥o,Z) € I' noktasindaki rektifiyan diizlemin denklemi

g (x — x(tg)) + ax(y — y(to)) + az(z — z(ty)) = 0

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Bir M(xy,¥,, 29) €I noktasindaki Frenet 3-ayaklisinin denklemleri asagidaki

gibidir:

1. Egrinin Bir M(xq,Y,,20) € ' noktasindaki teget vektoriiniin denklemlerini

yukarida (2.18),(2.19) ve (2.20) denklemleri ile ifade etmistik.

2. Egrinin Bir M (x,, y,, Zg) € I noktasindaki binormali asagidaki denklem ile verilir.

X — Xp Y—Yo

By 7@
y'(te) Z'(to)

Z'(ty)  x'(to)
Z"'(ty) x"(to)

x"(to) ¥ (to)

3. Egrinin Bir M(x,Y,,Zy) € I' noktasindaki asli normali asagidaki denklem ile

verilir.
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N T x(to) _Y- y(to) _Z~- z(to)
. a; a; as

(2.29)

Rektifiyan diizlem M(x,y,,2y) € I' noktasindaki tegetin ve binormalin gerdigi

diizlem oldugundan

| t ) ts; |=0 (2.30)

dir. Burada M(x,,,,2,) € I' noktasinda teget vektoér, T = (t,t,,t3) ve binormal
vektor B = (bl, bz, b3) dir.

elementi denir. Yay elementi egrinin ilgili yaymnin uzunlugunu verir. Egriyi

parametrik olarak ifade edersek, yay elementi

ds = \/dx? + dy? + dz? (2.31)
dir.
I egrisinina = x(t)i + y(t)j + z(t)k vektorel denklemi ile diizenlersek
ds = ||dal| (2.32)
dir.
Frenet 3-ayaklisinin teget, binormal ve asli normal vektorleri sirasiyla
a  AOi+Y ) +72 Ok

T(s) = — = 2.33
) ]~ VX +y 7 + 2(0)2 (2.33)

B(s) = L “_ (2.34)
[l <]
N(s) = B(s) X T(s) (2.35)

bagntilar ile verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.3.3.3 T regiiler egrisi i¢in Frenet vektorleri arasinda asagidaki bagintilar

vardir (Anastassiou ve latan, 2014).
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T=NxB
N=BXT
B=TXN (2.36)
TN =Nl =Bl =1
T.N=T.B=N.B=0

Simdi Frenet vektorleri yardimiyla Frenet formiilleri adi verilen bazi bagmtilar

tanimlayalim.
ds yay parametresi ise asagidaki bagintilar saglanir (Anastassiou ve latan, 2014).

Birinci Frenet formiili:

sy =N o 1 gy e (2.37)
R(s)  R(s)

Ikinci Frenet formiilii:

N(s)
B'(s) =——== L(s) = —B'(s).N(s) = N'(s).B(s) (2.38)
L(s)
Ucgiincii Frenet formiilii:
brn 1 1
N (S) = —@T(S) + EB(S) (239)

2.3.4 Uzay egrilerinin egriligi ve burulmasi

2.3.3.4 teoremde Frenet formiilleri olarak tanitilan % ve % skalerleri sirastyla egrinin
bir M noktasindaki egriligi ve burulmasi olarak adlandirilirlar (Anastassiou ve latan,

2014).

Tamim 2.3.4.1 Ortalama egrilik, tegetin, birim yaydaki degisimidir. Bir egrinin bir

noktadaki egriligi yay parametresi 0’a giderken ortalama egriligin limitidir. Yani

K = lim
As—0

A (2.40)

dir (Anastassiou ve latan, 2014). (Bkz. Sekil 2.17)
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Sekil 2.17 Ortalama Egrilik (t = T).

Tamim 2.3.4.2 Bir egrinin bir noktadaki egrilik yarigapi, egrinin o noktadaki

egriliginin tersine esittir R ile gosterilir (Anastassiou ve latan, 2014).

Aciklama 2.3.4.3 Bir egrinin egriligi, o egrinin tegetinden ne kadar ayrildigini

gosterir (Anastassiou ve latan, 2014).

Teorem 2.3.4.4 I bir regiiler egri olsun. Bu egrinin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter

sart K = 0 olmasidir (Anastassiou ve latan, 2014).

Tanim 2.3.4.5 Bir egrinin bir noktadaki burulmasi (torsiyonu), yay parametresi sifira

yaklasirken egrinin binormalinin yoniindeki degisimdir (Anastassiou ve latan, 2014).

Tanim 2.3.4.6 Egrinin bir noktasindaki buruma yaricapi, o noktada burulmanin

tersine esittir. Yani L dir (Anastassiou ve latan, 2014).

Aciklama 2.3.4.7 Egrinin burulmasi, o egrinin oskiilatér diizleminden ne kadar

ayrildigin1 gosterir (Anastassiou ve latan, 2014).
Teorem 2.3.4.8 I' regiiler bir egri olsun. Bu egrinin es diizlemli egri olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart % = 0 olmasidir (Anastassiou ve latan, 2014).

Teorem 2.3.4.9 I regiiler bir egri i¢inM € T bir nokta ve & yer vektorii olsun. ds yay

parametresi olmak iizere egrilik,

k=t llx (2.41)
R e

dir (Anastassiou ve latan, 2014).
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Teorem 2.3.4.10 T regiiler bir egri icin M € T’ bir nokta ve @ yer vektorii olsun. ds

yay parametresi olmak {izere torsiyon,

1 a.(@" xa™
TEL=— T (2.42)

@ <@

dir (Anastassiou ve latan, 2014).

23



3. SAGE iLE LINEER CEBIiR UYGULAMALARI

Ornek 3.1 5, = i —3 ] + 2k vektoriini
a=i+j,b=j+k, c=i+]+3k. (3.1)
Vektorlerinin yoniinde ayristiriniz.
Coziimii Sage’'de soyle gosteririz (Anastassiou ve latan, 2014):
Coziim:

sage: vi=vectar([1 -3 2]).a=vector([1,1 0]},b=veclor([0,1,1]},c=vectar{[1,1,3])
sage: all al? al3=var{all al2 al3")

sage. u=all*a+al2'b+ald’c

sage: solve{[u[0]==v1[0]u[1]==v1[1]ul2]==v1[Z]).al1 al2 al3)

([all == -1, al2 == 4, al3 == 2]

Ornek 3.2 A(3,—1,1),B(4,1,4) ve C(6,0,4) noktalarinin bir sag iiggenin koseleri

oldugunu gosteriniz (Anastassiou ve latan, 2014).
Sage kullanarak, sunu elde ederiz:
Coziim:

sage: A=vector([3,-1,1]):B=vector([4,1,4]):C=vectoxr([6,0,4])
sage: AB=B-A

sage: AC=C-A

sage: BC=C-B

aage: AC.norm() "2=BC.norm|()"2+AE.norm() "2

19 == 19

Sag liggeni gostermek i¢in (Bkz. Sekil 3.1) asagidaki Sage koduna ihtiyacimiz var:


https://static-content.springer.com/image/chp:10.1007/978-3-319-01967-3_1/MediaObjects/318401_1_En_1_Figaa_HTML.gif

sage: P=polygon3d([(3,-1,1), (4,1,4), (6,0,49)])
sage: tl=text3d("A", (3.1,-1,1))

2age: tZ2=text3d{("B",(4,1,4.1})

sage: t3=text3d{("C",(6,0.1,4})

2age: show(P+cl+c24+t3)

4.1

1.0
4.5 0.0

Sekil 3.1: Bir sag liggen 6rnegi.

Ornek 3.3 Asagidaki vektorlerin lineer bagimliligini arastiriniz. Bu vektorler R* igin
bir baz olustururlar m1? (Anastassiou ve latan, 2014)

7 = (2,1,3,1), v, = (1,2,0,1), 3 = (—1,1,-3,0)
Coziim:
Sage ile ¢coziimii su sekilde verilebilir:
sage: V=RR"4
sage v1=V(2.1 3.1 Dv2=V([1 2 01v3=Vi-1 1 3.0])

sage: V linear_dependence([vi v2 v3]}==[
Ine

sage: A=matrix((v1.v2 v3])
sage A rank()==V dimension(}
False

Ornek 34 v, = (2,41,3) ,5,= (7,4-95 .53 = (48,-3,7) .,i,=
(5,5,=5,5), vs = (8,4,—14,6) vektorleri verilsin. Bu vektorler tarafindan

olusturulan alt uzayin boyutu nedir? (Anastassiou ve Iatan, 2014)
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Coziim:

sage; V=VectorSpace(GF(3) 4)

sage: vI=Vi[2,4.1,3])v2=V([7 4,-8,5]),v3=V([4,8,-3, 7]}
sage’ va=V([5,5,-55])v5=V([B.4 - 14 6]

sage W=V subspace([v1,v2 v3,v4, v5]}

sage: W dimension();W

3

5 inci Dereceden sonlu cisim iizerinde 4 {incii dereceden vektdr uzayinin boyutu 3 tiir

ve baz vektor matrisi agagidaki gibidir.

Basis matrix;
(1000
[0140]
[0o01]

Ornek 3.5 Varsayalim ki, M; ile M, noktalar1 AB dogru parcasmi ii¢ esit parcaya

bolstin. Eger M dogru parcasinin disinda bir rasgele nokta ise MM; ve MM,
vektorlerini, MA=a ve MB=b vektorleri cinsinden ifade ediniz (Bkz. Sekil 3.2)

(Anastassiou ve Iatan, 2014).

ol
ol

M

Sekil 3.2: MM, ve MM, vektérlerinin MA=a ve MB=b vektorleri cinsinden ifadesi.

Coziim:
Ucgen kuralini kullanarak, sunu elde ederiz:

MM, = MA+AM, ve AB=AM+ MB =—a+b buradan asagidaki ifade

yazilabilir.
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Benzer olarak
MM, = MA +AM, = MA+-4B = a+2
(Bkz. Sekil 3.3).

Sage de ¢oziimii ise su sekildedir.

sage; ab=var(a,b"

sage: AB=b-a AM1=AB/3AM2=2"AB/3

sage: M1 =a+AM1 MM2=a+AM2 MMT MM2

23%a + 1/3"0

1/3%a + 2030

sage: vi=amow3dd({-1,-1,-1),(-2.1 5}, 20+ text3d "M" (-1.2 1.1 -1 1))
sage: vZ=amowdd({-1,-1,-1),(3,1,6), 2)+ext3d("A" (-2.4,1.1 5))
sage: v3=amow3d({-2,1,5)(3,1,6)2)+ext3d("8" (3,1 1 6})

sage: t=lext3d("b" (2.3 0.6 3 5))Hext3d("a" (2.4 0.7.3.1)

sage: pli=point3d{{-1/3,1,168/3) size=20)+text3d("M1" (-0.4 1.1 5.6
sage: p2=point3d{{(4/3 1,173} size=20)+text3d("M2",(1 .4 1.1,6))
sage: (vZ+visylHplep2) show(aspect ralic=1)

6.1

2.5

N
)

0.4

0.0
3.1 -1.1

b— a+2b
= =3 (3:2)

Q

g % |

Sekil 3.3: Ornek 3.5 in geometrik ifadesi.

Ornek 3.6
v, = 21+ (A+2)j+3k
v, = 1+A-k
v; = 47+2k
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Vektorleri es diizlemli olacak sekilde bir 4 € R bulunuz. Buldugunuz bu A degeri ile

v; vektoriinii v, ve 3 yoniinde ayristiriniz (Anastassiou ve latan, 2014).
Coziim:

Teorem 2.2.21 kullanarak, v;v,, V3 es diizlemli, ancak ve ancak av;+pv,+yv3=0

olacak sekilde (3) a, B,y € R (a? + % + y% # 0) vardr.
Buradan,
Qa+ PRI+ [(A+2Da+B+4Y))J+ Ba—L+20)k=0 (3.4

Yazilabilir. Yani

QRa+p) = 0
A+2)a+A8+4y) = 0 (3.5)
Ba-p+2y) = 0

dir. Bu homojen lineer denklem sisteminin asikar ¢oziimden farkli bir ¢dzliimiiniin

olmasi i¢in A = —8 bulunur.

2 1 0
A+2 1 4| =0 <= 1=-8
312 (3.6)
Eger vy, v,, V5 es diizlemli ise, Onerme 2.2.20’den,
W= Ve + yis Vs 3.7)

Olacak sekilde 3 a’, B’ € R tek olarak bellidir.
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Bage: var('l','al','be', ‘ga'}
{1, al, be, ga)
sage: vi=vector([2,1+2,3])
sage: wv2=vector{[1,1,-1])
sage: vi=vector([0,4,2])
sage: u=al*vi+bervZ+ga*vd
sage: show{u)
(2al + be, ({ + 2)al + bel + 4ga, 3al — be + 2ga)
zage: A=matrix([[2,1,0]),[1+2,1,4],1[3,-1,2]11)
sage: la=sclve (A.determinant()==0,1}
sage: show(la)
1= (-8)]
sage: vi=vl.substitute (1=-§)
sage: v2=vZ.substitute [1=-8)
sage: w=al*vZiberyd
sage: aclve([vi[0]}==w[0],vi[1l]==w[l],vi[2]==w[2]],al,be}
[[al == 2, be == (5/2)]]

Simdi Sagede vy, U, U3 vektorlerini gosterelim (Bkz. Sekil 3.4):

sage: Prarrow3d{{0,0,.0), (1, -8, -1}, 6 ,color='red"'}+texc3d(™v2", (1.3,-6.2,-1.3)})
sage: Q=arrow3d{(0,0,0),(0, 4, 2), 6, color="green'}<+cextc3d("w3", (0.5,1.8,2.7))
sage: R=arrowdd[{0,0.0), (2, -6; 3}, 4, color="blue'}+vextdd(™wl", (2.5,-5.5,3.5)])
aage: (P+Q+R).show(aspect_ratio=i)

v3
3.5
vl
1.1 4.2
2.0
-1.4 v2
-0.4

2.5 -8.1

Sekil 3.4: v,, U, U3 vektorlerinin gosterimi.

Ornek 3.7 Bir iicgenin yiiksekliklerinin kesistigini ispatlayimz (Anastassiou ve

Iatan, 2014).

Coziim:

B &
Sekil 3.5: Bir liggenin yiiksekliklerinin kesigimi.
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H, A ve B'den cizilen yiiksekliklerin kesisimi olsun. CH’nin AB’ye dik oldugunu

gostermeliyiz, diger bir deyisle skaler ¢arpimlarmin sifir oldugunu gostermeliyiz

yani; CH - AB = 0 dir. Uggen kuralin1 kullanarak, sunu elde ederiz:

Sunu elde etmemiz gerekir;

CH.AB =CH.(AC—-BC) = C(H.AC—-CH.BC

Yani;

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Burada, skaler carpimin degisme 6zelligini ve BH’nin AC {izerinde ve AH nin BC

tizerinde dik oldugu gercegini kullandik (Bkz. Sekil 3.5). Bu problem i¢in asagidaki

Sage koduna ihtiyacimiz var:

sage: var("al,a2,a3 b1 b2 b3c1 c2,c3)h1,h2h3"

(a1, a2 a3, b1, b2 b3, cl,c2, 3, hi, h2 h3)

sage: A=vector(SR [al a2 ad])B=vector(3R [b1 b2 b3])
sage: C=vecion5R (ol c2 c3)) H=vector{SR [h1,h2 h3])
sage: AC=C-ABC=C-B;CH=H-C AB=AC-BC HB=B-H;HA=A-H
sage: E=CH.dot_product{AB).expand()

sage; u=AC dot_product{HB)v=HA_ dot_product{BC)
sage: s=solve(fu==0yv==0]h1h2 h3)

sage: s1=s[0N0].right();s2=s[00[1 ] right{);53=s[0][#] right{)
sane: E subs{hi=s1 h2=52 h3=s3)simplify_exp()

0

Ornek 3.8 Bir eskenar dortgenin kosegenlerinin dik kesistigini ispatlaymiz

(Anastassiou ve latan, 2014).

Coziim: V
LN

v

B

Sekil 3.6: Bir eskenar dortgenin kosegenlerinin kesigimi.
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(U—V).(U+V) =0.(U+V)—V.(U+V) =uU+uv—vu—vv = ||[ul? =V’

Eskenar dortgen oldugundan ||z|| = ||¥|| dir. ve buradan da

(U-v).(u+v)=0 3.11)
Elde edilir. Yani, bir eskenar dortgende kosegenler dik kesisirler (Bkz. Sekil 3.6).

Sage’de ¢ozerek, sunu elde ederiz:

sage: var{'ul,u2u3 vl vz vi")

(ul, u2, u3, v1, v2, v3)

sage: u=vector(SR,[u1,u2 u3])v=vector(SR [v1,v2 v3]}

sage: ((u.nom{*2).simplify_exp(-(v.norm(}*2).simplify_exp(==0).assume()
sage: E=(u-v).dol_product{u+v)

sage: j=assumplions{);j0]1eft()-E_expand()

0

Ornek 3.9 Bir iiggenin iki kosesi AB =3T—4jveBC =1+5j ise CD

yiiksekliginin uzunlugunu hesaplayiniz (Anastassiou ve latan, 2014).

Céziim: ||AB|| =vV9+15=5

|t T kK _
ABXBC=1|3 —4 0|=19 (3.12)
1 5 0
2 AB x BC ||ABJ|lICD|| TCDTl IAB x BC|| 19 313
= = — == — .

Sage kullanarak da sOyle bir ¢6ziim sunabiliriz (Bkz. Sekil 3.7).

sage: AB=vesror (00, [3,-4,01)

sage: P=arrow3d((0,0,0), (2, -4, 0}, 6 ,color="red'y+cexc3d("AB", (2.3,-49.2,0.3))
sage: BC=veccor (QQ, [1.5,0])

sage: Qarrowdd ((0,0,0), (2, S5 0}, € ,color="blue'j+cext3d("BC", [1:.3,5.2,0.3))
sage: n=AB.norm(}

sage: cp~AbB.cresa_product [BC)

mage: cp.normilin

19/7%

zage: R=arrow3d((0,0,0),cp, 6 ,color='orange')+texc3d("n", (0,0.3,19))

sage: (P+Q+R} .show(aspect_ratio=l}
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19.0 4?

9.2

/C

5.2
-0.5 J
.o'i Al 0.4

53.4 -4.3

Sekil 3.7: Ornek 3.9 un Sage ile ¢oziimii.

Ornek 3.10 a = 21— 3j+ k, b =1+ J— 2k, ¢ = AT+ 2] vektorleri ile belirlenen

bir paralelyliziin hacmi 5 ise A € R sayisin1 bulunuz (Anastassiou ve latan, 2014).
Coziim:

Bu vektorler tarafindan belirlenen paralel yiiziintin hacmi soyledir

2 -3 1
v=t[l 1 -2/=%(10+54)
A2 0

(3.14)

Kosul v =5ten, 10+ 54 =45 yani 44 = —1,4, = —3 bulunur. Ayn1 ¢6ziim
Sage’de de elde edilebilir:

sage: la=wvar {('t')

sage: c=vectori[t,2,01])

zage: a=vectoxr([2,-3,1])

zage: b=vector([1,1,-21}

zage: V=matrixi[a,b,cl}

sage: t=golve(V.determinant()==5,1a)
gsage: tl=sclwve(V.determinant{)==-5,1la)
gage: print;: t;cl

[t == -1]

[£ == -3]
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4. SAGE iLE DIFERENSIYEL GEOMETRI UYGULAMALARI

Ornek 4.1. Asagida verilen T egrisi igin orjin noktasinda Frenet vektorlerini bulunuz

(Ana

stassiou ve latan, 2014).

I:7 =t + t2] + t3k

Coziim:

Sagede ¢ozerek, sunu elde ederiz:

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
(1.0,
sage:
sage:
sage:

t=var(t)
r=vector([t.t"2 t"3])
rp=diff(r.t);rs=diff(r t,2)
n=rp.norm{).simplify_exp()
tau=(rp/n).subs(t=0)tau

0)

v=rp.cross_product(rs)
vn=v. normy).simplify _exp()
be=(vivn).subs(t=0);be

0.0,

sage:

nu=be.cross_product(tau).subsi=0)nu

(0,1, 0

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

(Bkz

c=parametric_plot3d((r{0], r[1].r{2]), (t,-1.3,1.3) thickness=5)
al=arrow3d((0,0,0),(tau[0].tau[1].tau[2]))
a2=arrow3d((0,0,0),(be[0],be[1],be[2]))
a3=arrow3d((0,0,0),(nu[0],nul1],nul2]))

c+al+a2+al

. Sekil 4.1).

4.1)
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2.2

0.0

a

=
Wi

1.69

0.0 0.82

1.3-0.05

Sekil 4.1: T egrisinin Frenet vektorleri.

Ornek 4.2 Asagida verilen T' egrisi icin, egrinin egriligi ve burulmasi arasindaki

bagintiy1 bulunuz (Anastassiou ve latan, 2014).
_ v tZ _ f3 —
F:r=tl+?]+zk (4.2)
Coziim
Sorulan bagintiy1 belirlemek i¢in Sage kullanacagiz:
sage: t=var(t)
sage; r=vector([t,tA2/2 123/6])
sage: rp=difi(r ty;rs=diff(r t,2)ri=dff(r t, 3)
sage; rpn=sqri(rp[0}2+rp[1]*2+rp{2]*2)
sage: v=rp.cross_product(rs)
sage: vn=sqri(v[0*2+v[1]*2+v[2]*2)
sage; C=vnirpn*3;C factor()
4/(th2 + 22

sage: w=rp.dot_product{rs cross_product(rt))
sage: it =wivn*2;iT factor()

42 + 292

sage: CAIT

1

Ornek 4.3 T egrisine ait noktalarm konum vektoriinii belirleyiniz (Anastassiou ve

Iatan, 2014).
I:r=t"T+tj+ (2t2 - 1k (4.3)

Burada, binormal vektorii asagidaki dogruya diktir.
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d.{x+y:0
4x-7=0

Coziim:

Bu problemi ¢6ziimii i¢in agsagidaki Sage koduna ihtiyacimiz var:

sage

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

[t ==
sage
sage
(2,
(-1.-

- m=vector([1,1,0]xn2=vector([4,0,-1])
n=n1.cross_product(n2)

t=var(ty (11=0).assume()
r=vector( Wt 2 142-1])

r=diff(r, ty;r2=diff(r t,2)
rr=r1.cross_product(r2)

rn=sqri(r 012+ 1] 2+rr]2]42)
we=rrrn. simplify _exp()
s=solve([n.dot_productiw).simplify_exp()] t);s
2, t=-1]

- t1=s[0].right(),t2=s[1]. right()
Tvl=rosubsit=t 1), v2=r.subs(t=t2),v1,v2
27)

1, 1)

Ornek 4.4 X: z: 5x% + 4y — 3 bir yiizey olsun,

4.4

(a) u = 0 ve v = 2 noktalarinda ylizeyin tanjant diizleminin denklemini bulunuz.

(b) M(1,0,2) noktasinda ¥ yiizeyinin normalinin denkleminiz bulunuz (Anastassiou

ve latan, 2014).

Coziim

Bu problemin sagedeki ¢oziimii su sekildedir:

sage
sage
sage
sage
107
sage

: Xy Z=var(x,y,2;x0=1,y0=0z0=2

L 2z=5%A2+4%y-3

. p=diff(zz,x).subs(x=x0,y=y0),q=diff(zz,y). subs(x=x0,y=y0)
: expand((x-x0)'p+(y-y0)*q-(z-z0))==

+ 4y -z2-8==

L (x=x 0} p==(y-y 0)/q;(y-y 0)q==(z-Z0)(-1)

110% - 110 = 14y

/4%

==-7+ 2
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Ornek 4.5 7(t) = 2ti+t?j+Intk, t>0 bir egri olsun. t = 1 noktasinda

egrinin Frenet vektorlerini ve oskiilator, normal ve rektifiyan diizlem denklemlerini

bulunuz (Anastassiou ve latan, 2014).
Coziim:

teget denklemleri sunlardir:

x—2t y-t* z-Int
2 2t 1

t

(7):

t = 1 noktasindaki teget denklemleri asagidaki gibidir:

- _x—2_y_—1_
(2').—2

t = 1 noktasindaki binormal denklemleri:

Gy XXO __ y-y® -2
‘Y'(l) z@Q| |z@ x@] (xX@O y@d
y'@ '@ '@ x'@] x'@ y'@)
yani
—. Xx=2 y-1 z
B 27 2
24 Gk
dir. Veya
X2 _y-1_ z
B):—="5"=7

dir. Normal dizlemin denklemi:
my: 2(x — 2t) + 2t(y — t?) +%(z —Int) = 0;

t = 1 noktasinda, normal diizlemin denklemi su hale gelir:

7y 2(X=2)+2(y-1)+z=0;

veya
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4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)



Ty 12X+2y+2-6=0 4.12)

(2.12) kullanarak, nokta ¢ = 1’in oskiilator diizleminin denklemi:

x=x@) y-y@® z-z()
i X'@Q  y@® '@ |=0,

X0y 2o @13
olur, yani
Xx-2 y-1 z-1
T2 2 1|=0
0 2 - (4.14)
veya
TTy:2X—y—22=3 (4.15)

bulunur. Asli normal diizlemi, oskiilator diizlem ve normal diizlemin kesisimidir:

- | 2x-y—-2z=3
(V):{2x+2 +2=6
y+z=>0 (4.16)
Rektifiyan diizlem t = 1 noktasi boyunca teget ve binormal vektorleri tarafindan
gerilen diizlem oldugundan, denklemi (2.18) den asagidaki gibi olacaktir.
x=x@) y-y@® z-z(0)

& a, a, (=0,
b, b, b, (4.17)

burada:

= (aq,a,,a3) noktast t =1 de teget vektoriin dogrultman vektoriidiir. Yani

QJ

(2,2,1) dir.

a
« b = (by, by, bs), noktas1 t = 1 de binormal vektdriin dogrultman vektoriidiir. Yani

b = (—4,2,4) tiir; bu da su sonucu verir:
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x-2 y-1 z
| 2 2 1/=0.

42 4 (4.18)

Sage programinda ¢6ziimii su sekilde verilebilir:

sage: x.y.Ztab.cd=var(x,y.2t.8,b,cd) (t=0)assume()

sage: r=vacton] 2,12, In0] ) r0=r.suBsi=1)

gage: rp=difi(r, t),rp0=rp. subs{t=1}

sage: (x-rlf 0 ¥rp O{0==(y-r0{ 1] WrpO 1]:{y-r0[1]Mrp0{1]==(z-r0[2]¥rp0[2]
12% -1 ==112% - 112

WYy -2 ==z

sage: A=malrix([[a,bl.[c.d]})

sage rs=af(rt 2 rs0=rs. subsit=1)

sage; A1=A subs(a=rp0[1),b=rp0[2] c=rs0[1] d=rs0[2])

sage: d1=A1.determinant()

sage: A2=A _subs(a=rpd[2],b=rp0[0],c=rs0[2), a=r=d[0])

sage: d2=A2 determinant()

zage’ A3=A subs(asrp0[0],b=rp0[1],c=re[0), d=red(1])

gage. d3=A3.determinant()

sage: (x-r0f0) Wd1==(y-rO[1])fd2;(y-rO[ 1]} d2==(z-r0[2]yd3
=g + 12 == 12" - 1/2

112% =112 == 14"z

sage: u=rpO[0]* (x-rOf 0+ rpO[ 11 ly-rO[11)+rp0{2] (z-r0{2]); u==0
2%+ +z-G==0

gage B=malrix([x-rO[01y-r0[1].20[ALIrpd 0], re 1] rp 20 [rs0100. rs] 10.rs 02110
zage; v=B.deleminani}v==

%+ 2% + 4% + ==

zage nl=vectonfu coeffix)u coeffiiy),wcoeff{z)i)

sage n2=vector([v.caeff(x)v.coelfly )y, coefl(z)])

30 n=nl.cross_produclin2)

sage (x-rO{0) ¥n[0)=={y-rO[1])n[1]:(r-r0{ Y ¥n(1}==(z-rd[2])in[2]
M6 = 13 ==-AM12% + 112

=IM2%y + 112 == M2z

sage. C=matrx([ix-r0{0],y-r0[1].2-r0[2]],[re0[0Lrp0[1], mOL2]L[d1, d2.d3]))
sage; C.determinani(j==0

B - 12 + 12%2 == 1
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Ornek 4.6

X = 3cost
y =3sint
7z =4t

(4.19)

Egrisi verilsin

(a) herhangi bir M noktasinda egrinin teget vektort,

(b) M noktasinda egrinin egriligi;

(c) M noktasinda egrinin asli normal vektorii;

(d) M noktasinda asli normalinin denklemleri;

(e) M noktasinda binormal vektor;

(f) M noktasinda binormalin denklemleri;

(g) M noktasinda egrinin burulmasi;

(h) M noktasinda oskiilator diizleminin denklemini bulunuz (Anastassiou ve latan,
2014).

Coziim

(a) (2.21) kullanarak, teget vektorii sdyle bulunur:

;- Ssinti+3costj+4k 1 (—3sinti+3cost j + 4k).

Sagedeki tanjant1 da elde edebiliriz:

sage: t=var(t fx=3 * cos{t)y=3 * sin(tyz=4%
sage: ta=vector([diff(x),diff(y),diff(z)])

sage: tn=ta[0]*2+ta[1]"2+ta[2]"2

sage: tau=ta/sqrt(tn);tau.simplify_trig()
(-3/5%sin(t), ¥5*cos(t), 4/5)
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Egriyi ¢izmek icin asagidaki Sage koduna ihtiyacimiz var (Bkz. Sekil 4.2):

saqge: showiparametric_plot2di (x, v, 2), (1. 0, 2*pi}))

0 .
.0 3.0
0.0 0.0

3.0-3.0

Sekil 4.2: x = 3cost, y = 3sint,z = 4t egrisi.
(b) + (c) Verilen egri vektor denklemine sahiptir
F:3COSti+3Sint]+4tR. (421)

dr _dr dt 1 dr 1 dr_ 1

e A == -d—:i(—Bcosti—Ssint]).
ds dt ds dt dt dr‘ dt HrH dt 25

y di (4.22)
[k Frenet formiilii kullanarak, su sonucu verir:
173 (—costi—sintj):
R 25 (4.23)
buradan:egrinin egikligi;
1 3,
R 25 (4.24)
ve asli normal vektorii soyledir:
v =—costi—sintj. (4.25)

Egrinin egriligi (2.29) formiilii kullanarak da belirlenebilir. Sage ile (b)+(c)+(e) yi

¢Ozersek sunu elde ederiz:
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sage: tap=vector([diff(x, 2), diff(y,2),diff(z,2)])

sage. ft=ta.cross_product(tap).simplify_trig()

sage. nl=sqrit[0P2+t1]* 2+ 2)42). simplify_trig()
sage: K=n1/{tn*(3/2)).simplify_trig(). K

325

sage: K=n1/{tn"(3/2)).simplify_tria()

sage: be=ttin1:be

(4/5%sin(t), -4/5*cos(t), ¥5)

sage: nu=be.cross_product{tau);nu. simplify_trig()
(-cos(t), -sin(t), 0)

(d) asli normal denklemleri agagidaki gibidir:

x—3cost  x—3sint
Viy —cost —sint
z=4t

(4.26)

() binormal vektér iki formiiliinden birini kullanarak (2.34) veya (2.36)

bagintilarindan biri kullanilarak belirlenebilir:

,Z’zé(4sinti—4cost]+3E).

(4.27)
(f) Binormal denklemleri formiil (2.16) kullanarak belirlenebilir:
(—) _ x—3cost y-3sint z-4t
4sint —4Acost 3 (4.28)
(2)
df_dp dt_1 dp_ 1 dp
ds dt ds ds dt |dr| dt
dt dt
= éd_ﬁ = i(4costi+4sinti).
flra s
(4.29)
Ikinci Frenet formiilii kullanarak asagidaki denklemi elde ederiz:
1 n - - 4 < - -
——(—costi—sint j) =—/(costi +sint);
T 25 (4.30)
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buradan, egrinin burulmasi soyledir:

1
T 25 (4.31)

Ayni1 deger Sage kullanarak bulunabilir:

sage: tac=vecton(] diff (x,3),diff(y 3),diff{z, 3)])
sage: g=tap.cross_product{tac).simplify_trig(); g
(0,0, 9

sage: iT=ta.dot_product{gyn1°2iT

4125

(h) Mdeki oskiilator diizleminin denklemi de (2.12) kullanilarak asagidaki gibi

bulunur:

x—3cost y-3sint z-4t
7y 1| —3sint  —3cost 4 |=0.

—3cost -3sint 0 (4.32)

Sage kullanarak, sunu elde ederiz:

sage: XY Z=var(X,Y . Z')

sage: A=matrx([[X-x Y-y Z-2) [ta[0].ta[1],ta[2]] [tap[0] tap[1).tap[ 2]]]}

sage: expand(A determinant())

9*Z*sin )2 + 9*Z*cos{t)"2 - 36" sin {)"2 - 36*t*cos (12 + 12*X*sin(t) - 12*v*cos}
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5. SONUC VE ONERILER

Cagimizda bilgisayarlar ve bilgisayar yazilimlar1 her alanda hayatimizin igerisinde
oncelikli bir yer almistir. Bu tez ¢alismasi boyunca dncelikli amacimiz agik kaynak
kodlu yazilimlarin matematik 6gretiminde ne kadar 6nemli bir yere sahip oldugunu
gostermek olmustur. Matematikte bilgisayar kullanimi, bazi konularin 6gretilmesi,
bazi algoritmalarin kurulmasi, islemlerin yiriitiilmesi, ¢0ziim, analiz ve
aragtirmalarin yapilmasi i¢in olanak saglamaktadir. Ayrica, bilgisayar destekli
matematik Ogretimi, ge¢miste tartisildigi gibi 6gretmenin yerini bilgisayarlarin
almas1 degil aksine bilgisayar destekli egitimde Ogretmenlerin rehberlik roliiniin

kacinilmaz oldugu vurgulanmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda yazilimlar arasinda kullanim kolaylig1 ve uygulama alanlariin
genisligi goz Onilinde bulundurularak SAGE yazilimi secilmis ve Oncelikle agik
kaynak kodlu yazilim SAGE kisaca tamtilmaya g¢alisilmistir. SAGE yaziliminin
destekledigi alanlar ve beraberinde gelen ilgili araglar ve yazilimlar ile ilgili
yapilabilen iglemler cizelge 2.1 de detayli sekilde verilmistir. Ayrica sage
arayiizinde karsimiza cikan goriintiilere de oOrnekler verilmistir. Tezin igerisinde
verilmekle birlikte altin1 ¢izmek anlaminda SAGE programinin ¢evrim i¢i kullanimi
http://www.sagemath.org/ internet sitesinden yapilabildigini bir kez daha

belirtmeliyiz.

Bu tez c¢alismasinda SAGE programmin tanitiminin disinda asil {izerinde
durdugumuz konu, bu programin tiniversitelerin lisans egitiminde 6énemli yere sahip
olan iki dersi lineer cebir ve diferensiyel geometri derslerinde ne tiir ornekler
lizerinde kullanilarak nasil kolayliklar sagladigi konusudur. Orneklerin &ncesinde
2.boliimde lineer cebirin temel konusu vektorler ve matrisler konusu ele alinmustir.
Ozel olarak vektorlerin lineer bagimsizligy, i¢ (skaler) ¢arpimi, vektdrel carpimlari
konusu tizerinde durulmustur ki vektorler, diferensiyel geometride de ¢ok dnemli bir
yere sahiptirler. 3. boliimdeki Orneklerde de vektor islemleri sage kodlari

kullanilarak nasil basit bir sekilde elde edilebilecegi gosterilmistir. Bilgisayar



kullaniminin kolayligi ise islemleri kisaltmak ve grafiklerle sonuglar elde etmek
acisindan oldukc¢a kullamislidir. Tezin igerisinde kisith sayida Ornege yer
verilebilmistir ana basliklari ile ele alinacak olursa bunlar vektor ayrigimi, vektorlerin

lineer bagimliligr (bagimsizligy), alt vektor uzayinin boyutu vb.

Cok 1iyi bilindigi Ttzere egriler teorisi diferensiyel geometrinin en Onemli
konularindan birisidir. Tez ¢alismamizin igerisinde Frenet vektorlerinin bulunusu, bir
egrinin egriligi burulmasi, egrinin konum vektoriiniin belirlenmesi, egrinin oskiilator,
normal ve rektifiyan diizlemlerinin bulunmasi gibi fizik ve matematikte énemli bir
yer tutan konulara 2. bdliimde yer verilmistir. Bu boliimde konu ile ilgili temel
tanimlar ve teoremler verilmis ve ardindan 4. Boliimde bunlar ile ilgili 6rnekler
¢Oziilmiistiir. Bu Orneklerin ¢dzlimlerinin bir kisminda 6nce temel diferrensiyel
gometri bilgisi kullanilip ardindan sage programindaki kodlari ile ¢oziim bir daha ele

alinmis, bir kisminda ise sadece sage ile ¢6ziimii verilmistir.

Bu tez calismasi boyunca Anastassiou ve latan’nin 2014 yilinda yapmis oldugu
“Intelligent Routines II; Solving Linear Algebra and DifferentialGeometry with
Sage” adli kaynaga sik¢a basvurulmus ve bu kaynaktan bir derleme hazirlanmistir.
Ayrica Sage ile lineer cebir derslerine bir baska agidan bakilmak istenirse Beezer’in
2011 yilinda yayimlanmis olan “Sage for Linear algebra” adli kaynak lineer cebir

acisindan detayl bilgiler vermektedir.

Yaptigimiz derleme ¢alismanin matematik 6gretiminde acik kaynak kodlu yazilimlar
kullanmak isteyenler i¢in kullanigh bir kaynak olusturacagini umuyoruz. Ayrica
sadece Sage programi degil diger acik kaynak kodlu yazilimlar da benzer sekilde
incelenerek faydalar1 ortaya konulabilir. Ayrica litratiirde mevcut olan axiom,
maxima, geogebra vb. bircok acik kaynak kodlu yazilimlar ile de benzer 6rnekler
bilgisayar yardimiyla ¢oziilebilir ve bunlarin ¢6ziim yontemleri ve kulanim
kolayliklar1 da karsilagtirilabilir. Hepsinin ortak 6zelliginin de tamamen {icretsiz
olusu, kullanimimin kolay oldugu ve her seviye Ogrenciye (ortadgretim, lisans,

lisansiistii) hitap edebilecek farkli yazilimlarin da mevcut oldugu unutulmamalidir.
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