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1. GIRIS Hakim BARAN

1. GIRiS

Salgin hastaliklarin yayilmasini anlamak, enfekte insan niifusunu 6lgmek ve
hastaligi kontrol altina almak hastaliklarla miicadele etmek agisindan Onemlidir.
Miicadele yontemleri hastaliklarin faktoriine gore degismekle birlikte karantina,
izolasyon, asilama ve hastalik kaynaginin bulunmasi, erken tani, takip ve tedavi etkili
yontemlerdir. Tek bir ¢6ziimii olmayan hastaliklarin kontroliinde toplumsal hijyen
kurallarina riayet edilmesi, saglikli su ve kanalizasyon sistemlerinin saglanmast,
saglikli ve yeterli beslenme gibi durumlarin 6nemi vazgecilmezdir. Ayrica saglik
tesislerinin tim asamalarinin koordinasyonu, yerel ve genel bilim kurullarinda
epidemiyoloji ve halk sagligi uzmanlarinin goriis ve 6nerilerinin kullanilmasi, bireysel
koruyucu saglik hizmetleri i¢in kaynaklarin ve tibbi tesislerin etkin bir sekilde
kullanilmasi giderek daha da 6nemli hale gelmektedir. Cesitli hastaliklarla ilgili
yiizlerce yillik deneyim, insanlara gelecekteki salginlarla basa ¢ikabilecegine dair
umut vermektedir. Tiirkiye’ninde iginde oldugu bu salgin doneminde hastaliklar
anlamak, siire¢leri degerlendirmek ve sonuglar elde etmek hastalik gelismeden riskleri
ortadan kaldirmak toplumun kaliteli bir hayat siirmesi adina bir zorunluluktur. Bu
calismada amag¢ matematiksel modelleri ara¢ olarak kullanarak hastaliklarin siiregleri
konusunda fikir sahibi olmaktir. Hastaligi tanimlayan uygun matematiksel model
alinarak model analiz edilir ve boylece hastaligin ilerleyisine dair sonuglar elde edilir.
Hastalig1 tanimlayan matematiksel modelleri daha iyi anlamak i¢in 6ncelikle gegmiste

yasanan biiyiik salginlari [21] arastirmak gerekir.
1.1. Salgin Hastaliklarin Tarihcesi

Salgin hastaliklar, tarih boyunca insanlik i¢in bir sorun olusturmustur. Ciinkii
sadece enfekte insanlari degil, tiim toplumu bir¢ok yonden etkilemistir.
Mikroorganizmalar da insanlar gibi modern ulagim araglarindan faydalandigr igin,
hastaliga bagl salginlar gegmise gore ¢ok daha hizli ve tehlikeli sekilde ortaya
cikmaktadir. Salgin, duyarli organizmalart dogrudan veya dolayli olarak enfekte eden,
birgok organizma tiiriine yayilan ve hastaliklara neden olan patojenlerin neden oldugu

bulasici bir hastalik olarak tamimlanir. Pandemi terimi (eski Yunanca: pan: tim +



1. GIRIS Hakim BARAN

demos: insanlar) ise ¢cok genis bir alana yayilan ve etkisini gosteren salgin hastaliklara
verilen isim olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Salgin olarak yayilan tiim bulasict
hastaliklar tipik bir protokol izler. Hastaligin saglikli insanlara kisa siirede bulastiginda
yayilmasi, akut ve siddetli seyri, enfekte kisinin kisa slirede 6lmesi veya tamamen
iyilesmesi, hastaliktan kurtulanlarda uzun siireli veya Oomiir boyu bagisikligin
gelismesi ve varligi tasiyicilarin belirli bir ylizdesine baghilhigini icermesi, bulasici
hastalik dongiisiiniin tipik 6zellikleridir. Salginlarin ana nedeni, mikroorganizmalarin
dogadaki biiyiik dalgalanmalara verdigi tepkilerdir. Savas, niifus artisi, depremler,
seller, kasirgalar, kitlik, olagandisi hava kosullari, evsizlik ve ¢evre kirliligi bu
dalgalanmalar1 yaratan durumlardandir. Ornegin, tarih boyunca Afrika'da yoksulluk
ve 6liim; kolera, ebola, AIDS ve tiiberkiiloz nedeniyle siddetlenmistir. HIV; Asya'nin
kenar mabhallelerinde, hantaviriis ise Kuzey Amerika'nin kenar mahallelerinde
yayillmistir. Salgin hastaliklar, ordular1 kirip imparatorluklar1 yok etmis, insanlarin
yasam tarzini siirekli degistirmis ve halen degistirmeye devam etmektedir. Diinyada
yagsanan salgin hastaliklara bakildiginda kolera salginlari; temizligin 6nemini
gostermis, hemsireligin gelismesini saglamis ve oral sivi tedavisinin uygulanmasini
giindeme getirmis, ¢icek hastaligi salginlari; eradikasyon da biiyiik rol oynayan asinin
bulunmasina, verem salginlart ise zayiflatilmis canli asilarin  gelistirilmesini
saglamistir. Dahas1 veba; karantina 6nlemlerinin gelismesini saglamis, sifiliz; cinsel
yasamda korkuyu ortaya ¢ikarmas, ilag tedavisinin 6niinii agmis, sitma; ¢evrede sagligi
olumsuz etkileyen biyolojik, fiziksel ve kimyasal etkenleri yok ederek veya kisilerin
etkilenmesini onleyerek ¢evreyi olumlu hale getirmenin zeminini olusturmustur.
Veba, cigek, sifiliz, sitma, kolera, ebola, tiiberkiiloz, grip, AIDS ve giliniimiiziin
hastaligr Covid-19 da oldugu gibi farkli ve pek ¢ok bulasict hastalikla bas edebilmek
i¢in baz1 olumlu gelismeler yasama dahil edilse de, hastaliklar etkileri sebebiyle biiyiik
salginlara yol agarak insan niifusunu biiyiik oranda azaltmistir. Bu etkiler ile salgin
hastaliklar1 daha iyi anlamak i¢in onlar1 ayr1 bir sekilde incelemek yerinde olacaktir.
COVID-19 (koronaviriis) pandemisi: Covid-19 salgininin yeni olmasi sebebiyle
sonuclart siire¢ devam ettigi icin kestirmek giictiir, fakat tahminlerde bulunulabilir,
¢linkii en net sonuglar ancak salgin sonrasinda goriilecektir. Bu nedenle simdilik

tarihteki salginlar incelenip ¢ikarimlar yapilabilir.
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SARS (severe acute respiratory syndrome-siddetli akut solunum yolu sendromu)
salgini: Koronaviriisiin (SARS-CoV) sebep oldugu bir solunum yolu hastaligi olarak
ortaya ¢ikmistir. Damlaciklar yoluyla insandan insana gegtigi tespit edilmistir. Salgin,
Hong Kong'da baslamis ve Kasim 2002'den Haziran 2003'e kadar siirmiistiir. SARS
salgimi sirasinda diinya genelinde 8.422 vaka ve 916 6lim meydana gelmistir. 37
iilkeye yayilan salgindan etkilenen insanlarin yaris1 65 yas ve istiinde oldugu
gozlemlenmistir.

MERS (Middle East Respiratory Syndrome-Orta Dogu Solunum Yolu
Sendromu) salgini: Insandan insana yakin temasla bulasan ve kendini ates, oksiiriik ve
nefes almada zorluk seklinde gosteren MERS-CoV enfeksiyonunun her yasta ortaya
cikabilecegi goriilmiistiir. Ik olarak Eyliil 2012'de Suudi Arabistan'da rapor edilmistir,
ancak geriye doniik arastirmalar, bilinen ilk vakalarin Urdiin'de Nisan 2012'de
meydana geldigini ortaya koymustur. MERS salgin1 Arap Yarimadasi disindan gelen
bir kisinin salgina neden olmasi sebebiyle 2015 yilinda Giiney Kore'de tekrar ortaya
cikmistir. MERS, ozellikle ilkbaharda hastane salginlarina neden olmus, ancak yil
boyunca yeni vakalar da gozlemlenmistir. Bu nedenle enfeksiyonu ilerlemeden
onlemenin ve kontrol etmenin 6nemli oldugu saptanmustir.

Ebola salgini: Ebola viriisii hastaligi (EVH), insanlarda nadir gériilen ve 6limciil
bir hastalik oldugu bilinmektedir. EVH'ye neden olan viriisler esas olarak Sahra alti
Afrika'da ortaya ¢ikmistir. Insanlarin, enfekte hayvanlarla veya Ebola viriisii bulasmis
hasta veya 6lmiis kisilerle dogrudan temas yoluyla viriisii kapabilecekleri saptanmustir.
ABD Gida ve ilag Dairesi (FDA) tarafindan onaylanan RVSV-ZEBOV asisinin
giivenli oldugu ve yalnizca Zaire'den gelen ebolaviriis tiirlerine karst korudugu
gosterilmistir.

Sifiliz salgini: Treponema pallidum alttiiriiniin yol actig1 cinsel yolla bulasan
bir enfeksiyon oldugu kanitlanmigtir. Avrupa’da 18. ile 19. yiizyillar arasinda ¢ok
yaygin oldugu goriilen bu hastaligin etkisi gelismis {ilkelerde antibiyotiklerin yaygin
kullanimu ile beraber, 20. yiizy1l igerisinde hizlica azalmistir. Cigek hastaliginin, “Eski
Diinya’’nin “Yeni Diinya’’ya tehlikeli bir armagani olarak bahsedildigi gibi, sifilizin
de Amerika’nin Avrupa’ya biyolojik bir siirprizi oldugu vurgulanmustir. Sifiliz kitaya,

1493 yilinda Kristof Kolomb’un gemisindeki denizciler ile gelmis ve kalici olarak
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yerleserek takma saci, antibiyotigi, kondomu, beraberinde cinsel yasamda korkuyu
tanitmigtir.

Sitma salginlar1 (malaria: kotii hava): Disi Anopheles sivrisinekleri tarafindan
insanlara bulasan “Plasmodium falciparum” adinda parazit tiiriiniin sebep oldugu atesli
ve en Oliimciil hastalik oldugu bilinmektedir. Asurbanipalin MO 1500'deki
kitapligindaki kil tabletler ve klasik bir Cin tibbi eseri olan ‘Classic of Medicine’ deki
kayitlar, genislemis dalak, periyodik ates, bas agrisi ve titremeden bahsetmistir.
Hipokrat, “Peaks and Diseases” kitabinda belirli sitma tiirlerini tanimlamistir. Diinya
genelinde sitmadan kurtulanlarin sayisi artiyor olsa da, 2018'de yaklasik 228 milyon
sitma vakasi tespit edilmistir (Afrika'da 213 milyon, %93, Giineydogu Asya: %3.4 ve
Dogu Akdeniz: %2,1). Tim c¢abalara ragmen Ozellikle Tiirkiye’nin Giiney ve
Giineydogu Anadolu bolgelerinde goriilmekte olup, bildirimi zorunlu bir hastalik
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Sitma kontrol girisimleri; batakliklar1 kurutmay1, bocek
ilact1 emdirilmis cibinliklerin kullanimin1 ve ekolojik olarak daha az zararli bocek
ilaglarinin puskiirtiilmesini igermektedir. Bu hususta erken teshisin ¢ok énemli oldugu
belirtilmistir.

Grip salginlari: Zarfli, tek sarmalli RNA viriisleri olan Orthomyxoviridae
ailesinden influenza A, B ve C viriislerinden kaynaklandigi bilinmektedir. Toplumda
grip A ve B nin her yil yaygin olarak goriildiigii, A tipinin salginlara da neden
olabildigi ve grip C viriislerinin sadece hafif hastaliga sebebiyet verdigi bilinmektedir.
Viriislerin epidemiyolojik basarisinin, viriisin devam eden evriminin bir pargasi
olarak siirekli mutasyona ugramalarina bagli oldugu vurgulanmaktadir. Tiptaki bir¢ok
ilerlemeye ragmen virlislerin insanlar i¢in bir tehdit olusturmayr basardig
goriilmektedir.

Ispanyol gribi: 20. yiizyilda influenza pandemileri her on yilda bir
tekrarlamigtir ve bunlarin en siddetlisi 1918-1919 yillarinda milyonlarca insani
oldiirdiigii tahmin edilen HIN1 viriisiiniin neden oldugu "Ispanyol gribi" olmustur.
4-6 ay i¢inde, tamamen yeni bir influenza viriis alt tipi ortaya ¢ikmis ve iki yillik bir
stire boyunca cesitli dalgalar halinde diinyaya yayilmistir. Tarihin en biiylik grip
salgini olarak bilinen bu grip, 1918 yilinda Birinci Diinya Savasi sirasinda baglamis ve

askeri kamplarin hareket etmeye devam etmesiyle bir salgin haline gelmistir. Ispanyol
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gazetelerinde ad1 gectigi i¢in Ispanyol gribi denmis ve Ispanya savasa gitmeyen bir
iilke oldugu i¢in bu bilgi sansiirlenmemistir. Osmanli imparatorlugu dahil tiim diinyay1
etkisi altina alan salgin, saglikli gengleride etkilemesi bakimindan ge¢misteki
salginlardan farkli olmustur. Asya gribi, 1956'da Cin'de ortaya ¢ikan ve 1958'e kadar
devam eden influenza A-H2N2 alt tipinin bir salgin1 olarak belirlenmistir. Iki y1l i¢inde
Cin'in Guizhou eyaletinden Singapur, Hong Kong ve Amerika Birlesik Devletleri'ne
yayilarak yaklagik iki milyon insani, 1968'de ise A-H3N2 viriisiiniin neden oldugu
Hong Kong gribi yaklasik 4 milyon insan1 6ldiirmiistiir.

Veba salginlari: Gram-negatif bir bakteri tiirii ve hareketsiz bir kokobasil olan
Yersinia pestis etken organizmasi, Fransiz Alexandre Yersin (1863-1943) tarafindan
tanimlanmistir. En yaygin olani hiyarcikli form olmustur. Klinik belirtilere gore
enfekte fareleri 1sirarak Y. pestis'i yutan pireler, insanlarin derisine bu maddeyi
yerlestirdikten en az iki en fazla sekiz giin sonra hastaligin ortaya ¢iktigir bulunmustur.
Sepsis ve pnoémoni komplikasyonlarinin varhigindan dolayr o6limlerin arttig
goriilmiistiir. 541, 1347 ve 1894 yillarinda diinyada her seferinde yiiksek Olim
oranlarina neden olan ii¢ biiyilk veba kaydedilmistir. Hepsinin farkli yayilma
bi¢imlerine ve cografi kaynaklara sahip olduklari belirtilmigtir. MS 160ta Hun
Imparatorlugu'nun ¢okiisiinde rol oynamistir. MS 165 ile 180 yillar1 arasinda Roma
Imparatorlugu'nda yaklasik 5 milyon kisinin 6liimiine neden olmustur. Ilk veba salgini;
541 yilinda Misir'da baglamistir. Ekonomik, sosyal ve dini yonden birgok etkisi olan
bu veba (541-542), Bizans imparatorlugu'nun ¢dkiisiine neden oldugundan imparatoru
onurlandirmak i¢in “Justinian Vebasi1™ olarak adlandirilmistir. Avrupa, Kuzey Afrika,
Orta ve Giiney Asya'daki popiilasyonlarin yarisindan fazlasinin bu salgin sirasinda
kaybedildigi diisiiniilmiistiir. ikinci veba salgini; 1347-1351 yillar1 arasinda yasanmis
ve “Kara Oliim” olarak adlandirilmistir. Hastaligin - “kara  6liim”  olarak
nitelendirilmesinin nedeni, siyah renkli sisliklerin (iltihap ve LAP) hastaligin tipik
0zelligi olmasindan kaynaklanmistir. Diinya ikliminin 1330’lardaki degisimi
bozkirlardaki kemirgenlerin hayatini yok etmis, sicak ve kuru riizgarlar, bakteri, pire
ve hayvanlari ¢ollerden Mogollarin yerlesim yerlerine siirmiis, taze baharat, ipek vb.
ticareti ile hastalik Asya ve Avrupa’ya tasinmis, biitiin siddetiyle gorildiigi 1348

sonrasinda Avrupa’y1 birkag¢ niikleer savasa esdeger bir etkiyle vurmustur. “Kara
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6lim”, ortacag yasaminda hayati her yonden degistirmis ve feodalizme darbe
vurmustur. 1720-1722 yillar1 iginde 75-200 milyon bireyin oldigi kabul edilen
Fransa’dan siiregelen Biiyilkk Marsilya salgini sonrasinda 3. pandeminin 1855’te
Cin’de baslayarak yayilmis oldugu tahmin edilmistir. 1898 ile 1918 yillar1 arasindaki
on senelik miiddette 12,5 milyon Hintlinin can verdigi disiiniilmiistiir. Veba salginlari,
1950’1 yillardan sonraki koruyucu hekimlik Onlemleri ve antibiyotiklerin
kullanilmaya baslamasi ile yavaglatilabilmistir.

Kolera salginlari: Etken ajan1 V. Cholera olan kontamine su ve yiyeceklerle
bulasarak akut ishale neden olan bulasic1 bir hastalik oldugu bulunmustur. Bilinen ilk
kolera salgin1 1817'de ortaya ¢ikmis ve 19. yiizyilin en 6limciil hastaligi olmustur.
2004-2014 yillart arasinda toplam 2.260.389 vaka ve 45.543 6liim gozlemlenmistir.
Saatler i¢inde 6liime sebep olabilen hastalikta iyi bir tedavi ile hastaliga yakalananlarin
O6lim hizi %20’lerden %1’ lerin altina indirilmistir. Son yillarda halen arada bir
salginlar yapabilen koleranin, tarihte Asya’nin ilk kolera salgini olarak bilineni 1817-
1824 yillar1 arasinda olmus ve milyonlarca kisi yasamini kaybetmistir. 19. yiizyilin
liciincii bilyiik kolera salgimi 1852'den 1860'a kadar siirmiistiir. Ugiincii salgin
Hindistan'da ortaya ¢ikmis, Ganj deltasindan yayilmis ve Asya, Avrupa, Kuzey
Amerika ve Afrika'da bir milyondan fazla insanin Oliimiiyle sonug¢lanmustir.
Londra'nin yoksul bir bolgesinde ¢alisan Dr. John Snow, kolera vakalarinin izini
stirmiis ve sonunda, hastaligi bulastirmanin bir yolu olarak kontamine suyu
tanimlamay basarmaistir.

Tifo salginlari: Hastalik etkeni olan Salmonella bakterisinin kontamine igme
suyu ve Kirli gidalar yoluyla bulasip viicuda girmesinden 7-15 giin sonra ortaya ¢iktig1
bulunmustur. Bakteriler hastalarin diskisinda, idrarinda, kaninda, tiikiiriigiinde veya
deri dokiintiilerinde goriilmistiir. Diinyada her yil 20 milyona yakin tifo vakasi
gortiliirken, bu goriilen vakalarin 200 bine yakini oliimle sonuglanmigtir. Tifo
kontroliinde, igme ve kullanma sularinin kontrolii, besin hijyeni ve saglikli beslenme,
lagim ve kanalizasyon altyapisinin hijyen kurallarina uyularak yapilmasi, sivi ve
antibiyotik tedavisi i¢ermesinin 6nemli oldugu vurgulanmistir. Endemik {ilkelere
seyahat etmeden once tifo asist Onerilmektedir, ancak korumasinin tam olmadigi

bilinmektedir.
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1.2. Salgin Hastalik Modelleri

Salgin hastaliklar [22], popiilasyondaki bireylerin saglikli, hastalikli ve bagisiklik
durumlarina gore smiflandirilmasiyla modellenir. Virlis veya bakterilerin neden
oldugu hastaliklar dogrudan niifus diizeyinde degil, sadece dolayli olarak enfekte
olmus bireylerin sayisi ile modellenir. Hastalik durumlar1 S,1 ve R asagidaki gibi
tanimlanir:

S (Duyarli) = enfekte olmayan ancak hastaligi kapma ve enfekte olma
yetenegine sahip kisiler,

| (Enfekte) = enfekte ve bulasici olan, hastaligi baskalarina aktarabilen
bireyler,

R (Bagisik) = iyilesen ve hastaliga bagisiklik kazanan veya iyilesme ve
bagisiklik olusana kadar izole edilen bireyler.

Bu {i¢ duruma sahip modeller SIR salgin modelleri olarak adlandirilir. SIR
salgin modelinin, bireylerin bagisiklik kazanip kazanmadigmma veya 1iyilesip
iyilesmedigine bagl olarak varyasyonlari vardir. Bu tip bazi modellere ait kisaltmalar
asagidaki gibi ifade edilebilir:

S — 1, Sl (iyilesme yoktur, tiim duyarli bireyler hasta olur),
S—>1—>S, SIS (iyilesmeyi gerektirir, ancak bagisiklik yoktur),
S —>1—>R, SIR (kalict bagisiklik),

S—>1—>R—>S, SIRS (gecici bagisiklik).

Salgin dinamikler, niifus dinamiklerinden daha hizli bir zaman 6lceginde
meydana gelir. Bir SIRS salgin modeline karsilik gelen diferansiyel denklemler
dogum oran1 6lim orami esit olacak sekilde dikkate alinarak asagidaki sekilde

tanimlanabilir:
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d—S:—ESI —bS +bS +bl +bR +VR
dt N

d_Bgi_y_pl

dt N
Z—T:yl—bR—vR. (1.1)

Model (1.1) de baslangig kosullar1 S>0, 1>0, R>0 olmak iizere
S(0)+1(0)+R(0)=N dir. Bu modelde kullanilan parametreler asagidaki gibi
tanimlanir;

» [ =Birim zamanda enfekte olmus bireyler tarafindan yapilan ortalama yeterli

temas sayist,

> £

S =Birim zamanda enfekte olmus bir birey tarafindan yapilan ve her

seferinde duyarli bir bireyin enfeksiyonuna yol agan ortalama yeterli temas

sayist,
> ﬁSI = Birim zamanda tiim enfekte olmus bireylerin neden oldugu

enfeksiyon sayisi,

. 1
» y =lyilesme oran1 , — = Ortalama enfeksiyon periyodu,
/4

» V =Bagisiklik kaybi1 orani, 1 =Bagisikligin ortalama uzunlugu,
v

> b=Dogum oran1 = Oliim orani,
» N =Toplam popiilasyon biiytikligii.
Diferansiyel denklemlerde tanimlanan iyilesme ve bagisiklik kaybina baglh
olan yI ve VR lineer fonksiyonlardir. lyilesme veya bagisiklik kaybinin orant,

sirastyla y ve VvV parametreleriyle tanimlanir. 1/y iyilesme i¢in ortalama bekleme

stiresi (ortalama enfeksiyon donemi) ve 1/v de bagisiklik i¢in ortalama bekleme stiresi

(ortalama bagisiklik donemi) olarak ifade edilir. Eger popiilasyonda dogum orani 6liim
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oranina esit alinirsa, popiilasyon biiylikliigliniin zaman i¢inde sabit kalacag1 aciktir.

Yani S(t)+1(t)+R(t)=N ve dS/dt+dl /dt+dR/dt =0 anlamina gelir.
Dort temel salgin modelinin (SI, SIR, SIS ve SIRS ) dinamikleri asagidaki dort

ornekle incelenecektir. Her 6rnekte, dogumun ve 6liimiin olmadig1 varsayilmaktadir,

b =0 alinir.
1.2.1. Sl Salgin Modeli :

Dogum ve 6liim olmadan basit bir SI salgin modeli asagidaki forma sahiptir:

as _ _£3|

dt N

ad_By. (1.2)
dt N

Model (1.2) de S (0)> 0, I (0)> 0O olmak iizere S(0)+1(0)= N dir. Boylece

S®)+1 (t)=N ve S'ninyerine (N —1) yazarsak hastaligin zamana bagli degisimi

di |
=P (1_Wj (1.3)

olur. Denklem (1.3), N tarafindan verilen tasima kapasitesi ile lojistik bitylimedir.

A
v

-

Ze

L 6 - -

Sekil 1.1 Hastalik faz ¢izgisi diyagrami

Sekil 1.1’deki bir faz ¢izgisi diyagraminda | (t) - N olmasi durumu herkesin enfekte
oldugunu gosterir. Bu tiir modeller, niifusun biiyiik bir kisminin enfekte oldugu grip
gibi oldukg¢a bulasici bir hastalik i¢in gegerlidir. Salginin siiresi sadece enfeksiyona

kadar takip edilir, ancak iyilesme ger¢eklesmez.
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1.2.2. SIS Salgin Modeli :

Dogum ve 6liim olmayan basit bir SIS modeli asagidaki forma sahiptir:

d—S=—£SI + 71
dt N
dp

L _Pgi_y
a N7

ve burada y, bu modeldeki iyilesme oranidir. Ayn1 zamanda S (0) > 0, 1(0)> 0 ve
S(0) + 1(0)= N dir. Yine S(t)+I1(t)=N ve S'ninyerine (N —1) yazarsak hastaligin

zamana bagl degisimi

di B
— =B 1-—E
ot wad( w—ﬂNj

olarak ifade edilir. g+ y igin; eger >y ise, enfekte olmus popiilasyon (8—y)N /S
sayisina ve duyarli popiilasyon yN / S sayisina yaklagir. Agiktir ki hastalik kalicidir.
Eger f <y ise, o zaman enfekte popiilasyon sifira yaklasir; salgin devam etmez. SIS

tipi modeller, bireylerin tedavi edildigi, ancak hemen tekrar duyarli hale geldigi bel
soguklugu ve frengi gibi cinsel yolla bulasan hastaliklara uygulanmistir.

SIS salgin modelindeki £ /y orani temel tireme degeri olarak adlandirilir ve

genellikle R, olarak belirtilir. #=AN olarak yeniden tanimlarsak, temel {ireme sayist

AN
o BN

vy
olur. Temel ireme sayisi R;, bir enfekte bireyin bulagict doneminde (1/y) neden
oldugu ikincil enfeksiyonlarin () sayisidir [3]. R, parametresi epidemiyolojide ¢ok
onemli bir parametredir. SIS salgin modeli i¢in, R, degeri salgin dinamikler hakkinda

¢ok daha fazla ongéride bulunur. Genellikle, R;>1 ise, enfekte olmus bireylerin

10
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popiilasyona dahil edilmesi bir salgin ile sonuglanir. R; >1 ise hastalik endemik hale

gelirken R, <1 ise hastalik kaybolur.

1.2.3. SIR Salgin Modeli :

Dogum ve dliimiin olmadigi SIR modelinin formu;

d_S:_£3|

dt N

d B i

TP _y=| s

a N> (N y}

dR

= 1.4
r 4 1.4)

ile verilebilir. Model (1.4) de S(0) >0, 1(0)>0, R(0)>0,ve S(0)+1(0)+R(0)=N
dir. Boylece S(t)+I1(t)+R(t)=N oldugu agiktir. R(t); S(t) ve I(t) den

dl
bulunabildiginden, sadece S ve | degiskenlerini dikkate almak yeterlidir. ot

ifadesini d_S ifadesine oranlarsak

a__g.N (1.5)
ds BS

elde edilir. (1.5) denklemi ¢oziiliirse

I(t)=N _R(O)—S(t)+%|nﬂ

5(0)

elde edilir. Ayrica, S(t) biyiikliiginin azaldigi ve S(t)=yN/f oldugunda
maksimum | (t) olustugunu gorebiliriz. S(t) ; t'nin azalan bir fonksiyonu oldugundan,

S(0)>yN/ g ise, 1(t) maksimuma yiikselir (salgin olusur), sonra sifira diiser. Ote

11



1. GIRIS Hakim BARAN

yandan, S(0)<yN/p ise, I(t) sifira diiser. Yani her iki durumda salgin yok

olacaktir. Bir SIR modeli i¢in degisen dinamikler agagidaki oranla verilebilir:

&:Rx*.

R= N .

AN

Burada X" =S(0)/ N duyarli bireylerin orami ve R, = 8/ temel iireme sayisidir. R

parametresine bazen etki oran1 denir [3,22].

Sekil 1.2 SIR salgin1 modeli i¢in faz diizlemi diyagrami

Sekil 1.2 deki faz diizlemi diyagrami SIR dinamiklerini géstermektedir. Coziimler S

ekseni lizerinde bir noktaya egilimlidir.
1.2.4. SIRS Salgin Modeli

Dort temel salgin modelden sonuncusu, dogum ve 6lim olmaksizin SIRS salgin

modelidir. Model asagidaki forma sahiptir:

d—S:—ESHVR

dt N

dl g B ]

— =Ll —yl=1|Es-

i N7 (N 4

dr

——=yl-\R. 1.6
i 1.6)

12
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Model (1.6)’da benzer sekilde S(0) >0, 1(0)>0, R(0)>0, S(0)+1(0)+R(0)=N
ve S(t)+1(t)+R(t) =N yazilir. R(t); S(t) ve I(t) den elde edilebildigi i¢in S ve |
degiskenlerini dikkate almak yeterlidir. Denklem (1.6) da R =(N —S — 1) olmak iizere

S ve | yabagh diferansiyel denklemleri yazarsak

B __Lgivn-s-1)
dt N

A (fe
E_I(NS yj

elde edilir. Model (1.6) nin dinamikleri SIR modelinden farklidir. Salginin yok oldugu
durum meydana gelmez. Bireylerde olusan bagisiklik kaybi, hastaligin yoresel
(yaygin) olmasina izin verir. Hastaligin yayginliginin durumu temel tireme sayisi ile
belirlenir.

Simdiye kadar modellerimizde kullanilan ASI/N ifadesine genel olarak

standart etki orani, ASI ya ise genel olarak kitle hareketi etki oranit denir. Burada
incelenen tiim modellerde popiilasyon biiyiikliigii sabit oldugundan kitle hareketi veya
standart etki ile tanimlanan modellerin dinamiklerinde fark yoktur. Tanimlardan da
gorebilecegi gibi, kitlesel etki, temas oranlarinin niifus (popiilasyon) biiyiikliigiine
veya yogunluguna baglh oldugunu ima eder, ancak standart etki i¢in temas oranlari
popiilasyon biiyiikliigiinden bagimsizdir. N sabit degilse yani zamana gore degisirse,
kitlesel etkili salgin modeller ve standart etkili modeller oldukga farkli dinamikler
iretebilir.

Modeli daha gercekei hale getirmek icin temel salgin modellere ek durumlar
dahil edilebilir. Ornegin, gizli veya maruz kalma durumu; bulasic1 olmadan 6nceki
donemdir. Bahsedilen gizli durum popiilasyon modellerinde E olarak gosterilir,
boylece model bir SEIR salgin modeli olarak adlandirilir. Cocukluk ¢agi
hastaliklarinda siklikla yer alan bir bagka durum, yeni doganlarin baglangi¢ta anneden
gelen antikorlar (hastaliga 6nceden maruz kalmis bir anneden) nedeniyle enfeksiyona

kars1 bagisiklik oldugu bir asamadir. Sonunda, yeni dogan bu bagisiklig1 kaybeder ve

13
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duyarl hale gelir. Bu son durum M olarak belirtilir. Tiim durumlar modele dahil
edilirse, MSEIR salgin modeli olarak adlandirilir.

Kitle asilama programlarinin etkisi temel salgin modellerde incelenebilir.
Asilama, enfeksiyon etkisini dogrudan veya dolayl olarak azaltir veya ortadan
kaldirir. Asilanan bireyler dogrudan enfeksiyondan korunur ve daha az bulasici birey
olurlar. Bu durum agilanmamis duyarli bireylerin hastalikla temas etme olasiliginin
azalmasma neden olur. Bu ikinci dolayli etkiye siirii bagisikligi denir. Asilama

programinin etkili olabilmesi i¢in asilanan popiilasyon sayist pN olmak {izere
asilanmayan popiilasyonu gosteren (1— p)N nin hastaligin devam etmesini saglayan
esik degerinden daha az sayida olmasi gerekir. Bir SIR salgim modelinde R = R X",
R,=8/y ve X =S(0)/N olmak iizere bir salgimin baslangicinda S(0) ~ N olmasi
durumu dogrudur. Dolayisiyla, duyarli bireylerde pN kisi asilanirsa S(0) ~ (1— p)N

ve R=R,(1-p) olur. Bir salgin1 6nlemek igin, R,(1— p) <1 olmak iizere minimum

R, -1

p degeri i¢in bir tahmin R,(1-p)=1 veya p= dir. Ingiltere ve Galler'de

0
(1956-1968) yapilan ¢aligmada kizamik i¢in tahmin edilen R; degeri 13’e yakindir. O

halde salgin1 6nlemede minimum agilama orani

_ 18371 12 02
13 13

dir. Ast Onleyici bir stratejidir. Toplu asilamanin olumsuz sonuglari olabilir. Bir
hastalik cocuktan ziyade yetiskin olarak edinilirse, daha ciddi sonuglar ortaya ¢ikabilir.
Ornegin, hamile bir kadina bulasmis kizamikcik yeni doganda dogustan kizamikeik
sendromuna neden olabilir. Herhangi bir toplu asilama programinin baslatilmasi, tiim
sonuglarin dikkatle incelenmesini gerektirir. Bununla birlikte, bir salgin sirasinda,
hastalik i¢in herhangi bir as1 veya tedavi mevcut degilse, siipheli vakalarin karantinasi
veya hastalik teshisi konanlarin izolasyonu alternatif stratejilerdir. Bu kontrol
stratejileri, 2003 yilinda SARS-Siddetli Akut Solunum Sendromu adli yeni bir
hastaligin ortaya ¢ikmasinda kullanildi. 2019 da tiim diinyay1 etkileyen COVID-19

14
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hastaliginda da stipheli vakalarin karantinasi ve hastalik teshisi konanlarin izolasyonu

yapilarak hastaligin yayilmasi 6nlendi.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Brauer F., Castillo-Chavez C. [1] ¢alismalarinda 6zellikle bulasici hastaliklarin
yayilmasi baglaminda, ekolojideki klasik uygulamalarin epidemiyolojideki daha yeni
uygulamalarla biitlinlestirilmesi yoluyla matematiksel biyoloji alanina bir giris
saglar. Modellemeyi, matematigini ve uygulamalarini incelemislerdir.

Britton N.F. [2] kitabinda bir salgin siirecinin modellenmesi i¢in etkilenen niifus,
hastaligin yayilma sekli, hastaliktan kurtulma veya popililasyondan uzaklastirma
niifisla ilgili olarak modellemistir. Niifiis dinamikleri i¢in niifusun dogum ve
hastalikla ilgili olmayan 6liim oranini ihmal etmistir.

Herbert W.H. [3] ¢alismasinda popiilasyonlarda bulasici hastaliklarin yayilmasini

aciklayan bir¢ok model matematiksel olarak analiz edilmis ve belirli hastaliklara

uygulanmistir. Klasik SIR epidemik ve endemik modeller igin temel iireme sayist R,

, temas oran1 o ve degistirme sayist R yi i¢eren esik teoremleri gozden gegirilmistir.
Ak Giimiis O., Selvam A.G.M, Vianny D. [4] yaptiklar1 ¢alismada fark zamanh
salgin modelin hastaliksiz ve hastalikli denge noktalarinin asimptotik kararliliklarim
analiz etmislerdir. Ek olarak “period-doubling ¢atallanma” nin olusmasi i¢in gerekli
kosullar elde edilmis ve bununla birlikte elde edilen sonuglara bagl olarak zaman
serisi grafikleri, faz portreleri ve ¢atallanma diyagramlar ¢izilerek dogrulanmistir.
Ak Giimiis O., Acer S. [5] yaptiklar calismada enfeksiyonu diger bireylere
bulastiran ayrik zamanl bir SIS modelinde enfekte bireylerin durumunu belirleyen
esik parametresini bulmak ve enfeksiyona yakalanan birey sayisini belirlemekle
ilgilidir. Bu ¢alismada 6ncelikle modelin denge noktalari incelenmis ve hastalikli birey
sayisina bagli olarak tek bir pozitif denge noktasinin varligi belirlenmistir. Esik
parametresine bagli olarak denge noktasinin lokal asimptotik kararlilik kosullar
aragtirllmistir. Ayrica, bu denge noktalarinin topolojik bir simiflandirmasi
saglanmistir. Son olarak verilen modelde “period-doubling ¢atallanma” min ortaya
¢ikmasii saglayan kosullar elde edilmis ve elde edilen teorik sonuglar SageMath

yazilimi kullanilarak sayisal 6rneklerle dogrulanmustir.
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Selvam A.G.M.,Vianny D.A., Jacintha M. [6] makalelerinde insan
popiilasyonunda ¢ocukluk cagi hastaliginin SIR epidemik modelini incelemeyi
Oonermistir. Kesirli mertebeden fark zamanli SIR salgin modeli g6z Oniine
alinmistir. Hastaliksiz ve endemik denge noktalarinin lokal asimptotik kararlilig

tartisilmis ve temel ilreme sayist R, yeni nesil matris yontemi ile elde

edilmistir. Sonuglart dogrulamak i¢in uygun baslangi¢ kosullar1 altinda zaman serisi
grafikleri, faz portreleri, c¢atallanma diyagrami sayisal oOrnekler kullanilarak
sunulmustur.

Selvam A. G. M., Vianny D.A. [7] yaptiklari ¢alismada, bir popiilasyonda hastalik
yayiliminin dinamiklerini agiklayan kesirli mertebeden SIR salgin modeli ile
ilgilenmislerdir. Hastaliksiz Denge (DFE) ve Endemik Denge (EE) noktalari
hesaplanmis ve bu noktalardaki kararlilik durumu tartisilmistir. Temel tireme sayisi

R, sayisini hesaplamak i¢in yeni nesil matris yontemi uygulanmistir. Zaman

grafikleri, faz portreleri ve catallanma, farkli parametre degerleri i¢in ¢izilmistir.
Kesirli mertebeden fark zamanli SIR salgin modelinin sayisal simiilasyonlari, salgin
modelinin Kararlilik sonuglarini gostermek i¢in gerceklestirilmistir.

Din Q. [8] bu calismasinda, ayrik zamanli bir salgin modelinin niteliksel
davranigini incelemistir. Daha agik olarak, hem hastaliksiz hem de endemik denge
noktalarinin  asimptotik kararliigin1 arastirmistir. Ayrica yazar, karsilastirma
yontemini kullanarak belirli parametrik kosullar altinda bu denge noktalarinin global
kararlhiligini elde etmis ve teorik sonuglarini desteklemek i¢in baz1 agiklayici 6rnekler
vermistir.

Wang W., Ruan S. [9] makalelerinde enfekte bireylerin tedavisi igin sinirlt
kaynaklarin hastaligin yayilmasi iizerindeki etkisini anlamak i¢in, enfekte bireylerin
sabit bir uzaklastirma oranina sahip bir salgin modeli iizerinde durmuslardir. Hastalig
yok etmek i¢in endemik dengeleri ortadan kaldiracak kadar biiyiik bir tedavi kapasitesi
almanin gereksiz oldugu bulunmustur. Hastaligin yayilmasinin sonucunun, belirli bir
parametre aralifi i¢in baslangic durumlarimin  konumuna bagli olabilecegi

gosterilmistir. Ayrica modelin, eyer diigiimi (saddle-node) catallanmasi, kritik alti
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Hopf ¢atallanmas1 ve homoklinik ¢atallanma dahil olmak {izere bir dizi ¢atallanma
gecirdigi de gosterilmistir.

Feng Z., Thieme H.R. [10] ¢alismalarinda kizamik ve diger ¢ocukluk c¢agi
hastaliklarini tekrarlayan salginlar1 daha 6nce soniimlenmis salinimlar ve mevsimsel
stokastik uyarim olusturan igsel epidemiyolojik giiclerin  etkilesimi ile
aciklamuslardir. Izolasyonun (yani, hasta bireylerin evde kalmasi ve bulasic
etkilerinin azalmast), kisi basina temas sayisinin mevcut bireylerin sayisindan biiyiik
Olcide bagimsiz olmasi kosuluyla, kendi kendine devam eden salimimlar
yaratabilecegini gostermislerdir. Bu, hastalik insidansi i¢in bilineer kitle eylem
teriminin, izole edilmemis bireylerin sayisina boliinerek degistirildigi anlamina
geldigini sdylemislerdir.

Hyman J.M., Li J. [11] ¢calismalarinda duyarli-enfektif-duyarli (SIS) modelini ve
cinsel yolla bulasan hastalik (STD) modelini formiilize edip analizini
yapmuglardir. Yiiksek diizeyde enfekte olmus bir gruptaki insanlarla temas kurmaktan
kaginarak salginin yayilmasini smirlamak igin ¢alismalarinda iki yolla analiz
yapilmustir. Birinci yollarinda, yiiksek diizeyde enfekte olan gruptaki kisiler, yalnizca
kendi gruplarimin disindaki kisilerle temas kurmasini; ikinci yollarinda ise bir grup
yiiksek oranda enfekte oldugunda, diger gruptaki insanlar bir izolasyon stratejisi
benimser ve yiiksek oranda enfekte olmus bu gruptaki insanlarla herhangi bir temasi
olmamasini saglarlar. fkinci yaklasimin salgmni yiiksek diizeyde enfekte olan grupla
siirlayabilecegini gosteriyorlar. Diger grup enfeksiyondan armmis olacak, ancak
toplam niifustaki salgin, salgin esigini astig1 siirece salginin devam edeceginden
bahsetmislerdir. Enfeksiyonsuz grubun grup iireme sayist birden fazlaysa ve
enfeksiyonun enfeksiyonsuz grubu istila etmesi gerekiyorsa, bu kendilerini izole
etmemis olmalar1 durumunda meydana gelecek olana benzer bir salgina yol agacagini
soylemislerdir. Bu basit iki gruplu modelde, bu izolasyon stratejileri bir STD
salgininin boyutunu azaltabilse de, bir salgin1 6nlemede etkisiz oldugunu ve 0 zaman
kendilerini diger gruptan izole etmeselerdi meydana gelecek olana benzer bir salgina

yol agacagini soylemislerdir.
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Wu, L. Feng Z. [12] c¢alismalarinda ¢ocukluk hastaliklarinin bulasma
dinamiklerini tanimlayan bir ODE sistemini ele almiglardir. Biyolojik hususlar
nedeniyle durum uzayinda belirli kisitlamalara tabi olan orijinal sistemin olasi
karmasik dinamiklerini yakalamak i¢in normal formun {i¢ parametreli bir a¢ilimini
incelemislerdir. Bozulmus sistemin homoklinik ¢atallanma tirettigini gostermislerdir.

Wang W. [13] c¢alismasinda tedavi kapasitesinin etkisini anlamak i¢in tedavi i¢in
sinirli kaynaga sahip bir salgin modeli 6nermistir. Tedavi hizinin kapasitenin altindaki
enfeksiyon sayisi ile orantili oldugu ve enfeksiyon sayisi kapasiteden fazla oldugunda
sabit oldugunu varsaymistir. Kapasite kiigiikse geriye dogru ¢atallanmanin meydana
geldigini bulmus ve kapasitenin diisiik olmasi durumunda iki kararli endemik
dengenin oldugunu tespit etmistir.

Ullah R.,, Zaman G., Islam S. [14] calismalarinda bulasic1 bir hastaligi
yayilmasinin biiyiik boyutlu dinamiklerini anlamak i¢in uygun bir matematiksel model
yapisi gerekli oldugundan bahsetmisler. Bu yazida bulasici hastaliklarin dogrudan

bulasmasini temsil eden genel bir SIR salgin modelinden bahsedilmis. Ureme sayist

R, belirleyip hem hastaliksiz hem de endemik dengenin lokal ve global

kararliligindan sz edilmistir.

D’Innocenzo A., Paladinia F., Renna L. [15] ¢alismalarinda iki ayrik zamanli
deterministik salgin modelinin 6zelliklerini ve gelisimlerini belirlemek i¢in modeli
sayisal olarak analiz etmislerdir. Modellerden biri, karsilik gelen siirekli zaman
modelinin ayrik zamanli yaklasimi olarak formiile edilmistir. Gegislerin gergek
olasiliklarla belirlendigini garanti etmek i¢in modellerin parametreleri {izerinde
kisitlayict varsayimlar yapilmis, bdylece stokastik ayrik zamanli Ongoriilerle
karsilastirmalar da saglanabildigini sdylemislerdir. Bulasici hastalikta periyodiklige
neden olan durumlar arastirilmigtir. Salginin, bireylerin kii¢iik bir boliimiiniin kalici
olarak asilanmadiginda salinim yaptigin1 bulmuslardir. Iyilesen bir kisinin duyarli hale
gelme olasiligr ne kadar kiigiikse, genellikle enfekte popiilasyondaki salinimlarin

periyodunun daha uzun oldugunu gérmiislerdir.
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Hu Z., Teng Z., Zhang L. [16] ¢alismalarinda, ayrik zamanli bir SIS salgin
modelinin dinamik davranislarini tartismislar. Modelin, merkez manifold teoremi ve
catallanma teoremi kullanilarak flip catallanmaya maruz kaldigini gostermislerdir.
Sayisal simiilasyonlarla, elde ettikleri sonuglar1 ve 2,4,8 periyodundaki periyot ikiye
katlama ve kaotik kiimeler gibi karmasik dinamik davranislar1 da gostermisler.

Hu Z., Teng Z., Jiang H. [17] makalelerinde, ayrik zamanli SIRS salgin
modellerinin bir sinifinin dinamik davranislar1 tartisilmaktadir. Hastaliksiz denge ve
endemik dengenin varligi ve lokal kararliligi i¢in kosullar elde edilmistir. Sayisal
simiilasyonlar yalnizca sonuglarimin gecerliligini gostermekle kalmamis, ayni
zamanda flip catallanma, hopf c¢atallanma ve kaos fenomeni gibi daha karmasik
dinamik davraniglar1 da sergilemislerdir. Bu sonuglar, siirekli salgin modelleriyle
karsilastirildiginda ayrik salgin modelinin ¢ok daha zengin dinamik davraniglar ortaya
koydugunu gostermiglerdir.

Chen Q., Teng Z., Wang L., Jiang H. [18] ¢alismalarinda, standart insidansli
ayrik bir SIS salgin modelinin dinamik karmasikligin1 nitel analiz ve sayisal
simiilasyonlarla arastirmiglardir. 1:2 ve 1:4 gii¢lii rezonanslar ve kaos fenomeni ile
iligkili ortak boyut-iki c¢atallanma oldugu dogrulamislardir. Sonuglar1 ¢atallanma
teorisi ve normal form yontemi kullanilarak olusturmuslardir. Ayrica, sayisal
simiilasyonlar, 3 boyutlu bir uzayda iki farkli degisken parametre i¢in faz portreleri,
es-boyut-iki catallanma diyagramlari ve maksimum Lyapunov iis diyagramlari ile elde
edilmistir. Bu ¢calismalarinda elde edilen sonuglar, ayrik bir SIS salgin modelinin ¢ok
zengin dinamik davranislara sahip olabilecegini géstermislerdir.

Hu Z., Teng Z., Zhang L. [19] calismalarinda, kesikli zamanli bir SIR salgin
modelinin dinamik davraniglarin1 incelemislerdir. Hastaliksiz denge ve endemik denge
noktasinin lokal kararlilig1 elde edilmistir. Merkez manifold teoremi ve catallanma
teorisi kullanilarak modelin flip catallanma ve Hopf c¢atallanma gecirdigi
gosterilmistir. Sayisal simiilasyonlar ile sonug¢lar dogrulanmisg, ayni zamanda periyot-
2, 4, 8, yar periyodik yoriingelerde periyot ikiye katlama ve kaotik kiimeler gibi
karmasik dinamik davraniglarda sergilenmistir. Bu sonuglar, ayrik zamanli modellerin
stirekli salgin modellerine kiyasla ¢ok daha zengin dinamik davranislar sergiledigini

gostermistir.
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Kapcak S. [20] ¢alismasinda, Fark Dinamik Sistemlerin (DDS) matematiksel ve
geometrik analizi i¢in SageMath'te etkilesimli araglar gelistirmistir. Tek boyutlu ve iki
boyutlu doniisiimler i¢in ¢esitli diyagramlarin elde edilmesinin yani sira iki boyutlu
bir DDS i¢in ne tiir ¢atallanmalarin olustugunun bilinmesine yardimci olan yeni bir
arag sunmustur.

Parildar H. [21] ¢alismasinda mikroplarin, 6ldiirmeye baslamak igin giiglii bir
diirtiiye ihtiyaci oldugunu ve 6liim basladiginda onlar1 durdurmak i¢in daha fazla ¢aba
gerektiginden bahsetmistir. Tarihsel olarak mikroorganizmalardan, "salginlar" adina
kimligi belirsiz katiller terimini kullanarak, salginlarin asil nedenlerinin
mikroorganizmalarin dogadaki biiytlik tiirbiilansa verdigi tepkinin sonucu oldugunu
vurgulamistir. Savaglar, niifus artisi, depremler, seller, firtinalar, kitliklar, anormal
hava kosullari, evsizlik ve ¢evre kirliligi bu tiirbiilansa 6rnek olarak verilmistir.
Gecmisteki salginlarin nedenleri, kontrolii ve sonuglar1 incelenerek "salginlarla" basa

¢ikma stratejilerinin giiglendirilebildigi hususuna ¢alismasinda deginmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Arastirmamizin yontemine uygun olarak kapsamli bir literatiir taramasi
yapildiktan sonra dnceki ¢alismalar boliimiinde makaleler ve referanslarda verdigimiz
ilgili kitaplarin da incelenmesiyle ¢alismamiz olusturulmustur. Siirekli ve kesikli
zaman modellerinin analizlerine dayanan caligsmalar kapsamli bir sekilde incelenerek
konu hakkinda bir 6n bilgi olusturulmustur. Bu baglamda, bu calismada salgin
hastaliklarin kesikli zamana bagli modellerini incelemek ve bu modellerin analizini
yapmak amaglanmistir. Belirli zamanda meydana gelen durumlarin varligindan dolay1
kesikli zaman modelleri ele alinmistir. Enfekte ve duyarli bireyler etkilesime
girdiginde bulasici hastaliklarin toplumlar arasinda nasil yayildig1 ve etkilerini gormek
icin kalict bagisikliga sahip olan bulasici hastaliklara uyarlanabilen bir SIR salgin
modeli ele alinmigtir ve tedavinin hastaliga etkisi incelenerek bazi sonuglara
ulasgilmistir. Burada ele alinan tedavi fonksiyonu hasta olan her bireyin tedavi edilme
olasiliginin varlig: fikrine dayanir. Matematiksel olarak, ele alinan SIR salgin
modeline dogrusal tedavi fonksiyonu ekleyerek modelin kararlilik ve g¢atallanma
analizi yapilir. Tedavili ve tedavisiz olarak modelin analizinden elde edilen sonuglar
uygulamalarla karsilastirilarak bazi yorumlar verilir. Boylece tedavi etkisine bagh
olarak hastaligin siireci ve yayilimi i¢in kayda deger sonuclar elde edilmis olur.

Cogu sistemin dogasinda oldugu gibi hastaliklarin yayilimindaki davranislarda
genelde karmasik bir yapiya sahip oldugundan lineer olmayan modeller bu hastaliklar
aciklamak i¢in daha uygundur. Dogrusal olmayan sistemlerde ¢iktidaki degisiklikler
girdideki degisikliklerle ayn1 olmadigindan davranislar kaotik ve tahmin edilemez
olup bu durum miihendisler, biyologlar, fizik¢iler ve matematikgiler tarafindan dikkat
cekici bir hal alir. Lineer olmayan dinamik sistemlerin ¢éziilmesi zor oldugundan
¢ozlim lineerlestirme ile saglanir. Bu ¢aligmada hastaligi tanimlayan lineer olmayan
modeller i¢in lineerlestirme teknigi kullanilir. Hastaligin siireci ve tedavinin hastalik
tizerindeki etkisini gormek i¢in modelin denge noktalar1 bulunarak, bu denge
noktalarmin kararlilik ve catallanma sartlar1 elde edilir. Teorik bilgiler niimerik

simiilasyonlarla desteklenerek karsilastirmalar grafikler {izerinden yorumlanir.
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Oncelikle model analizi igin bilinmesi gereken tanim ve teoremlere yer veririz [22,25-
28].

Bir X, sayisinin reel degerli f fonksiyonu altindaki

F (), F(FO6)), F(F(F0))). F(F(F(F(x)))) (3.1)

iterasyonlarindan olusan denklemlere fark denklemleri denir. Ayrica (3.1)

iterasyonlari

F (%), T 2(%), T2 (%), T (%), 3.2)

notasyonu ile de gosterilebilir.

Fark denklemlerinde X, baslangi¢ degeri olmak iizere x(t)= ft(xo) reel

degerli fonksiyonu sistemin { anindaki durumunu gosterir ve ayni zamanda X
notasyonu ile de ifade edilebilir. Ayrica birden fazla fark denklemleriyle ifade edilen

sistemlerde sistemin t anindaki durumu X (t) :{xl(t), X, (t), -, X, (t)} vektorii olup X,

notasyonu ile gosterilir. Takiple fark denklem ve sistemlerin genel tanimlar verilir.

Tanim 3.1. X, bir t degiskenine bagl reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

f(xk+t’xk+t—l"”’xt+l’xt):0 t:0’1’2"” (33)

formundaki denkleme k. mertebeden fark denklemi denir. Genellikle (3.3) denklemi

agik olarak

Xew T X g T F X0 H&X =bt t=012,-- (3-4)

ile ifade edilir. (3.4) ifadesinden de anlasilacagi iizere bir fark denkleminin k.

mertebeden olabilmesi i¢in &, # 0 olmas1 gerekmektedir. Bir (3.4) formundaki fark
denkleminde a,---,a, ,,a, katsayilar1 sabit veya sadece t degiskenine bagli fakat

durum degiskenlerine yani i =t,---,t + K igin X, lere baglh degil ise bu denkleme lineer
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fark denklemi aksi halde lineer olmayan fark denklemi denir. Ayrica b, =0 ise bu

fark denklemine homojen, b, # 0 ise homojen olmayan denir. Denklem t degiskenini
acik olarak igeriyorsa sistem otonom olmayan aksi halde otonom fark denklemi
adini aldigini séyleyebiliriz.

Tamim 3.2. X;’ler (i=1,---,n), t ye bagl reel degerli fonksiyonlar olmak iizere

X (t+1) =, (% (), %, (1))

X, (t+1) = f, (% (), %, (1)) (3.5)

Xn(t+1) = fn (Xl(t),, Xq (t))

seklinde n tane fark denkleminden olusan sisteme n denklemli birinci mertebeden fark
denklem sistemi denir. Ayrica n denklemli birinci mertebeden bir fark denklem

sistemi genel olarak

xi(t+1):Zn:aij(t)xj(t)eri(t), 1=1,2,3,---,n (3.6)

bigiminde de yazlabilir ve X =(x(t),%,(t),---,x ()", B=(b(t),---,b, (1))

vektorleri ile A= [aij ]nxn tipinde bir matris olarak alinirsa (3.6) ifadesi

X(t+1) =A@)X(t)+B(t) (3.7)

matris notasyonu bigimine de doniistiiriilebilir. Eger (3.6) ifadesinde i, j=1,2,---,n
icin a; ve by katsayilar1 durum degiskeni olan X; fonksiyonlarma bagl degil ise
sisteme lineerdir denir. Aksi halde sistem lineer olmayan adini alir. Eger b =0 ise

sisteme homojen, b, # 0 ise homojen olmayan sistem denir.

Ornek 3.1. a,b,c sifirdan farkli sabitler olmak lizere;
X1 =% +bx —C
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fark denklemi birinci mertebeden, lineer olmayan otonom bir fark denklemidir.

Tamm 3.3. Birinci mertebeden lineer olmayan bir fark denklemi olan

X1 = F(%) (3.8)
ifadesinde
X = f(X)

esitligini saglayan X noktasina fark denkleminin denge noktasi denir. Benzer sekilde

birinci mertebeden bir fark denklem sistemi olan

X =F(X) (3.9)
ifadesinde

X =f(X)

esitligini saglayan X vektoriine sistemin denge noktasi denir.

Tamm 3.4. f, a y1 bir i¢ nokta olarak i¢eren bir aralikta her mertebeden tiirevi olan

bir fonksiyon olsun. f tarafindan x =a da iiretilen Taylor serisi

if(k)(a)(x a) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ 2(a)(x a)? +-- +¥(x a)" +-

k=0

olarak tanimlanir.

Tanim 3.5. T :V -V lineer doniisiimii verilsin. X €V, sifirdan farkli bir x vektorii
icin T(X)=AX esitligini saglayan bir A sayisi varsa, A sayisina T doniisiimiiniin
ozdegeri, x vektoriine de A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir.

Teorem 3.1 X, (3.8) fark denkleminin bir denge noktasi olmak {izere, X | agik

araliginda f' siirekli olsun. Bu durumda <1 ise X lokal asimptotik kararl,

|f'(X)| >1ise X kararsizdir.
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Ispat: X lineer olmayan bir fark denklemi olan (3.8) ifadesinin bir denge noktast

olsun. Burada
U =X —X (3.10)
doniistimii yapilir ve X denge noktasi orijine taginirsa

t+1 X[+1
= f(Xt)—
= f(u +x)-f(x)
— g(ut)
yeni bir g(u,) =u,,, denklemi elde edilir. Dikkat edilirse (3.8) i¢in, (3.10) doniisiimii

yapilirsa yeni bir denkleme doniistiiriiliir ve denge noktas1 X dan 0 noktasina tagindigi
acikca goriiliir. Burada X ile 0 denge noktalarinin dinamik yapilari birebir aynidir.

Simdi X denge noktasinin lokal asimptotik kararli olabilmesi i¢in gereken sartlari
bulmaya calisalim. (3.8) denklemindeki f fonksiyonunun f eC?® oldugunu kabul

ederek Taylor serisini bir X 1 araliginda acalim. Boylece

”(rf)

f(x)=f(X)+ F'(®R)(x —X)+—25 (% —X)’

olacak bigimde 3& € | mevcuttur. Yeterince kiigiik (X, —X) degerleri igin

f(x)-X=~ f'(X)(x —X)
veya
Uy = F'(X)U,

seklinde lineer yaklasim yapilabilir. Bu lineer yaklagimla elde edilen

U = F/(X, (3.11)
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ifadesine (3.8) fark denkleminin X denge noktasindaki lineerlestirmesi ismi verilir.
Aciktir ki X denge noktasinin kararli veya kararsiz olmast f'(X) nin degerine bagh
oldugu goriiliir. Ciinkii

f'(i)| >1=u, iterasyonu O noktasindan uzaklasir. Sonug olarak

X, - X gergeklesir.

f'(Y)| <1l=>u, iterasyonlar1 0 noktasina yakinsar. Sonug¢ olarak
X, — X gergeklesir.
Tanm 3.6. f:I1xJ—>1 ve g:1xJ—J sirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olmak tizere iki boyutlu fark dinamik sistemini

Xn+1 = f (Xn’ yn)
yn+1:g(xn’yn)’ n=0,12,.. (312)

g0z Oniine alalim. Sistemin (X,y) denge noktasi

< X
Il
—~ —h
—~
R
< <
SN N

denklemlerini saglar.

X
(X,¥) denge noktasinda lineerlestirilmis sistem X, =F,(X,), X, :[ "j

n

olmak tizere F;, (3.12) sisteminin Jakobiyen matrisidir.

Teorem 3.2 :  (3.12) sistemine bagl bir karakteristik polinom F(X)=x*+Bx+C
olsun. Varsayalim ki F(1) >0 ve F(x)=0 in iki koki X, ve X, ise;

(i)  Eger F(-1)>0 ve C<l< |x|<1ve |x,|<1 dir.

(i)  Eger F(-1)<0 < |x|<1ve |x,|>1 (veya |x|>1 ve |x,|<1) dir.

(iii) Eger F(-1)>0 ve C>1<|x|>1 ve |x,|>1dir.

(iv)  Eger F(-1)=0 ve B=0,2 < X =—1 ve |x,|=1dir.

27



3. MATERYAL ve YONTEM Hakim BARAN

(v)  Eger B?~4C <0 ve C=1< X Ve X, karmagik sayilar ve |x | =|x,| =1dir.

Esdeger anlamda asagidakiler tanimlidir:

(1) |X1| <1lve |X2| <1 ise denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. (Denge noktasi

bir sink noktadir.)

(ii) [x|<1 ve |x,|>1( veya |x|>1 ve |x,|<1) ise denge noktasi eyer (saddle)

noktasidir.

(i) [x|>1 ve |x,|>1 ise kararsizdir (source-repeller).
(iv) x=-1ve |X2| #1 ise sistem denge noktasinda flip ¢atallanmaya gider.

(v) |X1| = |X2| =1 ise denge noktasinda Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya ¢ikar.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Salgin hastaliklar ge¢misten giiniimiize biiyiik yikimlara sebebiyet vermistir.
Bilim insanlar1 bu hastaliklara bilgi birikimleriyle ¢are olmaya calismislarsa da kisa
siirelerde bu hastaliklar insanlarin niifusunu ciddi oranda diisiirmiistiir. Bu
hastaliklardan en bilinenleri veba, ¢icek hastaligi, kolera, Hong Kong gribi (H3N2),
HIV/AIDS, SARS, domuz gribi (H1IN1), ebola (ve digerleri] ve son olarak da
giiniimiizdeki Covid-19. Son desek de salgin hastaliklar1 insanlarin yasaminda tarihin
getirdigi tecriibelerle hep var olacagi bir gercgektir.

Hastalik siirecinin anlagilmast i¢in matematiksel hesaplama yOntemlerinin
caligmalara dahil edilmesi dnemlidir. Salgin hastalik modellerinin dinamikleri cogu
yazar tarafindan ele almmistir [1-19,23-25]. Bir hastaligin bulagsma hizinin
hesaplanmasi, 6liim oranin hesaplanmasi alinacak tedbirler icin elzemdir. Bu siirecte
yapilacak olan tedavi ve agilama hem hastaligin yayilimlarinin 6nlenmesinde hem de
hastaliktan kurtulmak icin O6nemli uygulamalar arasindadir. Asilama asamasina
gecilme islemi hastaligin durumuna gére uzun zamanlar alabilmektedir. Bu zamana
kadar tedavi asamasi hastaligi 6nlemede etkili yontemlerdendir [9,13].

Ullah ve ¢alisma ekibi (4.1) de tanimlanan stirekli SIR salgin modelinin kararlilik

analizi iizerine ¢aligmislardir:

?j_?:ﬂ—ﬁS(t)l(t)—/lS(t)
%:ﬁS(t)l (t) =y 1(t) - ul (t)
?j_T =yI(t) - uR(t). “h

Burada S(t)+1(t) + R(t) =1 olmak iizere parametreler,

» S: Duyarli (hassas) bireyler- hastalig1 kapmamis ancak hastalign kapmaya
elverisli olan bireylerdir.
» | : Bulasmus (enfekte) bireyler- hastalig1 kapmis ve baskalarina da hastalig

bulastiran bireylerdir.
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» R : Bagisiklik kazanmis bireyler- hastaliga sahip olup iyilesen bireylerdir. Bu
bireylerde kalic1 bir bagisiklik olur.

» : Birim zamanda enfekte olan bireyler tarafindan yapilan yeterli temasin
ortalama sayis1

» AS: Birim zamanda bir duyarli bireyle, enfeksiyondaki enfekte olan bireyler

tarafindan yapilan yeterli temasin ortalama sayisi

» JSl: Birim zamanda tiim enfekte olmus bireyler tarafindan sebep olunan

enfeksiyon sayisi
» y:lyilesme oram
» 4 :dogum-5liim orani
ile agiklanir.

(4.1) deki sisteme T (1) tedavi fonksiyonu eklenirse

?j_?:,u—AS(t)l(t)—,uS(t)
%=zs(t)|(t)—yl(t)—m(t)—T(l)
Z—F::;/I ()~ RO+ T(1). (4.2)

elde edilir. Aslinda, fark zamanli modeller rastgele zaman adim birimlerine izin
verdiklerinden karsilik geldigi siirekli zaman modellerinin temel o6zelliklerini
koruyabilen ve daha zengin uygulamalar igeren, farkli karakteristik zamanlara sahip
slireglerin bir agiklamasi i¢in daha gergekeidir [15-19].

S,=X,, l,=Y, olmak iizere (4.1) ve (4.2) sistemi 2 boyutlu sisteme

indirgenir ve ileri euler metodu uygulanirsa

Xni1 = Xn +5|:/u_ﬂdxnyn —,an]
Yo = Y +5[ﬂ’xn Yn—=7Yn _;uyn} (4.3)

ve
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Xhi1 = Xy +5|:/u_/1xnyn —an:I
Yni1 = Yn +5|:)“Xnyn =V Yn —HYn— kyn:l (4-4)

sistemlerine ulasilir. (4.3) deki sistem tedavisiz, (4.4) deki sistem ise tedavi fonksiyonu
iceren sistemdir. (4.4) sisteminde ilaglarin veya hastanedeki yatak sayisinin yeterli

oldugu durum goz oniine alinmistir. Bu durumda, tedavi islemi enfeksiyonlarin sayisi

ile orantil1 olacagindan tedavi fonksiyonu 0<y <y, icin T (1,)=ky, ile verilir [10-

12].
4.1. Sistem (4.3) icin denge noktalarimin varhg: ve kararhhg

Ik olarak sistem (4.3) i¢in denge noktalarrm bulup bu denge noktalarinda

sistemin kararli olma sartlarini inceleyecegiz.

Teorem 4.1: Sistem (4.3); E, =(1,0) ve 51:(7 ;”,§(R0—1)j olacak sekilde iki

denge noktasina sahiptir.
fspat: Tanim 3.6’ y1 g6z oniine alarak denge noktasin1 (X, y) =(X",y") alalim.

X, =X =X Vey,.=Y,=Y esitlikleri ile denge noktalarinin kolay bir sekilde elde
edildigi goriiliir.

Sistem (4.3) i¢in Jakobiyen matris

(4.5)

10y :{1—5(/1yn + 1) —OAX, }

OAY, 1+6(AX, —y — 1)

olarak elde edilir. Simdi E, ve E, de degerlendirilen Jakobiyen matrislerini elde

ederek, denge noktalarimin lokal kararlilik durumlarini inceleyelim. E; ve E; de

degerlendirilen Jakobiyen matrisleri sirasiyla,

(4.6)

L0 - (1—5/1 ) J

0 1+8(A—y—u)

ve
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J(7;”,%{ f _QJ: Z+” (4.7)
y+u (M( j 1

dir. Burada R, =

ikincil enfeksiyon ( temel {ireme sayist ) oranidir. O halde
VT H

asagidaki teoremlere sahip oluruz.

Teorem4.2: y + u > A olmak lizere E; = (l, O) denge noktalarinin dinamikligi ile ilgili

asagidakiler dogrudur. 0 <8 <1 g0z Oniine alarak;

. : 2 2
(i) 0<d<ming———,—+ saglamiyorsa E;=(1,0) denge noktas: lokal
ytu—24 u
asimptotik kararlidir,
. . 2 2 :
(i) o+ = : 4 olmak t{izere o=miNy———,— ise
y—A+2u y—A+2u y+u—A u

E, = (1, O) denge noktasinda flip ¢atallanma ortaya ¢ikar.

Ispat: (4.6) daki E, = (1, O) noktasinda degerlendirilen Jakobiyen matris yardimiyla
F(X) =X —(2+8(A—y—2u))x+(1-6u)(1+5(A-y - 1)) karakteristik
polinomuna ulasilir. Teorem 3.2 g6z Oniine alinirsa F (1) > Osartindan y+u >4

esitsizliginin varhigi altinda Teorem 3.2 (i) de F(-1)>0 ve C <1 sartlar1 ve (iv) de

F(-1) =0 ve B 0,2 sartlarindan ispat agiktir.

Teorem 4.3: y+u<A olmak iizere E; 2(7/;#,%(& —1)) denge noktasinin

dinamikligi ile ilgili asagidakiler dogrudur.

—Au+ \/,u(47/3 —4y° (ﬂ — Z,u)2 L+ 4;/,u(—2/1 + 3,u))

i bo)
O o< W) =)

saglaniyorsa E,

denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
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iy 5 20H) AUHA) Lk iere

LA LA

—/1,u+\/,u(47/3 —4y° (A—Z,u)2 ,u+47/,u(—2/1+3,u))
5:
u(y+u)(y—A+p)

ise E, denge noktasinda

flip catallanma vardir.

Ispat: (4.7) deki E, Jakobiyen matris yardimiyla

F(x)= XZ—(Z— oA jx{l—&‘—’l}azy(yw)biﬂ—lj

ytu yHHu

karakteristik polinomuna ulagilir. Teorem 3.2 goz 6niine alinirsa F (1) >0 sartindan
y+u<A elde edilir. Teorem 3.2 (i) de F(-1) >0 ve C <1 sartlar1 ve Teorem 3.2 (iv)
de F(-1) =0 ve B #0,2 sartlarindan ispat agiktir.

4.2. Sistem (4.4) i¢in denge noktalarimin varhgi ve kararhihg:

Simdi sistem (4.4) i¢in denge noktalarini bulup, bu denge noktalarinda sistemin
kararli olma sartlarini inceleyelim.
Lemma 4.1: (4.4) sistemi i¢in asagidakiler gecerlidir:

(1) Sistem (4.4), A<k+y+u olmak iizere tiim pozitif parametreler igin

E, =(1,0) hastaliksiz denge noktasina sahiptir.

(i)  Sistem (4.4), A>k+y+x olmak iizere Elz("”“‘ ﬂ(’i‘k‘%ﬂ)j

A Uk+y+p)
hastalikli denge noktasina sahiptir.

Simdi E, ve E,; de degerlendirilen Jakobiyen matrislerini elde ederek, denge

noktalarinin lokal kararlilik durumlarini inceleyelim. E;, ve E, de degerlendirilen

Jakobiyen matrisleri sirasiyla,

1-ou ~51 j 48)

3(1,0){ 0 1-6(K+y—A+u)

ve
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K+y+u—olu 5(k+y+u)
g Ktrrn pA-k-y-p))_ K+y+u 4.9)
A Ak+y+u) Su(k+y—2A+pu) .

K+y+u
dir.
Teorem 4.4: k+y+ 1> A olmak iizere E; = (1, O) denge noktalarmin dinamikligi ile

ilgili agagidakiler dogrudur. 0 <& <1 goz Oniine alinarak;

. .12 2 _
(i) O<o<ming—,— ve 0<6< Kty+2u-2 saglantyorsa
u k+y+u—2 pu(k+y+u—2)
E, = (1, O) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir,
.. .12 2
(ii) o# 2 ; 4 olmak iizere 6 =min{—,———
K+y—A+2u K+y—A+2u u kK+y+u—A2

ise E, = (l, 0) denge noktasinda flip ¢atallanma ortaya ¢ikar.

Ispat: (4.8) deki E,=(1,0) degerlendirile Jakobiyen matrisi gdz oniine alinirsa
F()=x*=(2=0(k+y—=A+2u))x+(1-8u)(1-5 (k+y -2+ u)) karakteristik
polinomuna ulasilir. Teorem 3.2 de F(1) >Osartindan k+y+ > A elde edilir.

Teorem 3.2 (i) de F(-1)>0 ve C<1 sartlar1 ve Teorem 3.2 (iv) de F(-1)=0 ve

B # 0,2 sartlarindan ispat agiktir.

Kty+pu pw(A-K-y-u)
VY (SN

Teorem 4.5: k+y+u<A olmak iizere E, 2( j denge

noktasinin dinamikligi ile ilgili asagidakiler dogrudur.
2u A0 18

K+y+u \(k+y+u)

2u(A—k—y—u)

= 4u(A-k=-y-p)
() o<

ise E; denge noktasi lokal

asimptotik kararlidir.
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(i) 2kt y)+ (Z2+)u #0,2 olmak iizere

K+y+u
24 40% u?
k+/frﬂ_\/(k+yf,u)2 ~hu(A-k=y-u)
0= ise E; denge noktasinda flip
u(A-k—y—-u)

catallanma vardir.

Ispat: (4.9)’daki E, de degerlendirilen Jakobiyen matrisi géz dniine alinirsa

—2(k+7/)+(—2+5i),u}(+1

—5/1—#—52u(k+7/—/1+,u)
K+y+u

K+y+ u

F(x):x2+{

karakteristik polinomuna ulasiriz. F (1) > 0sartindan k + 7 + z < A elde edilir.
Teorem 3.2 (i) de F(-1) >0 ve C <1 sartlar1 ve Teorem 3.2 (iv) de F(-1)=0 ve

B # 0,2 sartlarindan ispat agiktir.

4.3. Niimerik Simiilasyonlar

Bu boliimde SageMath [20] kullanilarak sistem (4.3) ve sistem (4.4) igin bazi

niimerik simiilasyonlara yer verildi.

4.3.1. Sistem (4.3) icin Niimerik Simiilasyonlar

Ornek 4.1: (X,,Y,)=(0.7,0.3) baslangi¢ sart1 ve y=2, u=4,1=5 parametre

degerleri igin sistem (4.3)’l

Xns1 = %n +5[4_5X”yn _4Xn]
Yna = Yn +5|:5Xnyn -2y, _4yn] (4.10)

seklinde yazabiliriz. Sistem (4.10)’un dinamik davranisi i¢in asagidaki grafikler elde

edilir.
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-rmyn

1.0 1
0.8 1
0.6
0.4 1

0.2 {\ -,

\ n

5 10 15 20

Sekil 4.1 y=2, u=4,1=5,0=0.4 parametre degerleri ile (4.3) sisteminin zaman
serisi grafigi

K
q

1.5+

vl |

0.5 1

h,

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sekil 4.2 y=2, u=4,1=5 ve 0<95<0.7 parametre degerleri ile (4.3) sisteminin
catallanma grafigi

Grafikler incelendiginde 0<& <min{0.5,2} oldugundan E,=(10) denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir. 6=0.5 i¢in denge noktasinda flip ¢atallanma oldugu

goriliir.
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Ornek 4.2: (X,,Y,)=(0.7,0.3) baslangig sarti ve y =2, u=4,1=90 parametre

degerleri icin sistem (4.3)

X1 = X, +[4—90%, Y, —4X, |
Yt = Yo+ I:goxn Yo — 2yn - 4yn:| (411)

olarak elde edilir. Sistem (4.11) in dinamik davranisi i¢in asagidaki grafikler verilir.

Sekil 4.3 y =2, u=4,1=90,6 =0.03 parametre degerleri ile (4.3) sisteminin zaman
serisi grafigi
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T‘ f
0.8 1 ol q
‘I\ _.".. ;
“Ilm ;
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0.4 1 ‘l:
i
Il
L}
0.2 4 :
— :
h
T T T ; T .:' T T T
0.01 0.02 0.03 6:"04 i; 0.05 0.06 0.07
<l

Sekil 4.4 y =2, u=4,1=90 ve 0< 9 <0.07 parametre degerleri ile (4.3) sisteminin
catallanma grafigi

Grafiklerden y =2, u=4,1=90 parametre degerleri i¢in & <0,0372 oldugunda
E, =(0.066,0.622) denge noktasinin lokal asimptotik kararli oldugu ve &=0.0372

icin denge noktasinda flip catallanma meydana geldigi goriiliir.
4.3.2. Sistem (4.4) icin Niimerik Simiilasyonlar

Ornek 4.3: (X,,Y,)=(0.7,0.3) baslangic sart1i ve y=2, u=4k=05,1=5

parametre degerlerini sistem (4.4) de yazarsak
X1 = X, + 5[ 4=5X, Y, —4X, |

Yot = Yn +5[5Xn Yn _Zyn _4yn _Osyn:l (412)

elde ederiz. Boylece sistem (4.12) iin dinamik davranisi asagidaki grafikler ile

verilebilir.
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Lny Yn

0.6 1

0.4 1

0.2 1

e — n

20 40 60 80 100

Sekil 4.5 k=05, y =2, u=4,1=5,6 =0.2 parametre degerleri ile (4.4) sisteminin
zaman serisi grafigi

1.0 ’ir ,’
0.8 ‘
0.6
f
q
0.4
0.2
LN . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 46 y=2, u=4,k=051=5 ve 0<5<0.5 parametre degerleri ile (4.4)
sisteminin ¢atallanma grafigi

Grafikler incelendiginde 0 <& <min{0.5,1.33} oldugunda E; =(1,0) denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir. 6 =0.5 i¢in denge noktasinda flip catallanma oldugu

gortliir.
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Ornek 4.4: (X,,Y,)=(0.7,0.3) baslangic sarti ve y=2, u=4,k=05,1=90

parametre degerlerini sistem (4.4) de yazarsak

X =X, +S[4—90%, Y, —4X, |
Yo = Yo +0[ 90X, Y, —2y, -4y, —0.5y, | (4.13)

elde edilir. Boylece sistem (4.13) iin dinamik davranisi asagidaki grafik ile verilebilir.

n

e e A
0 50 100 150 200 250 300

Sekil 4.7 k=05, y=2, u=4,1=90,6=0.002 parametre degerleri ile (4.4)
sisteminin zaman serisi grafigi
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Sekil 4.8 y=2, u=4,k=051=90 ve 0<56<0.05 parametre degerleri ile (4.4)
sisteminin ¢atallanma grafigi

Grafikten y =2, u=4,k=051=90 parametre degerleri i¢in 0<J<0.0412
oldugunda E, =(0.07222,0.5709) denge noktasi lokal asimptotik kararli ve
0 =0.0412 igin ise denge noktasinda flip ¢atallanma oldugu goriiliir.

Ornek 4.5: (X, Y,)=(0.7,0.3) baslangigc sarti ve y=2, u=4,k=2,1=5 ve

0<06<0.0020 parametre degerlerini sistem (4.3)-(4.4) de yazarsak asagidaki

catallanma grafiklerini elde ederiz.
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Sekil 4.9 y =2, u=4,1=5 ve 0<6<0.020 parametre degerleri ile (4.3) sisteminin
catallanma grafigi

os ] ||||||M
L
:""l
21
] I"""'“,"”"‘”'.'”"Wwwm“

y sy t T T
0.005 0.010 0.015 0.020

Sekil 410 y=2, u=4,A=5k=2 ve 0<5<0.020 parametre degerleri ile (4.4)
sisteminin ¢atallanma grafigi

Degisen o degerleri goz oniine alinarak tedavili sistem tedavisiz sisteme gore

daha erken denge noktasina ulastig1 sekil 4.9 ve sekil 4.10°da kolayca goriiliir. Sonug

olarak goriiliir ki sisteme tedavi fonksiyonu eklendiginde hastalik daha geg ¢atallanma

noktasina ulasir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda; tarihte yer edinmis biiyiik salgin hastaliklar ile ilgili

bilgilere yer verildi. Salgin hastalik modellerinden SI, SIS, SIR ve SIRS temel

modelleri kisaca anlatildi. Tez ile ilgili literatiir taramasinda konu ile ilgili 6nceki
caligmalara yer verildi. Calisma ile ilgili materyal ve yontem hakkinda agiklamalar
yapildi ve ilgili tanim ve teoremlere yer verildi. Bulgular ve tartigmalar tez
¢alismasinin orijinal kismidir. Bu kisim [14] de ele alinan siirekli modelin tedavili ve
tedavi olmaksizin kesikli versiyonunun analizini igerir ve yeni sonuglar1 kapsar. Daha
ayrintili bir sekilde agiklayacak olursak ele alinan SIR salgin modeli tedavisiz ( Sistem
(4.3) ) ve tedavili ( sistem (4.4) ) olmak iizere iki ayr1 sekilde analiz edildi. R; = ﬁ

ikincil enfeksiyon oran1 olmak {izere (4.3) sistemi icin E, =(1, 0) ve

E, =(7 ;,u ,%(R0 —l)j olacak sekilde iki denge noktasi bulundu. Burada

0< o <min {L,E} esitsizligi saglandiginda E, =(1,0) denge noktas: lokal
yru—-A p

asimptotik ~ kararli  olurken o# 2 4 olmak  iizere

y—A+2u' y—A+2u

5:min{;,£} oldugunda Eoz(l,O) denge noktasinda flip catallanma
y+ru—A pu

meydana geldigi gorild. Dahast eger

—Au+ \/,u(47/3 —4y° (l — 2/1)2 M+ 47/,u(—2/1 +3,u))

i p(y+u)(y=2+p)

saglaniyorsa E, denge

2 4
noktasi lokal asimptotik kararli iken & # (7/ il ,u) , (7/ " ,u) olmak iizere

LA LA

—Au+ \/,u(473 —4y° (/1 — 2;1)2 U+ 47y(—2/1+3,u))
5 =
u(y+u)(y=A+mu)

oldugunda E, denge

noktasinda flip gatallanma oldugu bulundu.
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Benzer sekilde (4.4) sistemi i¢in de E, =(1,0) ve

k A—-kK—y— .
E, :( trru M 4 ,u)j olacak sekilde iki tane denge noktasi elde edildi.

A AK+y+p)
Eger 0<d<min E; ve 0<o< Kiy+opu-4 saglaniyorsa
u K+y+u—A2a ,u(k+7+y—ﬂ)

E, =(1,0) denge noktasi lokal asimptotik kararl olurken

. 2 4
K+y—A+2u K+y—A+2u

olmak {izere 5:min{E ;} i¢in

g :
uK+y+u—A21

E, =(1,0) denge noktasinda flip catallanmanin olustugu goriildii. Ek olarak
22 407 1
oo £ —u(A—k-y-p)
K+y+u \(k+y+u)
2u(A-k—y—pu)

2(k+y)+(-2+0)u £0.2
K+y+u

o<

ise E, denge noktasi lokal

asimptotik kararl iken olmak  Tizere

22 407 1
6 \/( S au(A-k-y-p)

B k+7+,u_ K+y+u)
u(A-k—y—-u)

catallanma var oldugu anlasildi. Modellerde elde edilen hesaplamalarla hastaliga

icin E, denge noktasinda flip

tedavi uygulandiginda popiilasyonun daha hizli bir sekilde denge noktasina ulastigi
sekil 4.9-4.10°da ¢izimlerle gézlemlendi.

Salgin hastaliklarda tedavinin ne kadar etkili oldugunun goriilmesi i¢in 6ncelikle
saglikli veriler toplanmasi gereklidir. Bu veriler icin ozellikle saglik alam ve
kuruluslarin dikkatlice bu bilgileri toplamasi ihtiyagtir. Bu verilerden elde edilen
bulasma hizi, Oliim orani, iyilesme orant gibi veriler matematikte saglikli
hesaplamalarda kullanilmak {izere modele islenebilir hale gelir. Elde edilen bu
modelde yapilacak tedavinin hastaligin seyrini ne derecede etkileyecegi hesaplanir.
Boylece salgin hastaliklarin etkisine gore basarili sekilde 6nlem alinmaya ¢aligilir.

Bu konuda aragtirma yapmak isteyen arastirmacilar i¢in ele alinan SIR salgin

modelinde dogrusal tedavi yerine sabit [9] veya doymus tedavi [24] alinarak modifiye
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edilmis bir SIR salgin modelini analiz edebilirler. Ayrica asilama [4] oranin1 modele

ekleyerek de model analizi yapilabilir.
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