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OZET

Bu calismada, duyarli, enfekte ve iyilesmis bireylerin kusurlu testin etkisi altinda adi
diferansiyel denklemler sistemi olarak modellendigi bir SIR modeli [21] temelinde optimal
kontrol problemi olusturduk. Klasik SIR modellerinden farkli olarak, Villelanin modeli iki
bolme daha igerir; S bolmesi teste giren ve yanlis bir sekilde enfekte oldugu kabul edilen
duyarli birey sayisini ve [ bolmesi, teste giren ve testi pozitif olarak degerlendirildikten
sonra tedavisine baglanan enfekte birey sayisini ifade eder. Optimal kontrol problemi
olusturmak igin, temel ¢ogalma sayist Ry"1 elde ettik. Temas hizin1 ve test hizini, enfekte
birey sayisini azaltmak i¢in kritik parametreler oldugunu goézlemledik. Bu nedenle,
hastaligin yayilmasinin kontrol altina alinabilmesi ve temas hizin1 optimize etmek i¢in bazi
miidahale stratejileri uyguladik [24]. Ayrica, optimum test hizin1 belirledik. Sayisal
sonuclar 1s18inda optimizasyon stratejilerinin yararhiligini  gosterdik ve sinirlt test
durumunda karantina ve izolasyonun énemli miidahaleler oldugu sonucuna vardik. Ayrica,
optimal test stratejisi ile birlikte hastalifin yayilmasinin basarili bir sekilde kontrol
edilebilir oldugunu gozlemledik.
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ABSTRACT

In this work, we constructed an optimal control problem (OCP) based on a SIR model [21]
where dynamics of susceptible, infected and recovered individuals are modeled as a system
of ordinary differential equations under the effect of imperfect testing. As different from
the classical SIR models, Villela's model includes two more compartments where the
compartment S describes the number of tested susceptible individuals that are identified
incorrectly as infected and the compartment [ denotes the number of infected individuals
whose treatment are started after testing. To construct the required OCP, we obtained the
basic reproduction number R,. We found out that contact rate and testing rate are critical
parameters to decrease the number infected individuals. Therefore, we applied some
intervention strategies to optimize the contact rate so that spread of the disease can be
controlled [24]. Moreover, we determined the optimal testing rate. Numerical results show
the usefulness of the optimization strategies and we find out that quarantine and isolation
are important interventions in case of limited testing. In addition, we learned that the
spread of the disease can be successfully controlled together with optimal testing strategy.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calisgmada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

S Duyarl1 birey sayisi

S Test sonucu pozitif olarak degerlendirilen duyarh
birey sayisi

I Enfekte birey sayist

1 Test sonucu pozitif olarak degerlendirilen birey sayist

R Iyilesen birey sayist

B Duyarli bireylerin enfekte olma hizi

B Testi pozitif olarak degerlendiren bireylerin enfekte
olma hiz1

0 S sinifindan S sinifina gegis hizi
Oliim hiz1

n Yanlis bir sekilde enfekte olarak siniflandirilan
bireylerin tedaviye baglandiginda duyarli sinifa geri
donme hiz1

14 I siifindaki bireylerin iyilesme hiz1

y I sinifindaki bireylerin iyilesme hizi

a I smifindan [ sinifina gegis hizi

r Test hiz1

P Test hassasiyeti

€ Test 6zgilinliigii

p Testi pozitif olarak degerlendirilen enfekte bireylerin

kendilerini koruma hizi

A Popiilasyona katilim hiz1



1. GIRIS

Hastalik olusturan bir enfeksiyonun hassas bir canliya direkt ya da endirekt yolla ge¢mesi ile
meydana gelen bulasici hastaliklar yayilarak daha fazla canlida hastalik olustururlar. Bu
duruma salgin hastalik denir. Tarih boyunca, insanoglu salgin hastaliklar ile kars1 karsiya
kalmigtir. Salgin hastaliklar sadece enfekte bireyleri degil, tiim toplumu etkilemektedir [1].
Epidemiyoloji, belirli toplumlarda saghik durumlarinin incelenmesini, hastaliklarin
nedenlerinin arastirilmasini ve bu hastaliklarin 6nlenmesi icin yapilan ¢alismalar1 kapsayan bir
bilim dalidir [2]. Epidemiyolojide kullanilan matematiksel ve hesaplamali yontemler hastaligin
yayiligi, analizi ve kontroliine iligkin 6nemli katkilar saglayabilmektedir. Kullanilan modeller

hastaligin yayilimini tahmin, aciklama ve kontrol amaci tagimaktadirlar [3].

Kermack ve McKendrick’in yapmis oldugu matematiksel modellemeler Matematiksel
Epidemiyoloji alaninin olugsmasina oncii olmustur. Modern matematigin kurucular1 olarak
bilinen Kermack ve McKendrick, salgin esnasinda toplumda {i¢ ana grubun oldugunu
soylemiglerdir [4]. Bunlardan birincisi hassas/heniiz enfekte olmamig bireyler (), ikincisi
enfekte/hastalig1 bagkalarina bulagtiran bireyler (1) ve tiglincii grup iyilesen bireyler (R) olarak
tanimlanir. Bir veya daha fazla enfekte kisi, s6z konusu hastalifa duyarl bireylerden olusan bir
topluluga dahil edilir. Enfekte olan her kisi sonunda ya iyileserek ya da vefat ederek hasta
bireylerin dahil oldugu gruptan ayrilir [4]. Kermack ve McKendrick asagidaki SIR modelini

incelemislerdir:

ds

— = —aSI

dt -
dl

— = aSI—-pI
dt « /B Y
dR

— = pl.

dt p

Burada o enfekte bireylerin hassas bireylere hastalig1 bulagtirma hizidir. a.ST ifadesi saglikli
birey sinifindan enfekte birey sinifina gecisi temsil eder. S ise enfekte bireylerin iyilesme hizidur.
Bu durumda §S1 ifadesi enfekte birey sinifindan iyilesmis birey sinifina gegise denk gelir [4].

1950’1lerin sonlarindan bu yana halk saghgi gorevlileri, bulasici hastaliklara neden olan
organizmalarin kontrolii ve ortadan kaldirilmasina odaklanmaktadirlar [5]. Antibiyotiklerin,
sanitasyonun ve asilarin tanitilmasi hastaliklarin ortadan kaldirilmasina olumlu bir katki
getirmistir [5]. Mikroorganizmalarin ilaca direnci, demografik evrim, hizlanan kentlesme ve

artan seyahat gibi faktorler, yeni bulasici hastaliklarin ortaya ¢ikmasina neden olmustur [5].



Bulasici hastaliklarin matematiksel modellemesi, cogu bulagict hastaligi ortadan kaldirmak icin
izolasyon, karantina, as1 ve tedavi kombinasyonlarinin siklikla gerekli oldugunu gostermistir.
Bu stratejiler zamaninda ve yeterince uygulanmazlarsa, hastaligin ortadan kaldirilmasi zor bir is

olmaya devam edecektir [6].

Salgin hastaliklar ile ilgili literatiirdeki calismalardan bahsedelim. Zaman ve digerleri (2008),
yaptiklari ¢alismada SIR modelini tanimlamiglar ve denge noktalarini bulup kararlilik analizini
incelemiglerdir. Hastalifin  kontroliinii saglamak icin, optimal kontrol problemini
olusturmuglardir. Agsmin hastaliga olan etkisini incelemigler ve sayisal sonuglari
vermiglerdir [7]. Derouich ve Boutayep (2008), kus gribinin insanlar ve kuglar arasindaki
salginina iligkin bir matematiksel model olusturmuslardir. Farkli parametre degerleri ile
kararlilik analizini incelemislerdir [8]. Silva ve digerleri (2020), Portekiz vaka calismasi ile
COVID-19 icin epidemiyolojik model olusturmuslardir. Bu modelin ¢6ziimlerinin pozitifliginin
ve sinirliliginin kaniti, denge noktasinin incelenmesi, kararlilik analizi, temel ¢ogalma sayisinin
hesaplanmas1 ve Portekiz saglik yetkililerinden gercek verilerle sayisal sonuclarim
vermiglerdir [9]. Silva ve digerleri (2021), SARS-CoV-2’nin aktarim dinamikleri i¢in bir
matematiksel model 6nermisler ve bunu parametrelerin parcali sabit fonksiyonlarla verildigi bir
modele genellestirmislerdir. Hastaligin olmadig1 denge noktas1 ve endemik denge noktalarinin
varligin1 ve bunlarin global asimptotik kararliliimi sabit parametrelerle kanitladiktan sonra,
parcali sabit parametrelere sahip bir Cauchy problemi ailesini ele alarak bir komgsuluk
arasindaki yalanci salinimlarin varligimi kanmitlamiglardir [10]. Ndongmo Teytsa ve digerleri
(2020), Faj-bakteri enfeksiyonunun etkisini ve dolayli olarak bulasan kolera hastaligin optimal
kontroliinii ele almislardir. Calisma, kontrolsiiz model ve kontrollii model olmak iizere iki
sekilde yapilmistir. Bakteri popiilasyonunu azaltmak veya ortadan kaldirmak i¢in optimal
kontrol teorisi kullanilmistir [11]. Berge ve digerleri (2018), Ebola salgininin kusurlu temas
takibi, karantina ve hastaneye yatis1 (veya izolasyon) iceren basit bir matematiksel modelini
calismiglardir. Hastalig1 ortadan kaldirmak i¢in, yiiksek temasli izleme (yiizde 90’a kadar) ve
etkili izolasyon kombinasyonu diger tiim kontrol dnlemlerinden daha iyidir. Miikkemmel temas
takibi, etkili izolasyon veya tam hastaneye yatis ve orta temas izleme ile orta izolasyon
kombinasyonu sonucuna varilmigtir [12]. Gao ve Huang (2018), Liu ve Zhang’in tiiberkiiloz
modelini ti¢ kontrol terimi daha dahil ederek genisletmislerdir. Hem hastaligi hem de miidehale
maliyetini en aza indirgemeyi amaclayarak bu model icin optimal kontrol problemini
olusturmuglardir. Bu uyguladiklar stratejiler arasinda ii¢ kontroliin ayn1 anda uygulanmasinin
tiberkiiloz tehdidini azalttigim kanitlamiglardir [13]. Jung ve digerleri (2002), direncli
tiiberkiiloz ile bulasic1 gruplart azaltmak igin iki tiir tedaviyi temsil eden kontroller
kullanmiglardir [14]. Eikenberry ve digerleri (2020), COVID-19 pandemisi i¢in yiiz maskesi
kullanimini incelemislerdir. Halkin yiiz maskesi kullaniminin, hastaligin bulasmasim biiyiik
Olciide azalttig1 kanitlanmigtir [15]. Kar ve Batabyal (2011), bir agilama ile SIR salgin modelin
calismasim yapmuslardir. Hastalifin olmadigi ve endemik denge noktalari incelenmistir.
Hastaligin kontrolii icin agiya bagh optimal kontrol problemi sunulmustur. Temel cogalma

sayist belirlenmistir. Ardindan asidan kaynakli temel ¢ofalma sayisini azaltmadaki etkisi



tartistlmistir [16]. Lemos ve digerleri (2017), karantina yolu ile tedavi edilen kolera i¢in
matematiksel bir model Onermislerdir. Karantina yoluyla bagarili bir tedavi elde etmek icin
optimal kontrol problemi sunulmugtur. Enfekte birey sayis1 ve bakteri konsantrasyonun yamn
sira karantinayla iligkili maliyetlerin en aza indirilmesi icin en uygun karantina stratejisi
saglanmigtir [17]. Castillo-Chavez ve Feng (1998), bir asilama programina tabi tutulan
popiilasyonlarda tiiberkiiloz hastaliklarinin bulasma durumu icin bir yas yapist modelinin
calismasini sunmuglardir. Daha sonra, bir bireyin agilanmasi gereken optimal yaglar1 belirlemek
icin teorik sonuclar1 agilama politikalarina uygulanmistir. Optimal kontrol stratejilerin bir veya
iki yas stratejileri olabilece8i gosterilmistir [18]. Moualeu ve digerleri (2015), tiiberkiilozun
egitim, teshis kampanyasi ve latent olarak enfekte olmus kemoprofilaksi yoluyla optimal
kontroliinii ele almiglardir. Teshis edilmemis bulasici, teshis edilmis bulasici, ge¢ enfekte ve
gorme kaybi bulagict gibi 6nemli bilesenleri iceren bir matematiksel model formiile edilmistir.
Optimal kontrol teorisi ve sayisal sonuclar sayesinde, iki farkli miidahale yonteminin uygun
maliyetli bir dengesi elde edilmistir [19]. Elhia ve digerleri (2013), durum ve kontrol
degiskenlerinde zaman gecikmeli bir SIR salgin modelinin optimal kontrol stratejisini
sunulmugtur. Bir salgin sirasinda duyarli ve enfekte birey sayisini en aza indirmek ve iyilesen

birey sayisini en iist diizeye ¢ikarmak i¢in bir as1 programi kullanilmistir [20].

Salgin bir hastalik durumunda bireyleri test etmek gereklidir. Eger ki test edilen bireylerin test
sonucu pozitif ¢ikarsa enfekte bireyler oldugu anlamina gelir. Bu durumda, saglik birimleri
tedavi kaynaklarini sunar ve tedaviye baglanir. Bir birey pozitif olarak degerlendirildikten sonra
tedavisine baglamak en iyi yontemler arasinda kabul edilir; ancak, test sonuclari kusurlu
olabilir.

Daniel A.M. Villela makalesinde bulagici bir hastalik i¢in hassas, enfekte ve iyilesmis
bireylerin yani sira kusurlu testlerin etkisi altinda kalan bireyleri g6z oniine almistir. Kusurlu
bir testte, duyarli bireylerin test sonucu pozitif olarak degerlendirilmektedir [21]. Bu
caligmadaki model, SIR modelinden farkli olarak enfekte olarak kabul edilen duyarl bireyler S
ve testen sonra tedaviye baslayan enfekte birey sayisini ifade eden I ile iki bdlme daha
icermektedir. Bu calismada, ek olarak modelin hastaligin olmadigi denge noktasi ve endemik
denge noktasinin kararlilik analizi incelenerek temel cogalma sayist Ry hesaplanmig olup
Ry < 1’e ulagmak i¢in kosullar elde edilmistir [21].

Bu tezde elde edilen sonuclar iki ana kistmdan olusmaktadir. Ik kisimda, Daniel A.M.
Villela’nin makalesini baz alarak bir matematiksel model olusturduk. Daniel A.M. Villela’nin
makalesinden farkli olarak, enfekte birey sayisi toplam niifusa boliiniip testi pozitif sonug veren
bireylerin kendilerini karantinaya alma veya izolasyon gibi tedbirlerin alinmas1 da modele dahil
edilmistir. Hastaligin olmadig1 denge noktasi i¢in kararlilik analizi c¢alisildi. Temel ¢ogalma

sayist olan Ry, Van den Driessche’nin Next Generation Matrix (NGM) calismasina benzer



sekilde bulunmusgtur [23]. Tezin ikinci kisminda ise ¢alistifimiz model i¢in optimal kontrol
problemini olusturduk. Optimal kontrol problemleri genellikle hastaligin yayilimim 6nlemek
ve maliyeti azaltmak amaci ile olusturulmaktadir [24]. Olusturdugumuz modelde, hastaligin
yayilmasini kontrol edebilmek icin baz1 kontrol stratejileri uyguladik. Bu stratejiler karantina
onlemleri veya izolasyon ile test hizinin planlanmasi gibi amaglara yoneliktir. Bizim modelimiz

ve elde ettigimiz hem teorik hem de sayisal sonuclar literatiirde yer almamaktadir.

Bu tezin; birinci boliimiinde salgin hastaliklarin modellenmesinde, kararlilik analizinde
uygulanan adimlar ve optimal kontrol problemi ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Ikinci boliimde kusurlu testlerle bulasici hastalik modelinin nasil kuruldugu agiklanmistir.
Uciincii boliimde hastaligin olmadigi durum icin denge noktast bulunmus ve bu denge
noktasmin kararlilif1 incelenmigtir. Dordiincii boliimde hasta birey sayisi ile test hizi ve
karantina/izolasyon uygulamalarinin maliyetlerini en aza indirgemek amaci ile optimal kontol
problemi olusturulmustur. Besinci boliimde biyolojik olarak anlamli parametre degerleri
secilerek dordiincii boliimde yapilan ¢alismalar i¢in sayisal sonuglara yer verilmistir. Altinci

boliimde ise sonug¢ ve Oneriler bulunmaktadir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1. Diferansiyel Denklemler Ile Tlgili Tanimlar

2.1.1. Tanim (Diferansiyel Denklem)

x bagimsiz degisken olmak iizere, y = f(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun bagimsiz degiskene
gore cesitli mertebeden tiirevleri (v, y", 4", ..., y™ gibi) arasindaki herhangi bir bagintiya bir
diferansiyel denklem ad1 verilir. Boylece bir diferansiyel denklem

/

F(r,y,yy ..., y™) =0,

veya

e dy d*y d3y dy\ 0
x7y7dx7dx27dx37"‘7dxn -
seklinde gosterilir [25].

2.1.2. Tanim (Diferansiyel Denklem Sistemi)

U kiimesi R™’in bir acik alt kiimesi, z € U C R",t € I C R ve X(z,t) vektor alan1 olmak

uzere

Y = X, @.1)

===

ifadesine birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi adi verilir. Her ¢ € [ i¢in Es. 2.1

denklemi saglayan x = xz(t) fonksiyonlarina denklem sisteminin ¢6ziimii denir [26].
2.1.3. Tanim (Otonom Diferansiyel Denklemler)

relUCR"ve D =R x U olmak iizere,

r = X(x), (2.2)

diferansiyel denklem sistemine otonom denklem sistemi denir. Burada X sadece x degiskenine

baghdir, ¢ de8iskeni agikc¢a goriilmez [27].



2.1.4. Teorem

Es. 2.1 sisteminde tanimlanan her7 = 1,2,....n, F' ve fonksiyonlarinin (z1, zo, . .., x,) €

(9:131-
R" i¢in siirekli oldugunu kabul edelim.

o, 23)

X(ty) = Xo,

baslangi¢ deger probleminin herhangi bir X, € R" baslangi¢ degeri i¢in tek bir ¢dziimii vardir.
[to, t) ¢Oziimiin var oldugu maksimal aralig1, 7' < oo olmak iizere [to, T') araligina sinirlanabilir.
Es. 2.3 sisteminin X (t) = (x1(t), x2(t), ..., z,(t)) ¢oztimii R™de parametrik bir egri tanimlar.

Bu egrinin tizerinde bulunan noktalarin kiimesine sistemin bir yoriingesi denir [28].

2.2. Denge Noktalarimin Simiflandirilmasi

2.2.1.Tanim

Es. 2.2 diferansiyel denklem sisteminde X (Z) = 0 denklemini saglayan T ¢dziimiine sistemin

denge noktasi veya kritik noktasi denir [29].

2.2.2. Tanim

Es. 2.2 sisteminin denge noktasi x* olsun. Eger £*’in herhangi bir N komsulugundan gecen
coziim egrilerinin timii ¢ — oo giderken x*’a yaklasiyorsa, x* i¢in diferansiyel denklem

sisteminin asimptotik kararli denge noktasi denir [26].

2.2.3. Tanim

Es. 2.2 sisteminin denge noktasi x* olsun. Eger *’in herhangi bir NV komsulugundan gecen
coziim egrilerinden en az biri ¢ — oo giderken x*’a yaklagsmiyorsa, * i¢in diferansiyel denklem

sistemine kararsiz denge noktasi denir [26].

2.3. Temel Cogalma Sayis1 R,

Ry degeri hasta bir bireyin hastalig1 kag kisiye bulagtirdigin1 gosteren bir sayidir.



* Ry sayist 1’den biiyiik ise; hasta bir bireyin hastalig1 birden fazla bireye bulastirabilecegi ve
zaman gectikce hastalifin giderek yayilacagi tahmin edilir.
* Ry sayist 1’den kiiciik ise; hasta bir bireyin hastaligi birden az bireye bulastirabilecegi

demektir. Bu durumda goriilen olgular zamanla azalir.

Hastaliklarin toplumda yayilma ve salgin olusturma potansiyelleri kiyaslandiginda, R, degeri
yiiksek olanin potansiyeli daha fazla oldugu sonucuna varilir. Toplumda gerekli Onlemler

alimmadiginda hastaligin yayilmasi ¢ok ciddi boyutlara ulasabilir [30].
2.4. Routh-Hurwitz Kriteri

2.4.1. Tanim (Routh-Hurwitz Kriteri)

Vi i¢in ¢; ler reel sabitler olmak iizere,

PO =X+ X" 4 et e,

polinomu verilsin. j > n i¢in ¢; = 0 katsayilar1 kullanarak,

C1 1 0
C1 1
H1:<Cl>7 Hy = , Hz= 3 C2 (|
C3 C

Cs C4 C3

ve
C1 1 0 0O ... 0
C3 Cp (1 1 ... 0
H,=1¢ ¢ ¢3 co ... 0 ,
0 0 0 O Cn

seklinde yazilan matrislere Hurwitz matrisleri denir. P(\) polinomunun biitiin koklerinin ya

negatif olmasi ya da negatif reel kisma sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul

j=12,... i¢indetH; > 0,

olmasidir. Buna gore Routh-Hurwitz kriterinin n = 2 derecelerine sahip P()\) polinomlari
asagidaki gibidir [28]:



e n = 2i¢in P(\) = A\ + ¢;\ + ¢ polinomunun tiim koklerinin negatif reel kisma sahip

olabilmesi i¢in ¢; > 0 ve co > 0 kosullar1 saglanmalidir.

Birinci mertebeden, iki degigkenli otonom diferansiyel denklem sistemi,

i k(p,q), 5= 1(p,q), (2.4)

seklinde verilsin. Bu sistemin k(p, ¢) = 0 ve I(p, ¢) = 0 denklemlerini saglayan (p,q) sistemin
denge noktasi olsun. Ayrica k ve [ fonksiyonlar1 (p, §) noktasini igeren agik bir kiimede siirekli
ve ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olsun. Bu durumda m = p — p ve n = ¢ — ¢ olmak

iizere Es. 2.4’den,

dm o o _ __m? - N
o = RO+ k0 @)m + k(P D) + kyp(P D)5 + Kpg (B, DM + oy (P, 0) 5 + -
dn _ A W __.m? . N
5 = D+ LEOm+ L Dn + ([P, 5 + be(P DM+ (B, D)5 + -
sistemi elde edilir. Z = (m, n)T ve hesaplanan Jakobiyen matrisi,
_ (kp<p, q) kq(p, q))
lp (p7 Q) lq (p7 Q) P=P,q=7
lineerlestirilmis sistem,
dz
—=JZ 2.5
7 ; (2.5)

seklindedir. Es. 2.5 lineer sistemi i¢in ¢oziimlerinin Es. 2.4 doniisiimii ile sifira yaklagmasi icin
ancak ve ancak Jakobiyen matris kullanilarak bulunan 6z degerlerin negatif reel kisma sahip
olmasidir. Ayrica Routh-Hurwitz Kriteri, 6z degerlerin negatif reel kisma sahip olmasi i¢in ancak
ve ancak Tanim 2.4.1’in Jakobiyen matristen elde edilen karakteristik polinomun katsayilarin
pozitif olmasidir [31].

2.4.2. Teorem

Es. 2.4 sisteminin (p,q) denge noktasini iceren bazi acgik kiimelerde & ve [ fonksiyonlarinin



birinci mertebeden kismi tiirevlerinin siirekli oldugunu varsayalim. O halde .J, denge
noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi gostermek iizere Tanim 2.4.1°in Jakobiyen matris
kullanilarak bulunan karakteristik polinomun katsayilarinin pozitif olmasi, denge noktasi yerel

asimptotik kararli oldugu anlamina gelir. Negatif olmas1 ise denge noktasinin kararsiz olmasi
demektir [28].

Hastali§in olmadig1 denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisinin karakteristik polinomun
tiim koklerinin negatif reel kisma sahip olmasi hastaligin olmadig1 durumda elde edilen denge
noktasinin yerel asimptotik kararli olmas1 demektir, Ry, > 1 oldugunda kararsiz bulunur [32].

2.5. Optimal Kontrol Problemi

Adi diferansiyel denklemler i¢in temel optimal kontrol probleminde, kontrol i¢in u(¢) ve konum
icin x(¢) kullanilir. [¢y, ¢;] tizerinde tanimlanan «(¢) kontrolii igin baslangi¢ kosulu z(ty) = ¢
ile [to, t1] araligindaki

Z'(t) = h(t, x(t), u(t)), (2.6)

diferansiyel denklemin ¢oziimii z(¢) olsun. Kontrol fonksiyonu degistikce diferansiyel
denklemin ¢6ziimii de degisecektir. Optimal Kontrol problemi, verilen amag¢ foksiyonelini
maksimize etmek i¢in parcali siirekli bir kontrol wu(¢) ve iliskili durum degiskeni x(t¢)’yi
bulmaktir. Maksimize edici kontrole optimal kontrol denir. Amag fonksiyonlar1 f ve h her
bilesenlerde her zaman siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece kontrol veya kontroller
her zaman parcali siirekli olacagindan, iligskili durumlar her zaman parcal tiirevlenebilir olur.

Kontrol agisindan amag fonksiyonu,

t1

I = [ 1t ue)dr
to

seklinde tanimlanir [33-35].

2.5.1. Teorem (Pontryagin Maxsimum Prensibi)

u*(t) ve x*(t) Es. 2.6 probleminin optimal kontrolii ise, 0 zaman her ¢ aninda tiim kontroller i¢in
H (2 (1), u(t), A1) < H(E 2" (8), u (1), A(H):

olacak sekilde pargali tiirevlenebilir bir ek degisken, \(¢) vardir. Burada H Hamilton fonksiyonu
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olmak tizere

H = f(t, x(t),u(t)) + A)g(t, 2(1), u(t)),

veE

OH (t, x*(t), u*(t), A(t))

N(t) = - £ ,

olup \;(t) =0,i=1,2,...,n’dir [33-35].

Bir sonraki boliimde Daniel A.M. Villela’nin makalesini baz alarak kusurlu testlerle bulasici

hastalik modeli olusturacagiz. Bu modelin nasil kuruldugu hakkinda agiklamalar yapacagiz.
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3. KUSURLU TESTLERLE BULASICI HASTALIK MODELI

Diinyada goriilen bircok salgin hastalifin gelecekte artis ve azaliglarinin tahmin edilebilmesi
icin matematiksel modellemeler kullanilir. Matematiksel modeller bize vaka sayist ve bu
hastaliklarin neden oldugu 6liim sayis1 hakkinda bilgi verebilir [36].

Daniel A.M. Villela’nin makalesinde bulasic1 bir hastalik icin kusurlu testleri tanimlayan
matematiksel bir model olusturulmustur [21].

Hassas, enfekte ve iyilesmis bireylerin yani sira kusurlu testlerin etkisi altinda kalan bireyler de
g6z Oniine alinmistir. Daniel A.M. Villela’nin modeli:

dS . R
= = —0S —BS(I+ 1) — uS +nS+ p,
dsS . ) 3

o = 95 -85 +1) = (u+n)S,

dl w A .

- = BSUI+1)+BS(I+1)— (a+v+p+)l,
dl y

— = al — Al —ul

o al =yl —pl,

dR .

— = Al +~I —uR

7 vL+vL — pk,

seklindedir. SIR (Duyarli-Enfekte-Iyilesmis) modelinden yararlanarak, bir toplumdaki duyarl
birey sayist S := S(t), teste giren ve yanls bir sekilde enfekte oldugu kabul edilen duyarh
bireylerin sayisim S := S(t), enfekte bireylerin sayisi1 I := I(t), teste giren ve testte pozitif
olarak degerlendikten sonra tedavisine baglanan enfekte birey sayisini I =1 (t) ve iyilesen
birey sayisin1 R := R(t) olarak tanimlayalim.

Bu modelde toplam popiilasyon N (t) = S(t) 4+ S(t) + I(t) + I(t) + R(t) seklinde goz oniine
alinir.

Daniel A.M. Villela’nin [21] makalesinden faydalanarak bir matematiksel model
olusturulmustur. Bu makaleden farkli olarak, enfekte birey sayisi toplam niifusa boliiniip testi
pozitif sonu¢ veren bireylerin kendilerini karantinaya alma veya izolasyon gibi tedbirlerin
alimmasi modele dahil edilmigtir. Bylece, bireyler arasindaki giinliik etkilesim esnasinda
bulagabilen hastaliklar i¢in bir model sunabiliriz. Bu durumda enfekte bireylerin kendilerini
korumasi pI olarak alinir. Ek olarak her yil A kadar birey topluma dahil edilmistir.
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Yukarida aciklanan gruplardaki birey sayilarindaki degisimi diferansiyel denklem sistemi

seklinde ifade edelim:

% = —95—5S<IT“@—MS+nS+A,

% = es—ﬁ%—wmé,

% = 5S(I;pj)+ﬁg(l;pf)—(Oé+v+u)f, G.D
Z—f = ol — 4] — ul,

% — 41 +~I — uR.

Sistemde kullanilan parametreleri izah edelim:

Duyarli bireylerin enfekte olma hizi,
Testi pozitif olarak degerlendiren bireylerin enfekte olma hizi,
S siifindan S sinifina gecis hizi,

Oliim hizt,

I = > » ®

Yanlis bir sekilde enfekte olarak siniflandirilan bireylerin tedaviye baglandiginda
duyarl sinifa geri donme hizi,

I siifindaki bireylerin iyilesme hizi,

2

I siifindaki bireylerin iyilesme hizi,
I sintfindan 7 sinifina gecis hizi,

Testi pozitif ¢ikan enfekte kisilerin kendisini koruma hizi,

> 3 L

Popiilasyona katilim hiz1.

Modelin olusturulmasini agiklayalim:

Es. 3.1 Sisteminin 1. denklemi duyarli bireylerin olusturdugu sinifa aittir. Duyarli bireyler,
enfekte olmamislardir. Fakat enfekte bireylerden bu hastaliin bulasabilecegi bireylerin

siifidir. Duyarli bireylerin yanlis bir sekilde enfekte olarak degerlendirilme durumu 65 ile

I+pl
verilmektedir. (3 M

bireylerin S hizinda hassas bireyler ile etkilesimi sonucunda hastalanan birey sayisini ifade

ifadesinde enfekte bireyler (I + pl ) olarak alinir. Bu ifade enfekte

eder. Enfekte olan bireyler duyarli grupta yer almaz. uS ifadesi saglikli bireylerin vefatini
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temsil eder. 775’ ifadesi yanlis bir sekilde enfekte olarak degerlendirilen duyarli bireylerin
tedaviye baslamasi ile duyarli birey sinifina ge¢gmesini ifade eder. Hassas birey sinifina her yil
A kadar birey dahil edilir. Bu durumda denklem

ds S(I 4 pI) .
=—0S—-f————=—uS+nS+A
seklindedir.

Es. 3.1 Sistemin 2. denklemi test sonucu pozitif olarak degerlendirilen duyarli sinifa aittir.

I +pl
Duyarli bireylerin yanlis bir sekilde enfekte olarak degerlendirme hizi 0S5 dir. S M

ifadesi enfekte olarak kabul edilen duyarl bireyler ile enfekte bireylerin etkilesimi sonucunda
hastalanan birey sayisini ifade eder. Son olarak (u + 77)5' ifadesine bakalim. uS‘ ifadesi bu
gruptaki bireylerin vefatim temsil eder. 775” ifadesi yanlis bir sekilde enfekte olarak
degerlendirilen duyarl bireylerin tedaviye baslamasi ile duyarli birey sinifina ge¢gmesini ifade
eder. Bu durumda denklem

as 5
TR v

S’(I+p[) (u+n)5’

seklindedir.

Es. 3.1 Sistemin 3. denklemi enfekte birey sayisim ifade eden smfa aittir.
BS(I +pl) i BS(I + pI)

ifadesinde hassas bireyler ile enfekte bireylerin etkilesimi
sonucunda hastalanan birey sayisini ifade eder. o/ ifadesi enfekte bireylerin testi pozitif olarak
degerlendirildikten sonra [ sinifindan I sinifina gecmesini ifade eder. Enfekte bireylerin

tyilesme hiz1 +/ ile ifade edilir. p/ ifadesi enfekte bireylerin vefatimi temsil eder. Bu durumda

denklem

dl S(I+p[) N (I+p[)

- I
=t —(at 1,
seklindedir.

Es. 3.1 Sistemin 4. denklemi test sonucu pozitif olarak degerlendirilen enfekte birey sayisini
ifade eden sinifa aittir. Enfekte bireyler test sonucu pozitif olarak degerlendirildikten sonra /

sintfindan o hizinda I smifina gecer. Testi pozitif olan enfekte bireylerin iyilesme hizi &f ile
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ifade edilir. ,u.f ifadesi ise enfekte bireylerin vefatini temsil eder. Bu durumda denklem

I .
i al —~y1 — ul,
seklindedir.

Es. 3.1 Sistemin 5. denklemi enfekte bireylerin iyilesmesini ifade eden sinifa aittir. Enfekte
bireyler v ve pozitif olarak degerlendirilen enfekte bireyler B hizinda 1yilesirler. pRR ifadesi
iyilesen bireylerin vefatini temsil eder. Bu durumda denklem

dR A
o= I +~1 — pR,
seklindedir.

Bir sonraki boliimde modelin kararlilik analizi incelenmigtir. Bunun i¢in hastaligin olmadigi
denge noktas1 ve temel ¢cogalma sayis1 Ry bulunmustur. Hastaliin olmadig1 denge noktasinin

Ry’a gore kararlilif1 incelenmistir.
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4. MODELIN KARARLILIK ANALIZI

Bu boliimde modelin hastaliktan bagimsiz denge noktasini bulacagiz. Ardindan temel ¢ogalma
say1s1 olan Ry’1 inceleyecegiz. IRy, bulasici bir hastaligin popiilasyona yayilip yayilmayacagini
gosteren bir sayidir. iy > 1 oldugunda hastaligin yayildigr anlamina gelir. Bir kisi birden daha
fazla kisiye enfeksiyonu bulastirir. Ry < 1 oldugunda hastaligin yayilamacagi anlamina gelir.

Oncelikle Es. 3.1 sisteminin denge noktasim1 bulacagiz. Bunun igin toplumda herhangi bir
enfekte birey olmaksizin, sadece duyarli bireyler oldugunu diisiinerek baglayacagiz. Bu
durumda I(t) = 0, I(t) = 0 olur ve Es. 3.1 sistemi sifira esitlenir. Es. 3.1 sisteminin 1.
denklemi olan

s S(I + pl)
= —_9S — BT

—uS+nS+ A

ds A
ifadesini ele alalim. Burada o 0igin I(t) = 0 ve I(t) = 0’1 yerine yazarsak,

0 = nS—S0+p) +A, (4.1)

elde edilir. Simdi ise Es. 3.1 sisteminin 2. denklemi olan

A

as
ifadesini ele alalim. Burada da aym sekilde i 0icin I(¢t) = 0 ve I(t) = 0 yi yerine yazalim:

~

0=46S—(u+n)S.

S’yi yalniz birakirsak,

Szg(lﬂrﬁ)

0 4.2)

elde edilir. Es. 4.1 denklemini ele alalim,

0=nS—SO+p) + A
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Bu ifadede S yerine S @ ifadesini yerine yazarsak,

_AZSCW‘W+M29+M)’

elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeleri yaparsak,

— A0 = 5(—pb — 11> — ),
elde edilir. S ’yi yalniz birakirsak,

N0

g- M0
(0 + p+n)

ifadesi elde edilir. Simdi Es. 4.2 denklemi olan

~

S:(u+m§
0
. . 5 N0
ifadesinde S yerine ——  yazalim:
(0 + 1+ m)

g_lwtn) oA
0w+ pu+n)

Gerekli sadelestirmeleri yaparsak,

_ Np+n)
(0 + 1)’

elde edilir. Boylece hastaliktan bagimsiz denge noktasi

A +m) ON

P° = (S°,5°I°,I°, R°) = (M

olarak elde edilir.

O+ p+mn" pwl+p+mn)

70707(])7



17

Temel Cogalma Sayist (Ry)

Ry, bulagict hastaliklarla ilgili matematiksel problemleri karakterize eden en yararli esik
parametrelerinden biridir [22]. Enfeksiyon siireci boyunca bireyler enfekte olmus bireylerle
kars1 karsiya gelebilir. Ry > 1 ise enfekte olan her bir birey ortalama olarak 1’den fazla yeni
enfeksiyon iretir ve hastalik popiilasyonu istila edebilir. Eger Ry < 1 ise ortalama olarak
enfekte olmus bir birey, bulasic1 donemi boyunca teorik olarak 1’den az bireye hastalig

bulastiracagindan enfeksiyon biiyliyemez [23].

Adi diferansiyel denklem modelleri icin, enfekte bireylerin sayisini iligkilendiren bir matris
tanimlanir. Bu matrise yeni nesil matris (Next Generation Matrix (NGM)) adi1 verilir. Ry’1
bulabilmek i¢cin NGM yo6ntemini kullaniyoruz. Bu yontem i¢in iki tane matrisi ele alacagiz. Ele
aldigimiz matrisleri iki kategoriye ayiracagiz: enfekte gruplara denk gelen ve enfekte olmayan

gruplara denk gelen kisimlardir.

Van den Driessche ve Watmough’un ¢alismasina benzer sekilde Rj’1 elde edecegiz. Van den

Driessche ve Watmoug’un ¢alismasini agiklayalim [37]:

n tane enfekte kisim ve m tane enfekte olmayan kisim oldugunu varsayalim. Bu nedenle tiim adi
diferansiyel denklem modelinin m + n bagimh deg8iskeni vardir. x, enfekte olmug bolmelerdeki
bagimli degiskenlerin vektorii ve y enfekte olmayan bolmelerdeki degiskenlerin vektorii olsun.
Yani, z € R" ve y € R™ dir. Adi diferansiyel denklem sisteminin ilk 7 bileseni sistemin enfekte

kistmlarina karsilik gelir. Boylece diferansiyel denklem sistemi

olarak tanimlanir. Enfekte bolmelerin sag tarafi su sekilde boliiniir:

v, = Filz,y) —Vi(z,y), i=1,2,...,n,
yj = gj(%!/), j:1727"'7m' (43)

Burada,



18
* F;(x,y) bolme i de yeni enfeksiyonlarin ortaya ¢ikma terimlerini,

* Vi(x,y) dogumlar, 6liimler, hastalik ilerlemesi ve iyilesme gibi kalan gecis terimlerini icerir.

JF ve V) matrisleri

[ 5]

an

Oz,

seklindedir ve yeni nesil matris

K=Fv

seklinde tanimlanir. Temel ¢cogalma katsayisi olan
Ry = p(FV™),

elde edilir. Burada p(FV~1), (FV1) nin spektral yarigapim gosterir [37]. Spektral yarigapi K

matrisinin en biiyiik 6zdegerini temsil eder.

Bu calismalara dayanarak R,’1 hesaplayalim. Kusurlu testlerle bulasici hastalik modelinin
enfekte kisimlart olan [ ve I’ goz Oniine alalim. ['nin  enfeksiyon kismi
BS(I + pl) n BS(I +pl)

N N ’dir. O halde bu matris

@ﬂ]+pﬂ_%gﬂ]+pﬂ
N N

seklinde ifade edilir. /’nin 6liim, iyilesme gibi gegis ifadelerini iceren kismi1 (v + v + 1) olup,
I’in 6liim, lyilesme gibi gecis ifadelerini iceren kismi ise —af + ﬁf + uf “dir. O halde bu matris

(a+v+pl
V= ;

—al + A1 + pul

seklinde ifade edilir. / matrisinin kismi tiirevlerini alirsak
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oF ok (BS + BS)(N — I —pl) p(BS + B8N — I —pl)
a] a] N2 N2

f: f— b
OF, OF,
9T a7 0 ’

matrisi elde edilir. Bu matrisleri P°’da hesaplamaliyiz. Matriste / = 0 ve I =01 yerlerine

yazdigimizda,

BS° + BS° p(BS° + BS°)
F(P°) = N N ,
0 0

elde edilir. Burada ise denge noktas1 P°’1 yerine yazalim. Buradan

Blu+n)+08 p(B(u+n)+03)

FP) = pw+n+0 w+n+0 ’

elde edilir. Simdi ise }V matrisinin kismi tiirevlerini alalim:

A
oI oI aty+p 0O
V: pu— 5
Vs 5’_‘/:2 -« v+
or oI

elde edilir. Buradan V) matrisin tersini alalim:

1
(45 + ) (F + p)

v+ 0
« a4+ i

V=

9

seklinde elde edilir. 7V~ matrisi,

Blu+n)+0B8) (3 +p+pa))  pBr+n)+0B)(a+y+p)

FV = l(n+n+0)a+v+m)G+u) (u+n+0)a+y+p)G+p) |,
0 0

seklinde elde edilir. 7V ™" matrisinin 6zdegerleri kosegenler iizerindedir. Bu matrisin en biiyiik
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0zdegeri [y dir. O halde

0:

Bl +n)+ 08 (1+ ﬂr>
(n+p+0)(a+y+p) Y+u)

elde edilir.
4.0.1. Teorem

Hastaligin olmadig1 denge noktast P° = (S°, SO,I O,f °, R°), Es. 3.1 sistemi i¢in Ry < 1
oldugunda yerel asimptotik olarak kararlidir ve Ry > 1 oldugunda ise kararsizdir.

Ispat

Hastaligin olmadig1 durumda denge noktasi

. 9
P°=<S°,S°,I°,I°,R°)=< Npdm) A ,0,0,0),
p(0 +p+mn) w@+p+mn)

seklindedir. Es. 3.1 sistemi

ds A s ds N dI N

d_t - f1(878717]7R)7 E - fQ(Sasalu-[)R)’ E - f3(37S7]7])R)7
I ~ N N N

% = fa(S,5,I,I,R) ve % = f5(59,9,1,1, R) olacak sekilde yazilsin. Es. 3.1 sisteminin

Jakobiyen matrisi,

oS 98 0I oI OR

Ofr 0f 0fr O0f2 Of
oS 98 0I 9] OR

Ofs Ofs Ofs Ofs Ofs
oS 98 0I 9] OR

oS 98 0I 9 OR

9fs 9fs 9fs 9fs 0fs
LOS 9S8 O 9] ORI (8811 R)=(s°.5.1°0° Rro)




olmak tizere,
[0 ABK —u  AF +n

0+ AG —ABL — i —n

J=| ABK —AG  —AF+ABL B+C—-H D+E —-AF+Q)|,
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-B —-D AF

—C —-F AG

0 0 « - —u 0

I 0 0 gl y -
bulunur. Burada

I+pl BS(N — I —pl) BS(N — I —pl)
A - W? B - N2 ) O — N2 )

BS(pN — I — pl) BS(pN — I —pl)
D - N2 ) = N2 I F - /BS,
G:BA7 H:Ck—i—’}/—FM, KZN_S?
L=N-5,
seklinde ifade edilir.

P = (S°, S e, I°, I °  R°) hastaliktan bagimsiz denge noktasini matriste yerine yazarsak

Z n -BX —pBX

o T —BY —pBY

J=10 0 BX+pBY —H pBX+pBY

(1 +n)

elde edilir. Burada X = ————,
(n+n+0)

Buradan

det(J — \) =0,

0

0

0,
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esitliginden
Z — A n —6X —pBX 0
9 T —\ —BY —pBY 0
det(J—X)=| 0 0 BX+BY—H-X pBX+pBY 0 |,
0 0 @ A —=pu—=A 0
0 0 gl y —p—A

elde edilir. Jakobiyen matrisi i¢in karakteristik denklem ise,

ry = 04+2u+mn,

zy = pu(0+p+n),

vy = —(BX+BY —a—7—4),

vi = (BX +BY — H)(—F — n) — ap(BX + BY),

olmak {iizere,
det(J — M) = (t + N (A2 + Aoy + 29) (A2 + Azs + 24), 4.4)

elde edilir. Routh-Hurwitz kriterinden,

e 11 >0,
e 19 >0,
e 13> 0,
o x4 >0,

sartlarin1 gosterelim. z; > 0 ve x5 > 0 sartlar tiim parametreler pozitif olarak alindigindan

saglanir. 3 > 0 oldugunu gosterelim. x5’ diizenlersek

Blu+n)+ 068 )
r3=———"L T toa+y4+7,
5 L+n+0 T

seklindedir. Bu ifade
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Ro(a+ v+ p)(y + .
y— of alt] ) (7 u)+a+,y+%
Y+ p 4 pa

seklinde yazilabilir. Ry < 1 ve ¥ > u oldugundan z3 > 0 sart1 saglanir. Son olarak x4, > 0
oldugunu gosterelim. Ry < 1 ise,

B — Blu+mn)+ 085 (&+u+pa>
0 — ~ <17
+p+0)(a+y+p)\ F+u

seklinde yazilabilir. Bu ifadeyi diizenlersek

(B(u+n) + BO) + 1+ ap)
pw+n+0

<(a+vy+p)F+p), (4.5)
elde edilir. Buradan z,’1 diizenlersek

_ Blutn) +08,, )
Ty = R (Y +p+ap) + (a+v+p) (¥ +p),

(B(w+n) + BO) (A + 1+ ap)

p+n+0
ifadesinden daha kii¢iik oldugundan z, > 0 sart1 saglanir.

seklinde ifade edilir. Es. 4.5’den ifadesi (o + v + pu)(§ + p)

Es. 4.4 polinomunun R, < 1 iken tiim kokleri negatif reel kisma sahip oldugundan hastaliktan
bagimsiz denge noktas1 yerel asimtotik kararlidir; aksi taktirde Ry > 1 oldugunda kararsiz

oldugu anlamina gelir. O

r test hizi, € test 6zglinliigii ve ¢ test hassasiyeti olmak {izere;

* Bireyler # hizinda duyarhi siniftan enfekte sinifina gecerler. Bu hem bireylerin test edildigi r
hizinin hem de test 6zgiinliigii ¢’nun bir fonksiyonudur.

» Test 0zgilinligii €, gercek negatiflerin olasiligl ile verilir. Bu kosullu olasilik P ile gosterilsin.
Bireylere yapilan testler sonucunda negatif olarak degerlendirilmesi o bireylerin enfekte
olmadig1 anlamina gelir. Dolayisiyla 0’y1 su sekilde yazabiliriz: Bireylere yapilan testler
sonucu pozitif olarak degerlendirilmesine ragmen, enfekte olmayan bireyleri temsil eden
P = (1 — ¢) ile test izinin ¢arpimi olarak yazilir. Bu durumda § = r(1 — ¢) seklinde
gostertilir.

e Test duyarlili1 1, gercek pozitiflerin olasilif1 ile verilir. Bireye yapilan testler sonucunda
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bireyin pozitif olarak degerlendirilmesi, o bireyin enfekte oldugu anlamina gelir. Bireyler test
edilir ve test sonuglar1 pozitif olarak degerlendirilirse tedaviye baslanir. Bu nedenle enfekte
olarak degerlendirilen bireyler / sinifindan o« = 7y hizinda I siifina gecer.

Duyarl bireylerin testinin pozitif olarak degerlendirilmesi # hizina baglidir. Enfekte bireylerin
testinin pozitif olarak degerlendirilmesi ise o hizina baghidir. o ve 6’da bir tedavi hizina baghdir.
Bu nedenle, bu oranlar test hizina, test 6zgiinliigiine ve test duyarlilifina baghdir. o = r¢ ve
0 = r(1 — €) oranlarini, test hizinin r, 6zgtinliigiiniin € ve duyarliligin ¢) parametreleri seklinde

ifade edersek ve R(’1 yeniden yazarsak,

(Bl +n) + Br(l — ) + u+ pry)
(m+n+rd—e)r+y+p)(y+up)’

Ry =

elde edilir ve

N

lim Ro = Apﬁ
r—00 Y+ p

Y

dir. Bu ifade, enfeksiyon hiz1 B ve iyilesme hizi 4 olan bir SIR sistemi i¢in elde edilen Ry’a
esittir [21].

Temel ¢ogalma sayis1 Ry’1, r hizinin, e 6zgiinliigiin ve 1 duyarliligin bir fonksiyonu olarak ele
alarak, bu degiskenlerin her birine gore kismi tiirevlerini elde ederek, temel ¢ogalma sayisinin
degiskenlerin her birine gore ne kadar degistigini gosterebiliriz. Ayrica, bu degiskenleri
degistirirken Ry’1 azaltmak i¢in gerekli kosullar1 elde ederiz. Buradan,

OuRa(terr) = s P34 )+ B = ) = Ralw)pe -+ 71 = )3+,
OFu(ver) = o] =B+t o)+ Rl 4+ )|
OnRalwhor) = s [0t =)+ 51 = O+ )+ ()

R+ ) (2(1 O+ (1= () + b+ n>>] ,

kismi tiirevleri elde ederiz. Burada

V() =V(e)=V(r)=(u+n+rl—e)(ry +v+u) ¥+ p),
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dir. Cizelge 6.1°e gore parametre degerleri yazilirsa V(1)) = V(e) = V(r) > 0 olur. Ayrica
OypRo(Y,€,7) <0, 0Ro(1,€,7) > 0ve 0,Ro(1), €, 1) < 0 oldugu goriilir.

1 degistiriginde Ry 1 diisirme kosulu: 0y, Ro(¢, €,7) < 0 ve V(1) > 0 oldugundan

A~

p(Bp+mn)+Br(l =€) = Ro()(p+n+r(l—€)(F+p)| <0,
olmalidir. Dolayisiyla

pB (Blutn)/B)+r(l—e)

Bol0)> G i nrri—o)

Y

dir. € igin Ry 1 diigtirme kosulu: 0. Ry(¢, €,7) > 0 ve V(€) > 0 oldugundan,

=BG+ it pro) + Ro(e)(rd + v+ p) (3 + )| >0,
olmalidir. Dolayisiyla

pB (3 +p+pry)
(3 4 p) p(rep + v + )’

R()(E) >

dir. Son olarak ayni mantikla r i¢in Ry’1 diisiirme kosulu: 0, Ry (1), €,7) < 0 ve V(r) > 0

oldugundan
2Brpy(1— €) + B(1 — €) (5 + ) + p¥B(u+n)
~ Ro(r)(5 + 1) (2(1 O (1= O ) + b+ n>)] <0

olmalidir. Dolayisiyla

2rp(1 — ¢) + B — )3+ 1) + pbBlu+ )
G+ 1) (2<1 S+ (1— )+ ) +lu n>)

R()(’f’) >

Y

dir. Bu ifadelerin tiirevlerinin niimerik degerleri sayisal sonuclar kisminda verilecek ve Ry’1in

parametreler arasindaki iligkisi sayisal olarak yorumlanacaktir.
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5. OPTIMAL KONTROL PROBLEMI

Salgin hastaliklarin tedavisi oldukca maliyetli olabilir. Salgin hastaliklarin yayilmasim
engellemek icin karantina, izolasyon ve test gereklidir. Fakat dogru zamanda ve dogru
miktarlarda uygulanmazlarsa salginin devam etmesi miimkiin olacagindan salgin1 engellemek

gii¢ olacaktir.

Bulasici1 hastaliklart incelemenin baglica nedenlerinden biri, salgin1 kontrol altina almak ve
nihayetinde salgin1 sona erdirmektir. Modeller, bu yaklagimda, sinirli kaynaklarin kullanimim
optimize etmemize veya kontrol onlemlerini daha verimli bir sekilde planlamamiza yardimci
olan gii¢lii bir arag olabilir. Bir bulagic1 hastalig1 kontrol etmenin asilama, tedavi, karantina ve
farkindalik gibi birka¢ yolu vardir [38]. Optimal kontrol teorisinin, miidehale stratejileri
olusturarak salgin hastaliklarin yayilmasimi azaltmanin yollarin1 anlamada oldukg¢a basarili bir
ara¢ oldugu kanitlanmistir. Salgin hastalifin yayilmasim engellemek icin enfekte olmaya
miisait olan bireylerin (S ve S) ve hastalig1 kapmig bulastirma kapasitesine sahip bireylerin (/
ve 1) yiiksek oranda test uygulanmasi, karantinaya alinmasi veya izolasyonunun saglanmasi

gereklidir.

Burada hasta birey sayisini ve uygulanan stratejilerin maliyetini minimize etmeyi amaglayan
optimal kontrol stratejileri ortaya ¢ikarmak icin optimal kontrol teorisini kullaniyoruz. Bu
bolimde sadece karantina/izolasyon uygulandiginda, sadece test yapildiginda ve her ikisi
birlikte uygulandiginda hasta birey sayisim1 en aza indirgemeyi amaclayan optimal kontrol

problemleri tanimlanmistir.
5.1. Optimal Kontrol Problemi I

Salgin durumunda belli bir pozitif 7' zamanindaki hasta sayisin1 ve bu zamana kadar
karantina/izolasyonunun uygulanmasini minimize etmeyi amaglayan bir optimal kontrol

stratejisi bulalim:
Up = {ui(t),ua(t) : 0 < up(t),us(t) <0.95 ¢el0,T]},

kontrol kiimesini ele alalim. Herkesi karantinaya almak miimkiin degildir. Dolayisiyla sinirlar
0 < up(t),us(t) < 0.95, seklinde alinmugtir [39]. Maliyet fonksiyonu,

Bt ua0] = [ (10)+ 10)+ S0 + Fasn) e,



28

seklinde tamimlansin. Burada w; ve wy karantina uygulanmasi veya izolasyonun saglanmasina
bagl agirlik sabitidir. Tiim u,(t), us(t) € U; fonksiyonlari icerisinde,

Jilug, up) = uﬂifelr] Ji[ug, ug),

esitligini saglayan uj = uj(t) ve uy = wu}(t) kontrol fonksiyonunu bulmaya calisalim. Es. 3.1

sisteminin optimal kontrol problemine ait Hamiltonian fonksiyonu,

H = H(S(t),St), I(t),1(t), R(t),ur(t), us(t)) = I(t) + I(t) + ﬂuf(t) + %ug(t)

2 2
+ A1(t) < —05—(1- ul(t))ﬂS(]Tﬂ)j) — S +nS+ /\)
0 (05 - 0= w2 sps)
0 (= uapr 2D D )
+ Aa(t) (a[ — A1 — Mi) + As(t) (af +~I — ,uR) ,

olur. Asagidaki teoremle H fonksiyonunu kullanarak optimalite kosullar elde edilecektir.
5.1.1.Teorem
wt = wi(t) ve uf = wuj(t) Bs. 3.1 probleminin optimal kontrolii ve S*, S*, I*, I* ve R* da

bu kontrole karsilik gelen ¢6ziim olsun. Bu durumda A; (), A2(%), A3(t), A4(t) ve A5(¢) adjoint
degiskenleri vardir; dyle ki,

O
= (w0 (- 25) Joute = )
+ ((1 —u(t)pst fvf I)) (As() = X (1)) + Aa(8)(0 + 1) = A (1),
e = 22
- ((1 - 1(t))6S(I ;;’)])> (As(t) = Au(t))
+(1 — up(£))B(I + pl) (N — %) (A2(t) = A3(t)) — A(t)n + Xa(t) (1 + 1),
, oH
At) = ——7
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1t (5 - ) (- wo)ss0u0 - )

(1= ua) S Oalt) — A3<t>>) b)) 5.0)
—Aa(t) o = As(t),
Ny = -2
= (B - ) (@ wssouo - xi)
(1~ ualt)BS(a(t) A3<t>>) MG+ 1) = (A,
Mo = -2

_ (U ;fb) <(1 — wi()BSCs(t) = M (1))
6

(1 — ua)BE () - w))) o

esitliklerini ve \;(T") = 0,i = 1,2,...,5 smur kosullarimt saglar. Ayrica Es. 3.1 probleminin

ut = ui(t) ve us = ul(t) optimal kontrol ¢oziimii,

(I +pl)

—/BST(M(U — A3(t))
ui(t) = min {maks {O, },0.95},
wh
TP 0,0y — 2af0)
us(t) = min {maks {O, }, 0.95},
Wa
bicimindedir.
Ispat

uy = ui(t) ve uy = wuj(t), Es. 3.1 probleminin optimal kontrolii olsun. Optimal kontroliin
varlig1 i¢in gerekli olan kosullar1 karakterize eden Pontryagin Maksimum Prensibini kullanacak
olursak, smir kogullart Ay (7)) = Xo(T') = A3(T) = M(T) = As(T") = 0 biciminde olacaktir.
Diger yandan,

8_H P _6_H P 8_H 8_H = 8_H (5.2)
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bicimindedir. Dolayisiyla adjoint sistem S*, S*, I*, I* ve R, uj, us a karsilik gelen ¢oziimleri

gostermek iizere Es. 5.1 sistemi elde edilir. v} = uj(t) ve uj = u3(¢)’nin H’yi minimize etmesi

gerektiginden,
OH B . S(I + pl) S(I + pl)
a_ul ul:u; —0 <~ wlul—f—)\l(t)/BT 3(75)6 N s
. S(I +pl S(I+pl
< wlulz—)\l(t)ﬁ—( Np> As(t)B ( Np ),
I+pl
—pstiteD = )~ Aa)
= UT = )
w1
OH ) . I+pI - S(I + pl
8_11,2 i =0 & Wally +)\2( )ﬁ ( ) r )\3(75)5 ( N ) = O,
. ~S(I+pl - S(I+pl
o ws = —t)p N“ WO Np )
A~ (I +pl
384D,
= U;— ’
wy
bulunur. Buradan
I I
—BS( +p >()\l_)\3)
ui(t) = min {maks {O },0.95},
wq
ve
s, )
us(t) = min {maks {O, },0.95},
wWa

elde edilir. Dolayisiyla teorem kanitlanmisg olur.

5.2. Optimal Kontrol Problemi IT

Optimal kontrol problemi II’nin amaci test hizini optimize etmektir. Test hiz1 Eg. 3.1 modelinin
icinde gizlidir. Test hiz1 olan 7’yi modelde agik¢a gorebilmek i¢in «v yerine 1) ve 6 yerine r(1—e¢)
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yazarak optimal kontrol problemi tanimlayacagiz. Olusan yeni sistem:

% = —r(l—e)S—ﬁS(‘TTﬂm—qutnéJr/\,

B a-gs- 2D s

W= pSRD | pSURPD oy 1, 53)
% = oI — A1 — pul

% = A+~ —puR

seklinde ifade edilir. Simdi test hizin1 optimize etmek icin devam edelim. Salgin durumunda
belli bir pozitif 7" zamanindaki hasta sayisin1 ve bu zamanina kadar yapilmasi gereken test

masraflarin1 minimize etmeyi amaglayan optimal kontrol stratejisini bulalim:

UQZ{’LLg(t) 0<U3(t) g 1, te [O,T]},
kontrol kiimesini ele alalim. Maliyet fonksiyonu,

~ w3 o

T
Tolus(t)] = / (1) + 1(6) + “ad)r,

0
verilsin. Burada wj test hizina bagh agirlik sabitidir. Tiim u3(t) € U, fonksiyonlart i¢erisinde,

Jao[uz] = Inin J [us],

esitligini saglayan u} = u}(t) kontrol fonksiyonunu bulmaya ¢alisalim. Es. 5.3 optimal kontrol
problemine ait Hamiltonian fonksiyonu,

H = H(S(t),5(t), I(t), [(t), R(t),us(t)) = I(t) + I(t) + % 200
—uz(t)(1 —€)S — 5%

us(B)(1 — )5 — g2 P (”p[)

S(I+p[)
N

+ A (t) —MS+n§+A)

+ Xa(t) (u+77)5’)

(8 3 ”*p”

7~ N 7 N -~/

— (uz(t)y + v + u)f)
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+ (1) (u3(t)w[ — A1 — Mi) + As(t) (»ﬁ +~I — ,uR) ,

olur. Asagidaki teoremle /{ fonksiyonunu kullanarak optimalite kosullar1 elde edilecektir.
5.2.1. Teorem

uj = u}(t) Es. 5.3 probleminin optimal kontrolii ve S*, S*, I*, I* ve R* da bu kontrole karsilik
gelen ¢oziim olsun. Bu durumda A (¢), Aa(t), A3(%), As(t), A5(t) adjoint degiskenleri vardir; oyle
ki,

N = -2
= (s ah (5= 3) ) Ou(0) = 2o + (3L ) 0ale) - )
Fuz () (1 = €)(Ai(t) = Aa(t)) + Ai(t)n,
, OH
)‘2(t) = = 95
= (55D 0t - () + B0+ D) (3 = ) 0= 2
=M1 (t)n + Ao (t) (1 + 1),
N = 2
= =1 (= ) (850u(0) — xa0) + B800l0) — (0 ) (5.4
MO0 7+ 1)~ Ml — A0,
, OH
Ay(t) = _E
_ s (% _4u ;f”) (BS(M(t) (1) + BSOu(t) — )\3(25)))
FA(E)(F + 1) — As(0)7,
N = o8
= (Y5 (800 = M) + B0 = Aalt)) + (.

esitlikleri ve X\;(T)) = 0, ¢ = 1,2,...,5 kosullarin1 saglar. Ayrica Es. 5.3 probleminin u} =

w3 (t) optimal kontrol ¢oziimii,

i (t) = min {maks {0, (1 = S (t) = Xa(t)) + PI(As(t) — Ma(?)) } 1}’

w3
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bi¢ciminde bulunur.

Ispat

u} = uji(t), Es. 5.3 probleminin optimal kontrolii olsun. Optimal kontroliin varlig1 i¢in gerekli
kosullar1 karakterize eden Pontryagin Maksimum Prensibini kullanacak olursa, sinir kosullar
M(T) = X(T) = A3(T) = M\(T) = A5(T") = 0 bigiminde olacaktir. Diger yandan,

0H X, = 0H \ 0OH OH N _oH (5.5)

)\/:__ 7 / v _Z /
! S’ 9s’ ? or’ o ° OR’

>~
<<

bicimindedir. Dolayisiyla adjoint sistem S*, 8% I* I* ve R*, uz’e karsihk gelen ¢oziimleri
gostermek iizere Eg. 5.4 sistemi elde edilir w§ = wi(¢)’nin H’yi minimize etmesi
gerektiginden,

& wyug(t) = (1= €)S(A(t) = Aa(t)) + I (As(t) — Aa(t)),

& us(t) = (1= e)S(t) - A2(2) +YI(As(t) — /\4(15))’

bulunur. Buradan

Wi(t) = min {maks {0’ (1 —€)S(M(t) = X)) + P I(As(t) — M) } 1}’

w3

elde edilir. Dolayisiyla teorem kanitlanmisg olur.
5.3. Optimal Kontrol Problemi I1I

Simdi salgin durumunda [0, 7] zaman diliminde optimum test hizin1 bulmay1, gereken karantina

ve izolasyonu minimize etmeyi amaglayan bir optimal kontrol stratejisi bulalim:
U3 = {Ul(t),U,Q(t),U,g(t) :0 < U,l(t),UQ(t) < 095,0 < Ug(t) < 1 te [07T]},

kontrol kiimesini ele alalim. Maliyet fonksiyonu
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Wy o w22 w32

Jg[ul(t,UQ(t),u3(t))]:/0 (1) + 1(0) + S+ 2203 + S,

seklinde verilsin. Tum w (t), u2(t), us(t) € Us fonksiyonlar igersinde,

Ja3luy, uy, ui] = min  Js[ug, ug, us),
uy,u2,u3
esitligini saglayan uj = wui(t),us = wud(t) veul = wui(t) kontrol fonksiyonunu bulmaya

caligalim. Es. 5.3 optimal kontrol problemine ait Hamiltonian fonksiyonu,

H = H(S(t),5(1), 1(t), (t),R(t),m(t),w(t),m(t))
= I(t) + () + Sai(t) + S3(0) + S ()
+ \i (1) ( —us()(1 — €)S — (1 — ul(th([T“j) — S +nS + /\)
a0 (w01 - 98— (1~ w2 s
20 (0 =82 4 (1)) v+ 1)
+ () <u3(t)¢] — Al — uf) + st )(ﬂ +~I — uR),

olur. Asagidaki teoremle / fonksiyonunu kullanarak optimalite kosullar1 elde edilecektir.
5.3.1. Teorem
wh = wi(t), ub = ui(t) ve uf = ui(t) Es. 5.3 probleminin optimal kontrolii ve S*, S*, I*, I* ve

R* da bu kontrole karsilik gelen ¢6ziim olsun. Bu durumda 8yle Ay (), A2 (), As(t), Aa(t), As(t)

adjoint degiskenleri vardir; dyle ki,

N = 2%
= (= e+ o) (55 = 355 ) JOu(0) = 2o + Mo
#(0 - wo)ast +p”) (alt) = Aa®)) + us(®)(1 — ) (6) — Xalt))
N = -2

(5.6)
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= (- wss ) ouo - 2w
(1= wa(t)B(T + pl) (% - Ni) Oalt) = Aa() — Al + dalt)(u + 1),
N = 20 5.7

— -1 (5 - ) (@ s - wo)

(1= ua(t)BSnlt) - A3<t>>) T alt)(us(B) 4+ + 1)
=M (t)us(t) — As(t)7,
_oH

ol

- ez ol ) (- wossoun - x)

Xi(t) =

(1 — ua(8)BS(alt) — A3<t>>) MG + 1) = ()

, OH
As(t) = R

= (U jvff)> ((1 — w1 ()BS(As(t) — M (1))

(1= us(t) B (t) - w») o

esitlikleri ve \;(T) = 0, ¢ = 1,2,...,5 kosullarin1 saglar. Ayrica Es. 5.3 icin u} = uj(?),

ul = ub(t), us = uji(t) fonksiyonlari,

(I +pl)

—BS— (>\1—)\3)}’0'95}’
w1y

ui(t) = min {maks {O,

A

(I }LVPI) (g — o) }’0.95}’

—BS

us(t) = min {maks {0,

A {maks {0, (1= SO (1) = dalt)) + ST a(t) = Ma(8)) } 1}’

w3

bicimindedir.
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Ispat

uy = ui(t), uy = ui(t) ve ui = ui(t) Es. 5.3 probleminin optimal kontrolii olsun. Optimal
kontroliin varlig1 i¢in gerekli olan kosullar1 karakterize eden Pontryagin Maksimum Prensibini
kullanacak olursak, siir kogullart A\ (T) = Ao(T) A3(T) = M\(T) = As5(T) = 0 biciminde

olacaktir. Diger yandan,

bicimindedir. Dolayisiyla adjoint sistem S, S*, I*, I* ve R*, uj, us’ye karsilik gelen ¢oziimleri
gostermek iizere Es. 5.7 sistemi elde edilir. v} = uj(t), uj = ub(t) ve u§ = ui(t)’nin H’yi

minimize etmesi gerektiginden,

OH S(I + pl S(I +pl
& wu; = _)\1<t)55(];\;p]> As(t)ﬁs(l;pj),
(L +pl)
7 —B9 (Al—A3)7
w1y
OH - S(I 4 pl ~S(I 4 pl
9, s =0 & wous+ \a(t)B ( ;p ) _ A3(t)3 ( ;p ) 0,
o g = x2S PD,
5D 5, )
& up= ,
w1
OH
ous | =0 & wsuz(t) — M) (1 —€)S + Xa(t)(1 —€)S — A3()] + M ()T = 0,
& wyuz(t) = (1 —€)S(Ai(t) — Aa(t)) +PI(As(t) — Aa(t)),
o uylt) = (1 —€)SA1(t) — Xa(t)) + DI A3(t) — M\a(2))

w3

bulunur. Buradan
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A

P )
ui(t) = min {maks {0, Nw },0.95},
1
psUERD G,y
w}(t) = min {maks {0, Nw },0.95},
2

(1 —€)S(A(t) — Aa(t)) + PI(A3(t) — Aa(?t)) }7 1}’

w3

u3(t) = min {maks {0,

elde edilir. Dolayisiyla teorem kanitlanmisg olur.

Bir sonraki boliimde olusturdugumuz model ve optimal kontrol problemi i¢in sayisal sonuclar
ile devam edecegiz.
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6. SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimiin birinci kisminda, 6énerdigimiz matematiksel modelin sayisal sonuglarini verecegiz
ve biyolojik olarak yorumlayacagiz. Bunun icin Onerdigimiz matematiksel modelin Euler,
ikinci mertebeden Runge Kutta ve dordiincii mertebeden Runge Kutta yontemlerini kullanarak
MATLAB programi yardimiyla ¢odzece8iz. Bu boliimiin ikinci kisminda olusturdugumuz

optimal kontrol problemi i¢in sayisal sonuglar verecegiz.

Yapilan tiim niimerik ¢oziimlemeleri MATLAB programinda bulunan ODE (ode45) paketi ile
kargilastiracagiz. Bu calismada Cristiana J. Silva’nin “Numerical Optimal Control of HIV
Transmission in Octave/MATLAB” makalesindeki MATLAB kodundan faydalanilmistir [40].
Oncelikle olarak Euler, Runge Kutta2 ve Runge Kutta 4 yontemlerini agiklayalim.

Euler Yontemi: Bu metot Runge-Kutta metotlarinin en basit olanidir. Euler yontemi, 1.

basamaktan Taylor yontemi olup,

u = f(t,u), (6.1)
U(to) = U, (62)

baglangi¢ deger problemi igin,

Up4+1 = Up + hf(tna un); (63)

n=20,1,2,...i¢in denklemi kullanilir [41].

Runge Kutta Yontemi: 1’inci mertebe Runge Kutta metodu i¢i Es. 6.3 iin genel formunda

yazilabilir:
Unt1 = Up + &(Un, Vp, h)h. (6.4)
Burada

(b(un, Un, h) = a1k1 + Clg]i]g + ...+ aiki,
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a;’lar sabittir, k;’ler ise asagidaki gibidir.

kl = f(um Un)v
ke = f(un + pih, v, + quik1h),
ks = f(un + p2h, v, + qaik1h + gazkah),

ki = f(un+pic1h, vy + i11kih + gic12koh + ...+ qim1i-1ki—1h).

Burada p ve ¢’lar sabittir [41].

« Ikinci Dereceden Runge Kutta
Es. 6.4’1n ikinci dereceden versiyonu n = 0,1, 2, ... i¢in,
ki = flun,vn),
ky = f(un + pih,vaquikih),
Upt1 = Uy + (a1ky + agks)h,
seklindedir.
* Dordiincii Dereceden Runge Kutta

Es. 6.4’in dordiincii dereceden versiyonun = 0,1, 2, ... i¢in,
ko= flun, va),

1 1
k:2 = f(un + §h7vn + §k1h)7

1 1
ks = f(u, + §h, Up, + Eth)u
k4 == f(un + ha Up, + k3h)7

1
Un+1 = Up -+ é(kl + 2]€2 -+ 2]€3 + k’4)h,
seklindedir [41].

6.1. Kusurlu Testlerle Bulasic1 Hastalik Modelinin Sayisal Sonuclar:

Bu kisimda Es. 3.1 sistemi i¢in sayisal sonuglar elde edecegiz. Zaman aralig1 olarak 7" = 0’dan
T = 10’a kadar siiren 10 yillik bir siire¢ kullamilmugtir. Literatiirdeki ¢alismalara dayanarak
parametre degerleri icin biyolojik olarak anlamli degerler secilmistir ve parametre degerleri
Cizelge 6.1°de verilmistir [24]. S(0) = 1000000, 5”(0) = 100, 1(0) = 50000, f(()) = 1000 ve
R(0) = 10 baslangi¢ kosullart dikkate alinmugtir.
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Parametreler Aciklama Degerleri
Ié] S Durumunda hastalig1 bulastirma hizi 5
3 S Durumunda hastalig1 bulastirma hiz1 (0.5).p8
y I Durumunda iyilesme hizi 0.29
A I Durumunda lyilesme hizi 0.5
7 Oliim hiz1 1/70
n S Durumundan S durumuna geri doniis hizi 0.9
a=ry I Durumuna girme hizi 0.2188
0=r(l—e) S Durumuna girme hizi 0.0125
P Enfekte kisilerin kendini koruma hizi 0.5
A Popiilasyona katilim hizi 10000
r Test hiz1 0.25
€ Test 6zgiinliigii 0.95
(0 Test hassasiyeti 0.875

Cizelge 6.1. Parametre degerleri

5
10 219 . . . .

—nded5

— Euler
m— R 2 ]

RK4

E— o
4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.1. S(t) i¢in ode45, Euler, Runge Kutta 2 ve Runge Kutta 4 sonuglarinin karsilastirilmasi
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5000 T . . .
—o0de45
Euler
4000 1 m— RK2 4
— RK4
3000 .
=
o)
2000 r N
1000 -
0 1 S 1 1
0 i 4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.2. g(t) icin ode43, Euler, Runge Kutta 2 ve Runge Kutta 4 sonuglarinin karsilagtirilmasi

% 10°

t- zaman (yil)

Sekil 6.3. I(t) i¢in ode45, Euler, Runge Kutta 2 ve Runge Kutta 4 sonuglarinin kargilagtirilmasi
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4
18 219 . . . .

—o0de45
Euler
m— RK2
m—— RK4

16

14

12

10

()

t- zaman (yil)

Sekil 6.4. I (t) icin ode45, Euler, Runge Kutta 2 ve Runge Kutta 4 sonuglarinin kargilagtirilmasi

%10°

—o0de45
Euler
m— RK2
m— RK4

10

t- zaman (yil)

Sekil 6.5. R(t) i¢in ode45, Euler, Runge Kutta 2 ve Runge Kutta 4 sonuglarinin karsilastirilmasi
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Grafiklere bakildiginda Sekil 6.3’te enfekte birey sayisinin bir anda yiikseldigini, bir noktada
zirve yaptigim ve sonrasinda azaldifini goriiyoruz. Sekil 6.4’te ise testi pozitif sonu¢ veren
enfekte bireylerin sayisinda hizla bir artig oldugunu, bir noktada zirve yaptigin1 ve daha

sonrasinda giderek azaldigini goriiyoruz.

Sekil 6.1 ve Sekil 6.2°deki hasssas bireylerdeki azalisin sebebi saglikli bireylerin ¢ok hizli bir
sekilde enfekte oldugunu, hastaliga maruz kaldigindan dolay1 azaligin1 gosterir. Sekil 6.5 ise
iyilesen bireylerin zaman icinde arttigin1 enfekte bireylerin zamanla iyilestigi sonucuna ulagiriz.

Bu sonuglara dayanarak bir salginin oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi ise, elde ettigimiz sonuglarin MATLAB programinda bulunan ode45’e gore tutarliligini
inceliyoruz. Grafiklere bakildiginda bu niimerik sonuclardan elde edildigi iizere daha uzak
sonug veren Euler yontemidir. Yine niimerik sonuglardan elde edildigi tizere Runge Kutta 4 ile
ode45 tutarl1 bir sonu¢ vermektedir. Bu da Runge Kutta 4 yonteminin daha iyi bir sonug verdigi
anlamina gelir. Bu yiizden bir sonraki boliimde optimal kontrol problemi icin Runge Kutta 4

yontemi uygulanmistir.

Ry degeri, Cizelge 6.1°deki degerlere gore hesaplandiginda 17y = 11.5145 olarak bulunur. Ry >
1 oldugundan, enfekte bir bireyin ortalama 11 kisiyi enfekte edecegi anlamina gelir. Bu durumda
salgin olur. Parametre degerleri ile Ry’1n ¢, € ve r’ye gore kismi tiirevlerini hesaplayalim:

OyRo(v,e,7) = —3.1958 <0,
0.Ro(V,e,7) = 1.5425 > 0,
O, Ro(tb,e,r) = —11.4939 < 0.

Test hiz1 (r) ile test hassasiyetinin (¢) artmasi Ry’1 disiirtir. Test 6zgiinligii (e) arttikga, Ry

artar.

6.2. Optimal Kontrol Problemlerinin Sayisal Sonuclari

Optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii Forward-Backward-Sweep metodu ile yapildi
[35]. Bu metodun adimlar1 su sekildedir.

1. [0, 7] araliginda u*(¢) optimal kontrolii i¢in bir tahmin yapalir.
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2. 2(0) = zo = (5,5, 1,1, R) baslangic kosulu ve  kullanilarak sistem ileri yonde ¢oziiliir.

3. MT) = (M(T), M\ (T), A3(T), \a(T), A5(T')) = (0,0,0,0,0) sinur kosullart kullanilarak
adjoint sistem ¢ = 7”den T' = 0’a dogru geri yonde ¢oziiliir.

4. 2. ve 3. adim sonunda bulunan x = (S, S.I.1, R) ve A = (A1, Ay, A3, Ay, A5) degerleri ile
u(t) giincellenir.

5. Yakinsaklik kontrol edilir. Yakimsaklik i¢in z; = 0 || z; || — || ()i — 2 ||, w; = 9 ||
wj || =1 (uora); —wj [[ve i = 0 | A | = || (Aata)i = A [l = 1,2,3,4,5,j = 1,2,3
min(z;, A;, u;) > 0 kosulunun saglanmasi gereklidir. Aksi taktirde 2. adima geri doniliir
[35].

Bu boliimde, Es. 3.1 modeli icin optimal kontrol stratejilerinin niimerik ¢oziimlemelerinin
sonuglarini sunuyoruz. Optimal kontrol problemlerinde Runge Kutta 4 metodu kullanilmigtir.
Bu kisimda optimal kontrol uygulamadan 6nce ve optimal kontrol uygulandiktan sonraki
durumlar karsilastirilmistir.

6.2.1. Optimal kontrol problemi I

S(0) = 1000000, 5’(0) = 100, 1(0) = 50000, f(O) = 1000 ve R(0) = 10 baslangi¢c kosullari
dikkate alinmigtir. Optimal kontrol uygulamadan 6nceki ¢oziimler uy(t) = us(t) = 0 seklinde
ve mavi kesikli ¢izgiler ile gosterilmistir. Optimal kontrol uyguladigimiz ¢oziimler ise kirmizi
cizgiler ile gosterilmigtir.

5
10 x 10 . | | |
\
\
g = —u,()=u,()=0
‘l === Optimal Kontrol
1
6 | i
= |
1771 1
1
4 1
\
1
2r 1 i
\
\
\ —
0 e e e e e e e e e o ————— —
0 2 4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.6. S(t) igin optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamig problemlerin karsilagtirilmasi
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14000

- =u,(t)=u,(t)=0

12000
== Optimal Kontrol

10000

8000

——

St

6000

4000

2000

6 8
t- zaman (yil)

Sekil 6.7. S (t) icin optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamig problemlerin karsilagtirilmasi

; x10°
N\
| Y = =u,(t)=u,(t)=0
6 : ‘\ === Optimal Kontrol
I \
Sro \ T
I \
- \ i
,...4 I \
= 1 \
L \ 4
311 \
! \
| N\
2r N _
! N
I ~ <
1H ~ T
S - -
0 . . . ———
0 2 4 6 8 10
t- zaman (yil)

Sekil 6.8. I(t) i¢in optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamis problemlerin kargilagtiriimasi
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14

12

10

)

x10*
T , ] \ T T T
7/ _ _
| ! \ = =u,(t)=u,(t)=0
! h === Optimal Kontrol
f \
L \ _
! \
! \
L ; . |
\
- " \ 4
\
N
= \ -
N
I S
L f e i
| SN
! ™~
- |
/
2 4 6 8 10

t- zaman (yil)
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Sekil 6.9. I (t) i¢in optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamis problemlerin karsilagtirilmasi

10

Sekil 6.10.

%107

-

—

— -
-

= =u,(t)=u,(t)=0
7’ === (Jptimal Kontrol

R(t)

icin  optimal

kargilastirilmast

t- zaman (yil)

kontrol uygulanmis

veE

uygulanmamig

problemlerin
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047

u1{t} Kontrol

0.2

Sekil 6.11. u, (¢) fonksiyonu

4 6
t- zaman (yil)

0.3

0.25

0.15

u2(t) Kontrol

0.05

Sekil 6.12. uy(t) fonksiyonu

4 6
t- zaman (yil)

10
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Optimal kontrol problemi tamimlarken amacimiz toplam hasta birey sayisini azaltmay:
amaclamaktir. Uyguladigimiz karantina veya izolasyon sonucunda olusan grafikler yukardaki
gibidir. Sekil 6.8 ve Sekil 6.9°daki grafiklerden goriiyoruz ki hasta birey sayisi olan I(t) ve I(t)
azalis gostermistir. Sekil 6.6 ve Sekil 6.7°de hasta birey sayisinin azalmasi ile hassas birey
sayisinda bir artig gozlemlenmektedir. Sekil 6.10°da hastalanan birey sayisi1 azalinca iyilesen
birey sayisimin azaldigi goriliir. Uyguladiimiz optimal kontrol problemi diizgiin sonug

vermistir.

uq(t) fonksiyonu saglikli bireyler ile enfekte bireylerin temasini azaltmaya yoneliktir. Sekil
6.11°de goriildigii iizere yaklasik 10 yil boyunca karantina veya izolasyon uygulanmasi
anlamina gelir. Bu durumda da ¢ok ciddi bir salgin oldugu gozlemlenebilir. Zaman gectikge
kontrol altina alinmasi gii¢ olacaktir. Boylece karantina veya izolasyonun ¢ok ciddi bir sekilde
uygulanmasi gereklidir.

uo(t) fonksiyonu saglikli olup test sonucu pozitif olarak degerlendirilen bireylerin enfekte
bireyler ile temasini azaltmaya yoneliktir. Sekil 6.12’den goriildiigii tizere bu bireylere daha az
karantina veya izolasyon uygulanabilir. Buradaki bireyler enfekte degiller; fakat, bu kendilerini

enfekte bireylerden daha iyi koruduklar1 anlamina gelir.

6.2.2. Optimal kontrol problemi II

Degerler Cizelge Es. 6.1'ye gore alinmustir. S(0) = 1000, S(0) = 0, I(0) = 1, I(0) = 1 ve
R(0) = 0 baglangi¢ kosullar1 dikkate alinmigtir. Cizelge 6.1’den farkli olarak » = 0.0009
secilmistir. Optimal kontrol uygulamadan onceki ¢oziimler u3(t) = 0 seklinde ve mavi kesikli
cizgiler ile gosterilmistir. Optimal kontrol uyguladigimiz c¢oziimler ise kirmizi cizgiler ile
gosterilmistir. Buradaki Ry degeri 16.4017°dir. Toplam niifus 1002 olarak alinmistir. Bu niifusta
toplam 2 enfekte birey varsa hastalik artacaktir.

Bu boliimde test hizi optimize edilmistir. Buradaki asil hedefimiz toplam enfekte birey sayisim

ve test yapma maliyetini en aza indirgemektir.
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12000 . . . .
- =Uu,(t)=0
=== Optimal Kontrol

10000

8000 r

6000

S(t)

4000

2000 7

U Il i i Il
0 2 4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.13. S(t) icin optimal kontrol uygulanmis ve uygulanmamis problemlerin

karsilastirilmasi

90 T T
- —u,(t)=0

=== Optimal Kontrol

80

70

()]
o
T

fn

-
o
T

U — — p— o —

0 2 4 6 8 10
t- zaman (yil)

Sekil 6.14. S (t) icin optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamig problemlerin
kargilastirilmast
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,
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!
!
=15} / ]
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17 _
0.5 8
O 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.15. I(t) icin optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamis

karsilastirilmasti

10000 . . . .
8000
6000 |

= - =ugt)

- === Optimal Kontrol
4000 .
2000 1

0 — — e —
0 2 4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.16. I (t) icin optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamisg

karsilastirilmast
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problemlerin

problemlerin
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%104

- —u,(t)=0

=== Optimal Kontrol

t- zaman (yil)

Sekil 6.17. R(t) i¢in optimal kontrol uygulanmig ve uygulanmamis problemlerin

karsilastirilmasi
5 2100 . . . ——
- - -
251 ]
o
ol - —u,(t)=0

=== Optimal Kontrol

U 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

t- zaman (yil)

Sekil 6.18. I(t) + I(t) icin optimal kontrol uygulanmug ve uygulanmamis problemlerin
kargilastirilmast
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0.45 . . . .

0.4r

0.35

0.25

0.2

u,4(t) Kontrol

0.15

0.05

t- zaman (yil)

Sekil 6.19. u3(t) fonksiyonu

ug(t) fonksiyonu test hizin1 optimize etmeyi amaclar. Bir topluluga smirli sayida test
uygulandigindan r» = 0.0009 secilmistir. Bu kontrol probleminin sonucunda amagladigimiz gibi
Sekil 6.18’de toplam enfekte birey sayisinda azalma goriilmiistiir. Ek olarak bu sonuca
ulasilmasi icin gereken test hizi da Sekil 6.19°da verilmistir. Zaman icerisinde test hizinin
artmas1 gerekmektedir. Yeterince test yapildiktan sonra test hizinin azaltilabilecegi sonucuna
varmig bulunmaktayiz. Cok sayida test uygulanirsa enfekte olan bireylerin pozitif sonug
vermesi yiiksek olacagindan, bu artis Sekil 6.16’da gozlenmistir. Sekil 6.13 ve Sekil 6.14°te
hassas bireylerde artis oldugu gdzlemlenmistir.

6.2.3. Optimal kontrol problemi I1I

Degerler Cizelge Es. 6.1'ye gore almmustir. S(0) = 1000000, S(0) = 100, 7(0) = 50000,
1(0) = 1000 ve R(0) = 10 baglangic kosullar1 dikkate alinmustir. Optimal kontrol uygulamadan
onceki ¢oziimler uy (t) = us(t) = us(t) = 0 seklinde ve mavi kesikli ¢izgiler ile gosterilmistir.
Optimal kontrol uyguladigimiz ¢oziimler ise kirmizi ¢izgiler ile gosterilmistir. Burada wu4(t),
us(t) ve uz(t) fonksiyonlarini ayn1 anda hesapliyoruz. Bu da karantina/izolasyon ile birlikte test

hizini optimize etmeyi amacliyoruz.
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5
10 =10 . | . .
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Bu kisimda karantina/izolasyon ve test hiz1 sonucunda olusan grafikler yukardaki gibidir. Sekil
6.20 ve Sekil 6.21°de hassas bireylerin sayisinda hizli bir gekilde artis oldugu goriiliir. Sekil
6.22 ve Sekil 6.23’te enfekte bireylere karantina/izolasyon ile birlikte toplumsal test
uygulanmasi sonucunda enfekte birey sayist daha kisa siirede azalmistir. Sekil 6.25°te saglikli
bireyler ile enfekte bireylerin temasimi azaltmaya yoOnelik bir strateji uygulanmistir. Buradaki
bireylere yaklagik 10 yil boyunca karantina/izolasyon uygulanmasi gerekmektedir. Sekil
6.26’da saglikli olup test sonucu pozitif olarak degerlendirilen bireyler ile enfekte bireylerin
temasini azaltmaya yonelik bir strateji uygulanmistir. Grafikte goriiyoruz ki bu bireylere daha
az karantina/izolasyon uygulanabilir. Sekil 6.27°de test hizi optimize edilmistir. Buradaki
grafikte test hizim yaklasik 1 yi1l kadar fazla sayida uygulamak yeterlidir. Yeterince test

yapildiktan sonra test hiz1 zaman igerisinde azaltilabilecegi sonucuna ulasiriz.

[k zamanlarda ¢ok sayida test yapmak yeterlidir. Bireyler bu donemde kendilerini karantinaya
aldiklar1 igin testi azaltmak bir sorun tegkil etmez. Dolayisiyla saglikli bireyler ile enfekte

bireylerin temasini engellemek bulagici hastaliklar i¢in cok dnemlidir.

Simdi optimal kontrol problemi ile ilgili bir karsilastirma yapalim. Baslangi¢c kosullari
S(0) = 1000000, S(O) = 100, 1(0) = 50000, f(O) = 1000, R(0) = 10 ve Cizelge 6.1°deki
parametre degerleri kullanilarak i, Js, J; fonksiyonlarinin degerleri hesaplanmistir. Bu
degerler J; = 3.2264e + 05, J, = 2.5333e + 06 ve J3 = 2.8691e + 05’dir. Bu hesaplamalar
sonucunda fonksiyonlar arasinda soyle bir iliski gozlemlenmistir:

Jz < J1 < Js.

Burada wu;(t), wus(t) ve ws(t) stratejilerinin aym anda uygulanmast Js3’e denk gelir.
Karantina/izolasyon ve testin ayni anda optimize edilmesi, J’nin en kiiciik degerinin
bulunmasini saglar. Daha sonraki en iyi strateji u(t) ve uq(t) fonksiyonlarini uygulamaktir
(J1). Bu uygulama sadece karantina/izolasyonun uygulanmasi anlamindadir. O halde iig
fonksiyonun birlikte uygulanmasi, yalnizca karantina/izolasyon uygulanmasindan daha iyi bir
sonug¢ vermektedir. Sadece test hizi optimize edilir ve karantina/izolasyon uygulanmaz (.J,) ise
J’nin en biiyilkk degeri elde edilir. Dolayisiyla karantina/izolasyonun uygulanmasi

kag¢inilmazdir.
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7.SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada bir salgin hastalik i¢in kusurlu testlerin etkisi goz Oniine alinarak ve literatiirdeki
bir ¢alismadan yola ¢ikarak matematiksel model olusturulmustur. Bu modelin denge noktalari
elde edilmis olup kararlilik analizi incelenmistir. Ardindan salginin yayilimini engellemek
amaci ile ii¢ tane optimal kontrol problemi olusturulmustur. Bu optimal kontrol problemlerinin
birincisinde karantina/izolasyon, ikincisinde test hizi ve li¢iinciisiinde karantina/izolasyon ile
birlikte test hizi optimize edilmistir. Optimal kontrol problemlerinde Hamilton fonksiyonu

kullanarak Pontryagin Maksimum Prensibi vasitasi ile problemin ¢6ziimii elde edilmistir.

Optimal kontrol problemi yardimiyla enfekte bireyler ile hassas bireyler arasindaki temasi
engellemek ve karantina/izolasyonun uygulanmasinin salgin hastaliklar i¢in biiyiik olciide
onemli oldugu sonucuna varilmistir. Omegin; COVID-19°da maske kullanimi, sosyal mesafe,
izolasyon, karantina, seyahat kisitlanmalari, online egitim gibi nedenler bu sebeple uygulamaya
konulmustur. Dolayisiyla ileriki ¢alismalarda bu tiir kontrol stratejileri genisletilerek farkli
optimal kontrol problemleri olusturulabilir ve salginla miicadele stratejileri gelistirilebilir. Bu
calismada elde edilen grafikler sonucunda 10 yillik karantina uygulanmasi gerekidir. Bu
sonuclar gercek¢i olmayabilir; fakat, bu calisma gercek veri yardimiyla elde edilen parametre
degerlerinin kullanilmas1 ve farkli kontrol stratejileri (asilama gibi) ile farkli salginlara
uygulanabilir.
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