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OZET

SANAL EGRILER UZERINE

Cakmakoglu, Berrin
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Bahaddin Biikcii
Nisan 2022, vi 4+ 57 sayfa

Bu yiiksek lisans tezi dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girisigin
ayrilmigtir. Egrilerin ve sanal egrilerin tarihgesinden bahsedilmigtir. Sanal egrilerin
tanimlanmasi i¢cin kompleks degiskenlere yer verilmesi gerektiginden, minimal ytizeylerin
kompleks egrilerin i¢inde yer aldigindan ve izotropik olduklarindan séz edilmistir.
Ikinci boliimde litaratiir 6zetlenmis, temel kavramlara yer verilmistir. Uctincii boliimde
sanal elemanlarla ilgili tanim ve teoremlere yer verilmigtir. Sanal nokta, sonsuzda
sanal nokta, gercel uzayda sanal diizlem, sanal noktadan gegen tek dogru, Eslenik
iki dogruyu birlegtiren gercel dogru, eslenik sanal dogrular, gercel uzayda sanal
diizlem agiklanmigtir. E. Cartan saylik tigytizliisii incelenmistir. Dordiincii boliimde
ilk olarak sanal egri tammlanmis bu egrinin yalmzca yalmz ds? = 0 halinde bir
izotrop egri olabilecegi gosterilmistir. ds? = 0 esitliginden yararlamilarak diizlemde
minimal egriler, sanal diizlemde minimal egriler, kiiresel minimal egriler, uzayda
minimal egriler agiklanmig. Uzayda minimal egrilerin belirlenmesi alaninda caligma
yapilmigtir. Minimal egrilerde bazi diferansiyel invaryantlar ve psodo-yaylar incelenmis,
minimal egrilerin yer vektoriintin gesitli mertebeden tiirevleri arasindaki iligkiler

incelenmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Sanal Elemanlar, Sanal Egriler.



ABSTRACT

IMAGINARY CURVES

Cakmakoglu, Berrin
Master’s Thesis, Department Of Mathematics
Advisor: Prof.Dr. Bahaddin Biikcii
April 2022, vi + 57 pages

This master thesis consists of four main parts. The first part consists of the
introduction. In the introduction, the history of curves and virtual curves is mentioned.
For a better understanding of the subject, it is mentioned that minimal surfaces
belong to complex curves and that they are isotropic. The second part is reserved
for the history of the literature and in this part, the basic concepts are explained. In
the third chapter, definitions and theorems about imaginary elements are given. In
the third chapter, the imaginary point, the imaginary point at infinity, the imaginary
plane in real space, the single line passing through the imaginary point, the conjugate
real line connecting two lines, the conjugate imaginary lines, and the imaginary plane
in real space are explained. In addition, E. Cartan cyclic trihedron was examined. In
the fourth chapter, the virtual curve is first defined and it is shown that this curve
can be an isotropic curve only if ds* = 0. Using the equation ds?* = 0, minimal
curves in the plane, minimal curves in the virtual plane, spherical minimal curves,
and minimal curves in space are explained. Much work has been done in the field
of the determination of minimal curves in space. Some differential invariants and
pseudo arcs in minimal curves are investigated, and relations between derivatives of

a different order of the location vector of minimal curves are investigated..

KEYWORDS: Imaginary Component, Imaginary Curves.
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SIMGE ve KISALTMALAR

Simge

R : Reel sayilarin ctimlesi

N : Dogal sayilarin ctimlesi

C : Kompleks sayilarin ctimlesi
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1. GIRIS

Etrafimiza baktigimizda dogrulardan daha ok egrilerle karsilagiriz. Matematik ile
ilgilenen kisiler yillar boyu egrilere farkhh aciklamalar getirmeye calismislardir. Ilk
olarak YunanlllarIn inceledigi egrilere giintimiizde klasik egriler denmigtir. Klasik
egrilerden bahsedilince ilk akla gelen elbette konik kesitler oluyor. Daha 6nceden
konu ile ilgili calismalar oldugu bilinse de, M.O 3. yiizyilda Apollonius, dik dairesel
bir koni ile diizlemi kesistirerek farkli egriler tanimlamigtir. Bu konik kesitlerden
elips, parabol ve hiperbol olugsmustur. Egrilerin diger bir ¢esidi de elipstir. Elipsin
glinliik hayatta karsimiza ¢iktig1 yerlerden birisi gezegenler arasi yoriingelerdir. Kepler
Yasasindan bildigmiz gibi gezegenler eliptik yoriingelerde dolanirlar. FElipsin bir
odagindan ¢ikan 1gmn (hangi agiyla giktigr fark etmez) elipse dokunup yansidiktan
sonra diger odaktan gecer. Bu 6zelligin kullanildig: yerlerden birisi bobrek taglarininn
kirilmasidir. Tasarlanan bir alet yardimai ile, birinci odaktan ¢ikan ultrasonik dalgalar,
hastanan bobrek taglarina denk gelecek sekilde yerlestirilen ikinci odaga ulagip taglar

kirar.

E. Cartan sanal egrilerden ilk bahseden kigidir ve sanal egrileri tanimlamak icin
kompleks degiskenlerden yararlanmistir. Ayrica sanal egriler Ferruh Semin tarafindan
ayrintil bir gekilde ¢aligilmigtir. S. Yilmaz'in "Contributions to diferential geometrtry
of isotropic curves in the complex space' adli makalesinde C* kompleks uzaymnda
izotropik egriler ve izotropik slant helislerle ilgili caligmalara yer verilmistir. Biz bu
galigmada sanal elemanlar ve sanal egriler kavramlarini anlatmaya gahistik. (Tahtiksan,

2014)

Minimal yiizeyler teorisi 19. yy’da gelistirilmistir. Minimal yiizeyler C3de kompleks
egrilerin i¢inde ye alir ve izotropiklerdir.
Sanal elemanlar ve sanal egriler minimal ytlizeylerde tanimlanan kavramlardir. Biz

bu caligmada sanal elemanlarin ve sanal egrilerin matematiksel yapilarini inceledik.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda daha sonraki boliimlere hazirlik olmasi igin gerekli goriilen temel tanim,
kavram ve yardimci teoremlere yer verilmigtir.

Tanim

E egri yayimn bir N(t) noktasindaki tegetinden ve N(t) ye yakin bir Ny (¢ + At)
noktasindan gegen diizlemini N; in N ye yaklagmasi halinde, varsa limit durumuna:
E egri yaymin N(t) noktasindaki oskiilator dizlemi denir. (Semin, 1983).

Tanim

I, R nin bir acik aralik olmak tizere, o : I — E™™ C°° smifindan bir « doniisiimiine
E™! uzay icinde bir egri denir. (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim

k,, (p = 1, 2, 3) birim vektorlii bir eksen sistemi Oz, olsun. Bu {i¢ eksenin aym
bir diizleme paralel bulunmadiklarini, yani (ky, ks, k3) # 0 oldugunu kabul ediyoruz.
Buna gore, z, koordinatlaridan en azindan birisi kompleks olan bir N(z,) noktasina
sanal nokta denir. (Semin, 1983).

Tanmm

Uzayda bir dogruyu tamimlamaya yarayan iki diizlemden hi¢ olmazsa birisi sanalsa
bu dogruya da sanal dogru denilir.(Semin, 1983).

Tanim

Gergel yada sanal bir diizlemin umbilikal ile ortak noktalarina, bir diizlemin saylik
noktalar1 denir.(§emin, 1983).

Tanim

Herhangi iki noktasi arasindaki uzaklarin karesi sifira esit olan bir egriye izotrop ya
da minimal egri denir. (Semin, 1983).

Tanim

Reel sayilar cismi ve V' vektor uzay1 olmak tizere, V' de bir

(,):VxV =R



Yv,w € Vicn

(U’w) — <7> ((U’w)) = <U>w> €ER

i¢ garpim fonksiyonu tanimlanabilirse, V' vektor uzayina i¢ carpim uzay denir.(Hacisalihoglu,

1980).



3. SANAL ELEMANLAR
Bu boliimde tez ¢calismamizin 6ncii konusu olan sanal elemanlarla ilgili temel tanimalar

ve baz1 agiklamalar yapilmigtir.

3.1. Sanal Nokta

k,, (p = 1, 2, 3) birim vektorlii bir eksen sistemi Oz, olsun. Bu i¢ eksenin
ayni bir diizleme paralel bulunmadiklarini, yani (kg, ko, ks) # 0 oldugunu kabul
ediyoruz. Buna gore, z, koordinatlarindan en azindan birisi kompleks olan bir
N(z,) noktasma sanal nokta denir.(Tahtiksan, 2014) Tki N;, N, sanal noktasinim
ayni olmalar1 igin gecerli kogul, koodinatlarinin ayni olmalaridir. Secilen iki sanal
noktadan birisinin kordinatlar1 diger sanal noktanin koordinatlarinin eslenikleri ise,
bu noktalara birbirinin eslenigi denilir. Ornegin Ny (2,3i,1—44) ve Ny(2, —3i, 1+44)
noktalara eslenik iki noktadir. Iki eslenik noktanin ayni olabilmesi icin, esitlikleri
gereken koordinatlarinin gercek sayilardan olugmalari, yani noktalarin sanal olmamalari
gerekir. (Tahtiksan, 2014)Koordinatlar1 z, olan N(z,) sanal noktasim ve dérdi
birden sifir olmamak gartiyla dyle dort X, (¢ = 1,2, 3,4) sayisim alahm ki

2, = =L (X, #0) (3.1.1)

olsun. Xy, X5, X3, Xy noktasma N(z,) = (x1,x9,x3) sanal noktasinin homogen
koordinatlar: denir. (Tahtiksan, 2014) Homogen koordinatlar: ile tanimlanan bir
noktanin sanal olabilmesi i¢in, ii¢ YZ oranindan en azindan biri kompleks olmalidir.
Ornegin, homogen koordinatlar (1,21, —1,51) olan noktanin karteziyen koordinatlar
(5 %, —%) oldugundan, bu nokta sanal degildir. Gergel noktalarin ve sanal noktalarin
homogen koordinatlarini belirleme yolu carpan farkidir. Bu sebeple, 6rnek olarak
verebilecegimiz noktanin bagka bir homogen koordinat takimi da (1,2, —1, 5) olacagindan,

bu nokta gergeldir. 22 oranlarimdan en az biri sifir olan noktaya sanal nokta

X4
denir.(Semin, 1983)



3.2. Sonsuzda Sanal Noktalar

Aralarindaki oranlardan hig olmazsa birisi kompleks olan Xp, 0, (p = 1,2, 3) sayilari,

sonsuzda bulunan bir sanal noktay: tanimlar.
3
D=) A,X,=0 (3.2.1)
p=1

homogen denklemindeki katsayilardan en azindan birisi kompleks ise ve a, ler gercel

sayilar1 olmak tizere, bu katsayilar arasinda
A, =y, (p=1,2,3) (3.2.2)

bi¢iminde esitlikler yoksa, tamim olarak, (3.2.2) homogen denklemi gergel diizlemde
bir sanal dogruyu gosterir.(Tahtiksan, 2014) Bu denklemdeki X, koordinatlar: kompleks
ve gergel degerler alabilir. Bu sanal dogru tizerinde bir tek gercel nokta vardir.(Semin,
1983)

Teorem

Gergel diizlemdeki sanal dogru iizerinde bir tek gercel nokta vardir

Ispat. Gercel ¢ sayilarnm ticii birden sifir olmamak tizere

A, =a,+ic, (p=1,2,3; a,: gercel) (3.2.3)

dersek, (3.2.1) denklemi, gercel X, homogen koordinatlar: i¢in

3
D=D,+iDy,=0, D= Z a, Xy, Do= Z cX, (3.2.4)
p=1

p=1
bi¢iminde yazilabiliriz. D nin gercel olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

a—cp = k ( k: sifir ya da oo olabilen gergel bir say1)’dir. (3.2.4) denklemi gosterir ki
D sanal dogrusu tzerinde bir tek gercel nokta vardir; o da Dy = 0, Dy = 0 gergel
dogrularimin arakesit noktadir. Sonsuzda olabilmesi i¢in bu noktanin sonlu uzaklikta

yva da D; = 0 ve Dy = 0 noktalarina paralel olmas1 gerekir. D sanal dogrusunun,

bu gergel noktadan farkl diger tiim noktalar: sanaldir. Boylece iki gergel noktadan



bir sanal dogru ge¢mez, boyle iki noktay1 birlestiren dogru gerceldir, fakat bir gercel

noktadan sonsuz sanal dogru geger.(Semin, 1983)

3.3. Sanal Noktadan Gegen Tek Dogru

Tanim

Bir sanal noktadan, bu noktanin bulundugu gercgel diizlem tizerinde, sonsuz sanal

dogru gectigi halde, bir tek gercel dogru gecer.

Ispat. Gercekten, gercel diizlemin sonlu uzaklikta bulunan N(a; + ici, as + ics)

sanal noktasindan gegen gercel dogru
D= AlfL’l + AQIQ + A3 =0 (331)

olsun. Bu dogrunun N noktasindan ge¢mesi halinde A;(a;+icq)+As(as+icy)+As =
0 yani
A1a1 + A2a2 -+ Ag =0 A101 -+ AQCQ =0 (332)

Eger A; = —co, Ay = ¢ olarak alirsak, A3 = ajco — ascy ve (3.3.1) dogrusu da

.1 — g To — Q2
—Co1+C1T9+a1ca—age; = 0 veya co(x1—aq)—cp(x2—ag) = 0 yani =
C1 Co

olur. Goriliyor ki N = (ay +ic1, az + ice) sanal noktasi, Oz, koordinat diizleminde

N (a,) baglangig noktali ve ¢, dogrultulu v vektoriiyle gosterilse, N sanal noktasindan
gegen dogru,sozi edilen vektorin tagiyisidir. (Semin, 1983)

D gercgel dogrusu tizerinde N den bagka, sonsuz sanal nokta vardir. Bunlardan
birinin koordinatlar1 a; + ¢y, ao + icy ise, ¢4 = ke, ¢ = kcg, k € R dir ve

(a1, az) noktast da D tzerindedir.(Semin, 1983)

3.4. Eglenik Iki Dogruyu Birlestiren Gercel Dogru

Verilen N noktasinin eslenigi de aymi D do?rusu tizerindedir. Gergekten, eglenik

noktayr Oz, koordinat sisteminde gosteren vektoriin baslangic noktasi, ayni N

noktasi, vektoriin kendisi de bir éncekinin karsitidir.

6



Kargit olarak: Eslenik iki noktadan gecen gercgel dogru gerceldir.

Eslenik iki noktadan gecen dogrunun denklemi

z1—(a1+c1) _ xo—(az2+ica) z1—(a1+ic1) _  xa—(az+ic) z1—(a1+ic1)
a1 7i017(a1+i61) agficzf(a2+l'02) Veya —2icy - —2ico ya da c1 -
zo—(az+ic2)

Cc2

3.5. Esglenik Sanal Dogrular

Gergel diizlem iizerinde, A,, A,, (p = 1,2,3) sayilar1 birbirlerinin eslenigi ise

D= All’l + AQJIQ + Ag = 0, D = /_11131 + AQZ‘Q + 1213 =0 (351)

dogrulari, tanim geregince, birbirlerinin eslenigidir. (3.5.1) denklemleri

D =D, +iD,=0bD = D; —iDy = 0 seklinde de yazlabilir. Son gésterim acikca
belirtir ki: D sanal dogrusu iizerinde bulunan tek gercel noktadan, bu doggrunun
eslenigi olan D de gecer. Bagka bir ifade edisle, D ve D nin tek olan ortak noktasi
gerceldir. Dolayisyla, iki esglenik dogrunun ayni bir dogru olabilmesi i¢in bunlarin

gercel olmalar1 gerekir.(Semin, 1983)

3.6. Gercgel Uzayda Sanal Diizlem

A,, (p=1,2,3,4) sayilarindan en azindan birisi kompleks ise ve a,, ler gergel olmak

iizere bu sayilar arasinda

A, =)a,, (p=1,234) (3.6.1)

esitlikleri yoksa,

4
A=) A,X,=0 (3.6.2)
p=1

homogen denklemi, tanim geregince, gercel uzayda bir sanal dizlemi gésterir.. Bu

denklemdeki X, koordinatlar1 gergel ve sanal degerler alabilir.(Semin, 1983)



3.7. Sanal Diizlem Uzerinde Bulunan Tek Gergel Dogru

(3.6.2) denklemini saglayan gercel noktalar, sonlu ya da sonsuz uzaklikta bulunan
bir gergel dogru tizerindedirler. Gergekten, gercel ¢, (p = 1,2,3,4) sayilarin dordii

birden sifir olmamak tzere

A, =a,+ic, (p=1,2,3,4), a,€R (3.7.1)

dersek, gergel X, homogen koordinatlar i¢in, (3.6.2) denklemi

4 4
A=A +iAy =0, A= Z ap Xy, Do = Z Xy (3.7.2)
p=1 p=1

bi¢giminde yazilabilir. A nin gercel olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart % =k (k
sifir ya da oo olabilen gercel bir say1) dir. Buda A, = ¢, (k+1i), (p :pl, 2,3,4)
olmasini, yani (3.6.1) bagintilarim gerektirir. (3.7.2) gosterir ki A sanal diizlemi
tizerinde bulunan gercel noktalar A; = 0, Ay = 0 gergel diizlemlerinin arakesiti
iizerindeki noktalardir. Bu diizlemlerin paralelligi, yani % = ? = ? bagintilarinin
gerceklegsmesi halinde, bu dogru sonsuzdadir.(Semin, 19;33) B2u doggrudan basgka,A
sanal diizlemi tizerinde bagka gercel dogru yoktur. Olsaydi, herhangi bir noktasinin
koordinatlari: A; = 0, Ay = 0 denklemlerini de saglayacagindan, bu nokta da
zorunlu olarak ilk gercel dogru tizerinde bulunacaktir. O halde su gekilde ifade
edebiliriz: Bir gercel dogrudan sonsuz sanal diizlem gectigi halde, gercel diizlemlerin
tersine, kesisen iki gergel dogrudan gecen sanal diizlem yoktur. Boyle bir diizlem

gerceldir. Dolayisiyla iki eglenik diizlemin ayni diizlem olabilmesi i¢in bunlarin gergel

olmas1 gerekir.

3.8. Eslenik Sanal Diizlemler

Ay, Ay, (p=1,2,3,4) kompleks sayilar1 birbirlerinin eglenigi ise

A= A1I1 + Agxg + Agl’g + A4 =0 (381)



A = 12111’1 +A2I2+A31‘3+A4 =0

dtizlemleri, tanim geregince, birbirinin eslenigidir. (3.8.1) denklemleri
A = Ay +iAy, A = A; — i/, biciminde de yazlabilir. Bu da gosterir ki: A
tzerinde bulunan tek gercel dogrudan, A mn esleniji olan A de gecer. Baska

deyimle: A ve A nin tek olan arakesit dogrusu gerceldir.(Semin, 1983)

3.9. Gergel Uzayda Sanal Dogru

Uzayda bir dogruyu tamimlamaya yarayan iki diizlemden hi¢ olmazsa birisi sanalsa
bu dogruya da sanal dogru denilir.

Oyleyse, gercel uzayin bir sanal dogrusu, genel olarak A; +iAy =0, As+iA, =0
bi¢giminde iki denklemle tanimlanir. A, ve A4 den hig olmazsa birisi 6zdes olarak sifir
degildir. Béyle bir dogru tzerinde, genellikle, gercel nokta yoktur. Clinki bu tiir bir
nokta A, =0, (p = 1,2, 3,4) dizlemlerinin ortak noktasidir; oysa bu diizlemlerin her
zaman ortak bir noktas: yoktur. Ama, sanal dogruyu tanimlayan diizlemlerden birisi
gercelse, ornegin A4 O0zdes olarak sifirsa, Ay + 1Ay =0, Az = 0 sanal dogrusunun
bir tek gergel noktas1 vardir. Bu sonuca gore diyebiliriz ki: Bir sanal dogrudan,

genellikle, bir gercel dizlem ge¢gmez.(Semin, 1983)

3.10. Gergel Uzayda Eslenik Sanal Dogrular

Bir sanal dogruya tanimlayan iki diizlemin eglenikleri ile belirlenen dogru, birincinin
eglenigidir, yani Ay +iAy = 0, Az +iAy =0 Ay —iAy =0, A3 —iAy =0
dogrular1 egleniktir. Bu tamima gore: Uzaywn bir sanal dogrusu tzerinde bir gercel

nokta varsa, bu dogrunun eslenigi de ayni noktadan geger.(Semin, 1983)

3.11. Gergel Uzayda Sanal Noktadan Gegen Gergel Dogru

Ay + Agg + Az + Ay = 0 gercel diizlemi a, +ic,, (p = 1,2, 3) sanal noktasindan
geciyorsa Ayay + Agag + Azaz + Ay +i(Ajcy + Agey + Ases) = 0 olur.Oyleyse, kolayca

goriilecegi gibi, verilen noktanin eglenigi de ayni diizlem iizerindedir. Buna gore



Avxy 4+ Aswe + Agxs + Ay =0, Bixy + Boxo + Bsxz + By = 0 gergel diizlemleriyle
tanimlanan gergel dogru, a, + ic,, (p = 1,2,3) sanal noktasindan gegerse bunun
esleniginden de gecer. O halde, bir sanal noktadan gecen gergel dogru, bu nokta ile
bunun egleniginden gegen dogrudur. (Semin, 1983)

N(a, + ic,) ve N(a, — ic,) eslenik noktalarindan gegen gercel dogru, NN dogru
parcasinin N*(a,) orta noktasindan da geger. Aradigimiz gergel dogrunun dogrultusu

da a, + ic, — (a, —icy) = 2ic,, (p=1,2,3) yadac, (p=1,2,3) vektorlerine

ri1—aiy __ x2—az __ X3—a3
) c3

paralel olacagindan, denklemleri
Geometrik Yorum: N sanal noktasini, baglangici A(a,) ve bilegenleri de ¢, olan v*
vektorii ile gosterirsek, biraz 6nce sozii edilen gercel dogru, A dan itibaren alinan
v* vektoriniin tasiyicisidir.mBu yorum bigimine gore, D gercel dogrusu iizerinde
sonsuz sanal nokta vardir. Bunlardan birinin koordinatlar 8, +iv, (p = 1,2,3)
ise vy =ke, (k€R, k#0)dirveB(S,), (p=1,2,3) noktasi da, D tizerinde bir
gercel noktadir, yani 3, ler

T —a; To — Q2 T3 —as

C1 Co C3
denklemlerini saglar. N noktasmnin eglenigi olan N (a, — ic,) noktast da aym A
baglangich ve v* 1 karsit1 —v* vektorii ile gosterilir.(Semin, 1983)
3.12. Diizlemde Izotrop Dogrular

Gergel diizlemde herhangi iki kartezyen eksen arasindaki agi 6 olsun. Gergel ya
da sanal bir A(aq,az) noktasindan gegen bir sanal dogrunun denklemi xy — ay =

m(x; — ap) olduguna gore, eger m agikkatsayisi

m?® 4+ 2mcosf +1 =0 (3.12.1)

denklemini gercekliyorsa ,denkleminin koklerinden biri ise,

my,my = —cosf £/ —sin’0 = - =41 (3.12.2)
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ise, bu koklerle belirli olan dogrulardan herhangi birine, (a;, az) noktasindan gegen
izotrop dogru denir. D dogrusunun O noktasindan gegen paraleli tizerinde M (1,m)
noktasim alalim. OM M, iicgeninde OM?2 = 1 4+ m? + 2mcosf = 0 dir ve OM
dogrusu O noktasindan gegen bir izotrop dogrudur. Baglangicin izotrop dogrular:
(a1, a2) = (0,0) alinirsa 3 = max; bulunur.

Ty = —eYr, e==1 (3.12.3)

dir. Dik eksen sisteminde, A ve O noktalarinin izotrop dogrulari, sira ile

Tog — Qg = €i<$1 — &1) (3124)

To = €iry, €==+1

denklemleriyle belirlidir. Egik ve dik eksen sistemlerinde, basglangicin izotrop dogrularindan

olusan demetin denklemleri, sirasiyla

12 4 22129 c0s 0 + 252 = 0 (3.12.5)
.7312 + 56'22 =0

dir. Herhangi bir izotrop dogru tizerinde bir tek gercel nokta vardir. Aym gergel
noktadan gegen izotrop dogrular birbirlerinin eglenigidir. (Semin, 1983)

Teorem

Bir izotrop dogru, herhangi bir dogru ile ayn1 agikkatsayisini (egimini) olugturur.

Ispat. Bu 6zelligin eksenlerle bir iligkisi bulunmadigindan, ispatim dik eksenleri
kullanarak yapalim. Dik eksen sisteminde, agikatsayist m olan bir dogru ile bir

izotrop dogru arasindaki aginin trigonometrik tangenti

m—e  (m—e)(l—emi) m—eam?—ec—m (m?+1)(—e) ,
tanm = - = - = = = —€l
1+ emi 1 — (emi)? 1 4+ m? 1+ m?

11
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dir. Bu sonug da gosterir ki: dik eksenler baslangi¢ noktas: etrafinda déndirildiginde,
izotrop dogrularn denklemi degismez. Ayni sonug, herhangi bir eksen sistemi i¢in

de dogrudur.

Teorem

Bir izotrop dogrunun kendi kendisiyle olugturdugu aginin agikatsayisi belirsizdir. (Semin,

1983)

m—et
14+ems

Buradan m yerine ie alinirsa, tanm =

jspat. tanm = ciei_ %

1+e(ei)t

Teorem

Bir izotrop dogru kendi kendisine diktir ve bunun kargiti da dogrudur.(Semin, 1983)

Ispat. X = (x1, x9) noktasimdan gegen izotrop dogrunun denklemi x5 = eiz;dir. Bu
dogruya D dersek D = (x4, €ixy) , x1, 12 € R ;e = +1 olur. Buradan (21, €iz1) (21, €ix1) =

112 + (e21)? = (21)% + €2%2,% = 112 — 112 = 0 elde edilir.

Teorem

Bir izotrop dogrunun sonlu uzaklikta bulunan herhangi iki nokta arasindaki uzakhigin

karesi sifira egittir. (Semin, 1983)

Ispat. Dogrunun farkl iki noktast A = (ay,ay) ve B = (b1, bs) olsun. AB dogrunun
egimi

by — as To — Q2 by — x9

m =€

_bl—al _ZL'l—CLl N bl—l'l
dir. Buradan
JAB|? = (b — a1)® + (bs — a2)* = (by — @) + |1+ (€i)*] =0

bulunur ve boylece dogrunun izotrop oldugu gosterilir. Kargitinin ispati iki yontemle

yapilabilir. 1) Tammi kullanarak; || AB||* = 0 olsun. Yani,

(bl — a1)2 + (b2 - a2)2 =0
b2 — Q9

—¢i. e=+1
— €l, €

12



olsun. Dolayisiyla A ve B noktasindan gegen ve egimi m = ei olan dogrunun
denklemi x5 — a; = €i(z1 — az) Bu denklemin egimi m = €i, m? + 1 = 0 denklemini
saglar bu nedenle A ve B noktalarindan gegen dogru izotrop olur.

2. Yontem; |AB||> = 0 olsun. AOB ii¢geninden
IAB|]”> = (b1 — a1)® + (by — a2)* 4+ 2 (by — ay) (by — ag) cosf = 0

yazilabilir, buradan

(by —a1)®  (by—az)®  2(by —ay) (by — az) cos @ 0
(br—a)® (b —ar)’ (b — 1) (b — 1)

by —a 2 by — a
1+ 2 2 + 2 2 2)cosh = 0
by — aq by —ay

1+m?+2mcosh = 0

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem

Sonlu uzaklikta bulunan farkh iki nokta arasindaki uzakligin karesi sifira egitse, bu

iki noktay1 birlegtiren dogru izotroptur.(Semin, 1983)

Ispat. Gergekten, A(a,), B(b,) noktalar: arasmdaki uzakhgin karesi sifira esitse,

by —
vani (by — a1)? + (by — az)? = 0 ise, M = €1, € = 1 Gergel diizlemde,
1=
herhangi bir eksen sisteminde A(a,), B(b,) noktalar1 arasimdaki uzakhigin karesi
N by —
AB? = (by — a1)* + (by — a2)* + 2(b1 — a1)(by — ag) cos dur. Eger Ebzagg =
1— a1

m, AB? = 0 olarak alirsak, m icin m?+2mcos 41 = 0 buluruz. Uzerinde pozitif
bir dénme yonii segilmi bulunan gercel diizlemde bir O noktasinda kesigen iki yarim

dogrunun olugturduklar: ag1 v olsun.(Semin, 1983)

Teorem

DAGUERRE teoremi. tg v; Dy ve Dy yarim dogrulari ile O nun izotrop dogrularindan
olugan dortli dogru demetinin ¢ifte oranmin bir fonksiyonudur.(Semin, 1983)
Ispat. Dy ve D, dogrularinin , z10x9 diizlemiyle yaptigi acilar sirasiyla, mive mq

olsun. izotrop dogrularin ac¢1 katsayilar ez dir. Bu durumda bu dogrular arasindaki

13



mo—m1i
1+mima

acinin tangenti, tan v = dir. mq, ms, ¢, —i;noktalarindan olugan dort noktanin

¢ifte oram

A= (m17m27i7_i)

= (m1 — 1) (ma+1) : (mq + i) (mg — i)

= [(mimo + 1) —i(ma —my)]: [(mime + 1) + i (mg — my)]

):
= [(mimg+1)+1i(my —ma)|: [(mime+ 1) —i(my —ms)]
(
= [(mimg + 1) —i(tanv) (myme + 1)] : [(myme + 1) + i (tanv) (myms + 1)]

= l—1itanv:1+itanwv
1 —idtanwv
14 itanwv

= (cosv —isinw): (cosv + isinv)

— 6721'11
dir. Boéylece A = e ¥ bulunur. Buradan )\, v nin bir fonksiyonudur. Aym
bir O noktasinda kesisen D,, (p = 1,2,3,4) ??7nlarimin A ¢ifte orani, yani A =
(D1, Dy, D3, Dy) = (mq, mg, ms3, my) eger —1 e egitse, bir hamonik demet s6z konusudur.
Bu taktirde 2(mymq + mgmy) = (mq + mg)(mg + my) tir. (Semin, 1983)
Teorem

(Dogrultu bakimindan ) iki gergel dogrunun, izotrop dogrularn eslenik hamonikleri

olmalary igin gerekli ve yeterli kosul, bunlarin birbirlerine dik olmalaridir.(Semin,

1983)

Ispat. Gercekten, verilen iki gercel dogru izotroplarla bir harmonik demet olusturuyorsa,

A = —1 olacaktir yani e** = —1 ya da v =5 + kn
(k: sifir olabilen £ tam say1)

dir. O halde s6z konusu gergel iki dogru birbirne diktir.
11.Yontem;
)\ - (Dh D27 D37 D4> - (mlu m2)m37m4) =-1
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ise O noktasindan gegen dort dogruya harmonik egleniktir denir. Bu ifadenin
2(mymg + mgmy) = (mq + mg)(ms + my)
esit oldugu tanimdan kolayca gosterilir. Burada
ms =1, My = —1i

alimirsa

2(mymg + 1) = (i — i)(mg + my)

bulunur, buradan

mqime — —1

elde edilir. Bu da iki gercel dogrunun dik oldugunu gosterir.
(<) Verilen gergel iki dogru birbirine dik olsunlar. Bu durumda izotrop dogrular

paralel olacagindan v = 7 dir. Buradan
e—?iv — 6—2i7r - —1=\
olur. Dolaysiyla dogrular harmonik egleniktir.(Semin, 1983)

3.13. Izotrop Dogrularin Sonsuzdaki Noktalar:: Saylik Noktalar

Diizlemde, izotrop dogrularin denklemi x5 = €ixy seklindedir. zo = eixr; denkleminde

X3 # 0 olmak iizere,

Xy = aXy, X3 #0; e==+1

15



veya

X1+€iX2:O, X37£0, e==1

olur. Sonsuzdaki dogrusu X3 = 0 segilirse, X3 dogrusuyla X; +€: X, = 0 dogrusunun
arakesit noktalar

I=(1,7,0) ve J=(1,-4,0)

olur. Bu I ve J noktalarina dogrunun, Jakobiyan noktalar: denir.
Ornek 1 Gergel diizlemde kartezyen denklemi, 2?2 + 23 — 20171 — 2a975 + az = 0 olan

bir cemberin, homogen koordinatlardaki denklemi
X2+ X3 — 201 X1 X3 — 202X, X3 + a3 Xz =0
dir. Bunun sonsuzdaki noktalarinin homogen koordinatlari,
X{+X7=0, X53=0

denklemleriyle belirlenir. Boylece, herhangi bir gember, diizlemin sonsuzdaki dogrusunu,

sonsuzdaki noktada keser.

3.14. Izotrop Koni

Dik koordinatlara nispet edilen bir gergel uzayda, O basglangicindan uzakliginin

karesi sifir olan sanal noktalarin geometik yeri

dir. Bu denklem, bi¢cim bakimindan bir ikinci derece konisi gosterdiginden O noktasi
gercel uzayda dik koordinat sisteminin basglangi¢ noktasi olduguna gore, O dan
uzakliklarinin kareleri toplam sifira egit olan noktalarin geometrik yeri, izotrop koni
denilen O gergel tepeli

2 2 2
[E1+332+5173:0
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ikinci derece konisidir. Donme hareketi dik dogrular: dik dogrulara dontistiriir. Yani
diklik

korunur. O halde, dik eksen sisteminin, dikliginin korunarak, baglangi¢ etrafinda
dondiirtilmesi, iki nokta arasindaki uzakligi degistirmeyeceginden, izotrop koninin
denklemi de ayni kalir.

Yukaridaki sonucu biraz agikliga kavusurmak yerinde olur. Soyle ki: ¢emberden
farkl bir konigin sonsuzdaki noktalari, konigin elips ya da hiperbol oluguna gore
sanal veya gerceldir. Bu tiir konikler, merkezleri etrafinda doéndiiriildiiklerinde,
bunlarin sonsuzdaki noktalar1 da, diizlemin sonsuzdaki dogrusu tizerinde yerlerini
degistirirler. Buna karsilik, bir ¢cember kendi merkezi etrafinda déndiiriildiigiinde,
kendi kendisiyle cakisik kalacagindan, bunun sonsuzdaki noktalar1 da degismez.
Oyleyse, tanwm igin hangi karteziyen koordinat sistemi alimarsa alinsin, dizlemin
saylik noktalar: bu koordinat sistemine bagl degildir. Baska deyimle, bir noktadan
gecen izotrop dogrular:, bu nokta etrafinda yapilacak bir dondirme etkilemez, yani
bu dogrular kendileriyle ¢akisir kalirlar.(Semin, 1983)

Bu sonuca analitik bir yol izleyerek de varabiliriz.

Bir O noktasindan gegen izotrop dogrulardan birinin O dan farkl bir noktast N ve
N noktasimim belirli bir yénde bir 6 acis1 kadar déndiiriiltitkten sonraki resmi de N’
olsun.

N nin bir izotrop dogru iizerinde bulunmas: icin gerekli ve yeterli kogul ||ON]|* = 0

2 /
= 0 dir, yani N noktasi

dir. Dondiirme iglemi, uzakliklar: koruyacagindan HON ,
da ayni izotrop dogrular tizerinde kalir sorusuna biraz daha kesinlik getirmek igin,

20y dik koordinat sisteminde
r+ ey =0;e==x1

izotrop dogrularindan birisi iizerinde N = (z, y) noktasini alalim ve bunu O etrafinda

belirli bir yonde bir 6 acis1 kadar déndiirelim N' = (2',y') ise o taktirde,

x = xcosf+ysind (3.14.1)

y = ycosf —xsind
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dir. Ote yandan dogrular izotropik oldugundan

Y = €x
dir. Boylece,
£ = (cosf+eisinf)zx
y = (cosf—eisinf)y
veya
r = ePrie==+1
y = eye=+1

bi¢iminde yazabiliriz. Géruliyor ki, (10) dogrusu iizerinde bulunan N noktasi i¢in
|ON|* = 0 ise O noktas: etrafinda belirli bir yonde bir 6 acis1 kadar dondiriildiikten
sonra elde edilen yeni N' noktasi icin de HON 7= 0 dir ve § # O oldukca N # N’
diir. Madem ki N = N diir. O zaman HNN/H2 = 0 olmalidir. Gergekten,

2

(e P —z) (Y )

(
= (eﬁw — 1)2 [xQ - yﬂ
( .

dar.

3.15. Gercel Uzayda Izotrop Dogrular

O dan gecen herhangi bir gercel diizlemde izotrop koniyi kestigimizde, kesit olarak
izotrop koninin iki ana dogrusunu elde ederiz. Bu dogrular tizerindeki sanal noktalarin

O dan uzakliklarinin karesi sifira egit oldugundan, bu iki anadogru sozii edilen gercel
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diizlemden gegen izotrop dogrularidir. O halde, O gercel tepeli izotrop koni, O dan
gecen gergel diizlemlerin O dan gegen izotrop dogrularin geometrik yeridir.

Sonsuzdaki gercel diizlemin umbilikleridir. = Herhangi bir koni, tepe noktasi
A = (p1, pe, p3) olan gergel yada sanal koninin izotrop koninin gercel dik koordinat

sistemindeki denklemi
3
Z (zp — ap)2 =0
p=1

dir. Goriiliiyor ki, gergel yada sanal A tepeli bir izotrop koninin ana dogrulari, gergel

uzaym A noktasindan gecen izotrop dogrulardir.

3.16. Umbilik (gobek) izotrop dogrutu

Tanim

Gergel yada sanal bir diizlemin umbilikal ile ortak noktalarina, bir diizlemin saylik
noktalar1 denir.

Tanmim

Gergel uzayda saylik noktalar A tepeli izotrop bir koninin homogen koordinatlarda
denklemi,

(X1 — a1X4)” + (X2 — @ Xy)? + (X3 — a3 X4)* = 0

dir. Bunun sonsuzdaki diizlemle arakesiti olan gercgel yada sanal tepeli tiim izotrop

konilerde ortak olan

X+ X7+X5=0,X,=0

ikinci derece egrisidir. Bu egrinin dogrultmani sanal egri olan koni ise, bir izotrop
konidir.

Tanim

Sonsuzdaki noktasi, umbilikler tizerinde bulunan her dogrultuya, gercel uzayin bir
izotrop dogrultusu denir.

Gergel uzayda bir dik koordinat sistemine gore, bir a, (p = 1,2,3) dogrultusunun

bir izotrop koni olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart
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dir.
Herhangi bir kiirenin, bir dik koordinat sistemine gore, homogen koordinatlar cinsinden

denklemi,

XP+ X5+ X5 — 201 X1 Xy — 202 X9 Xy — 2a3X3X, — ay X; =0

oldugundan, bunun sonsuzdaki noktalarinin homogen koordinatlari oldugundan,

X +X3+X5=0,X,=0

denklemlerini saglar. Bunlar, tepesi kiire merkezi olan izotrop koni ile sonsuzdaki
diizlemi tamimlayan denklemlerdir. Oyleyse, umbilikal de bir cemberdir. Buna gére,
herhangi bir kiire, uzayin sonsuzdaki diizlemini, bir gemberden ibaret olan umbilikal
boyunca keser.

Kiireden farkh bir kuadrigin, yani bir ikinci derece yiizeyin, sonsuzdaki diizlemle
arakesiti

kuadratigin tiiriine gore sanal yada gercel bir diizlem egrisidir. Bu kuadratikler sabit
tutulan merkezleri etrafinda hareket ettirdiklerinde bunlarin sonsuzdaki egrileri de
uzayin sonsuzdaki diizlemi iizerinde yerlerini degistirirler. Bu karsilik, bir kiire kendi
merkezi, etrafinda hareket ettiginde, kendi kendisiyle cakigik kalacagindan bunun
sonsuzdaki diizlemi iizerinde bulunan cemberi yani ombilikal sabit kalir. Oyleyse,
tanim i¢in hangi koordinat sistemi alinirsa alinsin, uzaymn saylik noktalarindan
olusan

ombilikal bu koordinat sistemine bagl degildir. Bagtanimlanan izotrop koni, bu
nokta sabit kalmak tizere hareket ettirildiginde, bu hareketten etkilenmez, yani
izotrop koniginin anadogrular: kendi

kendisiyle cakigik kalirlar.

Bu sonuca baska bir yoldan da varilabilir. O tepeli izotrop koni iizerinde bulunan

bir nokta N ve bunun yeni durumu da N  olsun. Hareket , izotrop koninin farkl
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iki noktas1 arsindaki uzaklhigin karesini degistirmeyeceginden HON /HQ = 0 dir, yani
N’ noktasi da O tepeli koni {izerindedir. Ayrica, bu hareket sonucunda, izotrop
koninin anadogrular1 da kendi kendileriyle cakigik kalirlar. Gergekten, O tepesinden
gecen gercel bir D diizlemi izotrop koniyi iki ana dogrusu boyunca keser. Bunlar
D diizleminin O dan gegen izotrop dogrularidir. Tepesi sabit tutulan koni hareket
ettirildiginde, yeni durumun D ile arakesitleri gene ayni1 anadogrudur, aksi taktirde,
D tizerinde O dan gecen izotroplarinn sayisi dort olur. Béyle olunca da sozii edilen
hareket, izotrop koniyi etkilemez ve her anadogru kendi kendisiyle ¢akigik kalir.

Uzayda bir izotrop dogru kendi kendisine diktir.

3.17. GERCEL UZAYDA iZOTROP DOGRU

Ombilikalin teget diizlemlerinden herhangi birisine izotrop diizlem denir.
Bu tanim geregince izotrop konilerin teget diizlemleri izotrop diizlemlerdir.
Teorem

3 3 '
Bir 3 apz, = 0 diizlemi izotroptur ancak ve ancak - a2 = 0 dir. Ispat (=) :Dik
p=1 p=1
koordinat sisteminde, O tepeli bir koninin teget diizlemi

3 3
prxp =0, ZTIQ, =0
p=1 p=1

dir. Verilen diizlemin paraleli olan ve O tepesindan gegen

3
> apr, =0
p=1

diizleminin bu teget diizlemi olugturmasi icin gerekli ve yeterli sart

D\ A£0, (p=1,2,3)
Tp
dir. O halde
3
> a,=0
p=1
olur.
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Ornek: Ozx; ckseninden gecen izotrop diizlemleri bulalim. Bunlar
l’g-iiCl :0, $2+i$120

diizlemleridir.

Bir izotrop dogrunun bir noktasindaki dikmesi bu diizlem tizerindedir ve tepesi bu
nokta olan izotrop konige, s6z konusu izotrop diizlem, bir izotrop dogru olan bu
dikme boyunca tegettir, bagka bir degisle, ele alinan dikme izotrop koninin bir ana

dogrusudur.

3.18. E.CARTAN SAYLIK UCYUZLUSU

Bir gercel ortogonal tigytizliisiinin birim vektoérleri &y, (p = 1,2, 3) olsun. Kompleks

€p

vektorlerinden olusan CARTAN saylik tigytizliisii

€1 = %(lﬁ — ik‘3),

ey = ko

€3 — %(lﬁ + Z/{Zg)

bi¢iminde tanimlanir. Tanimdan, agagidaki esitlikler kolayca elde edilir.

(e1,e1) = (e3, e3) = (e1,e3) = (eg,e3) =0
<€2,€2> = <61,€3> =1.

Yada kisaca,
0, Jj+k#4
1, Jj+k=4

<ei7 €j> =

diir. Goriiliiyor ki, e ve es iki izotrop vektor es ise gercel vektordiir.

Tanmimi kullanarak agagidaki vektorel carpim ile ilgili egitlikleri de kolayca elde
edebiliriz.

e1 \ey = i€1,€2 /\63 = 7:63,63 Nep = ’i€2
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det (e, eq, €3) = det (eq, e3,e1) = det (e3,€1,€2) =i

(&) VAN (62 A 63) = €9, €2 VAN (63 A 61) = O, €3 VAN (61 A 62) = —€9.
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Ters Formiiller

(63-1) denklemi

€1 1 0 -1 k1
2| = vV2]0 10 ks
es 10 1 iks
e = Ak
E = Ale

seklinde yazilabilir. Buradan k& kolon matrisi,

1 0 1
2
k;i 0 1 0|e
2
—1 0 1
]{?2 :ﬁ 010 €9
ik 10 1 es
2 L e tes) by =~ (er — es)
= —(ey1+e3),ky = e, =—(e1—e
1 \/51 3 2 2 3 \/§ 1 3

olarak bulunur. Boéylece ters dontigiim denklemleri de elde edilmig olur.
Tiirev Formiilleri

kp ler, hareketli dik tigytizliniin k, = k,(¢) bigimindeki birim vektérleri ise ,

e, = i [\/ﬁa?el + (a] + ag)eg} /V2
e, = [(—a}+iad)e; — (af +iad)es| /V2

ey = {(a% —ia3)eq — i\/éa?eg} /2

elde edilir.

Bir E egrisine baglanan saylik ti¢ytizliisi
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k,, birim vektorleri bir £ egrisinin FRENET tcytizlisiintn eksenlerinin birim vektorleri

ise, yani k, = a,, (p = 1,2,3) ise t = s igin

olacagindan, formiilleri

verir.

Dig diferensiyeller cinsi

2 3 _ 3 _
ay =k, a; =0,a;, =T
/ K+ T
e, = e
1 2
V2
/ —K + T K+T
V2 V2
/ K — 1T

nden formilleri

Genel halde, herhangi bir ¢ parametresi cinsinden, dig diferensiyeller yardimiyla

dir. Burada

1
Wy

dar.

TR | 2
e dt = wie; + wies
P TR 1
eydt = wyeg — wies

! _ 1 1

24 ;.3
ay +ay

V2

;3 2 _
taydt, wi =

25
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4. SANAL EGRILER
Bu boliimde tez ¢alismamizin asil konusu olan sanal egrilerle ilgili temel tanimlar ve

bazi 6nemli sonucglardan bahsedilecektir.

4.1. Sanal Egri

Bir ¢ gercel degiskeninin bir (t1,ty) araliginda gercel, tek degerli ve C,,, n > 1
smifindan bir z(t) vektorel fonksiyonunun, baglangigtan itibaren alimmasi halinde,
ucunun: simifi ¢, olan bir egri yay: cizer, ayrica bir Oz, kartezyen kordinat sistemine

gore, x(t) vektorel fonksiyonunun, eksenlerin k, birim vektér cinsinden

(t) = Z_:ll’p(t)k‘p

bi¢iminde yazilabilir.

Simdi z,(t) bilegenlerinin, ¢-kompleks diizleminin bir D boélgesinde tanimlanmig

t = t;+ity kompleks analitik fonksiyonlari olduklarim diigiinelim. Ayrica D bolgesini
her ti¢ fonksiyon i¢in ayni olarak alalim. ¢ kompleks degiiken, gercel ¢, t5 degiskenlerinin
fonksiyonlar1 oldugundan, z(t) vektorel fonksiyonu iki parametreli, yani co? sayida
noktadan olusan bir variyete olusturur. Iste bu iki parametreli variyeteye kompleks

egri ya da sanal egri diyecegiz.

4.2. Gergel Diizlemde Minimal Egriler

Herhangi iki noktasi arasindaki uzaklhigin karesi sifira esit olan bir egriye izotrop
veya minimal egri denir. (Semin, 1983)
Bir egri yalniz ve sadece yalniz

(ds*) =0

halinde bir izotrop egri olabilir.Gergel ¢oziimleri olmayan bu denklemin ancak eglenik

sanal ¢oztimleri olabilir.



4.3. Diizlemde Minimal Egriler

Dik kordinat eksenlerini ¢yle bir bicimde yazalim ki gercel diizlem

23 =0 (4.3.1)

diizlemi, yani x10x4y diizlemi olsun. Bu diizlem tizerindeki minimal egriler
ds® = da? + dx5 =0

dx? +dry =0
drs = —dx?
Vdag = /—dat, V1=
dre =idxr; 1=c¢
dre = €idx

/dxg = ei/dml

integrasyonu ile bulunan diferansiyel denklemlerini saglayan

r3 =0, dry=c¢idr,e==1

ya da integrasyon ile bulunan

T3 — 0, Ty — Eiﬂ?l + ¢, (432)
(c: gergel veya sanal bir sabit) dogrulari,yukarida bahsettigimiz gercel diizlemin
izotrop dogrularidir. (Semin, 1983)
4.4. Sanal Diizlemde Minimal Egriler

Dik kordinat sistemini sanal diizlem tizerinde bulunan tek gercel dogru Ox3 ekseni

olacak bi¢imde segebiliriz. Buna gore, sanal diizlemin denklemi
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Tog =mxy, Mm=myq+1img, Mmg#0 (4.4.1)

Tammlanan diizlemde minimal egrilerin bulunma sart1, (4.3.1) yardimiyla bulunan

To = mxy dxy = mdx dx% = demf
ds® = da3 + das + da3 = dos + mPda] + dxi =0

(1 +m?*)da} + dal = 0

ya da
m = mq + imsy
m? = (my + imy)?
m? = m? + 2imymy — m3
m?* =m} —mj + 2imyms
ds® = (1 +m] — mj + 2imymy)da + daj =0
ds* = (1 +m3 — m3)da? + dxj + 2imymadr} = 0

bagintisi

my =0, (1—md)da?+dax2=0

veya mg =1, dxz3 =0 wyant x3= sabit verir.

Buradan (4.4.1) diizleminin O tepeli izotrop koniye teget olan zy = eix; izotrop
diizlemlerinden biri oldugu bulunur.(Semin, 1983)

Gergel diizlemde minimal egriler ve sanal diizlemde minimal egriler hakkinda gsunlar
soyleyebiliriz:

Diizlem minimal egriler, izotrop dogrulardan olusur. Bir gergel diizlemin her noktasindan
iki izotrop dogru gecger. Bir sanal diizlem tizerinde minimal egrilerin bulunabilmesi
icin gerekli ve yeterli kosul, bu diizlemin bir izotrop diizlem olmasidir. Boyle bir

diizlemin herhangi bir noktasindan bir tek izotrop dogru gecer. Bu dogrular, izotrop
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diizlem tizerinde, bunun O tepeli izotrop koniye degdigi izotrop anadogruya paralel

bir dogru takimi meydana getirirler.

4.5. Kiiresel Minimal Egriler

Bulunacak sonucun 6zeligini bozmayacagi icin, herhangi bir kiire yerine, bir birim
kiiresini

alabiliriz. Buna gore,

ZE12+$22+JI32—1:O

birim kiiresi iizerinde, izotrop koninin anadogrularina paralel olan izotrop dogrulardan
bagka minimal egri bulunmadigini gostermemiz gerekir. Soz konusu izotrop dogrularin

parametli denklemleri ise

< (21,29, w3) >< (11,22, 23) >=1
121 + Toxe + x373 = 1
i+l —1=0
i+ i =1-a3
(x1 —ixg) (21 +ix3) = (1 — x2)(1 + x2)

Il—i.fg_ 1—5132 0 a=u b—'l}

14 i) T+ iI3
r1 — ixg

pu— —‘ pumy 1
T o a, x1—ir3=a(l+ )

l—xg IE1+’iZE3 1 . 1
e - " = = —(1 —
T _’_ng a, 1 — T CL7 Ty + 123 a( xQ)
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(4.5.1) denklemlerini kullanarak, birim kiiresinin parametreli denklemlerini a = —%
alarak, su bicimde yazabiliriz.
ab—1 b+a ab+1
= = — =1 4.5.2
Z1 b_a,iBQ b—a’ T3 Zb—a ( )

buramn kismi tiirevini alirsak

b.(b—a)—(ab—1).(—=1) a(b—a)— (ab—1)(1)

e (=0
diy — b? —(l;a_+ac)b2b -1 o+ ab —(Zz_—a;bgb + 1db
e =
MB:b@—a2;9ngFlha+aw—ag1%;+nﬂhw
dy = v —(l;ajac)zg +1 da+ ab —(22_—653 — 1db
dy — i b+ 1 do (a2+1)db

b—a2 """ (b—a)
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(dl‘l) _ ((b - d _|_ 1 a? db) _ bio 2b+1d 2 2b2_2a2b2_2+2a2dadb+ 1—2a2+a4db2

( (b—a)* (b—
d.ﬁlf2 = 2b 2da d 2 _ Sab dadb—|— de
(b=a) —a)t = )
(dl’g) =1 [(b2+1 da — 2+1 db} ( (}5215+1d 2 Wdadb-%%d(ﬂ)

(4.5.3)

ds? = dx? +dx2+dx3 b= 252+1d 2 4 P20’ 24202 gy 1—2a2+a4db2 4b2 _da?

(-a (—a)t = * -
— 22 dadb +

b4+2b2+1da + 62a2—£-b2b2—)&-2a2+2 dadb — 4(—;)—2(1 +1 db2
(4.5.4)

(

b* — 202 + 1 4+4b% —b* — 202 — 1 9 20% — 2a2b? — 2 + 2a% — 8ab + 2b%a® + 2% + 24> + 2
— da“+
(b—a)? (b—a)!

1—2a%+a* +4a®> —a* — 2a®> — 1 >
b—a) db

45 + 4a? — 8ab
— 0da® + (+b . T %90 Jadb + 0db?
—a

4(b* + a* — 2ab)

dadb = 0
(b—a)t

bulunacagindan, birim kiiresinin minimal egrileri sadece

da=0 db=0

yani

a = sabit b= sabit

gizgileri, bagka deyimle, birim kiiresinin izotrop dogrularidir.(Semin, 1983)
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4.6. Uzayda Minimal Egriler

t bir kompleks degigkeni gostermek tizere, uzayda bir £ minimal egrisinin vektorel
denklemi

x = xz(t)

olsun. Once su 6zeligi ispat edelim:

Bir E minimal egrisinin N (t) dizgin noktalarindaki tim tegetler izotrop dogrulardar.

Gergekten, minimal egrilerin tanimindan

ds? = dz® = 0,
veya diizgiin noktada
dx ,
yardimiyla
[2'()]* = 0 (4.6.1)

dir. Oyleyse, uzayda bir minimal egri sdyle tammlanabilir: Uzayda tim diizgiin
noktalarindaki tegetleri izotrop dogrulardan olusan egrilere: minimal egriler denilir.

(4.6.1) den tye gore tiirev almakla

2'(t).2"(t) =0 (4.6.2)

bulunur.

FE minimal egrisinin N (¢) diizgiin noktasindaki oskiilator diizlem; hem 2/ (t), hem de " (t)
vektorlerine paralel oldugundan ve (4.6.2) nedeniyle 2”(t) vektoru genellikle
2"(t) # 0 kogulunu sagladigindan 2/(t) ye diktir, dolayisiyla da N(t) deki asal
normale paraleldir.

Ote yandan N (t) diizgiin noktasindaki binormali belirleyen z/(t) A z”(t) nin skaler

karesi
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['(t) A2 () = [/ @O)P[2" (@) — [2/(2). 2" ()]

bigiminde yazilabileceginden, (4.6.1) ve (4.6.2) formiilleri dolayisiyla

[2/(t) A" (1)]2 =0 (4.6.3)

dir. Goriiliiyor ki binormal bir izotrop dogrudur ve kendi kendisine diktir, dyleyse
oskiilator diizlem tizerindedir. Bagka deyimle, kendi normalinden gegen oskiilator
diizlem bir izotrop diizlemdir.(Semin, 1983)

Teorem

Bir egrinin oskiilator diizlemleri izotrop diizlemlerden olusuyorsa, bu egri ya bir

izotrop egridir ya da bir izotrop diizlemin bir egrisidir.(Semin, 1983)

Ispat. Bir egrinin oskiilatér diizlemleri izotrop diizlemlerse, bunlarim z/Az” normalleri

s0z konusu diizlemlere paraleldir. Yani egrinin her noktasinda

(' Az")? =0 (4.6.4)
dir.
Bunun tiirevi
(@' AN2"). (' AN2") =0 (4.6.5)
verir. Ote yandan
(@ AN YN (N2 = (2, 2" ") (4.6.6)

ve bunun iki yanmnin vektorel olarak =’ A z” ile ¢arpimi sonucunda, (4.6.5) ve (4.6.4)

nedeniyle sol taraf sifir - vektére esit olur. Oyleyse

O — (;C,/7 x//7 x///>[$/ /\ (x/ /\ x//)] — (I/7 x//7 I///)[(I/.J}//)$/ _ (x/Q)x//]
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diir. x/ ve x/ vektorleri, soz konusu izotrop diizlemlerin dogrultusunu verdiklerinden
birbirine paralel degildir. O halde :

1) Ya egri boyunca (2/, 2", 2") = 0 dir ve dolayisiyla bir diizlem egri s6z konusudur.
2) Ya da her noktada 2/.z” = 0 ve ' = 0 dir, yani uzayda bir minimal egri elde

edilir. Boylece teorem E. STUDY teoremini ispat etmii oluruz.(Semin, 1983)

4.7. Uzayda Minimal Egrilerin Belirlenmesi

Minimal egrileri, dik koordinat sisteminde
ds* = da® = dx,? + day® + dws® = 0 (4.7.1)

bigiminde tanimlamladik. simdi (4.7.1) diferansiyel denkleminin ¢6ziimiint ele alacagiz.
Ozel Coziim

Bu diferansiyel denklemin bir 6zel ¢oziimini » = =z + tv, (v? = 0) izotrop
dogrular olugturur. Gergekten da? = ds? = (vdt)? = 0 dir.

Eger xyg = ON, dersek, Ny dan gegen yukariki izotrop dogru, v nin degigsmesi halinde,
Ny tepeli (z — x)? = 0 izotrop konisini dogurur. Bunun bir anadogrusu boyunca
ayni olan teget diizlemi, bundan 6énce de gérdiigiimiiz gibi, bir izotrop diizlemdir. Bu
sonucu, yukariki denklem yardimiyla da elde edebiliriz. Gergekten, izotrop koninin

teget diizleminin, yani

v.(r—x0) =0

n baglangictan gecen paraleli olan

v.r =20

diizlemi, v ye paraleldir, nitekim bu denklemde x yerine v konuldugunda

02 =0

olur.(Semin, 1983)
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Genel Coziim

ds® = dxi® + dxs® + dxs®> =0

diferansiyel denklemini

das + das = —da?

(dwy — idxs)(dzy + idws) = —da?}

dl’l(d$2 — ’Ldl’g) r d.’IJ1<d£C2 — ’ldl’g)
dxy + idxs dx;
- — 4.7.2
dl’l dﬂig — ’ldﬂ?g ( )

(t: kompleks degisken) biciminde yazar ve

/ d[L‘Q ’ d[L‘g
Tog — —/— T3 — —/—
dl‘l’ dlL‘l

dersek |,

dl’g n Zdl’g . deQ + Zdl’g

dTEl dxq dxq

ZEQI —I— ifL‘gl =1t

/ . 1 d.ﬁlfz Zdﬂ?g diL‘Q — Zdl’g 1
To — 1Xx3 = Z _— = = ——

d.Tl dxl dl’l t
olur ve buradan
1 -1 241
233'2/ =t—-= / 2i3§'3/ = +
olur ve buradan
12 -1 1241
=2 = _— 4.7.3
Ty Ty (4.7:3)
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veya

= f(t) dt (4.7.4)

bulunur. Oyleyse

T = 2/tf(t)dt, Ty = /(t2 CND)f(H)dt, w5 = —z‘/(t2 FOf()dt (475
dir.
xy igin: f(t) = ¢"(t), t=w, ¢"(t)dt = dv dersek
1 =2(uv — /vdu) =2(t¢" — ¢')

olur.

Aym bicimde x5 ve x3 de hesaplanacak olursa, sonucta

w1 = 20t6(1) — /(1)
72 = (1 = 1)6"() = 20t/ (1) — $(1) (176)
S5 = (2 4+ 1)¢'(0) — 29/ (1) — 9(1)
bulunur.

Burada ¢(t), kompleks ¢ degiskeninin keyfi bir analitik fonksiyonudur.(Semin, 1983)

4.8. Minimal Egrilerde Baz1 Diferansiyel Invaryantlar ve Psédo-yay

Minimal E egrisinin sagladigi (4.6.1), (4.6.2) ve (4.6.3) bagintilar1 yeniden ele alalim:

[« (1)]* =0
Z'(t).2"(t) =0
[’ A 2" =0

Ustte verilen ikinci denklemde, E nin izotrop oskiilatér diizlemlerini belirleyen 2/ (¢)

ve 2 (t) vektorlerinin birbirlerine dik olduklarim gosterir. Ugiincii bagint1 dolayisyla
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da, E nin izotrop oskilator diizlemine hem dik hem de paralel olan ' A " binormal
vektorii ise bir izotrop vektordiir, bu sebeple de, sozii edilen izotrop oskiilator

dtizlemin 2/(t) ile olan bir tek izotrop dogrusuna paraleldir, yani

()N (t) = (1), N#0 (4.8.1)

Bunun her iki yanini vektorel olarak x”(¢) le carpar ve (4.6.2) ile (4.8.1) i kullanirsak

buradan A? bulunur.

(2" (1))?2'(t) = =2/ (t) A 2" (t) = —\22/(t)

veya

Va2 == [a()]’

T
:E/(t) = M (4 8 2)
(1) B
olur. bu da, t yi yazmadan
dz

do = dt (4.8.3)

bigimine déniigturiilebilir.(Jemin, 1983)

Ozellik

(4.8.3) bagmtisi, segilen ¢ kompleks degiskenine bagh degildir, bagka degisle, bir
diferansiyel

invaryanttir(degimezdir).
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Gergekten, t-kompleks diizlemin bir D boélgesinde tanimlanmig olan ¢ kompleks

degiskeni, bagka bir t* kompleks degigkeninin

df

E= )

—f £0 (4.8.4)

bi¢giminde bir analitik fonksiyonu olsun. Buna gore, E minimal egrisinin z yer

vektorunin ilk iki mertebeden ¢ ve t* cinsinden tiurevleri arasinda

r=xf (4.8.5)
dr dz
a = a
T =2"f 42 f (4.8.6)

bagintilar: bulunacagindan, (4.6.1) ve (4.6.2) formiilleri nedeniyle, yeni ¢* kompleks

degiskenine gore de

r? =0, (4.8.7)
x.x =0, (4.8.8)
(z Az)? =0, (4.8.9)
() = (") f* (4.8.10)

bulunur.(Semin, 1983)
Gortiliiyor ki: ilk ¢ kompleks degiskeni yerine, yeni bir t* kompleks degigskeninin
alinmas1 (4.6.1), (4.6.2) ve (4.6.3) bagmtilarini degistirmemektedir. Ayrica, (4.8.5),
(4.8.6) ve (4.8.10) dan
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f=adf=x (4.8.11)

veya

dr = dt = —=—dt" (4.8.12)

sonucu elde edilir.(Jemin, 1983)
Ote yandan, (4.8.10) u

(—a2)idt* = (—2")idt (4.8.13)
bigiminde yazarsak, bunun bir diferansiyel invaryanti oldugu goriiliir.
t* kompleks degiskenini
r?= -1 (4.8.14)

olacak bigimde norme edersek (birimlestirirsek) (4.8.13) ve (4.8.14) den

dt* = (—a")idt (4.8.15)

veya t* 7 s (s dogal parametre ) ile gostererek

t
s=t" = / (—a)idt (4.8.16)

to
bulunur.
Boylece tanimlanan t* = s, £ minimal egrisinin psédo-yay1 veya dogal parametresidir.(Semin,
1983)
Bundan bdéyle, minimal egrileri incelerken, kompleks degisken olarak psodo-yayi

kullanacagiz.

4.9. Minimal Egrilerde Yer Vektoriiniin Cesitli Mertebelerden Tiirevleri
Arasidaki Iligkiler

(4.8.11) bagmtisinin (4.8.14) yardimiyla
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r=a Nz’ (4.9.1)

bi¢gimine girer.

(4.8.8) ve (4.8.14) formiillerinden

. =1 (4.9.2)
elde edilmigtir.
(4.8.14) formiilinden
. =0 (4.9.3)
elde edilmigtir.
(4.9.2) ve (4.9.3) formiillerinden
.7 =0 (4.9.4)
elde edilmigtir.
(4.9.1) ve (4.9.2) formiillerinden
det(z',x",27) =1 (4.9.5)
elde edilmigtir.
(4.9.5) formiiliinden
det(z’,x",277) =0 (4.9.6)
elde edilmigtir.
(4.9.3) formiiliinden
.+ =0 (4.9.7)

elde edilmigtir.
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v = S (arT) =0 (4.9.8)

elde edilmigtir.
(4.9.1) formiilinden

r=x ANx” (4.9.9)

elde edilmigtir.

bu sonucunun vektorel olarak x ile carpimindan

TN =" -z T (4.9.10)
TN =3 - ANx (4.9.11)

(4.9.11) formiilinden
vy = ANx (4.9.12)

elde edilmigtir.
x', x” vektorleri, ¥ minimal egrisinin izotrop oskiilator diizlemini belirttiklerine gore,

(4.9.6) bagintisi gosterir ki = vektorti de bu diizleme paraleldir. O halde bu vektor

7 =ax + fa” (4.9.13)

<zt >=a<x,r>+p<r,r >
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bi¢iminde yazilablir. Bu esitligin her iki yanini skaler olarak 6nce z™ ile carptigimizda
(4.8.7), (4.8.14), (4.9.7) formilleri nedeniyle
f=a"a” (4.9.14)

olur. Ayni bagmtinin her iki yanini bir kez de =™ ile skaler olarak carptigimizda

(4.9.2), (4.9.3), (4.9.4) formiilleri dolayisiyla

1
a=3p (4.9.15)
bulunur. Oyleyse (4.9.13) esitligi
B N o
x 25695—1—595, b=uz"x (4.9.16)

bi¢imindedir.
(4.9.16) in her iki yaninin skaler karesi de; (4.8.7), (4.8.14), (4.8.8) formiillerinden

oturu
()2 = ( ; Bt Bx..)Q

1
Z5233.2 + 621'37 +52$..2

= G2 = (22 (4.9.17)



verir.

4.10. Minimal Egrilerin Incelenmesinde Kullanilan E CARTAN Saylik
Ugyiizliisii

FE minimal (veya izotrop) egrisinin her N (s) noktasima

e =x
ey = ix” (4.10.1)

bagitilariyla tanimlanan e,, (¢ = 1, ..., 3) vektorlerinin olusturduklar: 7, i¢yiizliisiinii

baglayalim. Kolaylikla gorilir ki e, vektorleri, bundan once de sozlini ettigimiz

1, j+k=4
ej.ex = ! (4.10.2)
0, j+k#4

€j N\ep =1€j1p—_2,

(617 €2, 63) :Z

bagintilarini saglarlar. Bunlar, £ en az 3. simuftan ise, gegerlidir.(Semin, 1983)

4.11. Tiurev Formiilleri

(4.9.16) formiillerinden, s psodo-yayia gore hesaplanan, agagidaki tiirev formiilleri

elde edilir :

e = —’ieg
€ = i(kel + 63) (4111)
€3 = ik’@g, k= %ﬁ

Bu formiillerin gegerli olabilmeleri i¢in, £ minimal egrisi en az 4. siniftan olmalidir.

k, E minimal (izotrop) egrisinin N (s) noktasindaki psédo-egriligidir.
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Ps6do-DARBOUX vektori

e, =d.Neg, (¢=1,2,3)

egitliklerini saglayan d,. vektorii, £ minimal (izotrop) egrisinin N(s) noktasindaki
ps6do-DARBOUX vektorudiir.
Eger

3
de =) ageq
g=1
denilirse, kolay bir hesap

3
d. = Z ageq = e + ey + ases

=1
e =d.Ne;
ey =d. N ey
e3 = d. N e3
(cv1e1 + ages + azes) A eg
er =aj(e; Nep) + as(ea Aey) +as(es Aep)

er = a1(0) + as(ier) + as(ies)

e = Oégi@l + Oégieg
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e = '12(06261 + 05362)

—’ieg = 7:(0@61 + 04362)

—€9 = (V2€7 + 3€9

Oélzk, 042:0, 063:—1

vereceginden,

dc = ]{?61 — €3 (4112)
olur.
(4.11.2) nin (4.11.1) ile kargilagtirilmasi sonucunda
d,.es =0 (4.11.3)
oldugu gortliir, yani bunlar dogrulayan diizlemin birbirine dik iki vektortidiir.
(4.11.1) tirev formiilleri gosterir ki
d, = ke, (4.11.4)
Ps6do-LANCRET egriligi
Tanim geregince bu, (4.11.2) nedeniyledir.
|d.| =1/ (ker — e3)? =iV 2k (4.11.5)
ya egittir.(Semin, 1983)

I spat.

\/k’2612 — 2k’€163 + 632
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= V=2k
= Vi22k

4.12. Psodo-egrilik Merkezi Ve Bunun Geometrik Yeri

E minimal (izotrop) egrisinin N(s) noktasindaki 7T, tgyiizliistintin ikinci ekseni
tizerinde
1

NM = e, (4.12.1)

vektorel esitligi ile tanimlanan M noktasi, E' minimal egrisinin N (s) noktasindaki
psodo-egrilik merkezidir. Varhgi i¢in £ egrisi N de en az, 4. simiftandir.

Bu noktanin yer vektoriine y dersek,
y(s) = a(s) + e (4.12.2)
dir.
(4.11.1) tiirev formillerine gore
. L (K
v=-7 (zeg + 63) (4.12.3)
bulunur. (Semin, 1983)

Teorem

En az 5. simftan bir £ minimal (izotrop) egrisinin psddo-egrilik merkezlerinin geometrik
yerinin M egrilik merkezindeki tegeti (es,e3) diizlemi tizeridedir. Bu teget ey ile

cakisamaz. k' = 0 olan noktalarda, teget es e paraleldir. Ozel olarak, psodo-egriligi
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sabit olan minimal egrilerde bu béyledir ve (M) geometrik yeri minimaldir.(Semin,
1983)
4.13. Psodo-egrilik Ekseni Ve Bunun Teget Kaldigi Egri

E minimal (izotrop) egrisinin N(s) noktasimdaki M psédo-egrilik merkezinden T,
iigytizliistiniin es eksenine ¢izilen paralele, £ minimal egrisinin N noktasindaki psodo-egrilik
ekseni diyecegiz.

Bu eksen ej izotrop eksenine paralel oldugundan, (es,e3) izotrop dizleminin bir
izotrop dogrusudur. O halde, bunlarin teget kaldiklar1 egri de izotrop olacaktir.
Psodo-egrilik ekseninin, bir M noktasinda teget kaldiklar: (M) egrisinin yer vektorii

z(s) ise

z(s) = x(s) + 162 + Aes (4.13.1)

(4.11.1) tirev formiillerine gore
NN 1
z :2[(k) —)\k] es + ()\ _k) es

oldugundan, z'(s) vektoriiniin ez e paralel olmasi igin gerekli ve yeterli kogul,

-1 -4

dir. Bu takdirde

z = [; <]:2> — ]1] es (4.13.3)

olur.(Semin, 1983)

4.14. Minimal Egrilerde Tegetlerin Dik Yoriingeleri

FE minimal (izotrop) egrisinin N (s) noktasindaki tegeti iizerinde
x = x(s) + A(s)eq (4.14.1)
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vektorel denklemiyle tanimlanan N;(S) noktasmin (N;) geometrik yerinin tegeti,

(4.11.1) nedeniyle

l't. = (1 + )\‘)61 — i)\eg (4142)
vektort ile belirlidir.
s psodo-yaymin A = A(s) fonksiyonu nasil segilirse segilsin
zi.er =0

olacagindan (N;) geometrik yeri E' minimal egrisinin tegetlerinin dik olarak keser.

Bu sonsuz egri arasinda, her N; noktasindaki tegeti e, ye paralel olanlara, yani

1+X =0 (4.14.3)

veya

A= —s+5g, (So:sabit) (4.14.4)
kogulunu saglayanlara: E minimal egrisinin tegetlerinin dik yortingeleri diyecegiz.

Dik yoruingeler igin, (4.14.1) ve(4.14.2) bagmtilar

xy = x(s) + (so — s)eq (4.14.5)

x =i(s — sp)ez (4.14.6)
bigimlerine girerler.(Semin, 1983)

Teorem

En az 4. smiftan bir E minimal(izotrop) egrisinin tegetlerinin dik yériingelerinin
pr = 0 1 saglamasi icin gerekli ve yeterli kosul, £/ nin ps6do-egriliginin egri boyunca

sifira egit olmasidir.(Semin, 1983)
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Teorem
En az 5. smiftan bir E minimal (izotrop) egrisinin tegetlerinin dik yortingelerinin
diizlem egrilerden olugmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, E nin psodo-egriliginin sabit

olmasidir.(Jemin, 1983)

4.15. Bir F Minimal Egrisini Kesen Ve (es,e3) Diizleminde Bulunan

Dogrulardan Bir Egriye Teget Kalabilenler

E minimal egrisinin her N(s) noktasina, bu noktadan gegen ve (eg, e3) diizleminde
kalan bir D* dogrusunu baglayalm ve bunun bir N* noktasinda bir (N*) egrisine

teget kaldigini diigiinelim. (N*) egrisinin yer vektori z*(s) ise

z*(s) = x(s) + A(s)[m(s)eax + €3] (4.15.1)

yazabiliriz.
x* vektoriiniin mey + e3 vektoriine paralel olmasi gerekeceginden, (4.11.1) tiirev

formulleri

1+t AXEkm=0 veya Am=

1
— 4.15.2
. (415.2)

m —i(m*+k) =0 (4.15.3)

denklemlerini verir.(Semin, 1983)

Teorem

En ez 4. smiftan bir £ minimal egrisinin (eq, e3) diizlemi tizerinde bulunan ve E
yi kesen sonsuz dogru ayr1 ayri sonsuz (IN*) egrisine teget kalirlar. Aym bir N
noktasi ile belirli olan N* degme noktalari, N noktasindaki psodo-egrilik ekseni

tizerinde bulunurlar. Bunlarin belirlenmeleri, bir RICATTI denkleminin ¢oziimiine

baglidir.(Semin, 1983)
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4.16. Psodo-egriligi Sabit Olan Minimal Egrilerin Ps6do-egrilik Merkezinin

Geometrik Yeri
E minimal egri sabit psodo-egrilikli ise, bunun M psodo-egrilik merkezinin y yer
vektorinin s psédo-yayna gore tirevi, (4.12.3) dolayisiyla
Y =——e3 (4.16.1)
tur.
(4.16.1) nin psoédo-yaymna tiirevi de, (4.11.1) nedeniyle
Y =1ley (4.16.2)

olur.

Bir izotrop egri olan (M) nin s* yayini o bigimde norme edelim ki

d2y 2 d8*4
2 = =1 4.16.3
4 <d5*2> ds*4 ( )
bagintisinda
d*y 2
=1 4.16.4
(ds*2> ( )

olsun. Boyle olunca (4.16.3) den

ds* = e ds®, €=+l (4.16.5)

esitligine varilir. Eger

ds* = —ds (4.16.6)

olarak alirsak ve (M) nin M noktasindaki 7'* saylik tigyiizliisiiniin eksenlerini belirleyen

vektorler e,, (¢ =1,2,3) ise, (4.16.1) den
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ve dolayisiyla

e] = —e3 (4.16.8)

bulunur.

Bunun her iki yaninin s psédo-yayma gore tiirevi, (4.11.1) yardimiyla

ies = —iey (4.16.9)

e5 = —eg (4.16.10)

verir.

Bunun sonucunun da s psédo-yayina gore tiirevinden, (4.11.1)yardimiyla

—i(k*e] +e3) = —i(key + e3) (4.16.11)

bulunur.

Her iki yanin da skaler karesi

=k (4.16.12)

vereceginden,(4.16.8), (4.16.11) ve (4.16.12) formiilleri

e5 = key (4.16.13)

sonucunu gotirir. O halde, toplu olarak

el = 76
e = —e (4.16.14)
es = key

dir. (Semin, 1983)
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Teorem

Psodo-egriligi sabit ve en az 4. siniftan bir minimal egrinin psodo-egrilik

merkezlerinin geometrik yeri de bir minimal egridir ve ayni sabit egriliklidir. Bu iki

egriden

herhangi birisi, 6tekinin psédo-egrilik merkezlerinin geometrik yeridir. Bu iki egrinin

saylik tigyiizliilerini tanimlayan vektorler, (4.16.14) bagintilariyla birbirine baghdirlar.

Homolog noktalar1 birlegtiren dogrular, iki saylik ti¢ytizliisiiniin ortak ikinci eksenleridir. (Semin,

1983)

4.17. Bir Minimal Egrinin Dogrulayan Dogrular1i Ve Bunlarin Teget
Kaldiklar:1 Egri

Bir F minimal egrisinin bir N(s) noktasmndan, d. ps6do-DARBOUX vektoriine
gizilen paralel D, dogrusu, £ nin N(s) noktasindaki dogrulayan dogrusudur. N(s)
noktasi F egrisi tizerinde dolandiginda, D, dogrusu da bir egriye teget kalir. Gergekten,
D. dogrusu tizerinde dyle bir N;(s) noktasi arayalim ki bu noktanin (V) geometrik

yeri D. ye Ny de teget kalsin. Ny in yer vektori z; ise, bu vektor

z1(s) = x(s) + A(s)d.(s) (4.17.1)

bi¢cimindedir.

(N7) egrisinin Ny deki tegeti, (4.11.1) ve (4.11.4) formiilleri yardimiyla hesaplanan

xy = (14 Ak)ey + Xd,

ye paraleldir ve bunun da d,. ye paralel olabilmesi icin gerekli ve yeterli kogul

14+ X =0

yani

(4.17.2)
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dir, o halde

T =T — Edc = — E(kel —e3) (4.17.3)

By = — (k) d. = — <k> (key — e3) (4.17.4)

tir. Buna gore

1

olur.

Goriiltiyor ki: NN, vektoriiniin e; ve e e gore bilegenleri

1 1
g 417,
(loghk) (4.17.6)

mp = —

L
dir.

4.18. Oskiilator Diizlemleri Sabit Bir Noktadan Geg¢en Minimal Egriler

a) Sabit nokta sonlu uzakliktadur.

Sabit noktaya O diyelim. Bulmak istedigimiz minimal egrinin bu noktadan gecen
oskiilator

diizlemleri, izotrop diizlemlerdir. O halde bu oskiilator diizlemler, dogrultmani
ombilikal ve tepesi de O olan izotrop koninin teget diizlemleridir. Buna gore,
aradigimiz minimal egri, O nokta egrisidir.

O noktasini baglangi¢ noktasi olarak aldigimizda, aradigimiz minimal egri boyunca

. =0 (4.18.1)

dir, ¢iinkii izotrop olan oskiilator diizlemin, x* vektorii, ayni zamanda dikme vektortdiir.

(4.18.1) nin iki kez tiirevini alirsak, (4.8.7) ve (4.8.8) formiilleri dolayisiyla

r.x =0, x.27=0 (4.18.2)
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olur Oyleyse

T=a; T +ayr +azx (4.18.3)

dersek ; (4.8.7), (4.8.8), (4.8.14), (4.9.2), (4.9.3) ve (4.18.2)

o =ay=a3=20

dolayisiyla

verir.(Semin, 1983)

Teorem

En az 3. siniftan bir minimal egrinin oskiilator diizlemlerinin sonlu uzaklikta bulunan
sabit bir noktadan ge¢meleri i¢in gerekli ve yeterli kogul, bu minimal egrinin bir
nokta-egri olmasidir. Sabit nokta sonsuzda ise, ombilikalin tizerinde degilse, bu

noktadan gegen iki izotrop diizlemin izotrop dogrulari, minimal egriyi olugtururlar.(Semin,

1983)

4.19. Saylik Ugyiizliiniin Ikinci Yiizii Sabit Bir Noktadan Geg¢en Minimal

Egriler

a) Sabit nokta sonlu uzakliktadr.

Genellikle, saylik ti¢ytizliintn ikinci ytizi, psodo-egrilik ekseninin teget kaldigi egrinin
oskilator diizlemi olduguna gore, bu 6zel halde, tepesi O sabit noktasi olan izotrop
koniye tegettir. ve §(3.9) de sozii edilen (M ) egrisi, O nokta-egrisidir. O halde,

(4.13.3) formiiliinde, E egrisi boyunca

olmasi, F nin k psodo-egriliginin



diferansiyel denklemini saglamasi gerekir.

Bu denklemi (k%) ile carpip integre ettikten sonra agagidaki bicimde de yazabiliriz:

2 k'Q 3 .
3713 +ak’=0, (a:sabit) (4.19.1)

§(3.9) da da gordiigumiz gibi, O sabit noktast £ minimal egrisinin psddo-egrilik
eksenlerinin ortak noktasidir ve bu eksenler O tepeli izotrop koninin ana dogrularidir

ve

NO = (;) es + (;) (]32) es (4.19.2)

b) Sabit nokta sonsuzdadar.

tir.(Semin, 1983)

Sonsuzda bulunan sabit noktanin dogrultusunu veren sabit vektor a ise, (es,e3)
diizlemine paralel olan bu vektoére, bu diizlemin es izotrop dikme vektori diktir,

yani F boyunca

a.e3=20

dir. Bunun (4.11.1) e gére tirevi

ka.e=0

verir. iki hal s6z konusu olablir:

1) Ya E boyunca k = 0 dir. 2) Ya da yukariki skaler carpim E boyunca sifira esittir.
Bu taktirde, (eq,e3) diizlemine paralel olan a vektorii, es e paraleldir. Béoyle olunca
da, ez lin dogrultusu sabit olacagindan, tiirevi ve dolayisyla k psodo-egriligi gene
ozdes olarak sifira esit bulunacaktir. Oyleyse, her iki halde de E bir izotrop kiibiktir
ve bunun (eq, e3) diizleri E' boyunca kendi kendilerine paralel kalir.(Semin, 1983)

Teorem

En az 4. smiftan bir minimal egrinin saylik ii¢yiizliisiiniin ikinci yiiziiniin sonlu

uzaklikta bulunan sabit bir noktadan ge¢mesi i¢in gerekli ve yeterli kogul, psodo-egriligin
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bagintisini saglamasidir. Sabit noktanin sonsuzda bulunmasi halinde, gerekli ve
yeterli kogul, F nin bir izotropik kiibik olmasidir. (Semin, 1983)

a) Sabit nokta sonlu uzakliktadar.

(4.17.4) formiliine gore, (N) egrisinin sonlu uzaklikta bulunan bir nokta-egri olmasi

icin gerekli ve yeterli kogul, £ minimal egrisi boyunca

(&) -0

yani

k=as+ 05, (a,f: sabit) (4.19.3)

olmasidir. (Semin, 1983)
Bayle bir £ minimal egrisinin dogrulayan dogrulari, (N; = O) tepeli ve E dogrultmanh

bir koni dogururlar. (4.17.6) formilleri de

m; = — (s + B) ., mg = 3 (4.19.4)
e

verir. (Semin, 1983)

Teorem

En az 5. smiftan bir £ minimal egrisi, asagidaki dort kosuldan herhangi birisini
saglarsa, geriye kalanlar da saglanmis olur:

1. Tim dogrulayan diizlemler, sonlu uzaklikta bulunan sabit bir O noktasindan
geger.

2. Sonlu uzaklikta bulunan sabit bir O noktasinin, E nin siklik tli¢yiizliisiine gore
ii¢iincii koordinati sabittir.

3. Sonlu uzaklikta bulunan sabit bir O noktasinin, E nin siklik ti¢ytizliistiniin birinci
ekseni- yani E nin tegeti| iizerindeki izdiigiimii, F nin tegetlerinin dik yoriingelerinden
birini ¢izer.

4. E nin psodo-egriligi, psddo-yaymin lineer bir fonksiyonudur (Semin, 1983)
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4.20. Sabit Bir O Noktasmin Saylik Ucyiizliiye G6re Koordinatlarindan
Biri Sabit Olan Egriler

Sabit O noktasiin saylik tigytizliye gore koordinatlar1 —a,, (¢ = 1,2, 3) olsun.
I. oy = sabit olan minimal egriler

Sabit O noktasina gore minimal E egrisinin yer vektori z(s) ise

r(s) =y e; +ag ea +az ey, ap = sabit (4.20.1)

dir. (4.11.1) tiirev formiilleri

tkay—1=0, —tog+o,—tkas=0, tay+a3=0 (4.20.2)
verir. ilkinden
7
—0y = z (4.20.3)

gikar ve bu deger yardimiyla ikincisinden sonug olarak

1 171\

gikarilir. Bu son esitlik, (4.20.2) ile kargilagtirihnca
1y 1\~ 1
= ) — (=) = 4.20.
(k:) at (2/#) (k) ! (4.20.5)

O halde, O sabit noktasinin N(s) noktasindaki saylik tigyiizlitye gore koordinatlari

bagintisi elde edilir.

i1 1y
—an, L (= — 4.20.
“ (k) 0‘1+<2k2) (4.20.6)

dir ve E nin psodo-egriligi, (4.20.5) diferansiyel denklemini saglar.(Semin, 1983)
I1. ay = sabit olan minimal egriler.
Bu kez, (4.20.1) denkleminde sag yandaki ikinci vektoriin katsayi sabit olduguna

gore, (4.11.1) tiirev formiilleri
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Oéj-'-iOégk—lIO, i(a1+a3 ]{3):0, Tag+az =0 (4207)

verir. Bunlarin iigiinciisiinden

a3 = —i as S+ 59, (So: sabit) (4.20.8)

¢gikar ve bu deger yardimiyla ikincisi

a; =k (i ag s — o) (4.20.9)

verir. Bu son egitlik de (4.20.7) ile kargilagtirildiginda

(025> —s0) b +2iak—1=0 (4.20.10)

lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bunun integre edilmesiyle de

297 90

bulunur.(Semin, 1983)
O halde, O sabit noktasimnin £ minimal egrisinin N (s) noktasindaki saylik tigyiizliiye
gore

koordinatlari

—k(iag s—sp), —ag, 1iays—Ssp (4.20.12)

dir ve £ minimal egrisinin psodo-egriligi (4.20.11) bagintisiyla belirlidir.
ITII. a3 = sabit olan minimal egriler

bu halde, (4.20.2) bagmtisindan

O./Q:O

sonucu ¢ikarilacagindan, O sabit noktasinin dogrulayan diizlem tizerinde bulundugu

hal s6z konusudur.(Semin, 1983)
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Teorem

Bir O noktasimin uzayda sabit olmasi ve bunun, en az 6. smiftan bir £ minimal
egrisinin saylik ti¢yiizliisiine gore birinci koordinatinin bir sabitten ibaret bulunmasi
i¢in gerekli ve yeterli kogul, £ minimal egrisinin & psodo-egriliginin (4.20.5) diferansiyel
denklemini saglamasidir.(Semin, 1983)

Teorem

Bir O noktasinin uzayda sabit olmasi ve bunun, en az 6. siniftan bir £ minimal
egrisinin siklik ti¢ytizliisiine gore ikinci koordinatinin bir sabitten ibaret bulunmasi
i¢in gerekli ve yeterli kogul, £ minimal egrisinin k psodo-egriliginin (4.20.11) bagintisin

saglamasidir.(Semin, 1983)
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