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SAYISAL MATRIS MEKANIGIi YOLUYLA KEYFi POTANSIYELLERE
GENISLETILMIiS KRONIG — PENNEY MODELI

0z

Kronig-Penney modeli fizik 6grencileri i¢in periyodik potansiyelleri ¢alismada

hep baslangi¢ noktasi olmustur.

Bu calismada, once Kronig Penney benzeri periyodik olmayan potansiyeller i¢in
Schrodinger (6zdeger) denkleminin ¢6ziimiinlin, matris kosegenlestirme yoOntemi
kullanilarak nasil elde edilecegi anlatilmistir. Daha sonra Kronig Penney modeli ve
Bloch teoremi tanitilarak periyodik potansiyellerin ¢oziimii tartisilmistir. Son olarak,
periyodik potansiyellerin ¢oziimii matris kdsegenlestirme esasina gore Fortran

programi kullanilarak betimlenmis ve sonuglar grafik olarak gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Bloch teoremi, Kronig-Penney



THE KRONIG - PENNEY MODEL EXTENDED TO ARBITRARY
POTENTIALS VIA NUMERICAL MATRIX MECHANICS

ABSTRACT

Kronig-Penney model has always been a starting point to study periodic

potentials for physics students.

In this study, The matrix diagonalization method to obtain the solution of
Schrodinger (ecigenvalue) equation for the non-periodic Kronnig Penney like
potentials is explained.Then, by introducing Kronig Penney model and Bloch
theorem the solution of the periodic potentials is discussed. Finally, the solutions of
periodic potentials is described using matrix diagonalization method with Fortran

and the results has been shown graphically.

Keywords: Bloch theorem, Kronig-Penney
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BOLUM BiR
GIRIS

Kronig-Penney modeli, enerji bant araliklarini periyodik katilar i¢in agiklayan bir
modeldir. Enerji bant araliklari konusu metal ya da yalitkan davraniglarini agiklamak

icin kullantlir.

Yontem, Schrodinger denkleminin, dalga fonksiyonunun Fourier katsayilariyla
acilmasiyla birlikte kurulan 6zdeger denkleminin ¢oziimiinden gelen izinli bant
araliklarinin belirlenmesiyle olur. Bu yontem i¢in Bloch teoremi kullanilir. Temel
fikir tek hiicreli potansiyellerden baglar. Bloch teoremi kullanilarak ¢ok hiicreli

sistem i¢in tek hiicre ¢oziiliir.

Basit bir metod olarak, tanimlanan bu periyodik fonksiyon birka¢ kez
tekrarlanarak, 10-12 olabilir, tasarlanan potansiyel Schrodinger denklemi araciligiyla
¢oziiliir. Bu ¢6ziim i¢in matris kosegenlestirme yontemiyle birlikte Bloch teoreminin
kullanilmasi ¢6ziimii miimkiin kilar. Ayrica, bu yaklagimla sonlu biiyiikliik etkileri
olusmamakta ve dalga vektorii stirekli olmaktadir. 3. Boliimde degisik potansiyeller

incelenmistir.

Bu ¢alismada, genel anlamda Pavelich ve Marsiglio’nun kaynaklarda belirtilen
2015’te yaymmlanan ¢alismanin katkist Onemlidir. Ayrica yazilan Fortran
programlarinda kaynaklarda belirtilen (Press ve diger,2007) yaymmindan
faydalanilmistir. Fortran programi ile elde edilen veriler Origin (2015) programu ile

grafige dontistlirilmiistiir.



BOLUM iKi
FORMULASYON

2.1 Sonsuz Kare Kuyu

Periyodik olarak kendini tekrar eden potansiyellerin enerji 6zdegerleri, sonsuz
kare kuyuya yerlestilerek bulunabilir. Bu ¢oziimler genellikle analitik olarak elde
edilemez bunun i¢in niimerik matris kdsegenlestirme rutini yapilir. Ilk olarak dalga

fonksiyonu sonsuz kare kuyu bazinda ag¢ilir: (Pavelich ve Marsiglio,2015)

YO >=32C, |7 > (2.1)

2 nmx
W,f(x)=\/;sin(7) 0<x<a

=0 diger. (2.2)
Burada, 6zdegerleri, (Pavelich ve Marsiglio, 2015)

2212
E® =2 — p2p® (2.3)

2mgya?

a:kuyu genisligi.

my:elektronun kiitlesi

h:Planck Sabitinin 27’ye orani.

n: Bas kuantum sayisini gostermektedir.

C, bilinmeyen agilim katsayilarini gostermekte iken bu katsayilar kosegenlestirme

problemi: (Pavelich ve Marsiglio,2015)

Z??l:lHnmCm = EC, (2-4)



araciligryla belirlenebilirler. Burada,

Hym =< P O1Hy + VP >= 6,,E” + HY,, (2.5)
Him =< WOWVIED >=2 [V dxsin (%) V(@)sin(*) (2.6)

(2.4) no.lu denklemin her iki tarafi El(o) a boliiniirse denklem boyutsuz formda

yazilabilir:

hom = nm/E1(0) (2.7)
e=E/E® (2.8)

tanimlar1 yapilir ve sonug olarak boyutsuz

Ym=1hnmCm = eCy (2.9)
esitligi elde edilir.
2.2 Harmonik Osilator
Sonlu kare kuyu bazinda ¢6ziim i¢in
Vo (x) = 2mow?(x — 5?2 (0<x<a) (2.10)

(2.10) no.lu ifade (2.4) veya (2.9)’da yerine koyulup ¢oziiliirse

Sekil 2.1 grafigi sonuglar1 az bir yakinsama hatasiyla elde edilir.



2.3 Periyodik Simir Kosullariyla Sonlu Kare Kuyu

Burada dalga fonksiyonu periyodik oldugu i¢in

p(x+a) =¢(x) ise

d)(x) ~ eikx
Burada k? = 2myE /h?
(2.11)’e gore

ka = 2nm

(2.11)

(2.12)

n burada bir tamsayi.(n=...,-2,-1,0,1,2...). Ozdegerler burada: (Pavelich ve

Marsiglio,2015)

_ Pt 5 (0)
E,=4 o~ 2 4n?E;

Ve ortonormal bazlar:

1 .2
,(lo) (x) = \/; exp (l %x)

olur.

2.4 Harmonik Osilatoriin Periyodik Sinir Kosullar1 Altinda Coziimii

(Pavelich ve Marsiglio,2015)

0 0 1pa , 1 a\%,
HY =< q)fl )lvlq)gn) >— Zfo dxe lZnnx/a(EmOwZ (x _E) )elZn'mx/a

Bu denkleme kinetik enerji katkisi da ilave edilirse,

2.2 2 4
hpm = Onm [4-112 + %] +(1- 6nm) [% (m—n)z]

elde edilir. Burada y = % dur.
1

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Burada matris boyutunu belli noktada kesmek gerekir. Ve n sayisi burada n =

(01,-1,2,-2,3,-3...)ve n yeni tammminda n' = (0,1,2,3,4,.....)

belirlenir.Ornegin n'=4 n=2 ye karsilik gelir.

sirasinda



2.4.1 Harmonik Osilatériin periyodik ve sonsuz kare kuyu bazlarinda ¢oziimlerinin

karsilagtirmast

500

Analitik Cézum

400 Periyodik sinir kogullar :

300

En/E @

200 +

100 +

25

Sekil 2.1 Tekrarlayan sonsuz kare kuyu ile sonsuz kare kuyunun teorik ¢oztim i¢in taban ve ilk 25
uyarilmis durumlarda enerji 6zdegerleri. (Kirmiz1 yuvarlakli degerler ny,, =60 igin tekrarlayan sonsuz
kare kuyu periyodik potansiyeli esas alan 60 x 60 matrisin ¢oziimi ile elde edildi. Siyah ¢izgi ise

sonsuz kare kuyu igindeki harmonik osilator potansiyelinin analitik ¢oziimiinii ifade etmekte.)

Matrislerin ¢oziimiinde 6zdeger denklemi fortran tabanli hazir programlar kullanarak

¢Ozildii.

2.5 Periyodik Potansiyeller

2.5.1 Bloch Teoremi

Bu teoreme gore periyodik bir dalga fonksiyonu bir diizlem dalgasi ve
potensiyelle ayn1 periyodiklige sahip bir fonsiyonun ¢arpimi olarak yazilabilir. Yani,

(Pavelich ve Marsiglio, 2015)

P(x + a) = eK4P(x) (2.17)



olarak yazilabilir. Burada a birim hiicre uzunlugu ve K -n<Ka<nr olarak ifade edilen
dalga vektorii. K, her enerji araligini betimleyen yeni bir kuantum sayisidir. K burada
siirekli degerler alir ¢linkii ele alinan potansiyel a periyoduyla sonsuza dek kendini
tekrar etmektedir. Tekrarlamayan potansiyellerde her bir hiicre igin ayr1 ¢6ziim
yapilmalidir. Bloch teoremi, problemi bir hiicre igin ¢6ziip K’y1 siirekli kilmamiza

olanak saglamaktadir.

2.5.2 Kronig Penny Modelinin Analitik Coziimii

Kronig Penney modeli, birbirini tekrarlayan esit uzunluklu kuyu ve sonlu kare
potansiyellerinin ¢dziimiinii kapsar. Bu yonteme gore sinir sart1 i¢in Bloch teoremi

kullanilir. Potansiyel: (Pavelich ve Marsiglio, 2015)

V(x) =V, 232 »0[x — (na+b)].6[(n+ 1)a — x] (2.18)
© burada Heaviside adim fonksiyonu, birim hiicrenin genisligi a ve iki ©
fonksiyonunun c¢arpimi bariyer icinde x’in natb ‘den biiyiik, (n+1)a’dan kiigiik

oldugu yerler i¢in 1’e esit.

Schrodinger denklemini ve sinir sartlarini kullanarak elde edilen ¢ozlim:

cos(Ka) = cos(k,b) cosh[K,(a — b)] + %sin(l{lb) sinh[K,(a — b)] (2.19)
Burada,
k, = \/@ ve K, = \/7% (2.20)
dir.



BOLUM UC
SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

3.1 Kronig Penney Modeli i¢cin Matris Coziimii

Matris elemanlarinin ¢6ziimiinde Bloch durumu goz 6niine alindiginda, (Pavelich
ve Marsiglio,2015)

ka=2mn - ka=2mn+ Ka

seklinde denklem modifiye olur. Ayn1 sekilde (Pavelich ve Marsiglio,2015)

2nn+Ka

1 ,
P - Zexpli

- x] = e#*$(0 (x)’e doniisiir.

Tekrarlayan Kronig Penny potansiyeli i¢in ilgili 6zdeger denklemi matris elemanlari:
(Pavelich ve Marsiglio, 2015)

(—1)™ "+ sin[r(m-n)p]

m-n

2
B = S | (20 +52) "+ vo(1 = p)] + (1 = Epm)vo (3.1)

seklindedir. Burada p=b/a dir.

25 H - ] -
— .___,.-'"
20 +H g "
--\"'h\._. -'-F"_pr"
.. o
~ 5 ..-""FI.J{II""\-.
e - -—" .
<3} - —
E — —
] —
.0 .
S = -
e "
e — —
. -
54 "--.__-..__-.. .-q..__—i"-
— e
- ____--.--—--_.—--""— "'--.._----.. --.._.____-:__
0 -
T T T T T T T T T
-1.0 -0,5 0.0 0.5 1,0
K*a/mw

Sekil 3.1 Vo=0 i¢in Kronig — Penney modeli ¢6ziimii (-a ile a aralig1 100 pargaya boliinerek her bir
degerdeki Vo=0 i¢in 5x5’1lik 6zdeger denkleminin ¢oziimii 5 enerji dzdegeri 6l¢eklendirilmis dalga

sayisina bagl olarak gosterilmekte.)



= E

35 - = Potential
30
25 -
s 1
Ly 20 _/\
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15
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Sekil 3.2 Vo=10 ve p=0.5 igin Kronig — Penney ¢6ziimii (Kronig - Penney modelinin p=b/a=0.5 i¢in
-a ile a araligimin 100 pargaya boliinerek herbir pargada 5x5lik 6zdeger matris denkleminin ¢oziimii ile
siyah ¢izgiyle gosterilen enerji 6zdeger grafigi elde edildi. Burada a=1. Not: Burada potansiyel

gizimleri 2.18 denklemiyle elde edilen grafigin b+(a-b)/2 kadar sola kaydirilmasiyla elde edildi.)

- E
30 o = Potential
25 —
'0
§ o -//\
<3
— -
[Sa]
10 < -\ P /
5
0 4
1 T 1 T 1 T 1 T 1
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

K*a/mw

Sekil 3.3 Vo=10 ve p=0.8 igin Kronig — Penney ¢oztiimii (Sekil 3.2 i¢in yapilan islem p=b/a=0.8 igin
burada tekrarlandi. Not: Burada potansiyel ¢izimleri 2.18 denklemiyle elde edilen grafigin b+(a-b)/2
kadar sola kaydirilmasiyla elde edildi.)



3.2 Bazi periyodik potansiyeller icin ¢céziimler

Sekil 3.4’te harmonik osilator potansiyeli, Sekil 3.5°te ters ¢evrilmis harmonik
osilator potansiyeli, Sekil 3.6 dogrusal potansiyeller i¢in —a ile a araligi 100 pargaya
boliinmiis ve herbir parca i¢in 5x5’°lik kare matrisi olan 6zdeger denklemi ¢oziilmiis
ve bu enerji 6zdegerleri siyah ¢izgilerle gosterilmistir.

Sekil 3.5’te harmonik osilator potansiyeli,

V) = 2(x+2) 0
(x)fz*mow (x+§) —a<x<

=%*m0w2(x—§)2 0<x<a
3.2)
ve h,,,, matris elemanlari
Rm = Opm [(Zn + %)2 + % +(1- 5nm)§ — (3.3)
ile ifade ediliyor.
Sekil 3.6°da ters ¢evrilmis harmonik osilatdr potansiyeli,
V(x) = =3 * mo[(x + @)2+a? /4] -a<x<-a/2
= Lemow?[x? + 4] -a/2<x<a/2
=— % *mow?[(x — a)?+a?/4] a/2<x<a (3.4)
ile ve 6zdeger matris elemanlari,
ham = B [(2n+52) + 2] - (1 - 6, ECL (35)
Ile hesaplaniyor.
Sekil 3.7°de linear potansiyel,
V(x):A‘%xH‘ x <0
— A |_2% +1 x>0
(3.6)

ile (burada A, linear potansiyelin x=0 da goriilen en yiiksek potansiyel degeridir) ve

0zdeger matris elemanlari,



1-C0)™M

2
S [(Zn TR g] — (1~ Sp) 2 3.7)

(m-n)?
ile hesaplaniyor. Linear potansiyel igin enerji 6zdegerleri gorece diger potansiyellere
gore birbirlerine daha yakin oldugu i¢in elektronlarin bir seviyeden diger seviyeye
atlamasi daha kolay olur, bu yiizden bu potansiyelle tanimlanan malzemenin daha

metal karektere yakin olmasi beklenir.

= E
35 - - Potential
30
25

EIE
~n
o
PR

15 4
10 .o - - c.
] = .. .- - -
5 4 o-. ..- - ".
0 u V
L] b I - L] b ] bl T -
-1.0 -0,5 0,0 0.5 1,0
K*a/mw

Sekil 3.4 Periyodik tekrarlayan harmonik osilatér ig¢in ¢oziim (enerji 6zdeger ¢Oziimleri siyah

cizgilerle gosterilmistir. Kirmizi ¢izgiler potansiyeli ifade etmektedir.)
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= E
40 - = Potential

35
30
25

20

EIE®

15 H

10 H

. I . r
-1,0 -0.5 0,0 0,5 1.0
K*a/m

Sekil 3.5 Periyodik tekrarlayan ters ¢evrilmis harmonik osilator i¢in ¢oziim (Kirmizi ile gosterilen ters

cevrilmis harmonik potansiyel ve siyahla gosterilen enerji 6zdeger ¢oziimleri.)

- E
30 - « Potential

1
-1.,0 -0.5 0.0 0,5 1.0
K*a/n

Sekil 3.6 Periyodik tekrarlayan dogrusal degisen potansiyel i¢in ¢dziim (Kirmizi gizgilerle gosterilen

linear potansiyel ve onun siyah egrilerle gosterilen 6zdeger ¢oztimleri.)

11



3.3 Degerlendirme

Kronig-Penney modeli ve diger tekrarlayan potansiyel fonksiyonlarinin,
Schrodinger denkleminin 6z deger problemi olarak, matris kosegenlestirme
metoduyla kolaylikla ¢6ziimii yapilabilmektedir. Kronig-Penney modeli periyodik
potansiyelleri c¢alismada baslangic olmasina ragmen, iletkenlerde elektron hol
asimetresi gibi konularin incelenebilmesi i¢in daha gercekei potansiyeller daha
diizgiin sonuglar vermektedir. Anlatilan metodla her tiirlii periyodik potansiyel ve

analitik olarak ifade edilmeyen potansiyeller de ¢oziilebilmektedir.

GOz Oniine alinan potansiyellerin ¢oziimiiyle bulunan enerji 6zdegerlerinin
bulunmasiyla belirlenen bant araliklari, ne kadar az ise yani enerji 6zdegerleri
birbirine yakinsa ilgili potansiyel daha c¢ok iletken yani metal karakteri anlatir,

uzaklastikga malzemenin yalitkan karektere yaklasacagi anlasilir.

12
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EKLER

Ek -1 Bilgisayar Program

(p=0.5 igin birim hiicre —a, a araliginin 100 pargaya boliinmesiyle bulunan ve Sekil

3.2 i¢in ¢alisan fortran programi)

program serkantez03
implicit none

integer m,n, k,maxm,nrot, 1,32

real (8),allocatable,dimension(:, :) :: ozvektor, mm

real (8),allocatable,dimension(:) ::enerji gercek, ozdeger

real (8),allocatable,dimension(:, :) ::0zdeger2,enerji gercek2
real(8)::a,w,el0,gmma, kutle,pi, hbar,b,v0, kk, ro,nprime, mprime, xx,p
otansiyel

'print*, 'a='
lread(*,*) a
'print*, 'count='
lread (*,*) count

!print*, 'matris boyutu'
lread (*, *) maxm

pi=4*atan(l.)
maxm=5
kutle=1.

w=1.

hbar=1./ (2*pi)

ro=b/a

elO=pi**2*hbar**2/ (2*kutle*a**2)

14



v0=0

open (unit=3, file="datalO3a.txt", status="unknown")
lopen (unit=4, file="datad.txt", status="unknown")

allocate (MM (maxm, maxm) )
allocate (ozvektor (maxm, maxm) )
allocate (ozdeger (maxm) )
allocate (enerji gercek (maxm))
(
(

allocate (ozdeger?2 (maxm, 9))
allocate (enerji gercek2 (maxm, 9))

do k=0,100
kk=-pi/a+0.02*pi/a*k
xx=—-a+0.02%*a*k

do 20 n=1,maxm
! print*, n, 1.*¥(n-1)/2, int((n-1)/2)

if (n==1) then
nprime=0
else
if (1.*(n-1)/2==int((n-1)/2)) then

nprime=-(n-1)/2

else
nprime=n/2

endif

end 1if
do 10 m=1,maxm
if (m==1) then
mprime=0
else
if (1.*(m-1)/2==int((m-1)/2)) then

mprime=- (m-1) /2

else
mprime=m/2

endif

15



end if

if (m==n) then

mm (m,n)=( (2*nprime+kk*a/pi) **2+v0* (1-ro))

else

mm (m,n)=v0* (-1) ** (mprime-nprime+1) /pi*sin (pi* (mprime-
nprime) *ro) / (mprime—-nprime)

end if

10 continue

20 continue

call Jjacobi (mm,maxm,maxm,ozdeger,ozvektor,nrot)

if (xx<=-3*a/4) then
potansiyel=10

elseif (xx<=-a/4) then
potansiyel=0

elseif (xx<=a/4)then
potansiyel=10

elseif (xx<=3*a/4) then
potansiyel=0

else

potansiyel=10

endif

do n=1,maxm

!enerji gercek2(n,jl)=el0* (2*n+kk*a/pi) **2
!print*, n,ozdeger(n),enerji gercek

! ozdeger2(n,jl)=ozdeger (n)

!write (3, *)n,enerji gercek(n), ozdeger (n)
print*, n, ozdeger (n)

write(3,*) kk*a/pi, ozdeger (n)

end do

!'print*, kk*a/pi,ozdeger (1)

!print*, jl, enerji gercek2(1l,jl)

!print>*

end do

end program

16



