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The concept of gluings of numerical semigroups has given in doctorate thesis of
Rosales [4]. Rosales proved that the numerical semigroup was complete intersection
iff it was the gluing of two complete intersection numerical semigroups. In this study,
the concept of RF-Matrix will be given that is concerned with pseudo-Frobenius

number. Moreover, the gluings of numerical semigroups will be presented with

RF-Matrices.
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Sayisal yarigruplarin yapistirilmasi kavrami [4] te Rosales ’in doktora tezinde verildi.
Rosales, bir sayisal yarigrubun tam kesisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun iki tam
kesisim sayisal yarigruplarin yapistirilmasi oldugunu ispatladi. Bu ¢alismada Sozde-
Frobenius sayis1 iizerine kurulan RF-Matris kavrami agiklanacaktir. Ayrica sayisal

yarigruplarin yapistirmasiin RF-Matrisileri verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal Yarigrup, Simetrik, S6zde-Simetrik, Apery Kiimesi,

RF-Matris, Yapistirma Kavrami.
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SEMBOLLER LiSTESI

N Negatif olmayan tamsayilar kiimesi

Z Tamsayilar kiimesi

Y Sayisal yarigrup

(nq, ..., Ng) {ny, ..., n.} ile tiretilen bir sayisal yarigrup
obeb(x,y) x ve y nin ortak bdlenlerinin en biiyligii
okek(x,y) x ve y nin ortak katlarinin en kii¢iigii
m(Y) Y nin katlilig:

e(Y) Y nin gdmme boyutu

g(Y) Y nin cinsi

G(Y) Y nin bosluklart kiimesi

t(Y) Y nin tipi

F(Y) Y nin Frobenius sayisi

H(Y) Y nin kutup noktalar kiimesi

PF(Y) Y nin S6zde-Frobenius sayist

AP(Y,n) n sayisina gore Apery kiimesi

Cong(g) Q yi igeren tiim kongriianslarin kesigimi



BOLUM I

GIRIS

Sayisal yarigruplarin yapistirilmasi kavrami [4] de Rosales ’in doktora tezinde verildi.
Rosales, bir sayisal yarigrubun tam kesisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun iki tam
kesisim sayisal yarigruplarin yapistirilmasi oldugunu ispatladi. Boylece tam kesisim
sayisal yarigruplarin Delorme ’nin karakterizasyonu yeniden yazildi [5]. Daha sonra
yapistirma kavramini afin yarigruplara (N nin sonlu dogurayli alt monoidleri)
genellestirildi [6]. Bu sonuglar, [7] de tam kesisim sayisal yarigruplar1 N2, N3 ve

herhangi basit afin yarigruplarin alt monoidlerine genellestirmek i¢in kullanildi.

2. Boliim ’de, monoid ve alt monoid, iirete¢ kiimesi, sayisal yarigruplarin yapisi,
Frobenius sayisi, Apery kiimesi, S6zde-Frobenius sayisi, simetrik, hemen hemen
simetrik ve So0zde-Simetrik sayisal yarigrup kavramlari ilizerine temel tanimlar

incelenmistir.

3. Boliim ’de, S6zde-Frobenius sayisi lizerine kurulan RF-Matris kavrami agiklanmig
olup hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar {izerine olasi ¢esitlilik durumu ele

alinmis ve S6zde-Simetrik sayisal yarigruplardaki durumu incelenmistir.

4. Bolim ’de, sayisal yarigruplarin yapistirilmasi, bir sayisal yarigrubun tam kesisim
olabilme durumu, tam kesisim sayisal yarigruplarda simetriklik kavrami, serbest
sayisal yarigruplar ve yapistirma sonucu olusan sayisal yarigrubun frobenius sayisinin

bulunabilirligi incelenmistir.

5. Bolim ’de, sayisal yarigruplarin yapistirmasinin RF-Matris ile incelenmesi ve

yapistirmada etken sayisal yarigruplarin bu matristeki rolii incelenmistir.

6. Boliim’de, sonug¢ kismi yer almaktadir.



BOLUMII

TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde temel tanim ve teoremler verilecektir.
2.1 Monoid ve Sayisal Yarigrup

Tanim 2.1.1

H # @ bir kiime ve H kiimesi tizerinde bir A ikili islemi taniml1 (4: HxH — H) olsun.

EgerVa, 8, € H igin,

(aAB)AB = aA(BAB)
esitligi saglaniyorsa (H, A) ikilisine bir yarigrup denir.
Tamm 2.1.2

H + @ bir kiime ve H kiimesi tizerinde bir A ikili islemi tanimh (4: HxH — H) olsun.

Eger Va € H i¢in,
alAl = 1Aa =«
kosulunu saglayan 1 € H varsa H ’ye monoid denir.
Tanm 2.1.3
Bir N monoidinin, bostan farkli bir ¥ kiimesi (0 € ¥ kosuluna sahip)
VYa,b €Y icina+b €Y

saglaniyorsa ¥ ye N ’nin alt monoidi denir.



Tanim 2.1.4
Y alt monoidini ele alalim. Eger V',

(1) OeY
(i1) Va,0 EY icina+60 €Y
(11) N\ Y sonlu

kosullart sagliyorsa ¥ ’ye sayisal yarigrup denir.
Tamm 2.1.5
Bir Y sayisal yarigrup olsun.

Y ={hyo1 + hyo, +--+ hjoj | hjeY,0; €N}
seklindeki { hy, hy, ..., hj} C Y kiimesi Y sayisal yarigrubu i¢in bir iirete¢ kiimesidir.
hy < h; <+ < h; olmak kosuluyla

Y =(hy, hy, .., h;)
seklinde gosterilir.
Teorem 2.1.6
@ #Y S NveY ={ hy,h,y, ..., h} kiimesi i¢in
<Y >={hyo; + hyo, +--+ hjoj | 0 E N}
olmak iizere
<Y > sayisal yarigruptur < obeb { hy, hy, ...,hj} =1
Ispat: [3].
Ornek 2.1.7
Y =(3,7,11) = {30, + 70, + 1105 | 04, 05,05 € N}
kiimesini inceleyelim:

hy =3,h, =7,hs =11 ve (3,5,11) = 1 *dir.



(1) 0=3.0+7.0+ 11.0 oldugundan 0 € V" dir.
(i1) n, U €Y icin
n=3n+7n,+11n; MNuN2N3 €N
p=3u +7p; + 113 s M1, a3 €N
seklinde yazilabildiginden,
n+u=Gn+ 70, + 11n3) + Buy + 74z + 11p3)
=31+ u1) +7(2 + p2) + 11(n3 + u3)
icin n + u € Y oldugu agiktir.

(i) N\Y ={1,2,458} kimesi incelendiginde sonlu oldugu ve
Y =(3,7,11) yapisinin sayisal yarigrup belirttigi anlasilir.

2.2 Frobenius Sayisi, Kathlik ve Cins

Tanim 2.2.1

H = {h4, ..., h;} kiimesi ¥ sayisal yangrubunun iirete¢ kiimesi olsun. H kiimesi

igcerisindeki herhangi bir eleman diger elemanlarin bir lineer toplami seklinde ifade

edilemiyorsa H ’ye ¥ ’nin minimal {irete¢ kiimesi denir.
Tamm 2.2.2

Y sayisal yarigrup ve H = {hy, ..., h;}, Y ’nin bir minimal iirete¢ kiimesi olsun. ~ H
‘nin 0 ’dan farkli en kiigiik elemanina ¥ ’nin katlilig1 denir ve m(Y) ile gosterilir. ¥V
sayisal yarigrubunun minimal iirete¢ kiimesinin eleman sayisina ¥ 'nin gémme boyutu

denir ve e(Y) ile gosterilir.
Tanim 2.2.3

H = {hy, ..., hj} kiimesi ¥ sayisal yarigrubunun minimal iirete¢ kiimesi olsun. H ’nin
elemanlarinin lineer birlesimi tarafindan {iretilemeyen en biiyilik tamsayiya, baska bir
deyisle N\ ¥ kiimesinin en biiyiik elemanina Frobenius sayist denir. F(Y) ile
biciminde gosterilir. Ayrica N \ Y kiimesine, ¥ ’nin bosluklar1 ve bu kiimenin elman

sayisina ¥ ’nin cinsi denir. Sirayla G (V) ve g(Y) ile gosterilir.



Ornek 2.2.4
Y =(3,7,11) = {30, + 70, + 1103 | 7y, 0;, 03 € N}
kiimesi incelenirse:
obeb{3,7,11} = 1 ’dir.
Dolayistyla (3,7,11) kiimesi ¥ "nin minimal {irete¢ kiimesi oldugu agikardir.
Y =(3,7,11) = {0,3,6,7,9,10,11,12,13,14,15 —} kiimesinin

(1) Katliik m(Y) =3

(i)  GOmme boyutue(Y) =3

(i) GF)=N\Y ={1,2,4,5,8} icin ¥ kiimesinin cinsi g(¥) = 5
(iv) F@)=max(N\Y)=8

Ornekte kullanilan "’ — " sembolii dniine gelen sayidan sonraki ardisik her tamsayinin

ilgili kiimeye ait oldugunu gostermektedir.
Ornek 2.2.5

Y =(4,5)={04,5,8910,12,13, >}
kiimesi incelenirse:

(1) Kathiik m(Y) =4

(i)  GOmme boyutue(Y) = 2

(i) G)=N\Y ={1,2,3,6,7,11} i¢in ¥ kiimesinin cinsi g(¥) = 6
(iv) F@)=max(N\Y)=11

Ornek 2.2.6
Y =(9,10,11,13) = {0,9,10,11,13,18,19,20,21,22,23,24,26,27,28, -}
kiimesi incelenirse:

(1) Kathiik m(Y) =9

(i)  GOmme boyutue(Y) = 4

(iii)) GX¥)=N\Y ={1,2,34,5,6,7,812,14,15,16,17,25} icin ¥V kiimesinin
cinsig(¥) =14



(iv) F@) =max(N\Y) =25
Teorem 2.2.7
h,,h, € Z ve obeb{h,, h,} = 1 kosulu altinda F(Y) =< hy, h, > olsun.
Bu durumda;

(1) F(Y) =hih, —hy — h,
FO+1  (ha=1)(hy=1)
2 2

i g =

seklinde ifade edilir.
Ispat: [1].
Ornek 2.2.8
Y =(4,5) ={0,4,589,10,12,13, -} sayisal yarigrubunda
h, =4 ve h, =5 oldugundan
(1) F(Y)=45-4-5=11

11+1

i)y g = > =6

Daha onceki 6rnegimizde de benzer sonucu bulmustuk. Dolayisiyla Teorem 2.2.7
gdmme boyutu 2 olan sayisal yarigruplarin Frobenius sayilarini ve cinsini bulmada

kolaylik saglamaktadir.
2.3 Apery Kiimesi, Sozde-Frobenius Sayis1 ve Simetrik Sayisal Yarigrup
Tamm 2.3.1
Y bir sayisal yarigrup ve h € ¥\ {0} olsun.
Ap(Y,h) ={s€Y|s—he¢Y}

bigiminde tanimlanabilen kiimeye h ’nin Apery kiimesi denir. Ap(Y,h) seklinde
gosterilir [2].



Ornek 2.3.2
Y =(4,5) ={0,4,5,8,9,10,12,13, -} sayisal yarigrubunun
e h=4€Y igin
Ap(Y,4) ={s €Y |s—4 &Y }kiimesini bulalim:
0—4¢Y=0€Ap,4)
5—-4¢Y=5€Ap,4)
10-4¢Y =10 € Ap(Y,4)
15—-4¢Y =15 € Ap(Y,4)
s > 15 kosulunu saglayan tiim tam sayilar ¥ sayisal yarigrubuna ait oldugundan
Ap(Y,4) = {0,5,10,15}
olur.
e h=5€Yigin
Ap(Y,5)={s€Y|s—5¢Y}
kiimesini bulalim:
0-5¢Y=0€Ap,5)
4—-5¢Y =>4€Ap(Y,5)
8—-5¢Y =8€Ap(,5)
12-5¢Y =12 € Ap(Y,5)
16 —-5¢Y =16 € Ap(Y,5)
s > 17 kosulunu saglayan tiim tam sayilar ¥ sayisal yarigrubuna ait oldugundan
Ap(Y,5) = {0,4,8,12,16}

olur.



Teorem 2.3.3

h € Y \ {0} icin Ap(Y, h) kiimesinin eleman sayis1 h tanedir.
Ispat: [3].

Tanim 2.3.4

Y bir sayisal yarigrup ve F(Y"), Y ’nin Froubenius sayisi olmak {izere; h € Z \ Y igin
F(Y)—h &Y kosulunu saglayan elemanlarin olusturdugu kiimeye Y ’nin kutup

noktalar1 denir. H(Y') ile gosterilir. Dolayisiyla
HY)={heZ|he¢Y,F(Y)—heY}

seklinde ifade edilir.

Tanmm 2.3.5

Y bir sayisal yarigrup, h € Z \ ¥ ve s € ¥ — {0} olsun. Bu durumda h sayisinin her s
eleman: ile toplami ¥ sayisal yarigrubunun igerisinde olan elemanlarin olusturdugu

kiimeye ¥ 'nin S6zde-Frobenius kiimesi denir. PF (Y) ile gosterilir. O halde
PFY)={h€Z|h¢Y,vseY —-{0},h+s€Y}

seklinde ifade edilir. PF(Y") kiimesinin eleman sayisina ¥ ’nin tipi denir ve t(Y") ile

gosterilir,
T(Y) = |PF(Y)|
seklinde tanimlanir.
Ornek 2.3.6
Y =(9,11,15,17) = {0,9,11,15,17,18,20,22,24,26,27,28, =}
kiimesi incelenirse:
e Y ’nin kutup noktalarini bulalim:
G(Y)=1{1,23,4,5,6,78,10,12,13,14,16,19,21,23,25}

F(Y) =25



HY)={he€Z|he¢Y,F(¥)—heY}
25-2¢Y = 2 € H(Y)
25-4¢Y = 4€H(Y)
25-6¢Y = 6€H(Y)
25—-12¢ Y = 12 € HQY)
25-13¢ Y = 13 € H(Y)
25-19¢Y = 19 € H(Y)
25-21¢Y =21 € HQY)
25-23¢Y =23 € H({Y)

Negatif tamsayilardan segilecek herhangi bir sayinin Froubenius sayisi ile farkinin
sayisal yarigrubun elemani olacagi asikardir. Dolayisiyla H(Y") kiimesine ait olamaz.

O halde
H(Y) = {2,4,6,12,13,19,21,23}
seklinde bulunur.
e Y ’nin S6zde-Frobenius kiimesini bulalim:
PF(Y)={the€Z|h¢Y,vseY —-{0},h+s€EY}
tanimi kullanilirsa
PF(Y) = {13,19,21,23,25}
kiimesi elde edilir,
t(Y)=|PF(Y)| =5

seklinde bulunur.



Tanim 2.3.7
h € Z ve Y sayisal yarigrup olsun.
heY o FXY)—-heg¢Y
ve
he¢Y s FY)—hey
kosulunu saglayan Y sayisal yarigrubuna simetrik sayisal yarigrup denir.
Onerme 2.3.8
Y bir sayisal yarigrup ve [, ¥ "nin pozitif tamsayisi olsun. [ ’nin ¥ *deki Apery kiimesi
Ap(V, 1) ={ag < ay << a4}
olsun.
O halde Y ’nin simetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul her i € {0,1, ..., — 1} i¢in,
a;+aq-; = a—
olmasidr.
Ispat: [3].
Ornek 2.3.9
Y =(4,5) ={0,4,589,10,12,13, -}
kiimesini inceleyelim:
Y sayisal yarigrubu i¢in G (V) = {1, 2,3,6,7,11} ve F(¥) = 11 olarak bulunur.
e VheYicinF(Y)— h &Y kosulunu inceleyelim:
h=0€eY=>11-0¢Y
h=4€eY=>11—-4¢Y
h=5€eY=>11-5¢Y
h=8€eY=>11-8¢Y

10



h=9€Y=>11-9¢Y

h=10€eY=>11-10¢Y

h > 10 i¢in daima negatif geleceginden verilen kosul saglanir.

e VYheG(Y)icinF(Y)— h €Y kosulunu inceleyelim:
h=1€e6¥)=11-1€Y
h=2e€eG¥)=>11-2€Y
h=3€eGY)=11-3 €Y
h=6€eGY)=11-6€Y
h=7€eG¥)>11-7€Y
h=11€e6¢(¥)=11-11€Y
G (Y) ’nin her elemani igin verilen kosul saglandi.

Son olarak negatif tamsayilarin her elemani ile Froubenius sayisinin farkinin

Y sayisal yarigrubun elemani olacag asikardir.
Dolayisiyla ¥V kiimesi simetrik sayisal yarigruptur.
Tamm 2.3.10
Y bir sayisal yarigrup olsun. Eger,
PF(Y) =H(Y) U{F(V)}
esitligi saglaniyorsa ¥ ’ye hemen hemen simetrik sayisal yarigrup denir.
Tamm 2.3.11

Y bir hemen hemen simetrik sayisal yarigrup ve t(¥) = 2 olsun. Bu durumda ¥ ’ye

Sozde-Simetrik sayisal yarigrup denir.

11



Onerme 2.3.12
Y bir sayisal yarigrup ve [, ¥ ’nin sifirdan farkli bir elemani olsun. O halde,

1. F(Y)= (maxAp(Y, l)) -1

1 n—1
2. g == CweaparpnWw) ——

Ispat: [3].

12



BOLUMIII

RF-MATRIS

Bu boéliimde RF-Matris ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tanim 3.1
Y = (nq,n,, ..., n,) bir sayisal yarigrup ve f € PF(Y) olsun. Eger her i = 1,2, ..., e

vea;; € Nigina; = —1iseheri =1,2,...,eigin

e il
Zisainy = f

seklinde tanmimlanabilen A = (@;;) € M (Z) matrisine bir RF-Matris(satirca

indirgenmis matris) denir.

Eger Y hemen hemen simetrik ve

fePFIN\{F(I)}
ise hem f hem de F(Y) — f igin bir RF-Matris vardir ve genellikle bu matris tek
degildir.
Ornek 3.2

Y =(4,5) =1{04,5,8910,12,13, -}
sayisal yarigrubunu ele alalim:

° e(Y) = {4,5} =2

e m(Y)=4
o G(Y)=1{1236711)
e F(¥)=11
e HY) =9

13



e PF(Y)={11})
o type(¥)=1

tiretecler icin ny = 4,n, = 5 olacak sekilde yazilabilir. f € PF(Y) olacagindan,

11 € PF(Y) igin, a;; = —1 ve Z]-Zzlal-jnj = 11 esitligini yazalim:

0(11711 + alznz S 11

a,1Nq + ANy = 11

_4 + 5“12 S 11

4‘“21_5= 11

(—1)4 + (3)5 = 11

(4)4 + (—1)5 = 11

A= [_41 —31]

olacak sekilde f € PF(Y) icin RF-Matrisi yazilabilir.

Asagidaki ornekte hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin 6rnegini inceleyip

RF-matrisinin tek olma zorunlulugunun olmadigini1 gosterelim.

Ornek 3.3

Y =(8,11,12,15) = {0,8,11,12,15,16,19,20,22,23,24,26,27,28,30 —} say1sal

yarigrubunu ele alalim,

o e(Y)=1{811,12,15} =4

e G(Y)=1{12345,6,7910,13,14,17,18,21,25,29}

e F(¥)=29
o H(Y) = {425}

14



o PF(Y) = {4,25,29}

o type(Y)=3
e m(Y)=8

PF(Y)=HX)U{F()} = {425} U {29} = {4,25,29}
oldugundan ¥ hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Uretegler i¢in n; =8,n, =11, ny =12, n, = 15 olacak sekilde yazilabilir.
f € PF(Y) olacagindan

e 4€PF(Y)igin, a;; = —1ve Zleaijnj = 4 esitligini yazalim:
A11Nq + ANy +A13N3 + Ay = 4
Ar1Mq + ANy +Ay3N3 + ANy = 4
A31Nq + A3Ny+A33N3 + Azany = 4

0(41711 + a42n2+a43n3 + a44n4 B 4’

-8 + 11“12"‘12“13 + 15“14 =4
8“21 - 11+12a23 + 15“24 = 4
8“31 + 11“32 - 12 + 15“34 = 4’

8“4_1 + 11“4_2"‘12“43 - 15 =4

-8+ 1la,+12a43 + 15a4, = 4
(-DH8+ (0)11+ (DH12+ (0)15=4
8ay1 — 11+12a,3 + 15a5, = 4
(0)8ay; + (=111 + (0)12+ (1H15=4

8“31 + 11“32 —12 + 15“34 =4
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(2)8 + (0)11 + (—1)12 + (0)15 = 4
8“4_1 + 11“4_2"‘12“43 - 15 =4

(1)8 + ()11 + (0)12 + (—1)15 = 4

-1 0 1 0
o -1 0o 1
A=12 0 -1 o
1 1 0 -1

25 € PF(Y) igin, a;; = —1 ve Zleaijn]- = 25 esitligini yazalim:
a1y + Ny +ag3ng + agang = 25
ANy + ANy +ao3ns + Ayuny, = 25
A3y + A3oNy+a33N3 + Azany, = 25

a1 Ny + a42n2+a43n3 + ApaNy = 25

-8+ 1la,+12a43 + 15a44, = 25
8ay1 — 11+12a53 + 15a54 = 25
8azq + 1laz, — 12 + 15a34 = 25
8ay + 1lay,+12a43 — 15 = 25
-8+ 1la,+12a43 + 15a44 = 25
(-1)8+ (3)11 + (0)12 + (0)15 = 25
8ay; — 11+12a53 + 15a54 = 25
(0)8ay; + (—1)11 + (3)12 + (0)15 = 25
(3)8ay; + (—1)11 4+ (1)12 4+ (0)15 = 25

80l31 + 11“32 - 12 + 15“34 = 25
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(0)8 + (2)11 + (=1)12 + (1)15 = 25
8“4_1 + 11“4_2"‘12“43 - 15 = 25
(2)8 + (0)11 + (2)12 + (~1)15 = 25

(5)8 4+ (0)11 + (0)12 + (—1)15 = 25

-1 3 0 0 -1 3 0
10 -1 3 o0 13 -1 1
B = 0o 2 -1 1 ¢= 0o 2 -1
2 0 2 -1 2 0 2
-1 3 0 0 -1 3 0
1o =1 3 o0 13 -1 1
"N 0o 2 -1 1 = 0o 2 -1
5 0 0 -1 5 0 0
29 € PF(Y) igin, a;; = —1 ve Zleaijnj = 29 esitligini yazalim:

allnl + a12n2+0l13n3 + a14n4 == 29
a,1Nq + a22n2+a23n3 + ANy = 29
az1nq + a32n2+a33n3 + A34Ny = 29

0(41711 + a42n2+a43n3 + a44n4 S 29

-8 + 11“12"‘12“13 + 15“14 =29
80(21 - 11+12a23 + 15“24 = 29
8“31 + 11“32 —12 + 15“34 =29

80l41 + 11“42‘}'12“43 - 15 == 29
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—8 + 11ay,+12ay3 + 15a,, = 29
(—1)8 + (2)11 4 (0)12 + (1)15 = 29
8ay; — 1141253 + 15a,, = 29
(2)8ay, + (—1)11 + (2)12 + (0)15 = 29
(5)8ay, + (—1)11 + (0)12 + (0)15 = 29
8ats; + 11ag, — 12 + 15a4, = 29
(0)8 + (D11 + (=1)12 + (2)15 = 29
8ay; + 11, +12a,; — 15 = 29
(0)8 4 (4)11 + (0)12 + (—1)15 = 29

(1)8 4 (0)11 + (3)12 + (—1)15 = 29

-1 2 0 1 -1 2 0 1
12 -1 2 o !5 -1 0 o
F= o 1 -1 2 G= o 1 -1 2
0 4 0 -1 0 4 0 -1

-1 2 0 1 -1 2 0 1
12 -1 2 o !5 -1 0 o
H= 0o 1 -1 2 I'= 0o 1 -1 2
1 0 3 -1 1 0 3 -1

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla f € PF(Y) igin tek tiirli RF-Matris yazimi olma

zorunlulugu yoktur.
Yardimci Teorem 3.4

h,h' € PF(Y) ve h+h' &Y olsun. RF(h) =K = (k;;) ve RF(h') =L = ()

F)

alahm. Vi # ji¢in k;; = 0 veya [;; = 0 dir. Eger RF (T) = (k;j) ise Vi #

j i¢in k;j = 0 veya kj; = 0 *dir.
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Ispat:

h € PF(Y) i¢in h *nin RF-Matrisi K = (k;;) ise Tanim 3.1 geregii =1, .. ,e ve h =
kilnl + kiznz + -+ kiini + -+ kl'e‘l’le ’dir.

Her i i¢in k;; = —1 oldugundan
h=kiyng +kipn, + -+ (Dn; + -+ ke,
h+n; =kipng +kipng + -+ kijg_png—1) + kigepnaen + 0+ KieNe
h+n; =X,.kipn,

yazilir. Benzer yolla h' € PF(Y) ve h’ 'nin RF-Matrisi olan L = (I;;) de yine

Tanim 3.1 geregi
h' +n; = Xy ln,

elde edilir. k;; = 1 ve [; = 1 ise,

h=kyng+-+(Dn + -+ ki + -+ kiene

h' =lyng + -+ +lin; + -+ (=Dnj + -+ Lien,
esitlikleri toplandiginda

h+ R = (ky + Ldng + -+ (i — Dng + -+ (kij — D)ng + -+ (kie + Le)ne
h+h' = (U — Dny + (kij — 1)y + Zopy j(kis + Lis)ns

elde edilir. Bu esitlik ¥ ’nin bir elemani olacagindan h + h' € Y ile gelisir.
Dolayisiyla k;; = 1 ve l;; = 1 kabulii yanlistir.

O halde,

Vi # jigin k;j = 0 veya [;; = 0 *dir.
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Eger;

F(Y
20 € pr(ry ve RF (F2) = (kyy) ise yukanidaki gibi h = °0°

RF(h) = RF (%2) = (ky)
ve
RF(W) = RF (B52) = (1)) = (k)
yazilabileceginden Vi # j igin k;; = 0 veya l;; = 0 elde edilir.

Ornek 3.5

EFQ)

= (n4, Ny, n3) ve bir Sozde-Simetrik sayisal yarigrup ve h = —— olsun.

2

RF(h) = RF (52) = (k;;) dersek Vi # j igin k;j = 0 veya k;; = 0 olur.

Boylece k5, = kq3 = k3, = 0 kabul edilebilir.

—1 ky O
k31 0 _1

seklinde ifade edilebilir. Buradan

h =" = (—D)n, +kypnz + (0)ng
F(y

h== )—(0) 1+ (—1ny + ky3ng

h = F(Y) = k3ing + (0)n; + (—1)n;

esitlikleri elde edilir.
Bu veriler yardimiyla RF(F(Y)) = (I; j) matrisini bulalim.
F(Y) = (=Dny + lipny + Lizng

ifadesindeki 1, ve l;3 i bulalim:

20
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B0 = -~y + kppmy + ()

@ = (0)ny + (—D)n, + kyzng

esitlikleri toplanirsa
F(Y) = (=Dny + (k12 — Dny + kyzng
elde edilir.
Dolayisiyla I, = (kq, — 1) ve 133 = k43 olarak bulunur. Benzer sekilde
F(Y) = lpang + (=1)ng + l3n3

ifadesindeki 5, ve L3 ’li bulalim:

@ = (0)ny + (—D)n, + kyzng
@ = k3iny + (0)n, + (—1)ng

esitlikleri toplanirsa
F(Y) = (ks)ng + (=Dn; + (ka3 — Dng
elde edilir. Dolayisiyla l,; = (k31) ve l,3 = k,3 — 1 olarak bulunur. Son olarak
F(Y) = l31ny + I3pn, + (—1)n3
ifadesindeki I3 ve I3, ’yi bulalim:

Y

F(Y)
= k3ing + (0)n, + (=1)ng

esitlikleri toplanirsa
F(Y) = (ksy — 1)ng + (k12)n, + (—1)ns

elde edilir. Dolayisiyla l3; = (k33 — 1) ve l3, = kq, olarak bulunur. Dolayisiyla
F(Y) ’nin RF-Matrisi

21



seklinde bulunur.

RFE(F(Y)) =

-1
k31
k31 -1
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BOLUMIV

SAYISAL YARIGRUPLARIN YAPISTIRILMASI

Bu boliimde sayisal yarigruplarda yapistirma kavrami incelenecektir.
4.1 Yapistirma Kavramm

Yapistirma fikri sudur: Genellikle bir monoidin doguray kiimesi olarak alinan bir
pozitif tamsay1 kiimesi H, H; ve H, nin yapistirmasidir. [Hq, H,], H "nin bir parcalanigi

ve H ile dogurulan (iiretilen) monoid, su sekilde takdimle tanimlanir:

Takdimdeki baz iligkiler, sadece H; deki doguraylar1 igerir; diger iliskiler sadece H,
deki doguraylar1 icerir ve bu takdimde H, deki elemanlar ile H; deki elemanlari
iliskilendiren sadece bir eleman vardir. Bu tanimi formalize etmek i¢in (yani formal

tanimi1 vermek i¢in) bazi gésterimleri verelim:
H = {hq, hy, ..., h;} pozitif tamsayilarin bir alt kiimesi olsun. L = {l;, 5, ..., l;},
@: serbest(L) — N monoid homomorfizmi
p(mly +nyly + -+ nely) = nghy + nyhy + -+ nhy
I', ¢ ’nin ¢ekirdek kongriiansini gostersin yani mI'n ancak ve ancak @ (m) = @(n).

K S H igin, Ly = {l; | h; € K}. O halde serbest(Lg) < serbest(L), @i ve Iy

benzer sekilde tanimlanir. [, € I" *dir.
Bu gdosterim ile yapistirma kavramini agiklamak simdi daha kolaydir.
{H,,H,}, H 'min bir parcalanisi olsun. Eger ¢ = @; U ¢, U {(m,n)},

Q1 E1Iy, 921y, 0#FmEe serbest(LHl) ve0#ne serbest(LHZ)
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olacak sekilde @ ve I doguraylar sistemi varsa, H ’ye H; ve H, nin bir yapistirmasidir,

denir.

Tamsayilar kiimesine gore bir elemanin Apery kiimesi asagidaki sekilde

tanimlanabilir. ¥, N ’nin bir alt kiimesi ve n € (Y') \ {0} ise
Ap(Y,m) = {n€ ()| s —ne (¥}
Acikcam € (Y') ise m = s + tn olacak sekilde tek bir (s, t) € Ap(Y,n) X N vardur.

Asagidaki teknik lemma, yapistirma fikrini vermek i¢in (H;) N (H;) yi kontrol etmede

yardimci olacaktir.
Lemma 4.1.1

Q1 Iy, QS 1Iy, 0F¥me serbest(LHl) ve 0 #ne€ serbest(LHZ)
olacak sekilde

Q=9 Vg, U{(mn)}
I" "nin doguray sistemi olsun.
s+ 5, =ro(m) + a; + a,
olacak sekilde
S;,a; € Ap(Hl, go(m)) ve s, ,a; € Ap(H,, p(m)) vet €N
olsun. O halde,
r=20, s; =ay ve s, = a, dir.
Ispat:
Genelligi bozmaksizin H; = {hq, hy, ..., b} ve Hy = {h¢4q, Ay, .o, Ry} Olsun.
0 # ¢(m) = ¢(n) € (Hy) N (H,)

oldugunu gozlemleyelim. Bunun i¢in bazi m;, m,, ..., m; € N i¢in

o(m) = myhy + -+ mphy = Mpgqheyq + -+ myhy
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olur.

1,y € (Hy) ve s5,a; € (Hy)

oldugundan
Sy = ¢cihy + chy + -+ cphy
a, = e hy +eyhy, + -+ echy
Sz = Cer1herr + CepzPez + o+ Crhy
ay = epyrhpyq + epioheis + o+ ehy
olacak sekilde ¢y, ... , ¢, , €4, ... , €, € N vardir. Hipotez ile
s1 + s, =ro(m) + a; + a, dir.
O halde.

[Clll + b + Crlr]['[(T'ml + el)ll + b + (Tmt + et)lt + et+1lt+1 +

Q, I’ 'nin doguraylar sistemi oldugu icin, B bostan farkli bir kiime olsun.

Q € serbest(B) X serbest(B)

et erlr]

olsun.
Q° = guU gt U A(serbest(B))
tanimlayalim:
={y+x,z+x)|(y,2) €Q°,x serbest(B)}
o halde,
her0 <j <t —1ig¢in,
Yo=Y,V = ZVe (yj,yj+1) €', t €N,y ..,y € serbest(B)

olacak sekilde

Cong(Q); (y,z) € serbest(B) X serbest(B)
ikililerinin kiimesidir. Onermesi yardimiyla
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Yo = ¢l + -+ cly
yi=0my+e)ly+ -+ (m+e)ly +epqleyq +
ve
(yj,¥j+1) €94 Vj €10, ..., i — 1}
olacak sekilde
Yo, - ,Y; € serbest(L)
vardir.
Eger baz1 y; ,yj,, ..., ¥, € Niginy; = y; l; + -+ y; ;. ise,
S1=Yj,0 + Y,
ve
S2 = Yjer 1 X1 T+ 0,
oldugu j tizerinden tiimevarimla ispatlanir.

J = 0 i¢in sonug agiktir.

j i¢in sonucun dogru oldugunu kabul edip j + 1 i¢in ispatlayalim:

el

(¥, ¥j+1) € @' oldugundan (yj, yj+1) = (x + z,y + z) olacak sekilde

(x,y) € QU @' U A(serbest(L))

vardir. 5 durum vardir:

1) (x,y) € A(serbest(L)) ise sonug dogrudur ¢iinkii y; = y;,4 dir.

2) (x,y) = (m,e) ise
yi=xt+tz=m+z

oldugundan,

sy =yj,a+ -t yae=e0m)+zia, + -+ zea,
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olur. Bununla beraber s; € Ap(H;, ¢ (m)) olur. Bu hipotez ile celisir.
Dolayisiyla bu durum olamaz.
3) Ayni durum (x,y) = (e, m) i¢in de gegerlidir.
4) Eger (x,y) € @, Uy lise
(6, y) = (vily + -+ vl , wily + -+ wely)
olacak sekilde vy, vy, ..., ¢y, Wy, Wy, ... ,w; € N vardir. Bunun i¢in
yi =i+ z)l+ 4 W + 2l + Zegaleyq + o+ 2L
ve
Vi+1 = Wy + 2zl + -+ We + 2l + Zegqlpgq + 0+ 201
olur.
(x,y) €I oldugundan,
vily + vyl + -+ vl = wily Fwyly + -l
olur. Bunun i¢in
Yj+1ll1 + o+ Yj+1tlt = }’jll1 + -+ }’jtlt =5
ve
Yitippalntr o F Vi, b = v dpys + o+ 0, L = 55
olur.
5) (x,y) € @, U @5 daha 6nceki duruma benzerdir.
yi=0my+e)ly+-+00mg+e)l +epiqleys + -+ el
Oldugundan
s; = (my+e)hy + -+ (my +e)h;

Ve
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S2 = ery1heyr + o+ ephy
elde edilir.
r = 0 oldugu aciktir. Clinkii;
s1 € Ap(Hy, (m)) ve o(m) = myhy + -+ + m;h, dir.
bununi¢inr = 0,s; = a; ve s, = a, dir.

Yapistirma kavrami birkag yolla karakterize edilebilir. [9] da verilenlerin bazilarmi
burada toplariz. Bu, iki sayisal yarigrubun yapistirilmasini tanimlamamiza yardimci

olacaktir.
Teorem 4.1.2

H pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. {H, ,H,} , H ’nin pargalanisi

olsun.
Asagidakiler denktir.
1) H, H; ve H, ’nin yapistirmasidir.
2) c; = obeb(H;) ve ¢, = obeb(H,) ise, o halde okek{c;,c,} € (H;) N (H;)
3) g: Ap(Hy, ¢) X Ap(H3, ¢) = Ap(H, ¢)
g(s1,52) =51+ 5,
birebir ve orten doniisiimii olacak sekilde ¢ € (H;) N (H,), ¢ # 0 vardir.

4) Her @, ve @, swasiyla Iy, ve Iy, nin doguraylarinin sistemleri igin

Q1 U, U{m,e}, I 'min doguraylarinin bir sistemi olacak sekilde
(me)er,0 +me serbest(LHl) ve0#e€ serbest(LHz)

vardir.

Ispat:

1= 2:

¢ = @(m) olsun.
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(me)er,0 +me serbest(LHl) ve0#e€ serbest(LHz)
oldugu i¢in ¢ € (Hy) N (H,),c # 0 elde edilir.
¢ = okek{cy, c,} oldugunu ispatlayalim:
¢ € (Hy) N (H,) oldugundan c, c; ve c, nin bir katidir.
Dolayistyla ¢, okek{cy, ¢} nin bir katidir.
okek{c,;,c;} =v, —w; = v, —w,

olacak sekilde i € {1,2} i¢in v;, w; € (H;) var oldugunu kolaylikla sdylenir.

O halde
i €{1,2}icinv; =ric+s;vew; =tic+q;
olacak sekilde
LTt t; EN, sy, a1 € Ap(Hy, €) ve sy, a, € Ap(Hy, €)
vardir.

v, — w; = v, — w, kullanilarak,
(m+t))c+sg+a, =0y +t)c+s, +a
elde ederiz. Genelligi bozmaksizin r; + t, < 1, + t; olsun.
O halde,
si+a, =+t —r—t))c+s, +ay
olur.
Lemma 5.1.1 ile s; = ay ve s, = a, elde edilir. Dolayisiyla
okek{cy,c;} =vy —w; =ric+s; —tic—a, = (; —ti)c
olur.

Bu okek{cy, c;} nin ¢ ’nin bir kat1 oldugunu ispatlar. Sonug olarak ¢ = okek{c;, c,}

elde edilir.
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2= 3:
¢ = okek{c,, c,} olsun.
Eger (sq,5,) € Ap(Hy,¢c) X Ap(H,, c) ise s; + s, € Ap(H, ¢) olur.

s; + s, € (H) oldugundan, s; +s, = rc + s olacak sekilde (s,7) € Ap(H,c) X N
vardir. s € (H) oldugundan s = e hy + ---+ e;h; olacak sekilde negatif olmayan

e, ---, € tamsayilari vardir. Buradan
a, = ehy + -+ ehs € Ap(Hy, C)
ve
a; = eryrheyr + -+ e hy € Ap(Hy, ©)
elde edilir. O halde
S+ s, =1rc+ ay + a, dir.
Bundan dolay1 s; — a; = rc + s, — a;, olur.

S — a4, ¢ 1In bir kati ve r¢c + s, — a3, ¢, nin bir katidir. Sonug¢ olarak baz1 d

tamsayilari i¢in
S — a1 =1C+5s;, —a, =dc

elde edilir. s; ve a4 her ikisi Ap(H;, ¢) kiimesine ait oldugundan r sifir olmalidir. Aksi

takdirde a, & Ap(H,,c) olur. Bus = s; + s, € Ap(H, c) yi ispatlar.
Simdi g ’nin 1 — 1(birebir) oldugunu gosterelim: g(s,,s,) = g(a,, a,) olsun.

O halde s; —a; = s, —a, dir. Yukanidaki bilgilerden s; —a; = s, —a, = dc
olacak sekilde bir d tamsayist vardir. Ve yine d sifir olmalidir. Buradan

S1 = a1 ve S, = a, elde edilir.

Son olarak s = e;hy + -+ e,.h, € Ap(H, c¢) alalim.

sy = e hy + -+ ethy ve s, = erp1hipq + -+ + €,-h, olsun. O halde
(51,52) € Ap(Hy, ¢) X Ap(Hz,¢) ve g(s1,52) = s

elde edilir.
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3 =4
¢ € (Hy) N (H,) oldugundan
CcC = m1h1 + e + mtht

olacak sgekilde my,m,,..,m; € N vardir. ¢; ve @, swrasiyla Iy, ve Iy, nin
doguraylarmin sistemleri ve m = myly + -+ ml; ve n=myqliyq + -+ ml,

olsun. O halde

0+me serbest(LHl) ,0#ne serbest(LHl) ve @(m) = @(n) = c olur. Bundan

dolay1, (m,n) € I' *dir.
91 U@, U {(m,n)} nin I' doguraylarinin bir sistemi oldugunu gosterelim.

Q € I' oldugundan cong(Q) & I' olur. (eily +-+e.l,, vily+-+vl.)ET
alalim. e hy + -+ e h; € (H;) oldugundan, e h; + -+ e h; = rjc + s, olacak
sekilde (s1,71) € Ap(H4,c) X N vardir.

Benzer sekilde
err1herr ot ehy =+ s,
vihy + vohy + -+ vhy = prc+ ay
Veprherr + o+ rhe = pac + ay
olacak sekilde

(a1,p1) € Ap(Hy, ¢) X Nve (s5,13), (az,p2) € Ap(Hy, ¢)
vardwr. e;hy + -+ e.h, = v{hy + -+ v,.h, den
(m+r)c+s,+s, =@ +p)c+a; +ay

elde edilir. r; + r, = p; + p, olur. Clinkii s; + 55, a1 + a, € Ap(Y, ¢) dir. Bundan
dolay1

Sl+52=0l1+0{2

olur. g ’nin birebirligini kullanarak s; = a; ve s, = a, elde edilir.
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s1 = a1 = jihy + johy + -+ jehy ve s; = ay = jrpqhepr o by
olacak sekilde j;, jo, ... , j € N olsun. O halde
(erly + - +ely,(rnmy + )l + -+ (reme + j)l,) € Iy,
(¢iinkli e;hy + -+ + e;hy = 1yc + 51) ve bunun i¢in
(et + -+ el , (nmy + )l + -+ (yme + j)ly) € cong(Q,) S cong(Q)
elde edilir.

Benzer sekilde

(ersless + - +eply, (romeyq + jer ) lerr + -+ (omy + jp)ly) € cong(Q) €
cong(Q) olur.

cong(Q) nun bir kongriians oldugunu g6z oniine alirsak ayni yolla

(Wily + -+ vl , (pimy +j)l + -+ (o +j)le + (PaMesr +Jjes) e +
+ (p2my, + jp)ly) € cong(Q)

olur.
& = cong(m,e) olsun. r; + r, = p; + p, oldugundan

(rym + re)é(ry + rp)mé(py + p2)mépym + pae
olur.
Bunun i¢in, (r;m + rye, pym + p,e) € cong(é(m,e)) € cong(Q) dir.
4.2 Sayisal Yarigruplarin Yapistirilmasi

Yapistirma kavramini sayisal yarigruplara cevirelim ve tam kesigim yarigruplarin

daima iki tam kesigim sayisal yarigrubun bir yapistirmasi oldugunu ispatlayalim:

Y; ve ¥, minimal olarak {qq,qy, ... , qx} ve {qk+1,-..,qp} ile dogurulan iki sayisal

yarigrup olsun.

ebob(c,A) =1 olacak sekilde c € Y;\{qq,qz, ... ,qx}ved € Y3\ {qrs1, ) qp}

olsun.
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Y = (A1, ) Ak, Cllea s s COlp)

Y, ve Y, nin yapistirmast olsun. Bu kavram ile negatif olmayan Tamsayilarin

yapistirmasi1 kavrami arasindaki baglantiy1 gorelim.
Lemma 4.2.1

1) Y, {Aq1, ..., Aqk , CQk+1, -, Cqp} doguraylarinin minimal sistemli bir sayisal

yarigrubudur.

2) {Aql,...,lqk,chﬂ,...,cqp} , {Aq1, .., Aqx} ve {cqr41,.-,Cqp} nin  bir

yapistirmasidir.
Ispat:

1) obeb{Aqy, .., Aqy , Q1. ...,cqp} = obeb(c, 1) = 1 oldugu agiktir. Bunun igin ¥V’

sayisal yarigruptur.
Aqy = a1Aqy + -+ apAqi + A1 CQper + o apCqp

olsun. O halde ay41¢qy41 + -+ apcq, , cA 'nin bir katidir. Bundan dolay1 bazi

negatif olmayan r tamsayisi i¢in
Aqy = a1Aqy + -+ agdqy + cAr

olur. Buradan q; = a,q, + --- + a,qy + cr elde edilir. Ancak bu durum imkansizdir.

Ciinkii c € 1] ve q4 , Y7 in bir dogurayidir.

Benzer sekilde {Aql, e Ak, CQi g1y e cqp} kiimesindeki elemanlarin kalant ¥V ’nin

minimal doguraylaridir. Ispat biter.

Simdi Teorem 4.1.2 yardimiyla bu iki kavram arasindaki baglantiy1r gorelim. Tam
kesisimlerin bir yapistirmasinin bir tam kesigim sayisal yarigrubu verdigini ispatlamak

zor degildir.
Onerme 4.2.2

Iki tam kesisimin bir yapistirmasi tam kesisimdir.
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Ispat:
Y; ve Y, iki tam kesisim sayisal yarigrup ve ¥, ¥; ve Y5 nin bir yapistirmasi olsun.

Lemma4.2.1ile e(Y) = e(¥;) + e(¥3) oldugunu biliyoruz. @, ve @, sirasiyla ¥; ve 15

nin minimal takdimleri olsun. O halde
j €{1,2} i¢in Wg; = e(¥;) — 1 dir.

Lemma 4.2.1 ve Teorem 4.1.2 yi kullanarak ¥ ’nin ¢ = @; U 9, U {(m, )} formunda

bir takdime sahip oldugunu elde ederiz. Bunun ig¢in,
®e = We; + We, +1
=e(l;)—1+e(ly;)—1+1
=e(¥)—-1

Simdi herhangi bir sayisal yarigrup icin kardinaliteye gére minimal takdim kiime
kavrami ve kiime kapsami ortiismesi sonucunu kullanirsak 6zel olarak biitiin minimal
takdimlerde ayn1 kardinaliteye sahip oluruz. Dolayisiyla ¥ tam bir kesisim oldugunu

buluruz. Karsit1 da dogrudur. Simdi ispatlayalim.
Teorem 4.2.3

N *den farkli bir say1sal yarigrup tam kesisimdir ancak ve ancak iki tam kesisim sayisal

yarigrubun bir yapistirmasidir.
Ispat:
Yeterlilik: Onerme 4.2.2 *dir.

Gereklilik:

Y, H=1{q1,93, -,qe} doguraylarinin minimal sistemli bir tam kesisim sayisal
yarigrubu olsun. ¥ 'nin ()@ = e — 1 ile bir takdime sahip oldugunu bilinir. #,_; S

Iy, U Iy, olacak sekilde

Lo =[H],Le—y = [H,Hy] veQ =% = %1 U {(eH1 (A(H1), €, (A(Hz)))}

elde ederiz. O halde H, H; ve H, nin bir yapistirmasidir.
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Hi ={q1,92, -, qx} ve Hy = {qx+1, ---»qe} Olsun. c; = obeb(H,) ve c, = obeb(H,)

olsun.
_ [ 12 qx [ Ak+1 Dk+2 9.
Y1_<C1'C1' "¢ >Vey_<02 ey ! 'C2>
tanimlayalim:
Acikca {ﬂ ,2 ,...,%} {M ,M ,...,&} sirastyla ¥; ve Y5, nin
Cq Cq Cq Cy Cy Cy

doguraylariin minimal sistemleridir.
H, H, ve H; nin yapistirmast oldugundan Teorem 4.1.2
c1¢, = ekok(cy, €2) € (q1, G2 -+ Gic) N (Qi+1, -5 Ge)
olur. Bununiginc, € Y; ve ¢; € ¥; olur. Baza j € {1,..,k} i¢in ¢, = Z—iolsun. O
halde,

€1C2 = € € {qk+1, -, qe) dir. Bu H ’nin S doguraylarinin minimal sistemi olmasi ile

celisir. Buradan ¢, € {q, q2, .-, qi} elde edilir.

Benzer yolla c¢; € {qx+1,--,qe} elde edilir. Dolaywsiyla ¥V, ¥; ve Y, nin bir

yapistirmasidir.
Y; ve ¥, nin tam kesisim oldugunu ispatlayalim:

Acikea j € {1,2} icin @; = I, Ng@ , ¥ ’nin bir takdimidir. ()9, + WQ, = e — 2
oldugundan )g; = k — 1 ve g, = e — k — 1 olur. Buradan,

We;=k—1vewg, =e—k—1du.
Bu V] ve ¥, nin tam kesisim oldugunu kanitlar.

Bu boliimii her tam kesigim sayisal yarigrubun simetrik oldugunu ispatlayarak
tamamlayalim. Bu simetrinin yapistirma altinda korundugunu gosteren agagidakinin

bir sonucudur.
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Onerme 4.2.4
Simetrik sayisal yarigruplarin yapistirmasi simetriktir.
Ispat:

Y; veY; swraswyla {qq,q2, -, qx} Ve {Qr+1,--,qe} doguraylarinin minimal sistemli
sayisal yarigruplart ve obeb(c,A) =1 olacak sekilde c € Y;{q1,q2, .-, qr} Ve
A €Yo\{qk+1, »qe} olsun. Lemma 4.2.1 ’den {Aqq,..,Aqk,Cqxs1, -, Cqe}
{Aq1, -, Aqr} ve {cqi+1, -, €qe} nin yapistirmasidir. Teorem 4.1.2 ile

Ap(Y,cA) ={s; + s, | s, € Ap(Hy,ch), s, € Ap(H,, cA)}
elde edilir. Dolayisiyla

Ap(Y,cA) = {cvy + Av, |v; € Ap(Y3,0), v, € Ap(12, 1)}
olur. Bu sonu¢ Onerme 2.3.9 ’dan elde edilir.
Sonuc 4.2.5
Tam kesisim olan her sayisal yarigrup simetriktir.
4.3 Serbest Sayisal Yarigrup

Bu boliimde Bertin ve Carbonne tarafindan verilen sayisal yarigruplarin ailesini
verelim. Bu ailedeki yarigruplar tam kesisimdir. Tanim ve karakterizasyonlari

asagidaki sabitlere dayanir:
Y, {q1, 92, ---, q.} ile minimal olarak dogurulan(iiretilen) bir sayisal yarigrup olsun.
Herj € {2, ..., e} igin

1) ¢; = ebob {ql, qz, ...,qj_l}

2) a; = min{r € N\{0} | rq;,cj nin bir katidur}

3) aj = min{r € N\{0} | rq; € (91, g2, ...,qj_l)}

4) a; = min{r € N\{0} | 7q; € (q1, 92, -, @j-1, @js1, - Ge)}

tanimlayalim. Bu sabitlerin nasil iligkili oldugunu gdsterelim.
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Lemma 4.3.1
Hipotezi ile
1 Vje{2..,e}igin a; < aj

2)vj€e{2, .. e}iging; < a;

3)Vj €(2,..., e} (Coyy = 1) igin @; = %
4)q, = a4,0ay, ..., Qa,
Ispat:
1) ve 2) tanimdan elde edilir.
3) i¢in a;q; = okek{qj, c]-}
okek{q;,c;} = obezj{zjj,cj} = Z]Z oldugundan @; = C]Cﬁ elde edilir.

4) , 3) i kullanarak ve ¢, = g4 ve c,4q1 = 1 ger¢eginden elde edilir.

a; sabitleri herhangi bir tamsay1y1 ¢4, gz, ..., g, nin lineer kombinasyonu olarak tek

tiirlii ifade etmek i¢in kullanilabilir.

Lemma 4.3.2

Hipotez ile

herj € {2,..,t},c € {0,1, ey @ — 1} ve ¢; € Z igin

y, tek bir sekilde y = ¢;q; + c3q, + -+ + c.q. olarak yazilabilir.
Ispat:

obeb{qi,qz, ...,q.} = 1 oldugundan y = A,q; + A,q, + -+ + A.q. olacak sekilde

A, Ay, .o, Ag sayilart vardir.

Bolme algoritmasini kullanarak 0 < ¢, < a,, A, = ta, + ¢, olacak sekilde t ve c,

tamsayilar1 vardir. Dolayistyla
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y= /11Q1 + /12512 + et Aeqe +ta.q. + ceqe
olur.

41,92, -, Qe—1 tirinden ifadesinde a.q, yerine koyarsak 4,5, ..., #,_1 tamsayilar

olacak sekilde
Y =%n1q1 +Hqy +r+ He1Ge—1 T Ceqe
elde edilir.

q._1 in katsayisi ile g, katsayisina kadar bu islemi tekrar edersek istenen elde edilmis

olur.
Simdi bu ifadenin tek oldugunu ispatlayalim:

her j € {2, ...,t} icin ¢;A; € {0, ...,a; — 1} olacak sekilde qy,qa, ..., Ge, A1, A2, ..., Ae

tamsayilari ile
y = ClQl + CzQz + o + Ceqe = /11Q1 -|— Azqz + ool + Aeqe
olur.

c; # A; olacak sekilde [, {1, ..., e} kiimesindeki en biiyiik tamsay1 olsun. ¢;q; = 1,44,
c1 in A; e esit olmast gerektiginden [’nin birden biiyiikk olmalidir. Genelligi
bozmaksizin ¢; = A; olsun. 0 < ¢; — A; < @; oldugundan ve @; nin minimalliginden,

c; = A, elde edilir. Bu bir celigkidir.
Onerme 4.3.3
Hipotez ile asagidakiler denktir.

1) q,=a;,..,a;

2)Vje{2,..,e}igin

Ap(Y,q,) = {czq2 + -+ Ceqe|Cj € {0, e, ]* - 1}}
HFY)+q,=(a;—Dgqz+ -+ (az — Dq.

4)Vj € {2, .., e}icin, a; = a]’-*
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5)Vj €{2,..,e}icin, a; = a;
6)Vj € (2, ..,e}icin,a; =a; = a]’-*
Ispat:

1= 2:

Bélme algoritmasim kullanarak @; yerine a; alirsak ¢; € {0, ..., a; — 1} olacak sekilde

Ap(Y, q1) in her v eleman1 v = c,q, + - + c.q, formunda olur. Bunun i¢in,

Vj €{2,..,e}icin Ap(Y,q;) S {Cqu + o+ ool €0, . a) — 1}}

olur. Bu son kiimenin eleman sayisi(kardinalitesi) a3, ..., a; a esit ya da kiicliktiir.

Hipotez a3, ..., a; = q; ve Ap(Y, q1) = q ile istenen esitlik elde edilir.
2= 3:
F(Y) + q; = maxAp(Y, q;) oldugunu Onerme 2.3.12 *den elde edilir.
3= 4:

Lemma 4.3.2 ’deki gibi VI € {2,...,j — 1} i¢in 0 < ¢; < a; olacak sekilde a;q;

ifadesini @; = ¢;q; + -+ + ¢j_1q_4 ile ifade edebiliriz. (¢, ¢y, ..., ¢j_; tamsayilar)
a; < a; oldugundan ¢, € N ise, a; = a; olur.
¢1 < 0 olmasin. O halde,
C2qp + -+ C¢j_1qj—1 = jq; + (—¢1)qq

olur.
Buradan c,q; + -+ + ¢j_1q-1 € Ap(Y, q,) elde edilir.
Sonug olarak

(a3 = 1Dqz + -+ (ac — 1ge € Ap(Y, q1)
olur.

Bu durum Onerme 2.3.12 *den 3 ile gelisir.
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4= 5:
Tanim ile a, = a; ’dir. Bunun i¢in a, = @, olur.
Q41 = Q141 - , e = A, Olsun. a; = a; oldugunu ispatlayalim:

ar

; nin tanimindan ve bolme algoritmasini bir kez daha kullanarak

vi+re{l+1,..,e}iginby,...,b;_1,b41, ... ,be € Nve by, < aj,, olacak sekilde

aq,
aiq; = b1qy + -+ bi_1qi-1 + bipaqr + - + beqe
olarak ifade edilebilir. @, = a; oldugundan b, = 0 olmalidur.
Aksi halde,
beqe = =b1q1 + -+ (=bi_)qi-1 + aiqy + (b3 1) qu41 + -+ (=be—1)qe—1
olur ki bu ¢, *nin bir katidir ve b, < @, dir.
Ayni yolla,
by 41 =+ = b, = 0 elde edilir. Bunun i¢in a; = @; ve a; = a; olur.
5= 6:

Vj€{2, ..,e} igin ajza}‘ oldugunu gorelim. Agik¢ca a, =a, dir. a;4; =

Ay41, - » Qe = ap oldugunu kabul edelim. a; = a; oldugunu ispatlayalim:

vi+re{l+1,..,e}icin a,,, = a;;, = a;,, olur. Bunun i¢in bir dnceki (4 = 5)

teki adimlar: tekrar edebiliriz.
6=>1:
Bu Lemma 4.3.1 ’in dogrudan sonucudur.

Eger en son Onermenin kosullarinin herhangi birini saglayan {qy, ..., q.} minimal

doguraylarmin kiimesinin bir diizenlemesi varsa ¥ sayisal yarigrubuna serbesttir denir.

Yukarida bahsedildigi gibi serbest sayisal yarigruplar tam kesisimdir.
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Teorem 4.3.4

Y, N ’den farkli bir sayisal yarigrup olsun. ¥ ’nin serbest olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul e(Y) —1 ve N gémme boyutlart bir serbest sayisal yarigrubun yapistirmasi

olmasidir.
Ispat:

Gereklilik: {q4, ..., q.}, doguraylarinin minimal sistemi Onerme 4.3.3 ’in kosullarm
KAV

saglasin. ¥ ’'nin W = < e ,%> nin yapistirmast oldugunu ve N = (1)
p Cp e

oldugunu ispatlayalim. (¢, = obeb{q, ..., q._1} oldugunu hatirlayalim).
obeb{q,,c.} =1, c, = @, oldugundan hipotez ile a, = 2 olur.
Bunun igin,

Ceqe € {q1, ) Ge-1) |1 {q1) ) Ge-1}

elde edilir. Dolayisiyla

e\ (L % ... %)

ce ' c Ce
olur.

q‘;_l,qe.l} oldugundan Y ’nin W ve N ’nin bir

{q1, -, 9.} = {ce Z—:, o) Co

yapistirmasi oldugu elde edilir.

Simdi W ’nin serbest oldugunu gosterelim:

i = min{r e N\(0}|rE e <ﬂ 2z @ﬂ
Ce e Ce Ce
tamimlayalim. j € {2, ...,e — 1} i¢in & = a; olur. ¢, = a, oldugundan @; = c, elde

edilir. ¥ serbest oldugundan % =@, ..a, , oldugunda q; = a;} ...a; oldugunu
e

bilinir. Bu da W ’nin Onerme 4.3.3 ile serbest oldugunu verir.
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Yeterlilik:

Y, minimal olarak {v,, ...,v._1} ve N = (1) ile dogurulan W ’nin bir yapistirmasi

olsun. O halde baz1 ¢ € N\ {1} ve baz1 g, € W \ {vy, ..., Ve_1} i¢in,

{q1, . qe} ={cvy, i cve1,qe . 1}
formunda ¥ doguraylarmin bir minimal sistemi vardir. Ayrica,
Cqe € {CV1, ) CVe—1) N {Qe)
olur.

a; ve @; yi yukaridaki gibi tanimlayalim.

(q4, -, ge—1) deki herhangi bir elemanin ¢ ’nin bir kat1 oldugunu ve obeb{c,q.} = 1

oldugunu gozlemleriz. Bu a; = c ’yi verir.

Ek olarak Vj € {2, ...,e — 1} i¢in a; = @; olur. W serbest oldugundan
v, = @ ...a,_,4, dir.

Bundan dolay1 cv; = @; ... a,_,a, dir.

Bu Y ’nin serbest oldugunu gosterir. Ciinkii Onerme 4.3.3 ’in kosullarindan birini

saglar.
Sonuc 4.3.5

Her serbest sayisal yarigrup bir tam kesisimdir. Baska bir sonu¢ olarak serbest bir

sayisal yarigrubun minimal takdiminin agik bir tanimi elde edilir.
Sonuc 4.3.6

Y,{q1, ..., q.} doguraylarmin minimal kiimesinin diizenlenmesiyle bir sayisal yarigrup

b

olsun. Baz1 b; i
j-1

i e s € N i¢gin,
a;q]' = bf1CI1 +ot bjj—1qf—1

olsun. O halde,
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{(a]*l ) bj1ll + -+ bjj—llj_l) |] € {2, veey e}}
Y ’nin bir minimal takdimidir.
Ispat:

En son teoremi ve Onerme 4.2.2 ’yi kullanarak tiimevarimla ve yapistirma tanim ile

elde edilir.
Sonuc 4.3.7
Y bir sayisal yarigrup olsun. Asagidakiler denktir.
1) Y, {q1, 92, -, q} minimal doguraylarinin diizenlenmesiyle serbesttir.
2)Y, {(bjlj by, L+ + bj,_ 1) | ] € {2, ..., e}} takdimine sahiptir.
Ornek 4.3.8
Y, = (3,4) ve ¥; = (5,6) sayisal yarigruplari i¢in
p=7€Y;—-{34}veq=11€Y, —{5,6}
olacak sekilde p ve g secelim. Dolayisiyla
p=7=13+14
ve
q=11=15+16
seklinde oldugu aciktir. Dolayisiyla
Y =(11.3,11.4,7.5,7.6) = (33,44,35,42)

Y sayisal yarigrubu ¥; ve ¥, nin yapistirmasi ile elde edilir. Frobenius sayisi ise

F(Y) = 265 ’tir.
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Ornek 4.3.9
Y; =(9,10,11,12) ve Y, = (3,7, 11) sayisal yarigruplari i¢in
p=45€Y; —{9,10,11,15} veq =21 €Y, —{3,7,11}
olacak sekilde p ve g secelim. Dolayisiyla
p=45=19+110+1.11+1.15
ve
q=21=13+17+1.11
seklinde oldugu aciktir. Dolayisiyla
Y =(21.9,21.10,21.11,21.12,45.3,45.7,45.11)
Y =(189,210,231,252,135,315,495)

Y sayisal yarigrubu ¥; ve ¥, nin yapistirmasi ile elde edilir. Frobenius sayisi ise

F(Y) = 1851 ’dir.

Teorem 4.3.10

Y sayisal yarigrup ve H :== H; U H, kiimesi V" "nin minimal {irete¢ kiimesi ve
k, = ebob(H,;) k, = ebob(H,)

olsun. ¥; ve ¥, sayisal yarigruplarini
H H
ho= (@) ve v, = ()

seklinde tanimlayalim. O halde ¥; ve Y, sayisal yarigruplarmin yapistirilmasi ile
olusan V¥ sayisal yarigrubu i¢in
F(Y) = ks F(Y1) + ko F(Y2) + kqk,

seklinde bulunur.

Ispat: [10].
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Ornek 4.3.11

Omek 4.3.8 >de ¥; =(3,4) ve Y, = (5,6) sayisal yarigruplari i¢in ¥; ve Y, nin

yapistirmast ile edilen ¥ sayisal yarigrubunu
Y =(11.3,11.4,7.5,7.6) = (33,44,35,42)

seklinde yazilip Frobenius sayisini F(Y) = 265 bulundu. Teorem 4.3.10 yardimiyla Y

sayisal yarigrubunun frobenius sayisini hesaplanirsa:
Y; = (3,4) = {3,4,6,7,8, -}
sayisal yarigrubu i¢in F(¥;) = 5
Y, =(5,6) = {5,6,10,11,12,15,16,17,18,20,21,22,-}
sayisal yarigrubu i¢in  F(¥;) = 19 ’dir.
Ayricap =7 €Y; —{3,4} ve q = 11 € ¥; — {5,6} secildiginden
F(Y) = qF (1) + pF(Y2) + qp
F(Y)=115+7.19+ 11.7 = 265
bulunur.
Ornek 4.3.12

Ornek 4.3.8 ’de ¥; = (9,10,11,12) ve Y5 = (3, 7, 11) say1sal yarigruplari igin ¥; ve Y,

nin yapistirmasi ile edilen V" sayisal yarigrubunu
Y =(189,210,231,252,135,315,495)

seklinde yazilip Frobenius sayisint F(Y) = 1851 bulundu. Benzer sekilde ~ Teorem

4.3.10 yardimiyla Y sayisal yarigrubunun Frobenius sayisini hesaplanirsa:
¥; =(9,10,11,12)
say1sal yarigrubu i¢in F(¥;) = 26
Y, =(3,7,11)

sayisal yarigrubu i¢in F(¥;) = 8 *dir.
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p=45€1; —{9,10,11,15} ve q = 21 € ¥, — {3, 7, 11} seg¢ildiginden

F(Y)=qF() +pF(Y2) + qp
F(Y) = 21.26 + 45.8 4+ 21.45 = 1851

bulunur.
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BOLUM YV

SAYISAL YARIGRUPLARIN YAPISTIRMASININ RF-MATRISILERI iLE
INCELENMESI

Bu boliimde iki sayisal yarigrubun yapistirilmast sonucu olusan yeni sayisal
yarigrubun RF-Matrisi yapistirmada etken olan sayisal yarigruplarin RF-Matrisleri

aracilifiyla bulunabilirligi incelenecektir.

Teorem 5.1

Y; = (p1, . ,Dy,) Ve Yo = (p1, ..., y,) iki sayisal yarigrup ve k; € Y; , k, € Y; olacak
sekilde

Y =k Yh + kY,
alalim. Ayrica
h, € Y; (swrastyla h, € Y¥5) ve hy + k, € Yi(srasiyla h, +kq €Y5)
olsun. O halde,
h =kihy + kyh, + k ik, € Y olur. Ayrica, eger
hy +ky = Ziap, ve hy + ky = Zia1p;
seklinde yazarsak

RF(h1) Ki

REM =1k, RF(h)

olur.
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Burada her bir i, j i¢in K;(sirastyla K;) bir ¥, X ¥;-matrisdir. (sirasiyla ¥; X Y;-matris)

Ayni zamanda ij —inc1 elemani(sirastyla a;) olan bir matristir.

Ek olarak

—f(detRF (hy)). (detRF (h,))

detRF (h) = "
173

dir. Bunun ig¢in,
RF(hy) = (—=1)"1*1h, ve RF(h,) = (—=1)2*1h, ise
RF(h) = (—1)1ite+1 £
dir. [11]
Ispat:
h € Y olsun. O halde,
h =kl + kyl,
saglayan l; € ¥ ve [, € ¥, vardir. k; ve k, aralarinda asal oldugundan,
hy +ky, =1, +tk, ve hy, =1, — tk,
olacak sekilde t € Z vardir.
h, & Yi(swrasiyla h, € Y;) oldugundan t < O(sirasiyla t > 0) elde ederiz.
Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla # € Y olur.
a,j = p;RF (hy)(sirastyla by; = p;RF (h;))

olacak sekilde K; = (al- j)(s1ra51yla K, = (bl- j)) Y; XY, —matris (¥, X ¥, — matris)

olsun.

i>1 ise a;; = pj (RFlj(hl) - RFlj(hl))(SHamyla,bij =pj (RFlj(hz) -

RF;(hy))) dir. O hlde,
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r Y;

detK, = p; detRF (hy) | sirasiyla detK, = pj detRF (h)

Jj=1 j=1
olur.
K| = (al-j)i’],>1 (SLraSLyla K; = (aij)i,j>1) bir (¥; — 1) X (¥; — 1)-matris (sirasiyla
(Y2 — 1) X (¥, — 1) —matris) olsun. O halde

detK; = hydetK|(sirasiyla detK, = h,detK,)
olur.

A kdsegen elemanlari py, ... , Py,, D1, ---, Py, olacak sekilde bir kosegen matris olsun. O

halde

h1 * hz + kl *

0 K; 0 0
h1+k2 * hz *

!

0 0 0 K,

det(RF(h)) =

= (hyhy — (hy + k3)(hy + ky))detK]. detK;
seklinde yazilir. Bunun ig¢in,

—h(detRF (hy)). (detRF (hy))

detRF (h) = "
172

olur.
Ornek 5.2

Y; =(6,7) ve Y, =(89) alahm. Bu iki sayisal yarigrubun yapistiriimasini

inceleyelim.
Y; = (6,7) icin,

e e(V)={67}=2
e G()=1{1,234,5,80910,11,15,16,17,22,23,29}
o F(¥)=29
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e HY)=0
« PF(Y) = {29}

Y, = (8,9) i¢in,

e ¢(Y)={89}=2

e G(Y)=
{1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,15,19,20,21,22,23,28,29,30,31,37,38,39,46,47,55}

e F(¥)=55

e HY)=0

e PF(Y) = {55}

Y, ve ¥, nin yapistirilmasini bulalim:
p=13 €Y, —{6,7} ve q =17 €Y, —{8,9}

olacak sekilde p ve g secelim. Dolayisiyla

p=13=16+17

ve

q=17=18+19

seklinde oldugu aciktir. Dolayisiyla
Y =(17.6,17.7,13.8,13.9) = (102,117,104,117)

olur.
Frobenius sayis1 ise Teorem 4.3.10 *dan F(Y) = 1429 elde edilir.

Bolim 3 ‘’teki bilgilerden yararlanarak ¥; ve Y, sayisal yarigruplarinin

RF-Matrislerini bulalim:

Y; = (6,7) i¢in iretegler n; = 6,n, = 7 olacak sekilde yazlabilir. f € PF(Y;)

olacagindan,
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e 29€PF(N)icin, a; = —1ve ijzlal-jnj = 29 esitligini yazalim:
0(11711 + alznz S 29

a,1Nq + ANy = 29

_6 + 7“12 S 29

6“21_7= 29

(=1)6 + (5)7 = 29

(6)6 + (—1)7 = 29

RF(29) = [_61 _51]

olacak sekilde f € PF(29) i¢in RF-Matrisi yazilabilir.

Y, =(8,9) i¢in firetegler n; = 8,n, =9 olacak sekilde yazilabilir. f € PF(Y3)

olacagindan,
e 55€PF(Y;)icin, a;; = —1ve Z]-Zzlaijnj = 55 esitligini yazalim:
a1nq + dq1N,; = 55

a,1Nq + ANy = 55

_8 + 9“12 S 55

8“21 —9= 55
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(-=1)8 + (7)9 = 55

(8)8 + (=1)9 = 55

_[-1 7
RF(55) = | g 1]
olacak sekilde f € PF(55) i¢in RF-Matrisi yazilabilir.

Y Sayisal yarigrubunun RF-Matrisi Teorem 5.1 *den

RF(1429) = IRFAEIZZ()) R Fl\gé 5)
olacak sekilde yazilirsa
-1 5 1 1
RF(185) = ? _11 _11 %
1 1 8 -1

bulunur.
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BOLUM VI

SONUC

Bu tezde oOncelikle degismeli cebir problemlerinde de siklikla kullanilan sayisal
yarigruplarin yapisi incelenerek temel kavramlariyla ilgili caligmalar yapilip S6zde-
Frobenius sayisi iizerine kurulan RF-Matrislerin simetrik, S6zde-Simetrik ve hemen
hemen simetrik sayisal yarigruplardaki durumu incelenmistir. Ardindan sayisal
yarigruplarin  yapistirma kolarizasyonu detaylandirilarak her serbest sayisal
yarigrubun bir tam kesisim oldugu ve tam kesisim olan her sayisal yarigrubun simetrik
oldugu sonucuna varilmistir. Son olarak iki sayisal yarigrubun yapistirilmasinin

RF-Matrisini bulmada izlenilebilecek yontem iizerine ¢aligilmistir.
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