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The concept of gluings of numerical semigroups has given in doctorate thesis of 

Rosales [4]. Rosales proved that the numerical semigroup was complete intersection 

iff it was the gluing of two complete intersection numerical semigroups. In this study, 

the concept of RF-Matrix will be given that is concerned with pseudo-Frobenius 

number. Moreover, the gluings of numerical semigroups will be presented with         

RF-Matrices. 
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Sayısal yarıgrupların yapıştırılması kavramı [4] te Rosales ’in doktora tezinde verildi. 

Rosales, bir sayısal yarıgrubun tam kesişim olması için gerek ve yeter koşulun iki tam 

kesişim sayısal yarıgrupların yapıştırılması olduğunu ispatladı. Bu çalışmada Sözde-

Frobenius sayısı üzerine kurulan RF-Matris kavramı açıklanacaktır. Ayrıca sayısal 

yarıgrupların yapıştırmasının RF-Matrisileri verilecektir. 
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ℕ  Negatif olmayan tamsayılar kümesi ℤ   Tamsayılar kümesi 𝚼  Sayısal yarıgrup 〈𝐧𝟏, … , 𝐧𝐞〉  {𝑛ଵ, … , 𝑛௘} ile üretilen bir sayısal yarıgrup 𝐨𝐛𝐞𝐛(𝐱, 𝐲)  𝑥 ve 𝑦 nin ortak bölenlerinin en büyüğü 𝐨𝐤𝐞𝐤(𝐱, 𝐲)  𝑥 ve 𝑦 nin ortak katlarının en küçüğü 𝐦(𝚼)  𝛶 nin katlılığı 𝐞(𝚼)  𝛶 nin gömme boyutu 𝐠(𝚼)  𝛶 nin cinsi 𝐆(𝚼)  𝛶 nin boşlukları kümesi 𝐭(𝚼)  𝛶 nin tipi 𝐅(𝚼)  𝛶 nin Frobenius sayısı 𝐇(𝚼)  𝛶 nin kutup noktaları kümesi 𝐏𝐅(𝚼)  𝛶 nin Sözde-Frobenius sayısı 𝐀𝐏(𝚼, 𝐧)  𝑛 sayısına göre Apery kümesi 𝐂𝐨𝐧𝐠(ƍ)  ƍ yi içeren tüm kongrüansların kesişimi 
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BÖLÜM I 
 

GİRİŞ 
 

 

Sayısal yarıgrupların yapıştırılması kavramı [4] de Rosales ’in doktora tezinde verildi. 

Rosales, bir sayısal yarıgrubun tam kesişim olması için gerek ve yeter koşulun iki tam 

kesişim sayısal yarıgrupların yapıştırılması olduğunu ispatladı. Böylece tam kesişim 

sayısal yarıgrupların Delorme ’nin karakterizasyonu yeniden yazıldı [5]. Daha sonra 

yapıştırma kavramını afin yarıgruplara (ℕ௡ nin sonlu doğuraylı alt monoidleri) 

genelleştirildi [6]. Bu sonuçlar, [7] de tam kesişim sayısal yarıgrupları ℕଶ, ℕଷ ve 

herhangi basit afin yarıgrupların alt monoidlerine genelleştirmek için kullanıldı. 

2. Bölüm ’de, monoid ve alt monoid, üreteç kümesi, sayısal yarıgrupların yapısı, 

Frobenius sayısı, Apery kümesi, Sözde-Frobenius sayısı, simetrik, hemen hemen 

simetrik ve Sözde-Simetrik sayısal yarıgrup kavramları üzerine temel tanımlar 

incelenmiştir. 

3. Bölüm ’de, Sözde-Frobenius sayısı üzerine kurulan RF-Matris kavramı açıklanmış 

olup hemen hemen simetrik sayısal yarıgruplar üzerine olası çeşitlilik durumu ele 

alınmış ve Sözde-Simetrik sayısal yarıgruplardaki durumu incelenmiştir. 

4. Bölüm ’de, sayısal yarıgrupların yapıştırılması, bir sayısal yarıgrubun tam kesişim 

olabilme durumu, tam kesişim sayısal yarıgruplarda simetriklik kavramı, serbest 

sayısal yarıgruplar ve yapıştırma sonucu oluşan sayısal yarıgrubun frobenius sayısının 

bulunabilirliği incelenmiştir. 

5. Bölüm ’de, sayısal yarıgrupların yapıştırmasının RF-Matris ile incelenmesi ve 

yapıştırmada etken sayısal yarıgrupların bu matristeki rolü incelenmiştir. 

6. Bölüm’de, sonuç kısmı yer almaktadır. 
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BÖLÜM II 
 

TEMEL TANIMLAR 
 

 

Bu bölümde temel tanım ve teoremler verilecektir. 

2.1 Monoid ve Sayısal Yarıgrup 

Tanım 2.1.1 𝐻 ≠ ∅ bir küme ve 𝐻 kümesi üzerinde bir ∆ ikili işlemi tanımlı (𝛥: 𝐻𝑥𝐻 → 𝐻) olsun. 

Eğer ∀ 𝛼, 𝜃, 𝛽 ∈ 𝐻 için, (𝛼∆𝜃)∆𝛽 = 𝛼∆(𝜃∆𝛽)  

eşitliği sağlanıyorsa (𝐻, ∆) ikilisine bir yarıgrup denir. 

Tanım 2.1.2 

 𝐻 ≠ ∅ bir küme ve 𝐻 kümesi üzerinde bir ∆ ikili işlemi tanımlı (𝛥: 𝐻𝑥𝐻 → 𝐻) olsun. 

Eğer ∀𝛼 ∈ 𝐻 için,  𝛼∆1 = 1∆𝛼 = 𝛼  

koşulunu sağlayan  1 ∈ 𝐻 varsa 𝐻 ’ye monoid denir. 

Tanım 2.1.3 

 Bir ℕ monoidinin, boştan farklı bir 𝛶 kümesi (0 ∈ 𝛶 koşuluna sahip) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝛶 için 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝛶  

sağlanıyorsa 𝛶 ’ye ℕ  ’nin alt monoidi denir. 
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Tanım 2.1.4 

 𝛶 alt monoidini ele alalım. Eğer 𝛶, 

(i) 0 𝜖 𝛶 

(ii) ∀𝛼, 𝜃 ∈ 𝛶 için 𝛼 + 𝜃 ∈ 𝛶 

(iii) ℕ ∖ 𝛶 sonlu  

koşulları sağlıyorsa 𝛶 ’ye sayısal yarıgrup denir. 

Tanım 2.1.5 

 Bir 𝛶 sayısal yarıgrup olsun.  𝛶 = { ℎଵ𝜎ଵ +  ℎଶ𝜎ଶ + ⋯ + ℎ௝𝜎௝  | ℎ௝  𝜖 𝛶, 𝜎௝ ∈ ℕ }  

şeklindeki ൛ ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௝ൟ  ⊆ 𝛶 kümesi  𝛶 sayısal yarıgrubu için bir üreteç kümesidir. ℎଵ < ℎଶ < ⋯ < ℎ௝  olmak koşuluyla 𝛶 = ⟨ ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௝  ⟩  
şeklinde gösterilir. 

Teorem 2.1.6 

 ∅ ≠ 𝛶 ⊆ ℕ ve 𝛶 = ൛ ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௝ൟ kümesi için  < 𝛶 >= { ℎଵ𝜎ଵ + ℎଶ𝜎ଶ + ⋯ + ℎ௝𝜎௝  | 𝜎௝ ∈ ℕ }  

olmak üzere  < 𝛶 >  sayısal yarıgruptur ⇔ 𝑜𝑏𝑒𝑏 ൛ ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௝ൟ = 1  

İspat: [3]. 

Örnek 2.1.7 𝛶 = ⟨3, 7, 11⟩ = {3𝜎ଵ + 7𝜎ଶ + 11𝜎ଷ | 𝜎ଵ,  𝜎ଶ, 𝜎ଷ 𝜖 ℕ}  

kümesini inceleyelim:  ℎଵ = 3, ℎଶ = 7, ℎଷ = 11  ve  (3, 5, 11) = 1 ’dir. 
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(i) 0 = 3.0 + 7.0 + 11.0 olduğundan 0 ∈ 𝛶’ dir. 

(ii)  𝜂, 𝜇 ∈ 𝛶 için  𝜂 = 3𝜂ଵ + 7𝜂ଶ + 11𝜂ଷ             , 𝜂ଵ, 𝜂ଶ, 𝜂ଷ 𝜖 ℕ  𝜇 = 3𝜇ଵ + 7𝜇ଶ + 11𝜇ଷ              , 𝜇ଵ, 𝜇ଶ, 𝜇ଷ 𝜖 ℕ  

şeklinde yazılabildiğinden,  𝜂 + 𝜇 = (3𝜂ଵ + 7𝜂ଶ + 11𝜂ଷ) + (3𝜇ଵ + 7𝜇ଶ + 11𝜇ଷ)  = 3(𝜂ଵ + 𝜇ଵ) + 7(𝜂ଶ + 𝜇ଶ) + 11(𝜂ଷ + 𝜇ଷ)  

için 𝜂 + 𝜇 ∈ 𝛶 olduğu açıktır. 

(iii) ℕ ∖ 𝛶 = {1, 2, 4, 5, 8} kümesi incelendiğinde sonlu olduğu ve                    𝛶 = ⟨3, 7, 11⟩ yapısının sayısal yarıgrup belirttiği anlaşılır. 

2.2 Frobenius Sayısı, Katlılık ve Cins 

Tanım 2.2.1 

 𝐻 = {ℎଵ, … , ℎ௝} kümesi 𝛶 sayısal yarıgrubunun üreteç kümesi olsun. 𝐻 kümesi 

içerisindeki herhangi bir eleman diğer elemanların bir lineer toplamı şeklinde ifade 

edilemiyorsa 𝐻 ’ye 𝛶 ’nin minimal üreteç kümesi denir. 

Tanım 2.2.2 

 𝛶 sayısal yarıgrup ve 𝐻 = {ℎଵ, … , ℎ௝}, 𝛶 ’nin bir minimal üreteç kümesi olsun.       𝐻 

’nin 0 ’dan farklı en küçük elemanına 𝛶 ’nin katlılığı denir ve 𝑚(𝛶) ile gösterilir. 𝛶 

sayısal yarıgrubunun minimal üreteç kümesinin eleman sayısına 𝛶 ’nin gömme boyutu 

denir ve 𝑒(𝛶) ile gösterilir. 

Tanım 2.2.3  𝐻 = {ℎଵ, … , ℎ௝} kümesi 𝛶 sayısal yarıgrubunun minimal üreteç kümesi olsun. 𝐻 ’nin 

elemanlarının lineer birleşimi tarafından üretilemeyen en büyük tamsayıya, başka bir 

deyişle ℕ ∖  𝛶 kümesinin en büyük elemanına Frobenius sayısı denir. 𝐹(𝛶) ile 

biçiminde gösterilir. Ayrıca ℕ ∖  𝛶 kümesine, 𝛶 ’nin boşlukları ve bu kümenin elman 

sayısına 𝛶 ’nin cinsi denir. Sırayla 𝐺(𝛶) ve 𝑔(𝛶) ile gösterilir. 
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Örnek 2.2.4 𝛶 = ⟨3, 7, 11⟩ = {3𝜎ଵ + 7𝜎ଶ + 11𝜎ଷ | 𝜎ଵ,  𝜎ଶ, 𝜎ଷ 𝜖 ℕ}  

kümesi incelenirse:  𝑜𝑏𝑒𝑏{3,7,11} = 1 ’dir. 

Dolayısıyla ⟨3,7,11⟩ kümesi 𝛶 ’nin minimal üreteç kümesi olduğu aşikardır. 𝛶 = ⟨3, 7, 11⟩ = {0,3,6,7,9,10,11,12,13,14,15 →} kümesinin 

(i) Katlılık 𝑚(𝛶)  = 3 

(ii) Gömme boyutu 𝑒(𝛶)  = 3   

(iii) 𝐺(𝛶) = ℕ ∖ 𝛶 = {1, 2, 4, 5, 8} için 𝛶 kümesinin cinsi 𝑔(𝛶) = 5 

(iv) 𝐹(𝛶) = max(ℕ ∖ 𝛶) = 8 

Örnekte kullanılan ′′ → ′′ sembolü önüne gelen sayıdan sonraki ardışık her tamsayının 

ilgili kümeye ait olduğunu göstermektedir. 

Örnek 2.2.5 𝛶 = ⟨4,5⟩ = {0,4,5,8,9,10,12,13, →}  

kümesi incelenirse: 

(i) Katlılık 𝑚(𝛶)  = 4 

(ii) Gömme boyutu 𝑒(𝛶) = 2   

(iii) 𝐺(𝛶) = ℕ ∖ 𝛶 = {1, 2,3,6,7,11} için 𝛶 kümesinin cinsi 𝑔(𝛶) = 6 

(iv) 𝐹(𝛶) =max(ℕ ∖ 𝛶) = 11 

Örnek 2.2.6 𝛶 = ⟨9,10,11,13⟩ = {0,9,10,11,13,18,19,20,21,22,23,24,26,27,28, →}  

kümesi incelenirse: 

(i) Katlılık 𝑚(𝛶) = 9 

(ii) Gömme boyutu 𝑒(𝛶) = 4   

(iii) 𝐺(𝛶) = ℕ ∖ 𝛶 = {1, 2,3,4,5,6,7,8,12,14,15,16,17,25} için 𝛶 kümesinin 

cinsi 𝑔(𝛶)  = 14 
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(iv) 𝐹(𝛶) =max(ℕ ∖ 𝛶) = 25  

Teorem 2.2.7  ℎଵ , ℎଶ ∈ ℤ  ve  𝑜𝑏𝑒𝑏{ℎଵ, ℎଶ} = 1 koşulu altında 𝐹(𝛶) =< ℎଵ, ℎଶ >  olsun.  

Bu durumda; 

(i) 𝐹(𝛶) = ℎଵℎଶ − ℎଵ − ℎଶ 

(ii) 𝑔(𝛶) = 
ி(𝛶)ାଵଶ  = 

(௛భିଵ)(௛మିଵ)ଶ  

şeklinde ifade edilir. 

İspat: [1]. 

Örnek 2.2.8 

 𝛶 = ⟨4,5⟩ = {0,4,5,8,9,10,12,13, →} sayısal yarıgrubunda ℎଵ = 4  ve  ℎଶ = 5 olduğundan 

(i) 𝐹(𝛶) = 4.5 − 4 − 5 = 11 

(ii) 𝑔(𝛶) = 
ଵଵାଵଶ  = 6 

Daha önceki örneğimizde de benzer sonucu bulmuştuk. Dolayısıyla Teorem 2.2.7 

gömme boyutu 2 olan sayısal yarıgrupların Frobenius sayılarını ve cinsini bulmada 

kolaylık sağlamaktadır. 

2.3 Apery Kümesi, Sözde-Frobenius Sayısı ve Simetrik Sayısal Yarıgrup 

Tanım 2.3.1 

 𝛶 bir sayısal yarıgrup ve ℎ ∈ 𝛶 ∖ {0} olsun. 𝐴𝑝(𝛶, ℎ) = {𝑠 ∈ 𝛶 | 𝑠 − ℎ ∉ 𝛶 }  

biçiminde tanımlanabilen kümeye ℎ ’nin Apery kümesi denir. 𝐴𝑝(𝛶, ℎ) şeklinde 

gösterilir [2]. 
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Örnek 2.3.2 

 𝛶 = ⟨4,5⟩ = {0,4,5,8,9,10,12,13, →} sayısal yarıgrubunun  

 ℎ = 4 ∈ 𝛶 için  𝐴𝑝(𝛶, 4) = {𝑠 ∈ 𝛶 | 𝑠 − 4 ∉ 𝛶 } kümesini bulalım: 0 − 4 ∉ 𝛶 ⇒ 0 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 4)  5 − 4 ∉ 𝛶 ⇒ 5 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 4)  10 − 4 ∉ 𝛶 ⇒ 10 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 4)  15 − 4 ∉ 𝛶 ⇒ 15 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 4)  𝑠 > 15 koşulunu sağlayan tüm tam sayılar 𝛶 sayısal yarıgrubuna ait olduğundan  𝐴𝑝(𝛶, 4) = {0,5,10,15}  

olur. 

 ℎ = 5 ∈ 𝛶 için 𝐴𝑝(𝛶, 5) = {𝑠 ∈ 𝛶 | 𝑠 − 5 ∉ 𝛶 }  

kümesini bulalım: 0 − 5 ∉ 𝛶 ⇒ 0 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 5)  4 − 5 ∉ 𝛶 ⇒ 4 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 5)  8 − 5 ∉ 𝛶 ⇒ 8 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 5)  12 − 5 ∉ 𝛶 ⇒ 12 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 5)  16 − 5 ∉ 𝛶 ⇒ 16 ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 5)  𝑠 > 17 koşulunu sağlayan tüm tam sayılar 𝛶 sayısal yarıgrubuna ait olduğundan  𝐴𝑝(𝛶, 5) = {0,4,8,12,16}  

olur. 
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Teorem 2.3.3 

 ℎ ∈ 𝛶 ∖ {0} için 𝐴𝑝(𝛶, ℎ) kümesinin eleman sayısı ℎ tanedir. 

İspat: [3]. 

Tanım 2.3.4 

 𝛶 bir sayısal yarıgrup ve 𝐹(𝛶), 𝛶 ’nin Froubenius sayısı olmak üzere; ℎ ∈ ℤ ∖ 𝛶 için 𝐹(𝛶) − ℎ ∉ 𝛶 koşulunu sağlayan elemanların oluşturduğu kümeye 𝛶 ’nin kutup 

noktaları denir. 𝐻(𝛶) ile gösterilir. Dolayısıyla 𝐻(𝛶) = {ℎ ∈ ℤ | ℎ ∉ 𝛶, 𝐹(𝛶) − ℎ ∉ 𝛶}  

şeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.3.5 

 𝛶 bir sayısal yarıgrup, ℎ ∈ ℤ ∖ 𝛶 ve 𝑠 ∈ 𝛶 − {0} olsun. Bu durumda ℎ sayısının her 𝑠 

elemanı ile toplamı 𝛶 sayısal yarıgrubunun içerisinde olan elemanların oluşturduğu 

kümeye 𝛶 ’nin Sözde-Frobenius kümesi denir. 𝑃𝐹(𝛶) ile gösterilir. O hâlde 𝑃𝐹(𝛶) = {ℎ ∈ ℤ | ℎ ∉ 𝛶 , ∀𝑠 ∈ 𝛶 − {0} , ℎ + 𝑠 ∈ 𝛶 }  

şeklinde ifade edilir. 𝑃𝐹(𝛶) kümesinin eleman sayısına 𝛶 ’nin tipi denir ve 𝑡(𝛶) ile 

gösterilir, T(𝛶) = |𝑃𝐹(𝛶)|  
şeklinde tanımlanır. 

Örnek 2.3.6 𝛶 = ⟨9,11,15,17⟩ = {0,9,11,15,17,18,20,22,24,26,27,28, →}  

kümesi incelenirse: 

 𝛶 ’nin kutup noktalarını bulalım: 𝐺(𝛶) = {1, 2,3,4,5,6,7,8,10,12,13,14,16,19,21,23,25}  𝐹(𝛶) = 25  
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𝐻(𝛶) = {ℎ ∈ ℤ | ℎ ∉ 𝛶, 𝐹(𝛶) − ℎ ∉ 𝛶}  25 –  2 ∉ 𝛶 ⇒  2 ∈ 𝐻(𝛶)   25 –  4 ∉ 𝛶 ⇒  4 ∈ 𝐻(𝛶)  25 –  6 ∉ 𝛶 ⇒  6 ∈ 𝐻(𝛶)  25 − 12 ∉ 𝛶 ⇒ 12 ∈ 𝐻(𝛶)  25 − 13 ∉ 𝛶 ⇒ 13 ∈ 𝐻(𝛶)  25 − 19 ∉ 𝛶 ⇒ 19 ∈ 𝐻(𝛶)  25 − 21 ∉ 𝛶 ⇒ 21 ∈ 𝐻(𝛶)  25 − 23 ∉ 𝛶 ⇒ 23 ∈ 𝐻(𝛶)  

Negatif tamsayılardan seçilecek herhangi bir sayının Froubenius sayısı ile farkının 

sayısal yarıgrubun elemanı olacağı aşikardır. Dolayısıyla 𝐻(𝛶) kümesine ait olamaz. 

O hâlde 𝐻(𝛶) = {2,4,6,12,13,19,21,23}  

şeklinde bulunur. 

 𝛶 ’nin Sözde-Frobenius kümesini bulalım: 𝑃𝐹(𝛶) = {ℎ ∈ ℤ | ℎ ∉ 𝛶 , ∀𝑠 ∈ 𝛶 − {0} , ℎ + 𝑠 ∈ 𝛶 }  

tanımı kullanılırsa 𝑃𝐹(𝛶) = {13,19,21,23,25}  

kümesi elde edilir, 𝑡(𝛶) = |𝑃𝐹(𝛶)| = 5  

şeklinde bulunur. 

 

 



10 
 

Tanım 2.3.7  ℎ ∈ ℤ  ve  𝛶 sayısal yarıgrup olsun. ℎ ∈ 𝛶 ⇔ 𝐹(𝛶) − ℎ ∉ 𝛶  

ve  ℎ ∉ 𝛶 ⇔ 𝐹(𝛶) − ℎ ∈ 𝛶  

koşulunu sağlayan 𝛶 sayısal yarıgrubuna simetrik sayısal yarıgrup denir. 

Önerme 2.3.8 𝛶 bir sayısal yarıgrup ve 𝑙, 𝛶 ’nin pozitif tamsayısı olsun. 𝑙 ’nin 𝛶 ’deki Apery kümesi   𝐴𝑝(𝛶, 𝑙) = {𝛼଴ < 𝛼ଵ < ⋯ < 𝛼௟ିଵ}    

olsun. 

O hâlde 𝛶 ’nin simetrik olması için gerek ve yeter koşul her 𝑖 ∈ {0,1, … , 𝑙 − 1} için, 𝛼௜ + 𝛼௟ିଵି௜ = 𝛼௟ିଵ  

olmasıdır. 

İspat: [3]. 

Örnek 2.3.9 𝛶 = ⟨4,5⟩ = {0,4,5,8,9,10,12,13, →}  

kümesini inceleyelim: 𝛶 sayısal yarıgrubu için 𝐺(𝛶) = {1, 2,3,6,7,11} ve 𝐹(𝛶) = 11 olarak bulunur. 

 ∀ ℎ ∈ 𝛶 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹(𝛶) − ℎ ∉ 𝛶 koşulunu inceleyelim: ℎ = 0 ∈ 𝛶 ⇒ 11 − 0 ∉ 𝛶  ℎ = 4 ∈ 𝛶 ⇒ 11 − 4 ∉ 𝛶  ℎ = 5 ∈ 𝛶 ⇒ 11 − 5 ∉ 𝛶  ℎ = 8 ∈ 𝛶 ⇒ 11 − 8 ∉ 𝛶  
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ℎ = 9 ∈ 𝛶 ⇒ 11 − 9 ∉ 𝛶  ℎ = 10 ∈ 𝛶 ⇒ 11 − 10 ∉ 𝛶  ℎ > 10 için daima negatif geleceğinden verilen koşul sağlanır.  

 ∀ℎ ∈ 𝐺(𝛶) 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹(𝛶) − ℎ ∈ 𝛶 koşulunu inceleyelim: ℎ = 1 ∈ 𝐺(𝛶) ⇒ 11 − 1 ∈ 𝛶  ℎ = 2 ∈ 𝐺(𝛶) ⇒ 11 − 2 ∈ 𝛶  ℎ = 3 ∈ 𝐺(𝛶) ⇒ 11 − 3 ∈ 𝛶  ℎ = 6 ∈ 𝐺(𝛶) ⇒ 11 − 6 ∈ 𝛶  ℎ = 7 ∈ 𝐺(𝛶) ⇒ 11 − 7 ∈ 𝛶  ℎ = 11 ∈ 𝐺(𝛶) ⇒ 11 − 11 ∈ 𝛶  𝐺(𝛶) ’nin her elemanı için verilen koşul sağlandı. 

Son olarak negatif tamsayıların her elemanı ile Froubenius sayısının farkının  𝛶 sayısal yarıgrubun elemanı olacağı aşikârdır. 

Dolayısıyla 𝛶 kümesi simetrik sayısal yarıgruptur. 

Tanım 2.3.10 

 𝛶 bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer, 𝑃𝐹(𝛶) = 𝐻(𝛶) ∪ {𝐹(𝛶)}  

eşitliği sağlanıyorsa 𝛶 ’ye hemen hemen simetrik sayısal yarıgrup denir. 

Tanım 2.3.11 

 𝛶 bir hemen hemen simetrik sayısal yarıgrup ve 𝑡(𝛶) = 2 olsun. Bu durumda 𝛶 ’ye 

Sözde-Simetrik sayısal yarıgrup denir. 
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Önerme 2.3.12 𝛶 bir sayısal yarıgrup ve 𝑙, 𝛶 ’nin sıfırdan farklı bir elemanı olsun. O hâlde, 

1. 𝐹(𝛶) = ൫𝑚𝑎𝑥𝐴𝑝(𝛶, 𝑙)൯ − 𝑙 
2. 𝑔(𝛶) = 1𝑛 ൫∑ 𝑤𝑤∈𝐴𝑝(𝛶,𝑙) ൯ − 𝑛−12 . 

İspat: [3]. 
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BÖLÜM III 
 

RF-MATRİS 
 

 

Bu bölümde RF-Matris ile ilgili temel tanım ve teoremler verilecektir. 

Tanım 3.1 

 𝛶 = ⟨𝑛ଵ, 𝑛ଶ, … , 𝑛௘⟩ bir sayısal yarıgrup ve 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) olsun. Eğer her 𝑖 = 1,2, … , 𝑒 

ve 𝛼௜௝ ∈ ℕ için 𝛼௜௜ = −1 ise her 𝑖 = 1,2, … , 𝑒 için 𝛴௝ୀଵ௘ 𝛼௜௝𝑛௝ = 𝑓  

şeklinde tanımlanabilen 𝐴 = (𝛼௜௝) ∈ 𝑀௘(ℤ) matrisine bir RF-Matris(satırca 

indirgenmiş matris) denir. 

Eğer 𝛶 hemen hemen simetrik ve  𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) ∖ {𝐹(𝛶)}  

ise hem 𝑓 hem de 𝐹(𝛶) − 𝑓 için bir RF-Matris vardır ve genellikle bu matris tek 

değildir. 

Örnek 3.2 𝛶 = ⟨4,5⟩ = {0,4,5,8,9,10,12,13, →}  

sayısal yarıgrubunu ele alalım: 

 𝑒(𝛶) = {4,5} = 2 

 𝑚(𝛶) = 4 

 𝐺(𝛶) = {1,2,3,6,7,11} 

 𝐹(𝛶) = 11 

 𝐻(𝛶) = ∅ 
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 𝑃𝐹(𝛶) = {11} 

 𝑡𝑦𝑝𝑒(𝛶) = 1 

üreteçler için 𝑛ଵ = 4 , 𝑛ଶ = 5 olacak şekilde yazılabilir. 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) olacağından, 11 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için, 𝛼௜௜ = −1 ve 𝛴௝ୀଵଶ 𝛼௜௝𝑛௝ = 11 eşitliğini yazalım: 𝛼ଵଵ𝑛ଵ + 𝛼ଵଶ𝑛ଶ = 11  𝛼ଶଵ𝑛ଵ + 𝛼ଶଶ𝑛ଶ = 11  

 −4 + 5𝛼ଵଶ = 11  4𝛼ଶଵ − 5 = 11  

 (−1)4 + (3)5 = 11  (4)4 + (−1)5 = 11  

 

𝐴 = ቂ−1 34 −1ቃ  

olacak şekilde 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için RF-Matrisi yazılabilir.  

Aşağıdaki örnekte hemen hemen simetrik sayısal yarıgrupların örneğini inceleyip    

RF-matrisinin tek olma zorunluluğunun olmadığını gösterelim. 

Örnek 3.3 𝛶 = ⟨8,11,12,15⟩ = {0,8,11,12,15,16,19,20,22,23,24,26,27,28,30 →} sayısal 

yarıgrubunu ele alalım, 

 𝑒(𝛶) = {8,11,12,15} = 4 

 𝐺(𝛶) = {1,2,3,4,5,6,7,9,10,13,14,17,18,21,25,29} 

 𝐹(𝛶) = 29 

 𝐻(𝛶) = {4,25} 
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 𝑃𝐹(𝛶) = {4,25,29}  
 𝑡𝑦𝑝𝑒(𝛶) = 3 

 𝑚(𝛶) = 8  𝑃𝐹(𝛶) = 𝐻(𝛶) ∪ {𝐹(𝛶)} = {4,25} ∪ {29} = {4,25,29}   

olduğundan 𝛶 hemen hemen simetrik sayısal yarıgruptur. 

Üreteçler için 𝑛ଵ = 8 , 𝑛ଶ = 11 , 𝑛ଷ = 12 , 𝑛ସ = 15 olacak şekilde yazılabilir.       𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) olacağından 

 4 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için, 𝛼௜௜ = −1 ve 𝛴௝ୀଵସ 𝛼௜௝𝑛௝ = 4 eşitliğini yazalım: 𝛼ଵଵ𝑛ଵ + 𝛼ଵଶ𝑛ଶ+𝛼ଵଷ𝑛ଷ + 𝛼ଵସ𝑛ସ = 4  𝛼ଶଵ𝑛ଵ + 𝛼ଶଶ𝑛ଶ+𝛼ଶଷ𝑛ଷ + 𝛼ଶସ𝑛ସ = 4  𝛼ଷଵ𝑛ଵ + 𝛼ଷଶ𝑛ଶ+𝛼ଷଷ𝑛ଷ + 𝛼ଷସ𝑛ସ = 4  𝛼ସଵ𝑛ଵ + 𝛼ସଶ𝑛ଶ+𝛼ସଷ𝑛ଷ + 𝛼ସସ𝑛ସ = 4  

 −8 + 11𝛼ଵଶ+12𝛼ଵଷ + 15𝛼ଵସ = 4  8𝛼ଶଵ − 11+12𝛼ଶଷ + 15𝛼ଶସ = 4  8𝛼ଷଵ + 11𝛼ଷଶ − 12 + 15𝛼ଷସ = 4  8𝛼ସଵ + 11𝛼ସଶ+12𝛼ସଷ − 15 = 4  

 −8 + 11𝛼ଵଶ+12𝛼ଵଷ + 15𝛼ଵସ = 4  (−1)8 + (0)11 + (1)12 + (0)15 = 4  8𝛼ଶଵ − 11+12𝛼ଶଷ + 15𝛼ଶସ = 4  (0)8𝛼ଶଵ + (−1)11 + (0)12 + (1)15 = 4  8𝛼ଷଵ + 11𝛼ଷଶ − 12 + 15𝛼ଷସ = 4  
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(2)8 + (0)11 + (−1)12 + (0)15 = 4  8𝛼ସଵ + 11𝛼ସଶ+12𝛼ସଷ − 15 = 4  (1)8 + (1)11 + (0)12 + (−1)15 = 4  

 

𝐴 = ൦−1 0 1 00 −1 0 12 0 −1 01 1 0 −1൪  

 25 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için, 𝛼௜௜ = −1 ve 𝛴௝ୀଵସ 𝛼௜௝𝑛௝ = 25 eşitliğini yazalım: 𝛼ଵଵ𝑛ଵ + 𝛼ଵଶ𝑛ଶ+𝛼ଵଷ𝑛ଷ + 𝛼ଵସ𝑛ସ = 25  𝛼ଶଵ𝑛ଵ + 𝛼ଶଶ𝑛ଶ+𝛼ଶଷ𝑛ଷ + 𝛼ଶସ𝑛ସ = 25  𝛼ଷଵ𝑛ଵ + 𝛼ଷଶ𝑛ଶ+𝛼ଷଷ𝑛ଷ + 𝛼ଷସ𝑛ସ = 25  𝛼ସଵ𝑛ଵ + 𝛼ସଶ𝑛ଶ+𝛼ସଷ𝑛ଷ + 𝛼ସସ𝑛ସ = 25  

 −8 + 11𝛼ଵଶ+12𝛼ଵଷ + 15𝛼ଵସ = 25  8𝛼ଶଵ − 11+12𝛼ଶଷ + 15𝛼ଶସ = 25  8𝛼ଷଵ + 11𝛼ଷଶ − 12 + 15𝛼ଷସ = 25  8𝛼ସଵ + 11𝛼ସଶ+12𝛼ସଷ − 15 = 25  −8 + 11𝛼ଵଶ+12𝛼ଵଷ + 15𝛼ଵସ = 25  (−1)8 + (3)11 + (0)12 + (0)15 = 25  8𝛼ଶଵ − 11+12𝛼ଶଷ + 15𝛼ଶସ = 25  (0)8𝛼ଶଵ + (−1)11 + (3)12 + (0)15 = 25  (3)8𝛼ଶଵ + (−1)11 + (1)12 + (0)15 = 25  8𝛼ଷଵ + 11𝛼ଷଶ − 12 + 15𝛼ଷସ = 25  
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(0)8 + (2)11 + (−1)12 + (1)15 = 25  8𝛼ସଵ + 11𝛼ସଶ+12𝛼ସଷ − 15 = 25  (2)8 + (0)11 + (2)12 + (−1)15 = 25  (5)8 + (0)11 + (0)12 + (−1)15 = 25  

 

𝐵 = ൦−1 3 0 00 −1 3 00 2 −1 12 0 2 −1൪    𝐶 = ൦−1 3 0 03 −1 1 00 2 −1 12 0 2 −1൪ 

 

𝐷 = ൦−1 3 0 00 −1 3 00 2 −1 15 0 0 −1൪     𝐸 = ൦−1 3 0 03 −1 1 00 2 −1 15 0 0 −1൪ 

 29 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için, 𝛼௜௜ = −1 ve 𝛴௝ୀଵସ 𝛼௜௝𝑛௝ = 29 eşitliğini yazalım: 𝛼ଵଵ𝑛ଵ + 𝛼ଵଶ𝑛ଶ+𝛼ଵଷ𝑛ଷ + 𝛼ଵସ𝑛ସ = 29  𝛼ଶଵ𝑛ଵ + 𝛼ଶଶ𝑛ଶ+𝛼ଶଷ𝑛ଷ + 𝛼ଶସ𝑛ସ = 29  𝛼ଷଵ𝑛ଵ + 𝛼ଷଶ𝑛ଶ+𝛼ଷଷ𝑛ଷ + 𝛼ଷସ𝑛ସ = 29  𝛼ସଵ𝑛ଵ + 𝛼ସଶ𝑛ଶ+𝛼ସଷ𝑛ଷ + 𝛼ସସ𝑛ସ = 29  

 −8 + 11𝛼ଵଶ+12𝛼ଵଷ + 15𝛼ଵସ = 29  8𝛼ଶଵ − 11+12𝛼ଶଷ + 15𝛼ଶସ = 29  8𝛼ଷଵ + 11𝛼ଷଶ − 12 + 15𝛼ଷସ = 29  8𝛼ସଵ + 11𝛼ସଶ+12𝛼ସଷ − 15 = 29  
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−8 + 11𝛼ଵଶ+12𝛼ଵଷ + 15𝛼ଵସ = 29  (−1)8 + (2)11 + (0)12 + (1)15 = 29  8𝛼ଶଵ − 11+12𝛼ଶଷ + 15𝛼ଶସ = 29  (2)8𝛼ଶଵ + (−1)11 + (2)12 + (0)15 = 29  (5)8𝛼ଶଵ + (−1)11 + (0)12 + (0)15 = 29  8𝛼ଷଵ + 11𝛼ଷଶ − 12 + 15𝛼ଷସ = 29  (0)8 + (1)11 + (−1)12 + (2)15 = 29  8𝛼ସଵ + 11𝛼ସଶ+12𝛼ସଷ − 15 = 29  (0)8 + (4)11 + (0)12 + (−1)15 = 29  (1)8 + (0)11 + (3)12 + (−1)15 = 29  

 

𝐹 = ൦−1 2 0 12 −1 2 00 1 −1 20 4 0 −1൪    𝐺 = ൦−1 2 0 15 −1 0 00 1 −1 20 4 0 −1൪ 

 

𝐻 = ൦−1 2 0 12 −1 2 00 1 −1 21 0 3 −1൪     𝐼 = ൦−1 2 0 15 −1 0 00 1 −1 21 0 3 −1൪ 

şeklinde ifade edilebilir. Dolayısıyla 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için tek türlü RF-Matris yazımı olma 

zorunluluğu yoktur. 

Yardımcı Teorem 3.4 ℎ, ℎᇱ ∈ 𝑃𝐹(𝛶) ve ℎ + ℎᇱ ∉ 𝛶 olsun. 𝑅𝐹(ℎ) = 𝐾 = (𝑘௜௝) ve 𝑅𝐹(ℎᇱ) = 𝐿 = (𝑙௜௝) 

alalım. ∀𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑘௜௝ = 0  veya  𝑙௜௝ = 0 ’dır. Eğer 𝑅𝐹 ቀ𝐹(𝛶)2 ቁ = (𝑘௜௝) ise            ∀𝑖 ≠𝑗  için 𝑘௜௝ = 0 veya 𝑘௝௜ = 0 ’dır. 
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İspat:  ℎ ∈ 𝑃𝐹(𝛶) için ℎ ’nin RF-Matrisi 𝐾 = (𝑘௜௝) ise Tanım 3.1 gereği 𝑖 = 1, … , 𝑒 ve ℎ =𝑘௜ଵ𝑛ଵ + 𝑘௜ଶ𝑛ଶ + ⋯ + 𝑘௜௜𝑛௜ + ⋯ + 𝑘௜௘𝑛௘ ’dir. 

Her 𝑖 için 𝑘௜௜ = −1 olduğundan ℎ = 𝑘௜ଵ𝑛ଵ + 𝑘௜ଶ𝑛ଶ + ⋯ + (−1)𝑛௜ + ⋯ + 𝑘௜௘𝑛௘       ℎ + 𝑛௜ = 𝑘௜ଵ𝑛ଵ + 𝑘௜ଶ𝑛ଶ + ⋯ + 𝑘௜(௜ିଵ)𝑛(௜ିଵ) + 𝑘௜(௜ାଵ)𝑛(௜ାଵ) + ⋯ + 𝑘௜௘𝑛௘  ℎ + 𝑛௜ = 𝛴௣ஷ௜𝑘௜௣𝑛௣  

yazılır. Benzer yolla ℎᇱ ∈ 𝑃𝐹(𝛶) ve ℎᇱ ’nin RF-Matrisi olan 𝐿 = (𝑙௜௝) de yine       

Tanım 3.1 gereği  ℎᇱ + 𝑛௝ = 𝛴௥ஷ௝𝑙௝௥𝑛௥  

elde edilir. 𝑘௜௝ ≥ 1 ve 𝑙௝௜ ≥ 1 ise, ℎ = 𝑘௜ଵ𝑛ଵ + ⋯ + (−1)𝑛௜ + ⋯ + 𝑘௜௝𝑛௝ + ⋯ + 𝑘௜௘𝑛௘  ℎᇱ = 𝑙௝ଵ𝑛ଵ + ⋯ + +𝑙௝௜𝑛௜ + ⋯ + (−1)𝑛௝ + ⋯ + 𝑙௝௘𝑛௘  

eşitlikleri toplandığında ℎ + ℎᇱ = (𝑘௜ଵ + 𝑙௝ଵ)𝑛ଵ + ⋯ + ൫𝑙௝௜ − 1൯𝑛௜ + ⋯ + ൫𝑘௜௝ − 1൯𝑛௝ + ⋯ + (𝑘௜௘ + 𝑙௝௘)𝑛௘  

ℎ + ℎᇱ = ൫𝑙௝௜ − 1൯𝑛௜ + ൫𝑘௜௝ − 1൯𝑛௝ + 𝛴௦ஷ௜,௝(𝑘௜௦ + 𝑙௝௦)𝑛௦  

elde edilir. Bu eşitlik 𝛶 ’nin bir elemanı olacağından ℎ + ℎᇱ ∉ 𝛶 ile çelişir.  

Dolayısıyla 𝑘௜௝ ≥ 1 ve 𝑙௝௜ ≥ 1 kabulü yanlıştır.  

O hâlde,  ∀𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑘௜௝ = 0 veya  𝑙௜௝ = 0 ’dır.  
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Eğer;  

ி(ం)ଶ ∈ 𝑃𝐹(𝛶) ve 𝑅𝐹 ቀ𝐹(𝛶)2 ቁ = (𝑘௜௝) ise yukarıdaki gibi ℎ = 𝐹(𝛶)2  ve ℎᇱ = 𝐹(𝛶)2   için 𝑅𝐹(ℎ) = 𝑅𝐹 ቀ𝐹(𝛶)2 ቁ = (𝑘௜௝)  

ve 

𝑅𝐹(ℎᇱ) = 𝑅𝐹 ቀ𝐹(𝛶)2 ቁ = ൫𝑙௜௝൯ = (𝑘௜௝)  

yazılabileceğinden ∀𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑘௜௝ = 0 veya 𝑙௝௜ = 0 elde edilir. 

Örnek 3.5 

𝛶 = ⟨𝑛ଵ, 𝑛ଶ, 𝑛ଷ⟩ ve bir Sözde-Simetrik sayısal yarıgrup ve ℎ = 𝐹(𝛶)2  olsun.  

𝑅𝐹(ℎ) = 𝑅𝐹 ቀ𝐹(𝛶)2 ቁ = (𝑘௜௝) dersek ∀𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑘௜௝ = 0 veya 𝑘௝௜ = 0 olur. 

Böylece 𝑘ଶଵ = 𝑘ଵଷ = 𝑘ଷଶ = 0 kabul edilebilir. 

𝑅𝐹(ℎ) = ൥−1 𝑘ଵଶ 00 −1 𝑘ଶଷ𝑘ଷଵ 0 −1൩  

şeklinde ifade edilebilir. Buradan 

ℎ = ி(ం)ଶ = (−1)𝑛ଵ + 𝑘ଵଶ𝑛ଶ + (0)𝑛ଷ   

ℎ = ி(ం)ଶ = (0)𝑛ଵ + (−1)𝑛ଶ + 𝑘ଶଷ𝑛ଷ   

ℎ = ி(ం)ଶ = 𝑘ଷଵ𝑛ଵ + (0)𝑛ଶ + (−1)𝑛ଷ   

eşitlikleri elde edilir.   

Bu veriler yardımıyla 𝑅𝐹(𝐹(𝛶)) = ൫𝑙௜௝൯ matrisini bulalım. 𝐹(𝛶) = (−1)𝑛ଵ + 𝑙ଵଶ𝑛ଶ + 𝑙ଵଷ𝑛ଷ  

ifadesindeki 𝑙ଵଶ ve 𝑙ଵଷ ’ü bulalım: 
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ி(ం)ଶ = (−1)𝑛1 + 𝑘12𝑛2 + (0)𝑛3  

ி(ం)ଶ = (0)𝑛1 + (−1)𝑛2 + 𝑘23𝑛3  

eşitlikleri toplanırsa 𝐹(𝛶) = (−1)𝑛ଵ + (𝑘ଵଶ − 1)𝑛ଶ + 𝑘ଵଷ𝑛ଷ  

elde edilir.  

Dolayısıyla 𝑙ଵଶ = (𝑘ଵଶ − 1) ve 𝑙ଵଷ = 𝑘ଵଷ olarak bulunur. Benzer şekilde 𝐹(𝛶) = 𝑙ଶଵ𝑛ଵ + (−1)𝑛ଶ + 𝑙ଶଷ𝑛ଷ  

ifadesindeki 𝑙ଶଵ ve 𝑙ଶଷ ’ü bulalım: 

ி(ం)ଶ = (0)𝑛1 + (−1)𝑛2 + 𝑘23𝑛3  

ி(ం)ଶ = 𝑘31𝑛1 + (0)𝑛2 + (−1)𝑛3  

eşitlikleri toplanırsa 𝐹(𝛶) = (𝑘ଷଵ)𝑛ଵ + (−1)𝑛ଶ + (𝑘ଶଷ − 1)𝑛ଷ  

 elde edilir. Dolayısıyla 𝑙ଶଵ = (𝑘ଷଵ) ve 𝑙ଶଷ = 𝑘ଶଷ − 1 olarak bulunur. Son olarak 𝐹(𝛶) = 𝑙ଷଵ𝑛ଵ + 𝑙ଷଶ𝑛ଶ + (−1)𝑛ଷ  

ifadesindeki 𝑙ଷଵ ve 𝑙ଷଶ ’yi bulalım: 

ி(ం)ଶ = (−1)𝑛1 + 𝑘12𝑛2 + (0)𝑛3  

ி(ం)ଶ = 𝑘31𝑛1 + (0)𝑛2 + (−1)𝑛3   

eşitlikleri toplanırsa 𝐹(𝛶) = (𝑘ଷଵ − 1)𝑛ଵ + (𝑘ଵଶ)𝑛ଶ + (−1)𝑛ଷ  

 elde edilir. Dolayısıyla 𝑙ଷଵ = (𝑘ଷଵ − 1) ve 𝑙ଷଶ = 𝑘ଵଶ olarak bulunur. Dolayısıyla 𝐹(𝛶) ’nin RF-Matrisi 
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𝑅𝐹(𝐹(𝛶)) = ൥ −1 𝑘ଵଶ − 1 𝑘ଶଷ𝑘ଷଵ −1 𝑘ଶଷ − 1𝑘ଷଵ − 1 𝑘ଵଶ −1 ൩   

şeklinde bulunur. 
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BÖLÜM IV 
 

SAYISAL YARIGRUPLARIN YAPIŞTIRILMASI 
 

 

Bu bölümde sayısal yarıgruplarda yapıştırma kavramı incelenecektir. 

4.1 Yapıştırma Kavramı 

Yapıştırma fikri şudur: Genellikle bir monoidin doğuray kümesi olarak alınan bir 

pozitif tamsayı kümesi 𝐻, 𝐻ଵ ve 𝐻ଶ nin yapıştırmasıdır. [𝐻ଵ, 𝐻ଶ], 𝐻 ’nin bir parçalanışı 

ve 𝐻 ile doğurulan (üretilen) monoid, şu şekilde takdimle tanımlanır: 

Takdimdeki bazı ilişkiler, sadece 𝐻ଵ deki doğurayları içerir; diğer ilişkiler sadece 𝐻ଶ  

deki doğurayları içerir ve bu takdimde 𝐻ଶ deki elemanlar ile 𝐻ଵ deki elemanları 

ilişkilendiren sadece bir eleman vardır. Bu tanımı formalize etmek için (yani formal 

tanımı vermek için) bazı gösterimleri verelim: 𝐻 = {ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௧} pozitif tamsayıların bir alt kümesi olsun. 𝐿 = {𝑙ଵ, 𝑙ଶ, … , 𝑙௧}, 𝜑: 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐿) → ℕ monoid homomorfizmi 𝜑(𝑛ଵ𝑙ଵ + 𝑛ଶ𝑙ଶ + ⋯ + 𝑛௧𝑙௧) = 𝑛ଵℎଵ + 𝑛ଶℎଶ + ⋯ + 𝑛௧ℎ௧  𝛤, 𝜑 ’nin çekirdek kongrüansını göstersin yani 𝑚𝛤𝑛 ancak ve ancak 𝜑(𝑚) = 𝜑(𝑛). 𝐾 ⊆ 𝐻 için, 𝐿௄ = {𝑙௜ | ℎ௜ ∈ 𝐾}. O hâlde 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐿௄) ⊆ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐿), 𝜑௄ ve 𝛤௄  

benzer şekilde tanımlanır. 𝛤௄ ⊆ 𝛤 ’dır. 

Bu gösterim ile yapıştırma kavramını açıklamak şimdi daha kolaydır. {𝐻ଵ, 𝐻ଶ}, 𝐻 'nın bir parçalanışı olsun. Eğer ƍ = ƍଵ ∪ ƍଶ ∪ {(𝑚, 𝑛)}, ƍଵ ⊆ 𝛤ுభ  ƍଶ ⊆ 𝛤ுమ   0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுభ൯ ve 0 ≠ 𝑛 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுమ൯  
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olacak şekilde ƍ ve 𝛤 doğuraylar sistemi varsa, 𝐻 ’ye 𝐻ଵ ve 𝐻ଶ nin bir yapıştırmasıdır, 

denir. 

Tamsayılar kümesine göre bir elemanın Apery kümesi aşağıdaki şekilde 

tanımlanabilir. 𝛶, ℕ ’nin bir alt kümesi ve 𝑛 ∈ ⟨𝛶⟩ ∖ {0} ise 𝐴𝑝(𝛶, 𝑛) = {𝑛 ∈ ⟨𝛶⟩ | 𝑠 − 𝑛 ∉ ⟨𝛶⟩}.  

Açıkça 𝑚 ∈ ⟨𝛶⟩ ise 𝑚 = 𝑠 + 𝑡𝑛 olacak şekilde tek bir (𝑠, 𝑡) ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 𝑛) × ℕ vardır. 

Aşağıdaki teknik lemma, yapıştırma fikrini vermek için ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩ yi kontrol etmede 

yardımcı olacaktır. 

Lemma 4.1.1 ƍଵ ⊆ 𝛤ுభ  ƍଶ ⊆ 𝛤ுమ   0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுభ൯  𝑣𝑒  0 ≠ 𝑛 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுమ൯   

olacak şekilde  ƍ = ƍଵ ∪ ƍଶ ∪ {(𝑚, 𝑛)}   𝛤 ’nın doğuray sistemi olsun. 𝑠ଵ + 𝑠ଶ = 𝑟ƍ(𝑚) + 𝛼ଵ + 𝛼ଶ   

olacak şekilde  𝑠ଵ , 𝛼ଵ ∈ 𝐴𝑝൫𝐻ଵ, 𝜑(𝑚)൯ 𝑣𝑒 𝑠ଶ , 𝛼ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝜑(𝑚)) ve 𝑡 ∈ ℕ   

olsun. O hâlde,  𝑟 = 0, 𝑠ଵ = 𝛼ଵ ve 𝑠ଶ = 𝛼ଶ dir. 

İspat: 

Genelliği bozmaksızın 𝐻ଵ = {ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௧} ve 𝐻ଶ = {ℎ௧ାଵ, ℎ௧ାଶ, … , ℎ௥} olsun.  0 ≠ 𝜑(𝑚) = 𝜑(𝑛) ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩   
olduğunu gözlemleyelim. Bunun için bazı 𝑚ଵ, 𝑚ଶ, … , 𝑚௧ ∈ ℕ için 𝜑(𝑚) = 𝑚ଵℎଵ + ⋯ + 𝑚௧ℎ௧ = 𝑚௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑚௥ℎ௥   
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olur. 𝑠ଵ, 𝛼ଵ ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ve 𝑠ଶ, 𝛼ଶ ∈ ⟨𝐻ଶ⟩  
olduğundan  𝑠ଵ = 𝑐ଵℎଵ + 𝑐ଶℎଶ + ⋯ + 𝑐௧ℎ௧  𝛼ଵ = 𝑒ଵℎଵ + 𝑒ଶℎଶ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧  𝑠ଶ = 𝑐௧ାଵℎ௧ାଵ + 𝑐௧ାଶℎ௧ାଶ + ⋯ + 𝑐௥ℎ௥  𝛼ଶ = 𝑒௧ାଵℎ௧ାଵ + 𝑒௧ାଶℎ௧ାଶ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥  

olacak şekilde 𝑐ଵ, … , 𝑐௥ , 𝑒ଵ, … , 𝑒௥ ∈ ℕ vardır. Hipotez ile  𝑠ଵ + 𝑠ଶ = 𝑟ƍ(𝑚) + 𝛼ଵ + 𝛼ଶ dir.  

 O hâlde. [𝑐ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑐௥𝑙௥]𝛤[(𝑟𝑚ଵ + 𝑒ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑟𝑚௧ + 𝑒௧)𝑙௧ + 𝑒௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥𝑙௥]   ƍ , 𝛤 ’nın doğuraylar sistemi olduğu için, 𝐵 boştan farklı bir küme olsun. ƍ ⊆ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵) × 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵)   

olsun. ƍ଴ = ƍ ∪ ƍିଵ ∪ 𝛥(𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵))   

tanımlayalım: ƍଵ = {(𝑦 + 𝑥, 𝑧 + 𝑥) | (𝑦, 𝑧) ∈ ƍ଴ , 𝑥 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵)}   

o hâlde,  

her 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡 − 1 için,   𝑦଴ = 𝑦 , 𝑦௧ = 𝑧 ve ൫𝑦௝ , 𝑦௝ାଵ൯ ∈ ƍଵ , 𝑡 ∈ ℕ , 𝑦଴, … , 𝑦௧ ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵)   

olacak şekilde 𝐶𝑜𝑛𝑔(ƍ); (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵) × 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐵)  

ikililerinin kümesidir. Önermesi yardımıyla 
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𝑦଴ = 𝑐ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑐௥𝑙௥  𝑦௝ = (𝑟𝑚ଵ + 𝑒ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑟𝑚௧ + 𝑒௧)𝑙௧ + 𝑒௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥𝑙௥  

ve ൫𝑦௝ , 𝑦௝ାଵ൯ ∈ ƍଵ, ∀𝑗 ∈ {0, … , 𝑖 − 1}.  

olacak şekilde  𝑦଴, … , 𝑦௜ ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐿) 

vardır.  

Eğer bazı 𝑦௝భ , 𝑦௝మ , … , 𝑦௝ೝ ∈ ℕ için 𝑦௝ = 𝑦௝భ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑦௝ೝ𝑙௥ ise, 𝑠ଵ = 𝑦௝భ𝛼ଵ + ⋯ + 𝑦௝೟𝛼௧   

ve  𝑠ଶ = 𝑦௝೟శభ𝛼௧ାଵ + ⋯ + 𝑦୰𝛼௝ೝ   

olduğu 𝑗 üzerinden tümevarımla ispatlanır. 𝑗 = 0 için sonuç açıktır. 𝑗 için sonucun doğru olduğunu kabul edip 𝑗 + 1 için ispatlayalım: ( 𝑦௝ , 𝑦௝ାଵ) ∈ ƍଵ olduğundan ൫ 𝑦௝ , 𝑦௝ାଵ൯ = (𝑥 + 𝑧 , 𝑦 + 𝑧) olacak şekilde (x, y) ∈ ƍ ∪ ƍଵ ∪ 𝛥(𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐿))  

vardır. 5 durum vardır: 

1) (x, y) ∈ 𝛥(𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡(𝐿)) ise sonuç doğrudur çünkü 𝑦௝ = 𝑦௝ାଵ dir. 

2) (𝑥, 𝑦) = (𝑚, 𝑒) ise 𝑦௝ = 𝑥 + 𝑧 = 𝑚 + 𝑧  

olduğundan,  𝑠ଵ = 𝑦௝భ𝛼ଵ + ⋯ + 𝑦௝೟𝛼௧ = 𝜑(𝑚) + 𝑧ଵ𝛼ଵ + ⋯ + 𝑧୰𝛼௥  
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olur. Bununla beraber 𝑠ଵ ∉ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝜑(𝑚)) olur. Bu hipotez ile çelişir. 

Dolayısıyla bu durum olamaz. 

3) Aynı durum (𝑥, 𝑦) = (𝑒, 𝑚) için de geçerlidir. 

4) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ ƍଵ ∪ ƍଵି ଵ ise (𝑥, 𝑦) = (𝑣ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑣௧𝑙௧ , 𝑤ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑤௧𝑙௧)  

olacak şekilde 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௧ , 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௧ ∈ ℕ vardır. Bunun için  𝑦௝ = (𝑣ଵ + 𝑧ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑣௧ + 𝑧௧)𝑙௧ + 𝑧௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑧௥𝑙௥   

ve  𝑦௝ାଵ = (𝑤ଵ + 𝑧ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑤௧ + 𝑧௧)𝑙௧ + 𝑧௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑧௥𝑙௥   

olur. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤 olduğundan, 𝑣ଵ𝑙ଵ + 𝑣ଶ𝑙ଶ + ⋯ + 𝑣௥𝑙௥ = 𝑤ଵ𝑙ଵ + 𝑤ଶ𝑙ଶ + ⋯ + 𝑤௥𝑙௥   

olur. Bunun için 𝑦௝ାଵభ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑦௝ାଵ೟𝑙௧ = 𝑦௝భ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑦௝೟𝑙௧ = 𝑠ଵ  

ve 𝑦௝ାଵ೓శభ𝑙௛ାଵ + ⋯ + 𝑣௝ାଵೝ𝑙௥ = 𝑦௝೓శభ𝑙௛ାଵ + ⋯ + 𝑣௝ೝ𝑙௥ = 𝑠ଶ  

olur. 

5) (𝑥, 𝑦) ∈ ƍଶ ∪ ƍଶି ଵ daha önceki duruma benzerdir. 𝑦௝ = (𝑟𝑚ଵ + 𝑒ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑟𝑚௧ + 𝑒௧)𝑙௧ + 𝑒௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥𝑙௥  

Olduğundan 𝑠ଵ = (𝑟𝑚ଵ + 𝑒ଵ)ℎଵ + ⋯ + (𝑟𝑚௧ + 𝑒௧)ℎ௧  

ve 
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𝑠ଶ = 𝑒௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥  

elde edilir. 𝑟 = 0 olduğu açıktır. Çünkü; 𝑠ଵ ∈ 𝐴𝑝൫𝐻ଵ, 𝜑(𝑚)൯ ve 𝜑(𝑚) = 𝑚ଵℎଵ + ⋯ + 𝑚௧ℎ௧ dir. 

bunun için 𝑟 = 0 , 𝑠ଵ = 𝛼ଵ ve 𝑠ଶ = 𝛼ଶ dir. 

Yapıştırma kavramı birkaç yolla karakterize edilebilir. [9] da verilenlerin bazılarını 

burada toplarız. Bu, iki sayısal yarıgrubun yapıştırılmasını tanımlamamıza yardımcı 

olacaktır. 

Teorem 4.1.2 𝐻 pozitif tamsayılar kümesinin bir alt kümesi olsun. {𝐻ଵ , 𝐻ଶ} , 𝐻 ’nin parçalanışı 

olsun. 

Aşağıdakiler denktir. 

1) 𝐻, 𝐻ଵ ve 𝐻ଶ ’nin yapıştırmasıdır. 

2) 𝑐ଵ = obeb(𝐻ଵ) ve 𝑐ଶ = obeb(𝐻ଶ) ise, o halde 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩ 
3) 𝑔: 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) × 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐) → 𝐴𝑝(𝐻, 𝑐)  𝑔(𝑠ଵ, 𝑠ଶ) = 𝑠ଵ + 𝑠ଶ  

birebir ve örten dönüşümü olacak şekilde 𝑐 ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩ , 𝑐 ≠ 0 vardır. 

4) Her ƍଵ ve ƍଶ sırasıyla 𝛤ுభ ve 𝛤ுమ nin doğuraylarının sistemleri için                             ƍଵ ∪ ƍଶ ∪ {𝑚, 𝑒}, 𝛤 ’nın doğuraylarının bir sistemi olacak şekilde  (𝑚, 𝑒) ∈ 𝛤 , 0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுభ൯ ve 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுమ൯  

vardır. 

İspat: 1 ⇒ 2:     𝑐 = 𝜑(𝑚) olsun. 
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(𝑚, 𝑒) ∈ 𝛤 , 0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுభ൯ ve 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுమ൯  

olduğu için 𝑐 ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩ , 𝑐 ≠ 0 elde edilir. 𝑐 = 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} olduğunu ispatlayalım: 𝑐 ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩ olduğundan 𝑐, 𝑐ଵ ve 𝑐ଶ nin bir katıdır.  

Dolayısıyla 𝑐, 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} nin bir katıdır. 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} = 𝑣ଵ − 𝑤ଵ = 𝑣ଶ − 𝑤ଶ  

olacak şekilde 𝑖 ∈ {1,2} için 𝑣௜, 𝑤௜ ∈ ⟨𝐻௜⟩ var olduğunu kolaylıkla söylenir.      

O hâlde 𝑖 ∈ {1,2} için 𝑣௜ = 𝑟௜𝑐 + 𝑠௜ 𝑣𝑒 𝑤௜ = 𝑡௜𝑐 + 𝛼௜  
olacak şekilde  𝑟ଵ, 𝑟ଶ, 𝑡ଵ, 𝑡ଶ ∈ ℕ , 𝑠ଵ, 𝛼ଵ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) ve 𝑠ଶ, 𝛼ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐)  

vardır. 𝑣ଵ − 𝑤ଵ = 𝑣ଶ − 𝑤ଶ kullanılarak, (𝑟ଵ + 𝑡ଶ)𝑐 + 𝑠ଵ + 𝛼ଶ = (𝑟ଶ + 𝑡ଵ)𝑐 + 𝑠ଶ + 𝛼ଵ  

elde ederiz. Genelliği bozmaksızın 𝑟ଵ + 𝑡ଶ ≤ 𝑟ଶ + 𝑡ଵ olsun.  

O hâlde, 𝑠ଵ + 𝛼ଶ = (𝑟ଶ + 𝑡ଵ − 𝑟ଵ − 𝑡ଶ)𝑐 + 𝑠ଶ + 𝛼ଵ  

olur.  

Lemma 5.1.1 ile 𝑠ଵ = 𝛼ଵ ve 𝑠ଶ = 𝛼ଶ elde edilir. Dolayısıyla 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} = 𝑣ଵ − 𝑤ଵ = 𝑟ଵ𝑐 + 𝑠ଵ − 𝑡ଵ𝑐 − 𝛼ଵ = (𝑟ଵ − 𝑡ଵ)𝑐   

olur.  

Bu 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} nin c ’nin bir katı olduğunu ispatlar. Sonuç olarak 𝑐 = 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} 

elde edilir. 
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2 ⇒ 3:  𝑐 = 𝑜𝑘𝑒𝑘{𝑐ଵ, 𝑐ଶ} olsun. 

Eğer (𝑠ଵ, 𝑠ଶ) ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) × 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐) ise 𝑠ଵ + 𝑠ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝐻, 𝑐) olur. 𝑠ଵ + 𝑠ଶ ∈ ⟨𝐻⟩ olduğundan, 𝑠ଵ + 𝑠ଶ = 𝑟𝑐 + 𝑠 olacak şekilde (𝑠, 𝑟) ∈ 𝐴𝑝(𝐻, 𝑐) × ℕ 

vardır. 𝑠 ∈ ⟨𝐻⟩ olduğundan 𝑠 = 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧ olacak şekilde negatif olmayan 𝑒ଵ, … , 𝑒௧ tamsayıları vardır. Buradan  𝛼ଵ = 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐)  
ve 𝛼ଶ = 𝑒௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐)  

elde edilir. O hâlde  𝑠ଵ + 𝑠ଶ = 𝑟𝑐 + 𝛼ଵ + 𝛼ଶ dir.  

Bundan dolayı 𝑠ଵ − 𝛼ଵ = 𝑟𝑐 + 𝑠ଶ − 𝛼ଶ olur.  𝑠ଵ − 𝛼ଵ, 𝑐ଵ in bir katı ve 𝑟𝑐 + 𝑠ଶ − 𝛼ଶ, 𝑐ଶ nin bir katıdır. Sonuç olarak bazı 𝑑 

tamsayıları için  𝑠ଵ − 𝛼ଵ = 𝑟𝑐 + 𝑠ଶ − 𝛼ଶ = 𝑑𝑐  

elde edilir. 𝑠ଵ ve 𝛼ଵ her ikisi 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) kümesine ait olduğundan 𝑟 sıfır olmalıdır. Aksi 

takdirde 𝛼ଶ ∉ 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐) olur. Bu 𝑠 = 𝑠ଵ + 𝑠ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝐻, 𝑐) yi ispatlar. 

Şimdi 𝑔 ’nin 1 − 1(birebir) olduğunu gösterelim: 𝑔(𝑠ଵ, 𝑠ଶ) = 𝑔(𝛼ଵ, 𝛼ଶ) olsun. 

O hâlde 𝑠ଵ − 𝛼ଵ = 𝑠ଶ − 𝛼ଶ dir. Yukarıdaki bilgilerden 𝑠ଵ − 𝛼ଵ = 𝑠ଶ − 𝛼ଶ = 𝑑𝑐 

olacak şekilde bir 𝑑 tamsayısı vardır. Ve yine 𝑑 sıfır olmalıdır. Buradan                       𝑠ଵ = 𝛼ଵ ve 𝑠ଶ = 𝛼ଶ elde edilir. 

Son olarak 𝑠 = 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥ ∈ 𝐴𝑝(𝐻, 𝑐) alalım. 𝑠ଵ = 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧ ve 𝑠ଶ = 𝑒௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥ olsun. O hâlde (𝑠ଵ, 𝑠ଶ) ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) × 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐) ve 𝑔(𝑠ଵ, 𝑠ଶ) = 𝑠   

elde edilir. 
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3 ⇒ 4: 𝑐 ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ ∩ ⟨𝐻ଶ⟩ olduğundan  𝑐 = 𝑚ଵℎଵ + ⋯ + 𝑚௧ℎ௧  

olacak şekilde 𝑚ଵ, 𝑚ଶ, … , 𝑚௧ ∈ ℕ vardır. ƍଵ ve ƍଶ sırasıyla 𝛤ுభ ve 𝛤ுమ nin 

doğuraylarının sistemleri ve 𝑚 = 𝑚ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑚௧𝑙௧ ve 𝑛 = 𝑚௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑚௥𝑙௥ 

olsun. O hâlde  0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுభ൯ , 0 ≠ 𝑛 ∈ 𝑠𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡൫𝐿ுభ൯ ve 𝜑(𝑚) = 𝜑(𝑛) = 𝑐 olur. Bundan 

dolayı, (𝑚, 𝑛) ∈ 𝛤 ’dir. ƍଵ ∪ ƍଶ ∪ {(𝑚, 𝑛)} nın 𝛤 doğuraylarının bir sistemi olduğunu gösterelim. ƍ ⊆ 𝛤 olduğundan 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍ) ⊆ 𝛤 olur. (𝑒ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑒௥𝑙௥ , 𝑣ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑣௥𝑙௥) ∈ 𝛤 

alalım. 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧ ∈ ⟨𝐻ଵ⟩ olduğundan, 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧ = 𝑟ଵ𝑐 + 𝑠ଵ olacak 

şekilde (𝑠ଵ, 𝑟ଵ) ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) × ℕ vardır.  

Benzer şekilde  𝑒௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥ = 𝑟ଶ𝑐 + 𝑠ଶ   𝑣ଵℎଵ + 𝑣ଶℎଶ + ⋯ + 𝑣௧ℎ௧ = 𝑝ଵ𝑐 + 𝛼ଵ   𝑣௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑣௥ℎ௥ = 𝑝ଶ𝑐 + 𝛼ଶ   

olacak şekilde  (𝛼ଵ, 𝑝ଵ) ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐) × ℕ ve (𝑠ଶ, 𝑟ଶ), (𝛼ଶ, 𝑝ଶ) ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐)   

vardır. 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௥ℎ௥ = 𝑣ଵℎଵ + ⋯ + 𝑣௥ℎ௥ den  (𝑟ଵ + 𝑟ଶ)𝑐 + 𝑠ଵ + 𝑠ଶ = (𝑝ଵ + 𝑝ଶ)𝑐 + 𝛼ଵ + 𝛼ଶ   

elde edilir. 𝑟ଵ + 𝑟ଶ = 𝑝ଵ + 𝑝ଶ olur. Çünkü 𝑠ଵ + 𝑠ଶ , 𝛼ଵ + 𝛼ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝛶, 𝑐) dir. Bundan 

dolayı 𝑠ଵ + 𝑠ଶ = 𝛼ଵ + 𝛼ଶ   

olur. 𝑔 ’nin birebirliğini kullanarak 𝑠ଵ = 𝛼ଵ ve 𝑠ଶ = 𝛼ଶ elde edilir.  
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𝑠ଵ = 𝛼ଵ = 𝑗ଵℎଵ + 𝑗ଶℎଶ + ⋯ + 𝑗௧ℎ௧ ve 𝑠ଶ = 𝛼ଶ = 𝑗௧ାଵℎ௧ାଵ + ⋯ + 𝑗௥ℎ௥   

olacak şekilde 𝑗ଵ, 𝑗ଶ, … , 𝑗௥ ∈ ℕ olsun. O hâlde (𝑒ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑒௧𝑙௧ , (𝑟ଵ𝑚ଵ + 𝑗ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑟௧𝑚௧ + 𝑗௧)𝑙௧) ∈ 𝛤ுభ   

(çünkü 𝑒ଵℎଵ + ⋯ + 𝑒௧ℎ௧ = 𝑟ଵ𝑐 + 𝑠ଵ) ve bunun için  (𝑒ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑒௧𝑙௧ , (𝑟ଵ𝑚ଵ + 𝑗ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑟௧𝑚௧ + 𝑗௧)𝑙௧) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍଵ) ⊆ 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍ)  

elde edilir.  

Benzer şekilde (𝑒௧ାଵ𝑙௧ାଵ + ⋯ + 𝑒௛𝑙௛ , (𝑟ଶ𝑚௧ାଵ + 𝑗௧ାଵ)𝑙௧ାଵ + ⋯ + (𝑟ଶ𝑚௛ + 𝑗௛)𝑙௛) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍଶ) ⊆𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍ) olur. 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍ) nun bir kongrüans olduğunu göz önüne alırsak aynı yolla  (𝑣ଵ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑣௧𝑙௧ , (𝑝ଵ𝑚ଵ + 𝑗ଵ)𝑙ଵ + ⋯ + (𝑝ଵ𝑚௧ + 𝑗௧)𝑙௧ + (𝑝ଶ𝑚௧ାଵ + 𝑗௧ାଵ)𝑙௧ାଵ + ⋯+ (𝑝ଶ𝑚௛ + 𝑗௛)𝑙௛) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍ) 

olur. 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑔(𝑚, 𝑒) olsun. 𝑟ଵ + 𝑟ଶ = 𝑝ଵ + 𝑝ଶ olduğundan  (𝑟ଵ𝑚 + 𝑟ଶ𝑒)𝜉(𝑟ଵ + 𝑟ଶ)𝑚𝜉(𝑝ଵ + 𝑝ଶ)𝑚𝜉𝑝ଵ𝑚 + 𝑝ଶ𝑒 

olur. 

 Bunun için, (𝑟ଵ𝑚 + 𝑟ଶ𝑒, 𝑝ଵ𝑚 + 𝑝ଶ𝑒) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑔(𝜉(𝑚, 𝑒)) ⊆ 𝑐𝑜𝑛𝑔(ƍ) dir. 

4.2 Sayısal Yarıgrupların Yapıştırılması 

Yapıştırma kavramını sayısal yarıgruplara çevirelim ve tam kesişim yarıgrupların 

daima iki tam kesişim sayısal yarıgrubun bir yapıştırması olduğunu ispatlayalım: 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ minimal olarak {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞} ve {𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௣} ile doğurulan iki sayısal 

yarıgrup olsun. 𝑒𝑏𝑜𝑏(𝑐, 𝜆) = 1 olacak şekilde 𝑐 ∈ 𝛶ଵ\{𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞} 𝑣𝑒 𝜆 ∈ 𝛶ଶ ∖ {𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௣} 

olsun. 
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𝛶 = ⟨𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞ , 𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௣⟩  𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin yapıştırması olsun. Bu kavram ile negatif olmayan Tamsayıların 

yapıştırması kavramı arasındaki bağlantıyı görelim. 

Lemma 4.2.1 

1) 𝛶, {𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞ , 𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௣} doğuraylarının minimal sistemli bir sayısal 

yarıgrubudur. 

2) ൛𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞ , 𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௣ൟ , {𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞} ve {𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௣} nin bir 

yapıştırmasıdır. 

İspat: 

1) 𝑜𝑏𝑒𝑏൛𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞ , 𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௣ൟ = 𝑜𝑏𝑒𝑏(𝑐, 𝜆) = 1 olduğu açıktır. Bunun için 𝛶 

sayısal yarıgruptur. 𝜆𝑞ଵ = 𝛼ଵ𝜆𝑞ଶ + ⋯ + 𝛼௞𝜆𝑞௞ + 𝛼௞ାଵ𝑐𝑞௞ାଵ + ⋯ + 𝛼௉𝑐𝑞௣  

olsun. O hâlde 𝛼௞ାଵ𝑐𝑞௞ାଵ + ⋯ + 𝛼௉𝑐𝑞௣ , 𝑐𝜆 ’nın bir katıdır. Bundan dolayı bazı 

negatif olmayan 𝑟 tamsayısı için  𝜆𝑞ଵ = 𝛼ଵ𝜆𝑞ଶ + ⋯ + 𝛼௞𝜆𝑞௞ + 𝑐𝜆𝑟  

olur. Buradan 𝑞ଵ = 𝛼ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝛼௞𝑞௞ + 𝑐𝑟 elde edilir. Ancak bu durum imkansızdır. 

Çünkü 𝑐 ∈ 𝛶ଵ ve 𝑞ଵ , 𝛶ଵ in bir doğurayıdır. 

Benzer şekilde ൛𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞ , 𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௣ൟ kümesindeki elemanların kalanı 𝛶 ’nin 

minimal doğuraylarıdır. İspat biter. 

Şimdi Teorem 4.1.2 yardımıyla bu iki kavram arasındaki bağlantıyı görelim. Tam 

kesişimlerin bir yapıştırmasının bir tam kesişim sayısal yarıgrubu verdiğini ispatlamak 

zor değildir. 

Önerme 4.2.2 

İki tam kesişimin bir yapıştırması tam kesişimdir. 
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İspat: 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ iki tam kesişim sayısal yarıgrup ve 𝛶, 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin bir yapıştırması olsun.  

Lemma 4.2.1 ile 𝑒(𝛶) = 𝑒(𝛶ଵ) + 𝑒(𝛶ଶ) olduğunu biliyoruz. ƍଵ ve ƍଶ sırasıyla 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ 

nin minimal takdimleri olsun. O hâlde 𝑗 ∈ {1,2}  için Ϣƍ௝ = 𝑒൫𝛶௝൯ − 1 ’dir.  

Lemma 4.2.1 ve Teorem 4.1.2 yi kullanarak 𝛶 ’nin ƍ = ƍଵ ∪ ƍଶ ∪ {(𝑚, 𝑒)} formunda 

bir takdime sahip olduğunu elde ederiz. Bunun için, Ϣƍ = Ϣƍଵ + Ϣƍଶ + 1  = 𝑒(𝛶ଵ) − 1 + 𝑒(𝛶ଶ) − 1 + 1  = 𝑒(𝛶) − 1   

Şimdi herhangi bir sayısal yarıgrup için kardinaliteye göre minimal takdim küme 

kavramı ve küme kapsamı örtüşmesi sonucunu kullanırsak özel olarak bütün minimal 

takdimlerde aynı kardinaliteye sahip oluruz. Dolayısıyla 𝛶 tam bir kesişim olduğunu 

buluruz. Karşıtı da doğrudur. Şimdi ispatlayalım. 

Teorem 4.2.3  ℕ ’den farklı bir sayısal yarıgrup tam kesişimdir ancak ve ancak iki tam kesişim sayısal 

yarıgrubun bir yapıştırmasıdır. 

İspat: 

Yeterlilik: Önerme 4.2.2 ’dir.  

Gereklilik: 𝛶, 𝐻 = {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘} doğuraylarının minimal sistemli bir tam kesişim sayısal 

yarıgrubu olsun. 𝛶 ’nin  Ϣƍ = 𝑒 − 1 ile bir takdime sahip olduğunu bilinir.     ϰ௘ିଵ ⊆𝛤ுభ ∪ 𝛤ுమ olacak şekilde  

𝐿௘ = [𝐻] , 𝐿௘ିଵ = [𝐻ଵ, 𝐻ଶ] ve ƍ = ϰ௘ = ϰ௘ିଵ ∪ ൛൫𝑒ுభ(𝜆(𝐻ଵ)) , 𝑒ுమ(𝜆(𝐻ଶ))൯ൟ  

elde ederiz. O hâlde 𝐻, 𝐻ଵ ve 𝐻ଶ nin bir yapıştırmasıdır. 
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𝐻ଵ = {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞} ve 𝐻ଶ = {𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௘} olsun. 𝑐ଵ = 𝑜𝑏𝑒𝑏(𝐻ଵ) ve 𝑐ଶ = 𝑜𝑏𝑒𝑏(𝐻ଶ) 

olsun. 

𝛶ଵ = ർ 𝑞1𝑐1  , 𝑞2𝑐1  , … , 𝑞𝑘𝑐1 ඀ ve 𝛶ଶ = ർ 𝑞𝑘+1𝑐2  , 𝑞𝑘+2𝑐2  , … , 𝑞𝑒𝑐2 ඀  
tanımlayalım:  

Açıkça ቄ௤భ௖భ  , ௤మ௖భ  , … , ௤ೖ௖భ ቅ ve ቄ௤ೖశభ௖మ  , ௤ೖశమ௖మ  , … , ௤೐௖మቅ sırasıyla 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin 

doğuraylarının minimal sistemleridir.  𝐻, 𝐻ଵ ve 𝐻ଶ nin yapıştırması olduğundan Teorem 4.1.2  𝑐ଵ𝑐ଶ = 𝑒𝑘𝑜𝑘(𝑐ଵ, 𝑐ଶ) ∈ ⟨𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞⟩ ∩ ⟨𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௘⟩  
olur. Bunun için 𝑐ଶ ∈ 𝛶ଵ ve 𝑐ଵ ∈ 𝛶ଶ olur. Bazı 𝑗 ∈ {1, . . , 𝑘} için 𝑐ଶ = 𝑞𝑗𝑐1 olsun.          O 

hâlde,  𝑐ଵ𝑐ଶ = 𝑒௝ ∈ ⟨𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௘⟩ dır. Bu 𝐻 ’nin 𝑆 doğuraylarının minimal sistemi olması ile 

çelişir. Buradan 𝑐ଶ ∉ {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞} elde edilir.  

Benzer yolla 𝑐ଵ ∉ {𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௘} elde edilir. Dolayısıyla 𝛶, 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin bir 

yapıştırmasıdır. 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin tam kesişim olduğunu ispatlayalım: 

Açıkça 𝑗 ∈ {1,2} için ƍ௝ = 𝛤ுభ ∩ ƍ , 𝛶 ’nin bir takdimidir. Ϣƍଵ + Ϣƍଶ = 𝑒 − 2 

olduğundan Ϣƍଵ ≥ 𝑘 − 1 ve Ϣƍଶ ≥ 𝑒 − 𝑘 − 1 olur. Buradan,  Ϣƍଵ = 𝑘 − 1 ve Ϣƍଶ = 𝑒 − 𝑘 − 1 dır. 

Bu 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin tam kesişim olduğunu kanıtlar. 

Bu bölümü her tam kesişim sayısal yarıgrubun simetrik olduğunu ispatlayarak 

tamamlayalım. Bu simetrinin yapıştırma altında korunduğunu gösteren aşağıdakinin 

bir sonucudur. 
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Önerme 4.2.4 

Simetrik sayısal yarıgrupların yapıştırması simetriktir. 

İspat: 𝛶ଵ 𝑣𝑒 𝛶ଶ sırasıyla {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞} ve {𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௘} doğuraylarının minimal sistemli 

sayısal yarıgrupları ve 𝑜𝑏𝑒𝑏(c, 𝜆) = 1 olacak şekilde 𝑐 ∈ 𝛶ଵ{𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞} ve             𝜆 ∈ 𝛶ଶ\{𝑞௞ାଵ, … , 𝑞௘} olsun. Lemma 4.2.1 ’den {𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞ , 𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௘} , {𝜆𝑞ଵ, … , 𝜆𝑞௞} ve {𝑐𝑞௞ାଵ, … , 𝑐𝑞௘} nin yapıştırmasıdır. Teorem 4.1.2 ile  𝐴𝑝(𝛶, 𝑐𝜆) = {𝑠ଵ + 𝑠ଶ | 𝑠ଵ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଵ, 𝑐𝜆),  𝑠ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝐻ଶ, 𝑐𝜆)}  

elde edilir. Dolayısıyla  𝐴𝑝(𝛶, 𝑐𝜆) = {𝑐𝜈ଵ + 𝜆𝑣ଶ |𝑣ଵ ∈ 𝐴𝑝(𝛶ଵ, 𝑐),  𝑣ଶ ∈ 𝐴𝑝(𝛶ଶ, 𝜆)}  

olur. Bu sonuç Önerme 2.3.9 ’dan elde edilir. 

Sonuç 4.2.5 

Tam kesişim olan her sayısal yarıgrup simetriktir. 

4.3 Serbest Sayısal Yarıgrup 

Bu bölümde Bertin ve Carbonne tarafından verilen sayısal yarıgrupların ailesini 

verelim. Bu ailedeki yarıgruplar tam kesişimdir. Tanım ve karakterizasyonları 

aşağıdaki sabitlere dayanır: 𝛶, {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘} ile minimal olarak doğurulan(üretilen) bir sayısal yarıgrup olsun.  

Her 𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için 𝟏) 𝑐௝ = 𝑒𝑏𝑜𝑏 ൛𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௝ିଵൟ  

𝟐) 𝑎ത௝ = min{𝑟 ∈ ℕ \{0} ห 𝑟𝑞௝ , 𝑐௝  𝑛𝑖𝑛 𝑏𝑖𝑟 𝑘𝑎𝑡𝚤𝑑𝚤𝑟ൟ  

𝟑) 𝑎௝∗ = min{𝑟 ∈ ℕ \{0} ห 𝑟𝑞௝ ∈ ൻ𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௝ିଵൿൟ  

𝟒) 𝑎௝ = min{𝑟 ∈ ℕ \{0} ห 𝑟𝑞௝ ∈ ൻ𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௝ିଵ, 𝑞௝ାଵ, … , 𝑞௘ൿൟ  

tanımlayalım. Bu sabitlerin nasıl ilişkili olduğunu gösterelim. 
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Lemma 4.3.1 

 Hipotezi ile 

 𝟏) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için  𝑎ത௝ ≤ 𝑎௝∗ 

 𝟐) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için 𝑎௝ ≤ 𝑎௝∗ 

 𝟑) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} (𝑐௘ାଵ = 1) için 𝑎ത௝ = 𝑐𝑗𝑐𝑗+1 
 𝟒) 𝑞ଵ = 𝑎തଵ, 𝑎തଶ, … , 𝑎ത௘ 

İspat: 1) ve 2) tanımdan elde edilir. 3) için 𝑎ത௝𝑞௝ = 𝑜𝑘𝑒𝑘൛𝑞௝, 𝑐௝ൟ  

𝑜𝑘𝑒𝑘൛𝑞௝ , 𝑐௝ൟ = 𝑞𝑗𝑐𝑗𝑜𝑏𝑒𝑏ቄ𝑞𝑗,𝑐𝑗ቅ = 𝑞𝑗𝑐𝑗𝑐𝑗+1 olduğundan 𝑎ത௝ = 𝑐𝑗𝑐𝑗+1 elde edilir. 

4) , 3) ü kullanarak ve 𝑐ଶ = 𝑞ଵ ve 𝑐௘ାଵ = 1 gerçeğinden elde edilir. 𝑎ത௝ sabitleri herhangi bir tamsayıyı 𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘ nin lineer kombinasyonu olarak tek 

türlü ifade etmek için kullanılabilir. 

Lemma 4.3.2  

Hipotez ile  

her 𝑗 ∈ {2, … , 𝑡} , 𝑐௝ ∈ ൛0,1, … , 𝑎ത௝ − 1ൟ ve 𝑐ଵ ∈ ℤ için  𝑦, tek bir şekilde  𝑦 = 𝑐ଵ𝑞ଵ + 𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௘𝑞௘ olarak yazılabilir. 

İspat: 𝑜𝑏𝑒𝑏{𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘} = 1 olduğundan 𝑦 = 𝜆ଵ𝑞ଵ + 𝜆ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝜆௘𝑞௘ olacak şekilde 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, … , 𝜆௘ sayıları vardır.  

Bölme algoritmasını kullanarak 0 ≤ 𝑐௘ ≤ 𝑎ത௘ , 𝜆௘ = 𝑡𝑎ത௘ + 𝑐௘ olacak şekilde 𝑡 ve 𝑐௘ 

tamsayıları vardır. Dolayısıyla  
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𝑦 = 𝜆ଵ𝑞ଵ + 𝜆ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝜆௘𝑞௘ + 𝑡𝑎ത௘𝑞௘ + 𝑐௘𝑞௘  

olur.  𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘ିଵ türünden ifadesinde 𝑎ത௘𝑞௘ yerine koyarsak ϰଵ, ϰଶ, … , ϰ௘ିଵ tamsayılar 

olacak şekilde  𝑦 = ϰଵ𝑞ଵ + ϰଶ𝑞ଶ + ⋯ + ϰ௘ିଵ𝑞௘ିଵ + 𝑐௘𝑞௘  

elde edilir.  𝑞௘ିଵ in katsayısı ile 𝑞ଶ katsayısına kadar bu işlemi tekrar edersek istenen elde edilmiş 

olur. 

Şimdi bu ifadenin tek olduğunu ispatlayalım:  

her 𝑗 ∈ {2, … , 𝑡} için 𝑐௝𝜆௝ ∈ {0, … , 𝑎ത௝ − 1} olacak şekilde 𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘ , 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, … , 𝜆௘ 

tamsayıları ile 𝑦 = 𝑐ଵ𝑞ଵ + 𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௘𝑞௘ = 𝜆ଵ𝑞ଵ + 𝜆ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝜆௘𝑞௘   

olur.  𝑐௟ ≠ 𝜆௟ olacak şekilde 𝑙, {1, … , 𝑒} kümesindeki en büyük tamsayı olsun. 𝑐ଵ𝑞ଵ = 𝜆ଵ𝑞ଵ, 𝑐ଵ in 𝜆ଵ e eşit olması gerektiğinden 𝑙’nin birden büyük olmalıdır. Genelliği 

bozmaksızın 𝑐௟ ≥ 𝜆௟ olsun. 0 ≤ 𝑐௟ − 𝜆௟ < 𝑎ത௟ olduğundan ve 𝑎ത௟ nin minimalliğinden, 𝑐௟ = 𝜆௟ elde edilir. Bu bir çelişkidir. 

Önerme 4.3.3  

Hipotez ile aşağıdakiler denktir. 

 𝟏) 𝑞ଵ = 𝑎ଶ∗ , … , 𝑎௘∗  

 𝟐) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için 

𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ) = ቄ𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௘𝑞௘ቚ𝑐௝ ∈ ൛0, … , 𝑎௝∗ − 1ൟቅ  

 𝟑) 𝐹(𝛶) + 𝑞ଵ = (𝑎ଶ∗ − 1)𝑞ଶ + ⋯ + (𝑎௘∗ − 1)𝑞௘ 

 𝟒) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için, 𝑎ത௝ = 𝑎௝∗ 
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 𝟓) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için, 𝑎௝ = 𝑎ത௝ 

 𝟔) ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için, 𝑎௝ = 𝑎ത௝ = 𝑎௝∗ 

İspat: 1 ⇒ 2:  
Bölme algoritmasını kullanarak 𝑎ത௝ yerine 𝑎௝∗ alırsak 𝑐௝ ∈ {0, … , 𝑎௝∗ − 1} olacak şekilde 𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ) in her 𝑣 elemanı 𝑣 = 𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௘𝑞௘ formunda olur.          Bunun için, 

∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için 𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ) ⊆ ቄ𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௘𝑞௘ቚ𝑐௝ ∈ ൛0, … , 𝑎௝∗ − 1ൟቅ  

olur. Bu son kümenin eleman sayısı(kardinalitesi) 𝑎ଶ∗ , … , 𝑎௘∗  a eşit ya da küçüktür. 

Hipotez 𝑎ଶ∗ , … , 𝑎௘∗ = 𝑞ଵ ve 𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ) = 𝑞ଵ ile istenen eşitlik elde edilir. 2 ⇒ 3:  𝐹(𝛶) + 𝑞ଵ = 𝑚𝑎𝑥𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ) olduğunu Önerme 2.3.12 ’den elde edilir. 3 ⇒ 4:  
Lemma 4.3.2 ’deki gibi ∀𝑙 ∈ {2, … , 𝑗 − 1} için 0 ≤ 𝑐௟ ≤ 𝑎ത௟ olacak şekilde 𝑎ത௟𝑞௟ 
ifadesini 𝑎ത௝ = 𝑐ଵ𝑞ଵ + ⋯ + 𝑐௝ିଵ𝑞௝ିଵ ile ifade edebiliriz. (𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௝ିଵ tamsayılar) 

 𝑎ത௝ ≤ 𝑎௝∗ olduğundan 𝑐ଵ ∈ ℕ ise, 𝑎ത௝ = 𝑎௝∗ olur.  𝑐ଵ < 0 olmasın. O hâlde, 𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௝ିଵ𝑞௝ିଵ = 𝑎ത௝𝑞௝ + (−𝑐ଵ)𝑞ଵ  

olur.  

Buradan 𝑐ଶ𝑞ଶ + ⋯ + 𝑐௝ିଵ𝑞௝ିଵ ∉ 𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ) elde edilir.  

Sonuç olarak  (𝑎ଶ∗ − 1)𝑞ଶ + ⋯ + (𝑎௘∗ − 1)𝑞௘ ∉ 𝐴𝑝(𝛶, 𝑞ଵ)  

olur.  

Bu durum Önerme 2.3.12 ’den 3 ile çelişir. 
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4 ⇒ 5:  
Tanım ile 𝑎௘ = 𝑎௘∗  ’dir. Bunun için 𝑎௘ = 𝑎ത௘ olur. 𝑎ത௟ାଵ = 𝑎௟ାଵ , … , 𝑎ത௘ = 𝑎௘ olsun. 𝑎ത௟ = 𝑎௟ olduğunu ispatlayalım:  𝑎௝∗ nin tanımından ve bölme algoritmasını bir kez daha kullanarak  ∀𝑙 + 𝑟 ∈ {𝑙 + 1, … , 𝑒} için 𝑏ଵ, … , 𝑏௟ିଵ, 𝑏௟ାଵ, … , 𝑏௘ ∈ ℕ ve 𝑏௟ା௥ < 𝑎௟ା௥∗  olacak şekilde 𝑎௟𝑞௟ , 𝑎௟𝑞௟ = 𝑏ଵ𝑞ଵ + ⋯ + 𝑏௟ିଵ𝑞௟ିଵ + 𝑏௟ାଵ𝑞௟ + ⋯ + 𝑏௘𝑞௘ 

olarak ifade edilebilir. 𝑎ത௘ = 𝑎௘∗  olduğundan 𝑏௘ = 0 olmalıdır.  

Aksi hâlde, 𝑏௘𝑞௘ = −𝑏ଵ𝑞ଵ + ⋯ + (−𝑏௟ିଵ)𝑞௟ିଵ + 𝑎௟𝑞௟ + (−𝑏௟ାଵ)𝑞௟ାଵ + ⋯ + (−𝑏௘ିଵ)𝑞௘ିଵ 

olur ki bu 𝑐௣ ’nin bir katıdır ve 𝑏௘ < 𝑎ത௘ dır.  

Aynı yolla,  𝑏௟ାଵ = ⋯ = 𝑏௘ = 0 elde edilir. Bunun için 𝑎௟ = 𝑎ത௟ ve 𝑎௟ = 𝑎௟∗ olur. 5 ⇒ 6:  
 ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒} için 𝑎௝ = 𝑎௝∗ olduğunu görelim. Açıkça 𝑎௘ = 𝑎௘∗  dir. 𝑎௟ାଵ =𝑎௟ାଵ∗ , … , 𝑎௘ = 𝑎௘∗  olduğunu kabul edelim. 𝑎௟ = 𝑎௟∗ olduğunu ispatlayalım:  ∀𝑙 + 𝑟 ∈ {𝑙 + 1, … , 𝑒} için 𝑎ത௟ା௥ = 𝑎௟ା௥ = 𝑎௟ା௥∗  olur. Bunun için bir önceki (4 ⇒ 5) 

teki adımları tekrar edebiliriz. 6 ⇒ 1:  
Bu Lemma 4.3.1 ’in doğrudan sonucudur. 

Eğer en son önermenin koşullarının herhangi birini sağlayan {𝑞ଵ, … , 𝑞௘} minimal 

doğuraylarının kümesinin bir düzenlemesi varsa 𝛶 sayısal yarıgrubuna serbesttir denir. 

Yukarıda bahsedildiği gibi serbest sayısal yarıgruplar tam kesişimdir. 
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Teorem 4.3.4 𝛶, ℕ ’den farklı bir sayısal yarıgrup olsun. 𝛶 ’nin serbest olması için gerek ve yeter 

koşul   𝑒(𝛶) − 1 ve ℕ gömme boyutları bir serbest sayısal yarıgrubun yapıştırması 

olmasıdır. 

İspat: 

Gereklilik: {𝑞ଵ, … , 𝑞௘}, doğuraylarının minimal sistemi Önerme 4.3.3 ’in koşullarını 

sağlasın. 𝛶 ’nin 𝑊 = ർ 𝑞1𝑐𝑝  , 𝑞2𝑐𝑝  , … , 𝑞𝑒−1𝑐𝑒  ඀ nin yapıştırması olduğunu ve ℕ = ⟨1⟩ 
olduğunu ispatlayalım. (𝑐௘ = 𝑜𝑏𝑒𝑏{𝑞ଵ, … , 𝑞௘ିଵ} olduğunu hatırlayalım). 𝑜𝑏𝑒𝑏{𝑞௘ , 𝑐௘} = 1 , 𝑐௘ = 𝑎ത௘ olduğundan hipotez ile 𝑎௘ ≥ 2 olur.  

Bunun için,  𝑐௘𝑞௘ ∈ ⟨𝑞ଵ, … , 𝑞௘ିଵ⟩ | {𝑞ଵ, … , 𝑞௘ିଵ}  

elde edilir. Dolayısıyla  

𝑞௘ ∈ 𝑊\ ቄ𝑞1𝑐𝑒  , 𝑞2𝑐𝑒  , … , 𝑞𝑒−1𝑐𝑒 ቅ   

olur.  

{𝑞ଵ, … , 𝑞௘} = ቄ𝑐௘ ௤భ௖೐ , … , 𝑐௘ ௤೐షభ௖೐ , 𝑞௘ . 1ቅ olduğundan 𝛶 ’nin 𝑊 ve ℕ ’nin bir 

yapıştırması olduğu elde edilir.  

Şimdi 𝑊 ’nin serbest olduğunu gösterelim: 

𝑎ො௝∗ = 𝑚𝑖𝑛 ൜𝑟 ∈ ℕ\{0} | 𝑟 𝑞௝𝑐௘ ∈ ർ𝑞ଵ𝑐௘  , 𝑞ଶ𝑐௘  , … , 𝑞௝ିଵ𝑐௘ ඀ൠ 

tanımlayalım. 𝑗 ∈ {2, … , 𝑒 − 1} için 𝑎ො௝∗ = 𝑎௝∗ olur. 𝑐௘ = 𝑎௘∗  olduğundan 𝑎ො௘∗ = 𝑐௘ elde 

edilir. 𝛶 serbest olduğundan  
௤భ௖೐ = 𝑎ො2∗ … 𝑎ො𝑒−1∗  olduğunda 𝑞ଵ = 𝑎ଶ∗ … 𝑎௘∗  olduğunu 

bilinir. Bu da 𝑊 ’nin Önerme 4.3.3 ile serbest olduğunu verir. 
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Yeterlilik: 𝛶, minimal olarak {𝑣ଵ, … , 𝜈௘ିଵ} ve ℕ = ⟨1⟩ ile doğurulan 𝑊 ’nin bir yapıştırması 

olsun. O hâlde bazı 𝑐 ∈ ℕ ∖ {1} ve bazı 𝑞௘ ∈ 𝑊 ∖ {𝑣ଵ, … , 𝜈௘ିଵ} için,  {𝑞ଵ, … , 𝑞௘} = {𝑐𝜈ଵ, … , 𝑐𝜈௘ିଵ, 𝑞௘ . 1}  

formunda 𝛶 doğuraylarının bir minimal sistemi vardır. Ayrıca, 𝑐𝑞௘ ∈ ⟨𝑐𝜈ଵ, … , 𝑐𝜈௘ିଵ⟩ ∩ ⟨𝑞௘⟩  
olur.  𝑎௝∗ ve 𝑎ො௝∗ yi yukarıdaki gibi tanımlayalım.  ⟨𝑞ଵ, … , 𝑞௘ିଵ⟩ deki herhangi bir elemanın 𝑐 ’nin bir katı olduğunu ve 𝑜𝑏𝑒𝑏{𝑐, 𝑞௘} = 1 

olduğunu gözlemleriz. Bu 𝑎௘∗ = 𝑐 ’yi verir.  

Ek olarak ∀𝑗 ∈ {2, … , 𝑒 − 1} için 𝑎௝∗ = 𝑎ො௝∗ olur. 𝑊 serbest olduğundan 𝜈ଵ = 𝑎ොଶ∗ … 𝑎ො௘ିଵ∗ 𝑎ො௘∗  dir. 

Bundan dolayı 𝑐𝜈ଵ = 𝑎ොଶ∗ … 𝑎ො௘ିଵ∗ 𝑎ො௘∗  dir.  

Bu 𝛶 ’nin serbest olduğunu gösterir. Çünkü Önerme 4.3.3 ’in koşullarından birini 

sağlar. 

Sonuç 4.3.5 

Her serbest sayısal yarıgrup bir tam kesişimdir. Başka bir sonuç olarak serbest bir 

sayısal yarıgrubun minimal takdiminin açık bir tanımı elde edilir. 

Sonuç 4.3.6  𝛶, {𝑞ଵ, … , 𝑞௘} doğuraylarının minimal kümesinin düzenlenmesiyle bir sayısal yarıgrup 

olsun. Bazı 𝑏௝భ , … , 𝑏௝ೕషభ ∈ ℕ için, 

𝑎௝∗𝑞௝ = 𝑏௝భ𝑞ଵ + ⋯ + 𝑏௝ೕషభ𝑞௝ିଵ  

olsun. O hâlde, 
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ቄ(𝑎௝∗𝑙௝  , 𝑏௝భ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑏௝ೕషభ𝑙௝ିଵ) | 𝑗 ∈ {2, … , 𝑒}ቅ  

𝛶 ’nin bir minimal takdimidir. 

İspat: 

En son teoremi ve Önerme 4.2.2 ’yi kullanarak tümevarımla ve yapıştırma tanımı ile 

elde edilir. 

Sonuç 4.3.7 𝛶 bir sayısal yarıgrup olsun. Aşağıdakiler denktir. 𝟏) 𝛶, {𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௘} minimal doğuraylarının düzenlenmesiyle serbesttir. 

𝟐) 𝛶, ቄ(𝑏௝𝑙௝  , 𝑏௝భ𝑙ଵ + ⋯ + 𝑏௝ೕషభ𝑙௝ିଵ) | 𝑗 ∈ {2, … , 𝑒}ቅ takdimine sahiptir. 

Örnek 4.3.8 𝛶ଵ = ⟨3,4⟩ ve 𝛶ଶ = ⟨5,6⟩ sayısal yarıgrupları için  𝑝 = 7 ∈ 𝛶ଵ − {3,4} ve 𝑞 = 11 ∈ 𝛶ଶ − {5,6}  

olacak şekilde 𝑝 ve 𝑞 seçelim. Dolayısıyla 𝑝 = 7 = 1.3 + 1.4  

ve 𝑞 = 11 = 1.5 + 1.6  

şeklinde olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝛶 = ⟨11.3 , 11.4 , 7.5 , 7.6⟩ = ⟨33,44,35,42⟩  
 𝛶 sayısal yarıgrubu 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin yapıştırması ile elde edilir. Frobenius sayısı ise 𝐹(𝛶) = 265 ’tir. 
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Örnek 4.3.9 𝛶ଵ = ⟨9,10,11,12⟩ ve 𝛶ଶ = ⟨3, 7, 11⟩ sayısal yarıgrupları için  𝑝 = 45 ∈ 𝛶ଵ − {9,10,11,15} ve 𝑞 = 21 ∈ 𝛶ଶ − {3, 7, 11}  

olacak şekilde 𝑝 ve 𝑞 seçelim. Dolayısıyla 𝑝 = 45 = 1.9 + 1.10 + 1.11 + 1.15  

ve 𝑞 = 21 = 1.3 + 1.7 + 1.11  

şeklinde olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝛶 = ⟨21.9 , 21.10 , 21.11 , 21.12 , 45.3 , 45.7 , 45.11⟩  𝛶 = ⟨189,210,231,252,135,315,495⟩  𝛶 sayısal yarıgrubu 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin yapıştırması ile elde edilir. Frobenius sayısı ise 𝐹(𝛶) = 1851 ’dir. 

Teorem 4.3.10 𝛶 sayısal yarıgrup ve 𝐻 ≔ 𝐻ଵ ∪ 𝐻ଶ kümesi 𝛶 ’nin minimal üreteç kümesi ve 𝑘ଵ = 𝑒𝑏𝑜𝑏(𝐻ଵ)    𝑘ଶ = 𝑒𝑏𝑜𝑏(𝐻ଶ)  

olsun. 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ sayısal yarıgruplarını  

𝛶ଵ = ⟨𝐻1𝑘1 ⟩  ve  𝛶ଶ = ⟨𝐻2𝑘2 ⟩  

şeklinde tanımlayalım. O hâlde 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ sayısal yarıgruplarının yapıştırılması ile 

oluşan 𝛶 sayısal yarıgrubu için  𝐹(𝛶) = 𝑘ଵ𝐹(𝛶ଵ) + 𝑘ଶ𝐹(𝛶ଶ) + 𝑘ଵ𝑘ଶ  

şeklinde bulunur. 

İspat: [10]. 
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Örnek 4.3.11 

Örnek 4.3.8 ’de 𝛶ଵ = ⟨3,4⟩ ve 𝛶ଶ = ⟨5,6⟩ sayısal yarıgrupları için 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin 

yapıştırması ile edilen 𝛶 sayısal yarıgrubunu 𝛶 = ⟨11.3 , 11.4 , 7.5 , 7.6⟩ = ⟨33,44,35,42⟩  
şeklinde yazılıp Frobenius sayısını 𝐹(𝛶) = 265 bulundu. Teorem 4.3.10 yardımıyla 𝛶 

sayısal yarıgrubunun frobenius sayısını hesaplanırsa: 𝛶ଵ = ⟨3,4⟩ = {3,4,6,7,8, →}  

sayısal yarıgrubu için 𝐹(𝛶ଵ) = 5 𝛶ଶ = ⟨5,6⟩ = {5,6,10,11,12,15,16,17,18,20,21,22,→}  

sayısal yarıgrubu için   𝐹(𝛶ଶ) = 19 ’dir. 

Ayrıca 𝑝 = 7 ∈ 𝛶ଵ − {3,4} ve 𝑞 = 11 ∈ 𝛶ଶ − {5,6} seçildiğinden 𝐹(𝛶) = 𝑞𝐹(𝛶ଵ) + 𝑝𝐹(𝛶ଶ) + 𝑞𝑝 𝐹(𝛶) = 11.5 + 7.19 + 11.7 = 265 

bulunur. 

Örnek 4.3.12 

Örnek 4.3.8 ’de 𝛶ଵ = ⟨9,10,11,12⟩ ve 𝛶ଶ = ⟨3, 7, 11⟩ sayısal yarıgrupları için 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ 

nin yapıştırması ile edilen 𝛶 sayısal yarıgrubunu 𝛶 = ⟨189,210,231,252,135,315,495⟩ 

şeklinde yazılıp Frobenius sayısını 𝐹(𝛶) = 1851 bulundu. Benzer şekilde       Teorem 

4.3.10 yardımıyla 𝛶 sayısal yarıgrubunun Frobenius sayısını hesaplanırsa: 𝛶ଵ = ⟨9,10,11,12⟩  
sayısal yarıgrubu için 𝐹(𝛶ଵ) = 26 𝛶ଶ = ⟨3, 7, 11⟩  

sayısal yarıgrubu için 𝐹(𝛶ଵ) = 8 ’dir.  
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𝑝 = 45 ∈ 𝛶ଵ − {9,10,11,15} ve 𝑞 = 21 ∈ 𝛶ଶ − {3, 7, 11} seçildiğinden 𝐹(𝛶) = 𝑞𝐹(𝛶ଵ) + 𝑝𝐹(𝛶ଶ) + 𝑞𝑝 𝐹(𝛶) = 21.26 + 45.8 + 21.45 = 1851 

bulunur. 
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BÖLÜM V 
 

SAYISAL YARIGRUPLARIN YAPIŞTIRMASININ RF-MATRİSİLERİ İLE 
İNCELENMESİ 

 

 

Bu bölümde iki sayısal yarıgrubun yapıştırılması sonucu oluşan yeni sayısal 

yarıgrubun RF-Matrisi yapıştırmada etken olan sayısal yarıgrupların RF-Matrisleri 

aracılığıyla bulunabilirliği incelenecektir.  

Teorem 5.1 𝛶ଵ = ⟨𝑝ଵ, … , 𝑝ంభ⟩ ve 𝛶ଶ = ⟨𝑝ଵᇱ , … , 𝑝ంమᇱ ⟩ iki sayısal yarıgrup ve 𝑘ଵ ∈ 𝛶ଶ  , 𝑘ଶ ∈ 𝛶ଵ olacak 

şekilde 𝛶 = 𝑘ଵ𝛶ଵ + 𝑘ଶ𝛶ଶ  

alalım. Ayrıca  ℎଵ ∉ 𝛶ଵ (sırasıyla ℎଶ ∉ 𝛶ଶ) ve ℎଵ + 𝑘ଶ ∈ 𝛶ଵ(sırasıyla ℎଶ + 𝑘ଵ ∈ 𝛶ଶ)  

olsun. O hâlde, 

 ℎ = 𝑘ଵℎଵ + 𝑘ଶℎଶ + 𝑘ଵ𝑘ଶ ∉ 𝛶 olur. Ayrıca, eğer  

ℎଵ + 𝑘ଶ = 𝛴𝑖𝛼𝑖𝑝𝑖 ve ℎଶ + 𝑘ଵ = 𝛴𝑖𝛼1′ 𝑝𝑖′   
şeklinde yazarsak 

𝑅𝐹(ℎ) = ቈ𝑅𝐹(ℎ1) 𝐾1𝐾2 𝑅𝐹(ℎ2)቉  
olur.  
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Burada her bir 𝑖, 𝑗 için  𝐾ଵ(sırasıyla 𝐾ଶ) bir 𝛶ଶ × 𝛶ଵ-matrisdir. (sırasıyla 𝛶ଵ × 𝛶ଶ-matris) 

Aynı zamanda 𝑖𝑗 −ıncı elemanı(sırasıyla 𝛼௜ᇱ) olan bir matristir. 

Ek olarak 

𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎ) = −𝑓൫𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎଵ)൯. (𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎଶ))
ℎଵℎଶ  

dir. Bunun için,  𝑅𝐹(ℎଵ) = (−1)ంభାଵℎଵ ve 𝑅𝐹(ℎଶ) = (−1)ంమାଵℎଶ ise 𝑅𝐹(ℎ) = (−1)ంభାంమାଵ. 𝑓  

dir. [11] 

İspat: 

ℎ ∈ 𝛶 olsun. O hâlde,  

ℎ = 𝑘ଵ𝑙ଵ + 𝑘ଶ𝑙ଶ  

sağlayan 𝑙ଵ ∈ 𝛶ଵ ve 𝑙ଶ ∈ 𝛶ଶ vardır. 𝑘ଵ ve 𝑘ଶ aralarında asal olduğundan,  ℎଵ + 𝑘ଶ = 𝑙ଵ + 𝑡𝑘ଶ ve  ℎଶ = 𝑙ଶ − 𝑡𝑘ଶ  

olacak şekilde 𝑡 ∈ ℤ vardır.  ℎଵ ∉ 𝛶ଵ(sırasıyla ℎଶ ∉ 𝛶ଶ) olduğundan 𝑡 ≤ 0(sırasıyla 𝑡 > 0) elde ederiz.  

Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla ℎ ∉ 𝛶 olur.  𝛼ଵ௝ = 𝑝௝𝑅𝐹(ℎଵ)(sırasıyla 𝑏ଵ௝ = 𝑝௝ᇱ𝑅𝐹(ℎଶ))  

olacak şekilde 𝐾ଵ = ൫𝛼௜௝൯(sırasıyla 𝐾ଶ = ൫𝑏௜௝൯) 𝛶ଵ × 𝛶ଵ −matris (𝛶ଶ × 𝛶ଶ − matris) 

olsun. 

𝑖 > 1 ise 𝛼ଵ௝ = 𝑝௝ ቀ𝑅𝐹ଵ௝(ℎଵ) − 𝑅𝐹ଵ௝(ℎଵ)ቁ(sırasıyla,𝑏௜௝ = 𝑝௝ᇱ ቀ𝑅𝐹ଵ௝(ℎଶ) −𝑅𝐹ଵ௝(ℎଶ)ቁ) dir. O hâlde, 
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𝑑𝑒𝑡𝐾ଵ = ෑ 𝑝௝ంభ
௝ୀଵ 𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎଵ) ൮𝑠𝚤𝑟𝑎𝑠𝚤𝑦𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑡𝐾ଶ = ෑ 𝑝௝ᇱంమ

௝ୀଵ 𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎଶ)൲ 

olur.  

𝐾ଵᇱ = ൫𝛼௜௝൯௜,௝வଵ ቀ𝑠𝚤𝑟𝑎𝑠𝚤𝑦𝑙𝑎 𝐾ଶᇱ = ൫𝛼௜௝൯௜,௝வଵቁ bir (𝛶ଵ − 1) × (𝛶ଵ − 1)-matris (sırasıyla (𝛶ଶ − 1) × (𝛶ଶ − 1) −matris) olsun. O hâlde 𝑑𝑒𝑡𝐾ଵ = ℎଵ𝑑𝑒𝑡𝐾ଵᇱ(sırasıyla 𝑑𝑒𝑡𝐾ଶ = ℎଶ𝑑𝑒𝑡𝐾ଶᇱ)  
olur. 𝐴 köşegen elemanları 𝑝ଵ, … , 𝑝ంభ , 𝑝ଵᇱ , … , 𝑝ంమᇱ  olacak şekilde bir köşegen matris olsun. O 

hâlde  

𝑑𝑒𝑡൫𝑅𝐹(ℎ)൯ = ተተ
ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝑘1 ∗0 𝐾1′ 0 0ℎ1 + 𝑘2 ∗ ℎ2 ∗0 0 0 𝐾2′ ተተ  

= ൫ℎଵℎଶ − (ℎଵ + 𝑘ଶ)(ℎଶ + 𝑘ଵ)൯𝑑𝑒𝑡𝐾ଵᇱ. 𝑑𝑒𝑡𝐾ଶᇱ  
şeklinde yazılır. Bunun için, 

𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎ) = −ℎ൫𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎଵ)൯. (𝑑𝑒𝑡𝑅𝐹(ℎଶ))
ℎଵℎଶ  

olur. 

Örnek 5.2 𝛶ଵ = ⟨6,7⟩ ve 𝛶ଶ = ⟨8,9⟩ alalım. Bu iki sayısal yarıgrubun yapıştırılmasını 

inceleyelim. 𝛶ଵ = ⟨6,7⟩ için, 

 𝑒(𝛶) = {6,7} = 2 

 𝐺(𝛶) = {1,2,3,4,5,8,9,10,11,15,16,17,22,23,29} 

 𝐹(𝛶) = 29 
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 𝐻(𝛶) = ∅ 

 𝑃𝐹(𝛶) = {29}  𝛶ଶ = ⟨8,9⟩ için, 

 𝑒(𝛶) = {8,9} = 2 

 𝐺(𝛶) ={1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,15,19,20,21,22,23,28,29,30,31,37,38,39,46,47,55} 

 𝐹(𝛶) = 55 

 𝐻(𝛶) = ∅ 

 𝑃𝐹(𝛶) = {55}  𝛶ଵ ve 𝛶ଶ nin yapıştırılmasını bulalım: 𝑝 = 13 ∈ 𝛶ଵ − {6,7}  𝑣𝑒  𝑞 = 17 ∈ 𝛶ଶ − {8,9}  

olacak şekilde 𝑝 ve 𝑞 seçelim. Dolayısıyla 𝑝 = 13 = 1.6 + 1.7  

ve 𝑞 = 17 = 1.8 + 1.9  

şeklinde olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝛶 = ⟨17.6,17.7, 13.8,13.9⟩ = ⟨102,117,104,117⟩  

olur.  

Frobenius sayısı ise Teorem 4.3.10 ’dan 𝐹(𝛶) = 1429 elde edilir. 

Bölüm 3 ’teki bilgilerden yararlanarak 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ sayısal yarıgruplarının                        

RF-Matrislerini bulalım: 𝛶ଵ = ⟨6,7⟩ için üreteçler 𝑛ଵ = 6 , 𝑛ଶ = 7 olacak şekilde yazılabilir. 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶ଵ) 

olacağından, 
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 29 ∈ 𝑃𝐹(𝛶ଵ) için, 𝛼௜௜ = −1 ve 𝛴௝ୀଵଶ 𝛼௜௝𝑛௝ = 29 eşitliğini yazalım: 𝛼ଵଵ𝑛ଵ + 𝛼ଵଶ𝑛ଶ = 29  𝛼ଶଵ𝑛ଵ + 𝛼ଶଶ𝑛ଶ = 29 

  −6 + 7𝛼ଵଶ = 29 6𝛼ଶଵ − 7 = 29 

 (−1)6 + (5)7 = 29 (6)6 + (−1)7 = 29 

 

𝑅𝐹(29) = ቂ−1 56 −1ቃ  
olacak şekilde 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(29) için RF-Matrisi yazılabilir.  𝛶ଶ = ⟨8,9⟩ için üreteçler 𝑛ଵ = 8 , 𝑛ଶ = 9 olacak şekilde yazılabilir. 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝛶ଶ) 

olacağından, 

 55 ∈ 𝑃𝐹(𝛶ଶ) için, 𝛼௜௜ = −1 ve 𝛴௝ୀଵଶ 𝛼௜௝𝑛௝ = 55 eşitliğini yazalım: 𝛼ଵଵ𝑛ଵ + 𝛼ଵଶ𝑛ଶ = 55 𝛼ଶଵ𝑛ଵ + 𝛼ଶଶ𝑛ଶ = 55 

 −8 + 9𝛼ଵଶ = 55 8𝛼ଶଵ − 9 = 55 
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(−1)8 + (7)9 = 55 (8)8 + (−1)9 = 55 

 

𝑅𝐹(55) = ቂ−1 78 −1ቃ  
olacak şekilde 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(55) için RF-Matrisi yazılabilir. 𝛶 Sayısal yarıgrubunun RF-Matrisi Teorem 5.1 ’den  

𝑅𝐹(1429) = ቈ𝑅𝐹(29) 𝑀1𝑀2 𝑅𝐹(55)቉  
olacak şekilde yazılırsa 

𝑅𝐹(185) = ൦−1 5 1 16 −1 1 11 1 −1 71 1 8 −1൪  
bulunur. 
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BÖLÜM VI 
 

SONUÇ 
 

 

Bu tezde öncelikle değişmeli cebir problemlerinde de sıklıkla kullanılan sayısal 

yarıgrupların yapısı incelenerek temel kavramlarıyla ilgili çalışmalar yapılıp Sözde-

Frobenius sayısı üzerine kurulan RF-Matrislerin simetrik, Sözde-Simetrik ve hemen 

hemen simetrik sayısal yarıgruplardaki durumu incelenmiştir. Ardından sayısal 

yarıgrupların yapıştırma kolarizasyonu detaylandırılarak her serbest sayısal 

yarıgrubun bir tam kesişim olduğu ve tam kesişim olan her sayısal yarıgrubun simetrik 

olduğu sonucuna varılmıştır. Son olarak iki sayısal yarıgrubun yapıştırılmasının       

RF-Matrisini bulmada izlenilebilecek yöntem üzerine çalışılmıştır.  
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