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OZET

SAYISAL YARIGRUPLARIN TiP DiZiLERI

Alan, Gilhan
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Danisman: Prof. Dr. Sedat {lhan
Haziran 2022, 51 sayfa

Sayisal yarigruplar, Cebir ve Sayilar Teorisinde oldukca 6nemli bir yere sahiptir. ilk olarak
19.ylizy1lda ele alinan sayisal yarigruplar, zamanla ilgi odagi haline gelmistir. Yapilan
arastirmalar ile yeni tanimlar ortaya ¢ikmis ve giiniimiize kadar bu alanda pek ¢ok calisma
yapilmistir. Son yillarda Topoloji, Cebirsel Geometri ve Diferansiyel Geometri alanlarinda
sayisal yarigruplarla ilgili genis uygulamalara yer verildigini gérmekteyiz. Ozellikle de Grup
ve Halka teorisindeki uygulamalar dikkat cekicidir. Sayisal yarigruplar ile ilgili caligmalar
sadece bunlardan ibaret degildir. Bu tezde, sayisal yarigruplar ve onlarin tip dizileri hakkinda
Onceden yapilmig olan ¢alismalar1 derleyerek, elde edilen sonuglari karsilastirmak ve bunun
neticesinde ortaya g¢ikan yeni bulgular: ifade etmek amaglanmistir. Bu dogrultuda, tez
calisgmamizda sayisal yarigruplar ve onlarin tip dizileri hakkinda genel bilgiler ve cesitli
kaynaklardan derledigimiz temel tanimlar, onemli teorem ve Onermelere yer verilmistir.
Sayisal yarigruplar teorisinde 6nemli bir yeri olan Frobenius sayisi, Pseudo Frobenius sayist,
Simetriklik, Pseudo simetriklik ve Arf sayisal yarigrup kavramlari drneklerle incelenmistir.
Ayrica tip dizilerinin simetrik ve pseudo simetrik sayisal yarigruplarla olan iliskisi ve belirteg
sayisi 2, 3 ve 4 olan sayisal yarigruplarin tip dizileri verilmistir. Tez ¢alismamizda, bir say1sal
yarigrubun tip dizisini bulmak i¢in kullanilabilecek farkli yontemlerle beraber, verilen bir
pozitif tamsay1 dizisine karsilik gelecek sayisal yarigruplar ig¢in gerekli ve yeterli kosullar
verilmistir. Ayn1 zamanda sayisal yarigruplarin tip dizilerini, bu yontemlerden farkli olarak
bulabilecegimiz bazi algoritmalardan bahsedilmistir. Sayisal yarigruplarda standart taban
kavrami ifade edilmis ve bir T sayisal yarigrubunun satandart tabani ile tip dizisi arasindaki
iliskilerden bahsedilmistir. Son olarak bir sayisal yarigrubun standart tabanini kullanarak
bahsettigimiz algoritmalar yardimiyla tip dizisini bulacagimiz 6rneklere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal yarigruplar, Simetrik, Pseudo simetrik, Tip dizisi
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ABSTRACT

TYPE SEQUENCES OF NUMERICAL SEMIGROUPS

Alan, Giilhan
Master of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Sedat Ilhan
June 2022, 51 pages

Numerical semigroups have a very important place in Algebra and Number Theory. Numerical
semigroups, which were first discussed in the 19th century, have become the focus of attention
over time. With the researches, new definitions have emerged and many studies have been
carried out in this field until today. In recent years, we have seen that extensive applications
of numerical semigroups have been included in the fields of Topology, Algebraic Geometry
and Differential Geometry. Particularly the applications in Group and Ring theory are
remarkable. Studies on numerical semigroups are not limited to these. In this thesis, it is aimed
to compile the previous studies on humerical semigroups and their type sequences, to compare
the results obtained and to express the new findings as a result of this. In this direction, general
information about numerical semigroups and their type sequences, basic definitions, important
theorems and propositions compiled from various sources are included in our thesis. The
concepts of Frobenius number, Pseudo Frobenius number, Symmetry, Pseudo symmetrical
and Arf numerical semigroup concepts, which have an important place in the theory of
numerical semigroups, are examined with examples. In addition, the relation of type sequences
with symmetric and pseudo-symmetric numerical semigroups and type sequences of
numerical semigroups with determine numbers 2, 3 and 4 are given. In our thesis, besides the
different methods that can be used to find the type sequence of a numerical semigroup,
necessary and sufficient conditions for numerical semigroups corresponding to a given
positive integer sequence are given. At the same time, some algorithms where we can find the
type sequences of numerical semigroups, different from these methods, are mentioned.

Keywords: Numerical semigroups, Symmetric, Pseudo-symmetric semigroups, Type

sequences



1. GIRIS

Bu ¢alismada Cebir ve Sayilar teorisinde 6nemli bir yeri olan sayisal yarigruplarla
ilgili giiniimiize kadar yapilmis olan ¢aligmalar derlenerek, tez ¢alismamizin konusu
olan tip dizileri hakkinda genel bilgilere yer verilmistir. Calismamizin asil amaci, tip
dizilerini farkli bir bakis ile inceleyen Marco D” Anna’ nin “Sayisal yarigruplarin tip
dizileri” baslikli makalesinde yer alan teknikleri yansitmak ve bu tekniklerle tip

dizilerinden elde edilen sayisal yarigruplarin nasil olusturulacagini géstermektir.

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde, tez ¢alismamizin igerigi

hakkinda temel bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, sayisal yarigruplarda tip dizileri iizerine daha énce yapilmus ¢aligmalar

bulunmaktadir.

Ucgiincii béliimde, sayisal yarigruplar teorisinde dnemli bir yere sahip olan Frobenius
sayisi, Simetrik sayisal yarigruplar, Pseudo-Simetrik sayisal yarigruplar ve Pseudo-

Frobenius sayisi gibi temel kavramlar ve bunlarla ilgili baz1 teoremler verilmektedir.

Dordiincii boliimde, sayisal yarigruplarin tip dizileriyle ilgili genel sonuglarla birlikte,
belirte¢ sayisi 2, 3 ve 4 olan sayisal yarigruplarin tip dizileri i¢in gerekli ve yeterli

kosullar yer almaktadir.

Besinci boliimde ise sayisal yarigruplarda taban kavrami ile tip dizisi arasindaki

iliskiler verilmektedir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

N={0,1,2,...} Dogal Sayilar kiimesi ve T €N olmak iizere ( N,+) yarigrubunun sifiri
iceren T alt yarigrubuna, Sayisal yarigrup denir. Ayrica her sayisal yarigrubun sonlu

tiretegli oldugu bilinmektedir. Yani
T = (xl,x2, ...,Xk) = {Z?:l n;x;:n; € N} (21)

olacak sekilde k>1 i¢in xq, x5, ..., X € T vardir.

Ayrica,
(x1, %2, e, x) =1 & #(N\T)<oo (2.2)

oldugunu A.Brauer’ in 1942 yilindaki ¢alismasindan biliyoruz. Sayisal yarigruplarla
ilgili karsilasilan problemlerin ilki 1884 yilinda ortaya ¢ikan Sylvester problemidir. Bu
problem n;,n,s;,s, €N ve (sq,5,) =1 olacak sekilde n;s; + ny,s, lineer
kombinasyonu seklinde yazilamayan en biiyiik f tam sayisinin nasil bulunacagiyla
ilgilidir. Bu durum diger matematik¢ilerin de dikkatini ¢cekmis ve Frobenius tarafindan
genellestirilerek sayisal yarigruplarin minimal Tiretecleri yardimiyla yarigrupta
olmayan en biiylik tamsayiyr bulma problemi Frobenius problemi olarak literatiire
gecmistir. 1942 yilinda Brauer ¢alismasinda Frobenius probleminden bahsetmis,
1958-1978 yillan arasinda konuyla ilgili birgok farkli aragtirma yapilmistir. Yapilan

bu arastirmalar neticesinde sayisal yarigruplarla ilgili yeni kavramlar ortaya ¢ikmustir.

1990 da Curtis tarafindan bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisint bulmada kolaylik

saglayacak formiiller gelistirilmistir.

Son yillarda, Cebir, Topoloji, Cebirsel Geometri ve Diferansiyel Geometri alanlarinda
sayisal yarigruplarla ilgili genis uygulamalara yer verilmistir. Ozellikle Grup ve Halka
teorisindeki uygulamalar olduk¢a 6nemlidir. Local, Noteherian Local, Gorenstein ve
Arf halkalarinin 6zellikleri belli kosullar altinda sayisal yarigruplar agisindan
karakterize edilebilmektedir.1985 yilinda Ruiz ve 1990 yilinda Campillo yaptiklari
calismalarinda Arf 6zellikli sayisal yarigruplar ile bir gergel egrinin Pisagor 6zelligi
arasindaki yakinlig1 incelemislerdir.

1948 yilinda Cahit Arf, cebirsel egrilerin katli noktalar1 iizerine yaptig1 ¢alismasinda

Arf sayisal yarigruplarindan bahsetmistir. Bu ¢alismalardan etkilenen Lipman, 1971



yilinda Arf halkalarini tekrar glindeme getirmis ve halkalarin degerleri yardimiyla elde

edilen sayisal yarigruplar i¢in Arf 6zelligini ortaya ¢ikaran bir ¢alisma yapmistir.

Barucci ve arkadaglari, 1997 yilindaki ¢alismalarinda sayisal yarigruplar ve bunlarin
tipi hakkinda 6nemli sonuglar elde etmislerdir. Bununla beraber Marco D’ Anna 1998
yilindaki ¢alismasinda tip dizilerini karakterize ederek bunlara karsilik gelen sayisal
yarigruplarin1 elde etmis ve tip dizileriyle birlikte bu sayisal yarigruplarin simetrik,

pseudo-simetrik ve Arf olmalari i¢in kosullar vermistir.

Campillo ve arkadaglar1 2000 yilinda, Arf sayisal yarigruplan ile ilgili cebirsel
geometrik kodlarin parametreleri iizerine ¢alismislardir. Ayrica, Bras-Amaros, 2003
yilinda Arf sayisal yarigruplarin yeni bir karakterizasyonu tizerine bir kisim ¢aligmalar

yapmigtir.

Rosales ve arkadaslarinin 2000-2006 yillar1 arasinda yaptiklar1 farkli ¢alismalar da

sayisal yarigruplar konusunda énemli bir kaynak olusturmaktadir.

S. IThan 2000 yilinda sayisal yarigruplar ve tip dizileri hakkinda genel bilgileri igeren
caligmasinda tip dizilerinden hareketle ayni zamanda simetrik ve Arf sayisal
yarigruplar igin gerekli kriterler vermistir. Yine S. ilhan ve M. Siier tarafindan 2012
yilinda yapilan ¢alismada bir sayisal yarigrubun tip dizisi ile onun maksimal ve hemen

hemen maksimal uzunluklu olmasi arasindaki iliskilerden bahsedilmistir.

Aureliano ve arkadaglart 2016°da tipi iki olan sayisal yarigruplar hakkinda bazi
sonuglar elde etmislerdir. Bununla birlikte, Sanchez ve arkadaslari 2019 yilinda
yiiksek dereceli tipe sahip hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar hakkinda bir

calisma yapmuslardir.



3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde ¢alismanin temelini olusturan ve tezin daha iyi anlagilmasi i¢in gerekli

olan tanim ve teoremler yer almaktadir.

3.1 Materyal

Bu tez calismasi sayisal yarigruplar ve onlarin tip dizileriyle ilgili genel bilgileri
derlemek ve belirli bir kurala gore yazilan tip dizilerine karsilik gelebilecek sayisal
yarigruplarin varligim1 géstermek tizerine kurulmustur. Calismanin temelinde sayisal
yarigruplar, tip dizileri, Frobenius sayisi, Belirteg sayisi, Arf sayisal yarigrup, Simetrik
ve Pseudo simetrik gibi kavramlar kullanilmis, devaminda ise, sayisal yarigruplarin tip
dizilerini bulmak i¢in kullanilan yontemlere yer verilmistir. Bunun igin g¢esitli
kaynaklardan ulastigimiz ve ¢alismalarimiza yon veren ilgili makaleler, kitaplar ve

akademik calismalar materyal olarak kullanilmistir.

3.2 Metot

Bir T sayisal yarigrubunun tip dizisini bazi yontemlerle bulabilecegimiz gibi, farkli
calisma ve makalelerden derledigimiz sonuglar 1s1ginda Frobenius sayist g(T) ve
belirte¢ sayist n(T) olmak tizere; n(T) =2, 3 ve 4 igin gerek ve yeter sartlar goz
oniinde bulundurularak belirli bir formda verilen
{p1, 02}, {P1, P2, p3} ve {p1, D2, P3, P4} seklindeki tip dizilerine karsilik gelen sayisal
yarigruplar da farkli tekniklerle yazabilecegimizi gosterdik. Ayrica tip dizisi verilen
bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisini, tip dizisinin elemanlar1 cinsinden
hesaplayabilecegimiz bazi formiillerden bahsettik. Bosluklar kiimesi, Pseudo-
Frobenius sayisi, Arf sayisal yarigrup, Simetrik ve Pseudo-simetrik sayisal
yarigruplarin tanimlarini uygulamalariyla beraber verip, tip dizileriyle olan iligkilerini
inceledik. Farkli ¢alismalardan ulastigimiz bazi sonuglar yardimiyla n(T) =3 ve
n(T) = 4 i¢in 6zel tipte ki baz1 sayisal yanigruplarin Arf 6zellikli oldugunu 6rneklerle
gosterdik. Bir sayisal yarigrubun maksimal uzunluklu ve hemen-hemen maksimal
uzunluklu olmasi igin gerek ve yeter kosullar agiklayan teoremlere yer verdik. Son

olarak tip dizilerini bulmak i¢in bazi algoritmalara yer verdik.



3.3 Temel Tanmimlar
Calismamizin bu boéliimiinde, tez igin gerekli olan tanimlar, 6nemli teorem ve

Onermeler ispatsiz olarak yer almaktadir.

Tamm 3.3.1: Icinde birlesme 6zelliine sahip bir ikili islem tanimlanmis olan tek

islemli cebirsel yapiya bir yarigrup denir.

Tanim 3.3.2: (T,o) bir yarigrup olsun. M € T olmak iizere,
Vx,y EMigin xoy €M (3.1)

oluyorsa M ye T’ nin bir alt yarigrubu denir.Bununla birlikte birimli bir yarigruba
monoid adi verilir (Howie, 1976).

Tamm 3.3.3: T bir yarigrup ve B c T olsun. B yi kapsayan T nin en kiigiik alt
yarigrubuna B nin lirettigi yarigrup denir. Bu durumda, B kiimesine de T nin iiretegler

kiimesi denir ve T = (B) ile ifade edilir. Ozel olarak,
b, < b, < -+ < b, olacak sekilde B = {by, by, ..., b, } kiimesi ele alinirsa
T = (bq, by, ..., b, ) olarak yazilir ve T sonlu tiretilmistir denir.

Eger T = (by, by, ...,b, ) olacak sekilde T nin B = {by, by, ..,b,} lreteg

kiimesinden, kapsama bagintisina gore, daha kii¢iik bir kiime bulunamiyorsa 0 zaman,
B ={b4, by, ..., b, } kiimesine

T nin minimal iireteg sistemi denir (Rosales vd., 1999).

Tamm 3.3.4: N negatif olmayan tamsayilar kiimesi olmak tizere T < N verilsin. Eger

asagidaki kosullar saglaniyorsa T ye sayisal yarigrup denir.
(1) Vxq,x, €ETiginx; +x, €T
(2 0eT

(3) N\ T kiimesi sonludur (Rosales vd., 2009).



B € N,B # @ ise B nin T iginde tirettigi monoid (B) ile gosterilir ve
(B) = {Zk,n;b;: k € N\{0},b; € B,n; € N} (3.2)

seklinde ifade edilebilir.

Ayrica, T ye ait olan her alt monoid bagka tiretecler kiimesi i¢inde kapsanan tek tiirlii
belirli bir minimal tiretegler kiimesine sahiptir (Rosales, 2009).

Bununla birlikte,

B S N,B # 0 ise #(N\(B)) < o < obeb(B) = 1 olur (Rosales, 2009). (3.3)

Ornek 3.3.5:
T = (5,8,11) = {Sbl + 8b2 + 11b3, bl’ bz, b3 EN }
={0,5,8,10,11,13,15,16,18, > -+ } (3.4)

seklinde yazilir. Burada "—" ile 18 den sonraki biitiin tamsayilarin T kiimesine ait

oldugu anlagilmaktadir.

Ornek 3.3.6:

T =(5,6,13) = {5b, + 6b, + 13b3: by, b,, b3 € N}

={0,5,6,10,11,12,13,15,—> ---} (3.5)
olup,

N\T = {1,2,3,4,7,8,9,14} sonludur < (5,6,13) = 1 dir.

Ornek 3.3.7:
T = (3,6) = {3b1 + 6b2: bl’ b2 € N}
—{0,3,69,12,15,18,21, ...} (3.6)

ve (3,6) # 1 oldugundan, N\T sonlu degildir.



Tamim 3.3.8: T sayisal yarigrubu T = (ty, t, ..., t,;) seklinde yazilsin. O zaman t;
ve n sayilarina sirasiyla T nin katliligr ve gomme boyutu denir ve sirasiyla u(T) ve

e(T) ile gosterilir.

Buna gore, Ornek 3.3.6 da verilen T = (5,6,13) sayisal yarigrubunun katlilig
u(T) = 5 ve gbmme(indirgenme) boyutu e(T) = 3 tiir.

Onerme 3.3.9: T bir sayisal yarigrup olmak iizere;
(1) (™) =min(T\{0})
(2 e = u(

olarak ifade edilir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Tanim 3.3.10: T bir sayisal yarigrup olmak iizere, T kiimesine ait olmayan en biiyiik

tamsayr T nin Frobenius sayist olarak tanimlanir ve g(T) ile gosterilir. Yani,
g(TM) =max{x € Z: x ¢ T} (3.7)

olarak ifade edilir (Froberg ve ark.,1987). Ayrica, T bir sayisal yarigrup ve onun
Frobenius sayisi g(T) olsun.K = g(T) + 1 esitligini saglayan K sayisi T°nin
kondiiktorii (ileticisi) olarak isimlendirilir.

Bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisini hesaplamak kolay degildir. Fakat, baz1 6zel

sayisal yarigruplar i¢in Frobenius sayisi kolay bir sekilde bulunabilir.

Teorem 3.3.11: Eger bir T sayisal yarigrubu T = (x4, x,) seklinde verilmis ise T nin

Frobenius sayisi
g(T) = x1.%; — %1 — x5 (3.8)

formiilii ile hesaplanir (Rosales, 1996).

Teorem 3.3.12: x, 2 den biiyiik bir ¢ift tamsay1 olmak tizere T = (x, x + 2,2x + 1)

sayisal yarigrubu verilsin. O zaman T nin Frobenius sayis1

9(T) =%+ x + 1 seklindedir (ilhan, 2006) (3.9)



Teorem 3.3.13: T = (x,X,x3) sayisal yarigrubunda, 2 < x; < x, < x3 olmak

uzere,
a € Nigin; 2<a<x17_1+1vex1—a<i—z<x1—a+1 (3.10)
verilsin. O zaman ,
x, = 1(modx;) ve x3 = x; — a + 1(modx;) olmak lizere,
g(T) =(a—2)x; +x3 —x; (3.11)

seklinde olur (Curtis, 1990).

Tamim 3.3.14: T bir sayisal grup ve g(T) de onun Frobenius sayisi olmak {izere
n(T) = #({0,1,2,...,g(T)}NT) (3.12)

sayisind, T nin belirte¢ sayist denir (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

T bir sayisal yarigrup ise, t; <t;;; ve n = n(T) olmak iizere,
T={0=tyty, . tn-th=9T)+1,-> -} (3.13)

seklinde yazilir. Burada ok (=) ile, g(T) + 1 ifadesinden biiyiik her tamsayimin
T sayisal yarigrubuna ait oldugu anlasilmaktadir. Bu ¢alismanin sonuna kadar bu

notasyonu kullanacagiz.

Tamm 3.3.15: T bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayisi1 g(T) olsun. Eger,
Vx €Z\T i¢cing(T)—x €T (3.14)

oluyorsa T ye simetrik sayisal yarigrup ad1 verilir.

Ote yandan iki eleman ile iiretilen her T = (x;,x,) sayisal yarigrubunun simetrik

oldugu bilinmektedir (Rosales vd., 2002).

Ornek 3.3.16:
T =(3,11) = {0,3,6,9,11,12,14,15,17,18,20, > --- } (3.15)
sayisal yarigrubunu ele alalm. Burada g(T) = 19 olup,

Vx €Z\T i¢cin19 —x €T



olur. Yani, T simetrik sayisal yar1 gruptur. Ancak,
T = (5,6,13) = {0,5,6,11,12,13,15, > --- } (3.16)
sayisal yar1 grubu igin, g(T) = 14 olup,

x=41i¢in14—-—4=10¢T

cikar. Boylece, T sayisal yar1 grubunun simetrik olmadig1 goriiliir.

Tamm 3.3.17: T bir sayisal yar1 grup ve g(T) onun Frobenius sayisi olsun. Eger g(T)
cift, x € Z\T ve g(T) —x & T olacak sekilde sadece bir x = g(T)/2 tamsayisi

varsa T sayisal yarigrubuna pseudo-simetriktir denir.

Ornek 3.3.18:
T =(5,8,19) = {0,5,8,10,13,15,16,18,19,20,21,23, - - } (3.17)

sayisal yarigrubunun Frobenius sayist g(T) =22 olup ¢ifttir. Ayni zamanda,

x=11€Z\Tigin22—11=11¢ T ve x == = 11 oldugundan

T, pseudo-simetrik bir sayisal yarigruptur.

Not 3.3.19: Her pozitif x tamsayisi i¢in, katlilig1 x e esit olan simetrik ve pseudo-

simetrik yarigruplar vardir.

Tamim 3.3.20: T bir sayisal yarigup ve onun Frobenius sayisi g(T) olsun.
Eger x € Z\T i¢in g(T) — x € T oluyor ise x elemanina T nin kutup noktas: denir.T

nin biitlin kutup noktalarinin kiimesi;

S(T) ={x € Z\T: g(T) — x € T} ile gosterilir. (3.18)

Teorem 3.3.21: T bir sayisal yarigrup olsun. O zaman T nin simetrik olmas1 i¢in

gerekli ve yeterli kosul, S(T) = @ olmasidir (Madero vd., 2005).



Tamm 3.3.22: T bir sayisal yarigrup olsun. N\T kiimesinin elemanlarina T nin
bosluklart (gaps) denir. T nin biitiin bosluklarinin kiimesi H(T) ile gosterilir. Bu

durumda,
HT)={xeN:x ¢ T} (3.19)

olarak ifade edilir. Ayrica, T bir sayisal yarigrup olmak tizere, G(T) = #(N \ T)

sayisina, yani H(T) bosluklar kiimesinin eleman sayisina T nin cinsi (genus) denir.

Tamm 3.3.23: T bir sayisal yarigrup ve H(T) onun bosluklarinin kiimesi olsun. Eger,
u € H(T) i¢in 2u,3u €T

oluyorsa u elemanina, T nin temel boslugu (Fundamental gap) denir.

T nin biitiin temel bosluklarimin kiimesi FH (T) ile gosterilir. Buna gore,
FH(T) = {u € H(T): 2u,3u €T} (3.20)

olarak yazilir.

Tamm 3.3.24: Bir T sayisal yarigrubunda, 2x € T ve hery € T\{0}icinx +y €T
olacak sekilde bir x € Z\T varsa, x elemanina T sayisal yarigrubunun ézel boslugu
denir ve T sayisal yarigrubunun biitiin 6zel bosluklarinin kiimesi EH (T') ile gosterilir.

Yani,
EH(T) ={x € Z\T:2x € T,x+y € T,Vy € T{0}} (3.21)

seklinde yazilir.

Tanim 3.3.25: T bir sayisal yarigrup ve m € T \{0} olmak iizere,
Ap(T,m) ={teT:t—m¢&T} (3.22)

kiimesine T nin m ye gére Apery kiimesi denir. T nin m ye gore Apery kiimesinin
elemanlar1 (modm)’ye gore kalan siniflart i¢inde T ye ait en kiiglik tamsayilardan
olugmaktadir. Boylece,

heri=1,..,m—1 i¢ginw(i) = min{x € T:x = i(modm)} olmak lizere
#(Ap(T,m)) = m ve g(T) = max(4p(T,m)) —m (3.23)

olur (Rosales 2000).
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Ornek 3.3.26: T = (4,7) = {0,4,7,8,11,12,14,15,16,18, > --- } sayisal yarigrubunu

ele alalim. Buna gore;

Ap(T,4) ={teT:t—4¢T}=1{0,7,14,21} (3.24)
ve
g(T) = max (Ap(T,4)) —4=21-4=17 (3.25)

olarak bulunur.

Tamm 3.3.27: T bir sayisal yarigrup ve x € Z\T olmak lizere, her t € T\{0} i¢in x +
t € T oluyorsa, buradaki x tamsayisina T nin Pseudo-Frobenius sayist denir ve T

nin biitiin pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi PF (T) ile gosterilir.
PF(T)={x € Z\T:x + t € T,V t € T\{0}} (3.26)

seklinde ifade edilir.

Ayrica, #(PF(T)) sayis1 T nin tipi olarak ta adlandirilir (Rosales ve Branco, 2002).

Ornek 3.3.28: T = (4,7,9) = {0,4,7,8,9,11,— --- } sayisal yarigrubu igin g(T) = 10

olup,
PF(T)={x €Z\T: x+t € T,vt € T\{0}} = {5,10} (3.27)

olarak bulunur ve #(PF(T)) = #{5,10} = 2 oldugundan T nin tipi 2 dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim iki kesimden olugmaktadir. Birinci kesimde, sayisal yarigruplarin tip
dizileriyle ilgili genel bilgiler yer almaktadir. Ayrica, Simetrik, Pseudo-simetrik, Arf,
maksimal ve hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigruplan tip dizileriyle
beraber inceledigimiz érnekler bulunmaktadir. Ikinci kesimde ise tip dizileriyle ilgili

Oonemli teoremler, onermeler ve bunlardan elde edilen genel sonuglar yer almaktadir.

4.1 Sayisal Yarigruplarin Tip Dizileri
Tamm 4.1.1: T bir sayisal yarigrup ve j = Oigin ,T; ve T(j) kiimeleri sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanir

T, ={xeTix>t; t;€T} (4.1)
T(G) =(T-T;)={xeN:x+T; =T} (4.2)
Buradan her T (j) kiimesinin kendisinin de bir sayisal yarigrup oldugu agiktir. Boylece
T,cTp,CCcTicT=Ty,=T(0)cT()c-

cTn—1)cTn) =N (4.3)

zincirini elde ederiz (D’anna,1998).

Tanim 4.1.2: T bir sayisal yarigrup olmak iizere,

p(T) = #(T(\T) (4.4)
sayisina T sayisal yarigrubunun tipi denir. Benzer sekilde, j>1 i¢in

p;(T) = #(T(O\T (G — 1)) dir. (4.5)
Burada p,(T) = p(T) oldugu aciktir fakat genel olarak

p;(T) = p(T()) dir. (4.6)

Bu sekilde elde edilen {pl,pz, ...,pn(T)} dizisine, T sayisal yarigrubunun tip dizisi

denir. Burada

1<j<n(T) i¢in 1 <p; <p,dir. (4.7)

12



Ornek 4.1.3: T = (4,6,9) = {0,4,6,8,9,10,12, — --- } sayisal yarigrubunu ele alalim.
T nin Frobenius sayist,

g(T) =11 ve n(T) = 6 olup,

T0)=T,={x€ET:x >ty =0}=T (4.8)
T,={x €T:x >t} = {4689,10,12,> -} ve (4.9)
T(1) ={x€N:x+T, cT}=1{04,68—- -} (4.10)

olarak yazilir. Bu durumda T nin tipi,

p1=p=#T(\T) =#({11}) =1 (4.11)
bulunur. Béylece, T nin tip dizisi de {1,1,1,1,1,1} seklinde olur. Ciinkii 1 <j < 6
i¢in 1 < p; < p,; dir. Ustelik T simetriktir. Gergekten de V x € Z\T i¢in g(T) —
x=11—x € Tdir.

Ornek 4.1.4: T = (5,6,13) = {0,5,6,10,11,12,13,15,— ---} pseudo-simetrik say1sal
yarigrubu i¢in g(T) = 14 ve n(T) = 7 dir. Ayrica,

TO)=Ty={x€e€T:ix>t,}=T (4.12)
T,={x€T:x>t, =5} ={5610,11,12,13,15, - --- } Ve, (4.13)
T(1)={xeN:x+T, cT}=1{05,6,7,10,- - } olur. (4.14)
Buradan da,

p1 =p = #(T()\T) = #({7,14}) = 2 bulunur. (4.15)
Ote yandan,

T,={xeT:x>t, =6} =1{61011,12,13,15,> -}  ve, (4.16)
T(2)={xeN:x+T,cT}=1{0,5,6,79,— - }olur. (4.17)
Buradan da,

p, = #(T\T(D) = #({9) =1 (4.18)

bulunur. Boyle devam edilirse



elde edilir. Yani, T nin tip dizisi {2,1,1,1,1,1,1} seklinde bulunur.

Not 4.1.5: Simetrik ve pseudo-simetrik sayisal yarigruplarin tip dizileri sirasiyla,
{1,1,..,1} ve {2,11,..,1}
seklindedir (D’anna, 1998).

Not 4.1.6: T sayisal yarigrubunun tip dizisinin {2,1,1,...,1} olmasi onun pseudo-
simetrik olmasin1 gerektirmez. Omegin T =(4,511) ={0,4,58,> ---} sayisal
yarigrubunu alirsak tip dizisi {2,1,1} olur. Fakat T pseudo-simetrik degildir. Clinkii
T nin Frobenius sayisi, g(T) = 7 dir. Yani g(T) gift degildir.

Tamim 4.1.7: T bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayist g(7) olsun. Bu durumda

T nin belirteg sayis1 n(T) ve tipi p(T) = p olmak iizere;
(1) Eger:
n(MEM+1 =g +1 (4.19)
oluyorsa T ye maksimal uzunluklu dur denir.
(2) Eger:
n(M)(@P(T) +1) =g(T) +2 (4.20)

esitligi saglaniyorsa T ye hemen hemen maksimal uzunluklu dur denir.

Ornek 4.1.8: T = (3,10,11) = {0,3,6,9, - --- } say1sal yarigrubunu diisiinelim.
Burada g(T) =8, n(T) =3 ve T nintipi p(T) = 2 dir. Boylece,
n(MPT+1)=3.2+1)=33=9=8+1=g(T) +1 (4.21)

oldugundan T maksimal uzunlukludur.

Ornek 4.1.9: T =(3,8,10) ={0,3,6,8,— -} sayisal yarigrubu hemen hemen

maksimal uzunlukludur. Ciinkii,
g(T) =7, n(T)=3 ve Tnintipi p(T) =2 olup
n(M)(P(T)+1)=33=9=g9g(T)+2 dir.
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Ornek 4.1.10: T =(6,7,9,17) = {0,6,7,9,12, > ---} say1sal yarigrubunu ele alalim.
Ozaman g(T) =11, n(T) =4 ve Tnintipi p(T) =3 olup,

n(T)(p(T) + 1) = 4.4 = 16 oldugundan T, ne maksimal uzunlukludur ne de

hemen hemen maksimal uzunlukludur.

Tanim 4.1.11: T bir sayisal yarigrup olsun. Eger her x,y,z € T i¢in,
X =y = zolmak lizere,x +y—z €T

oluyorise, T sayisal yarigrubuna Arf sayisal yarigrup denir (Rosales 2003).

Buna bagli olarak;
ti,ty, ., ty €T icin t; < t, < -+ < t,, olmak iizere,
herbir 1<j<n(T)=n ve p;=p;(T)igin
pj=t—ti_1—1 (4.22)

oluyorsa, T Arf 6zelliklidir.

Tamm 4.1.12: Bir T sayisal yanigrubu i¢in, e(T) = u(T) esitligi saglaniyorsa

T sayisal yarigrubuna maksimal gomme boyutlu yarigrup denir.

Not 4.1.13: Arf yarigruplarinin maksimal gomme boyutlu olduklar: bilinmektedir.

Ornek 4.1.14: T = (4,6,7,9) = {0,4,6,— -} bir Arf sayisal yarigrubudur. Ciinki,
her x,y,z€T igin x>y =z olmast kosuluyla x+y—z€T olur.
Ayrica, g(T) =5, n(T) =2 ve u(T)=e(T)=4 tir. Bu ylizden T sayisal
yarigrubu maksimal gémme boyutludur. Ote yandan, T sayisal yarigrubunun tip dizisi

{p1,p2} = {3,1} oldugundan T simetrik degildir.
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Ornek 4.1.15: T = (3,5) = {0,3,5,6,8, > -+~ } sayisal yarigrubunu ele alalim.

n(T) = 4 ve T simetrik oldugundan tip dizisi {p4, p,, p3, P} = {1,1,1,1} seklindedir.
Ancak, u(T) =3 vee(T) =2 yani, e(T) # u(T) oldugundan, Tsayisal yarigrubu

maksimal gdmme boyutlu degildir.

Teorem 4.1.16: T bir sayisal yarigrup, n(T) = 2 ve T nin tip dizisi {p;,p,} olsun.

p, = p, ise T sayisal yarigrubu maksimal uzunlukludur(ilhan ve Siier, 2012).

Teorem 4.1.17: T, n(T) = 3 olan bir sayisal yarigrup ve {py, p,, p3} onun tip dizisi

olsun. Bu durumda,

a) 2p; =p, +p; ise T sayisal yarigrubu maksimal uzunlukludur.
b) 2p; =p,+p;+1 ise T sayisal yarigrubu hemen hemen maksimal
uzunlukludur(ilhan ve Siier, 2012).

Teorem 4.1.18: T bir sayisal yarigrup olmak iizere; n(T) = 4 ve {p1, 02,035,043 T

nin tip dizisi olsun. O zaman,

a) 3py =py +p3 +p, ise T sayisal yarigrubu maksimal uzunlukludur.
b) 3p; =p,+ps+ps+1ise T sayisal yarigrubu hemen hemen maksimal
uzunlukludur(ilhan ve Siier, 2012).

Teorem 4.1.19: T bir sayisal yarigrup olmak tizere; n(T) =2 ,n(T) =3 ya da
n(T) = 4 ve T nin tip dizisi {py,py, ..., Pnr)} olsun. Eger p; = py = -+ = py(p) ise

T sayisal yarigrubu hem Arf hem de maksimal uzunlukludur (ilhan ve Siier, 2012).

Teorem 4.1.20: T bir sayisal yarigrup olmak tizere; n(T) =2,n(T) =3 ya da
n(T) = 4 ve T nintip dizisi {ps, pa, ..., Pn¢ry} olsun. Egerpy = py = -+ = ppery + 1
ise bu durumda T sayisal yarigrubu hem Arf, hem de hemen hemen maksimal
uzunlukludur (ilhan ve Siier, 2012).

Not 4.1.21: Simetrik ve simetrik olmayan sayisal yarigruplar, maksimal uzunlukludur

ancak ve ancak bazi u = 3 ve bazi n > 1 degerleri i¢in
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T=(unu+1nu+2,..nu+(m-1))
={0,u,2u,...,nu,—> -} (4.23)

olur. Buna karsilik, T sayisal yarigrubu hemen hemen maksimal uzunlukludur ancak

ve ancak T asagidaki yarigruplardan biridir.
(a) T =(4,511)
(b) T =(4,7,13)
(c) T=(unh-Du+@—-1,nu+1,nu+2, .., nu+t)u—2))

={0,m2p, ... n—Dp,(n-Dp+ @u—-1),- -}

4.2 Tip Dizileri ile Tlgili Genel Sonuclar

Bu kesimde tip dizileriyle ilgili olarak D’anna (1998) tarafindan ispatlanan bazi nemli
teorem ve Onermeler yer almaktadir. Ayni1 zamanda, belirteg sayis1t n(T) = 2,3 ve
4 olan T sayisal yarigruplari i¢in {pl, D2, -es pn(T)} say1 dizisinin tip dizisi olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosullar belirtilmistir.

Onerme 4.2.1: T ={t;, = 0,ty,ty, ..., tner) = g(T) + 1, - } bir sayisal yarigrup

ayni zamanda T # Nve g = g(T) olsun. O zaman,
her bir j = 1,2, ...,n(T) i¢in asagidakiler saglanir.
@ g(T() =g -y (4.24)

()  1=piT) <pi(D) (4.25)

Onerme 4.2.2: T bir sayisal yarigrup olmak iizere; p ;(T) sayilarmin tanimina gore
21D pi (1) = g(T) + 1= n(T) (4.26)

oldugu asikardir.

Onerme 4.2.3: T bir sayisal yarigrup olmak iizere,

2n(T) < g(T) + 1 < (p(T) + Dn(T) (4.27)
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seklindedir.

Onerme 4.2.4: T bir sayisal yarigrup olsun. O zaman ,
1 <p(T) < min{u(T) —1,g(T) + 2 — 2n(T)} (4.28)

esitsizligi yazilir.

Onerme 4.2.5: T = {to =0,ty,tp vty =9(T) + 1, } bir sayisal yarigrup,
g = g(T) ven =n(T) olsun. O halde,

Phn=9—thg=t, —th1—1 (4-29)

olarak yazilir.

Uyan1 4.2.6: Bir T = {to =0,t,t0 ity =9g(M) +1,- —--}saylsal yarigrubu

i¢in asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

p(T) < tary-1+ 3 — 2n(T) (4.30)
Veya
g(T) —ty_1>1 icin p(T) < g(T)+ 2 —2n(T) (4.31)

Onerme 4.2.7: T = {to =0,ty,t ity =g(T) + 1, - } bir sayisal yarigrup,

g =g(T),n=n(T) ve pp_1 = pn-1(T) olsun. (4.32)
Bu durumda,

th1 —th2 Pty —lp2=g—tlh

Pn-1= {tn—l —thp— 1ot —th2>g—thy (4.33)

olarak yazilir.

Onerme 4.2.8:T = {to =0,t1,tp oty tny = 9(T) +1,- } bir sayisal
yarigrup, g = g(T), n = n(T) ve p,_, = pn—2(T) olsun. O zaman,
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( tp—1—th—2>g—tp—1
ta-z — tas + 1 & (fn1Tln )
n-2 n-3 th-1—th—359-th—

( ya (tn_l—tn_zsy—tn_l)

th-1—th-35g—tpn_2
th—1 —th—2>9 —th
tp—2 —th-3 & 0 da th-1—th—3>9—th
ky th2 —th3 =g —th
th—2 —ln3 F th_1 —th
Dry =3 ( (tn—l —th2=9g— tn—l) (4.34)
ya(th-1 —th-3>9g —th
th2 —th-3 =g~y
ya da (in—l - in—z ; g — tn—l)
n-2 " th-3 > g — th

ya da( in—l —th2>9—th )

tn—l - tn—Z < g - tn—l)
th—2 —lh—3 > g — th—2

n—2 —th-3 = th-1 —th—

\ tn—z_tn—3_2<:>(

seklinde yazilir.

Onerme 4.2.9: T bir sayisal yangrup p; = p;(T) , n=mny =n(T), n; = n(T())

ve g = g(T) olsun. O zaman, her bir 1 < j < ni¢inn; < n — j esitsizligi yazilir.

Uyann 4.210: T = {to =0,t,t o tymy—vtaay = 9(T) +1,- } bir sayisal
yangrup, p; = p;(T), n =n(T), n; =n(T(j)) ve g = g(T) olsun. Bu durumda

(i) n,=n(N)=0
(ii) her bir 1 < j < niginn; =1 dir.
(iit) 1 <j < n — 1 igin asagidaki esitzlikleri elde ederiz:

@ j-—n=1l-n+j-1<n-m—-j+1)<nj—n_;<n—j-—
n_,<n—j—-1

b) tj—ti —n+j<p;<tj—ti_,+n—j—L

Onerme 42.11: T = {to =0,ty,t i tyey—v by = 9(T) +1,- } bir sayisal

yarigrup olmak tizere;
pj =p;(T),n=ny =n(T),n; = n(T(j)) ve g = g(T) verilsin. O zaman,

her bir 1 <j<n igin pj = tj — tj—l + ny—n;_4 olur.
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Teorem 4.2.12: T bir sayisal yarigrup, n(T) = 2 ve g = g(T) olsun. {p,, p,} pozitif
tamsayi dizisinin T = {0,p; + 1,p; + p, + 2,— -+ } kiimesinin bir tip dizisi olmasi

icin gerek ve yeter sart,
1<p,<p; ve pp+p,=g-—-1 (4.35)

olmasidir.

Ornek 4.2.13: {p;,p,} = {2,2} tip dizisi icin, 1 < p, < p; sart1 saglanmakta ayrica
bu tip dizisine karsilik gelen sayisal yarigrup

T={0,p1+1,p,+p,+2,-:-}={036,---}=(3,78)olup (4.36)

Frobenius sayist g(T) =5 bulunur. Bu durumda, p;+p,=g—1 sart1 da

saglanmis olur.

Teorem 4.2.14: T bir sayisal yar1 grup, n(T) =3 ve g = g(T) olsun.
1<p; <p; (j =2,3) olacak sekilde pozitif tamsayilarin bir {p;,p,,p3} dizisini
alalim. Bu dizinin, T sayisal yarigrubunun tip dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

{p1,p2, p3} dizisinin asagidaki sartlar1 saglamasidir:

(D) p2<ps ve pr=p,+tps—1

(i) p,=2ps ve p1=p;

(iii) p, Zp3 ve pr=Zp; +p3 + 1.
Burada (i) kosulu saglaniyorsa o zaman,
T={0p1+2p1+p2+2,pr+p2+p3+3->} (4.37)
seklindedir. (i1) ve (iii) kosullar1 saglaniyorsa,
T={0,p1+1Lp+p2+2,p1+p2+ps+3,-} (4.38)

seklinde yazilir.

Ornek 4.2.15: Teorem 4.2.14 te verilen (i) kosuluna gére, 1 < p; <p; (j =2,3)

olmak iizere {py,p,, v3} = {4,2,3} dizisini alalim. Bu durumda,

T={0,p,+2,p1+p,+2,p1+p,+p3+3,---}=1{0,6812,> -} (4.39)
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sayisal yarigrubunun tip dizisi gergekten de {p, = 4,p, = 2,p3 = 3} olur:

T, ={6,8,12,> -} ve T(1) ={0,6,> -}

pr =#(T(W)\T) = #({79,10,11}) = 4 olur.

T, ={812,-> -} ve T(2)={04,—- -}

p2 = #(T(2)\ T(1)) = #({4,5}) = 2 olur.

ve

T;={12,---} ve T(3)={0,12,- -} =N

ps = #(T(3)\ T(2)) = #({1,2,3}) = 3 olur,
Ayni zamanda Onerme 4.2.2 nin bir sonucu olarak
Yipj=gM+1-nT)=11+1-3=9 (4.40)

oldugu goriiliir.

Ornek 4.2.16: n(T) = 3 igin, Teorem 4.2.14 te verilen (ii) ve (iii) kosullar1 i¢in uygun

sayisal yarigrup,
T={0,p1+1Lp1+p,+2,p1 +p,+p3+3,-> -} (4.41)

seklinde yazilir.

(ii) p, =p;3 ve p;=p,,kosuluna uygun olarak {p;,p,,ps} = {3,3,2} dizisini

alalim.

Bu durumda, T = {0,4,8,11, = ---} sayisal yarigrubunu yazariz ve bir 6nceki drnekte
kullandigimiz yontemle tip dizisini {p;, p2, p3} = {3,3,2} olarak buluruz.
Ayrica, p;j = t; — tj_; — 1 sarti saglandigindan yani,

plztl_t0_1=4‘_0_1=3
pzztz_t1_1:8_4_1:3
p3=t3—t2—1=11—8—1=2

oldugundan, T ={0,4,8,11,— ---} sayisal yarigrubunun Arf ozellikli oldugunu

sOyleriz. Simdi de,

21



(iii) p, = p3 ve py =p, +p3 + 1, kosuluna uygun olarak {py, p,, p3} = {5,2,2}

dizisini alalim.

Bu durumda, T ={0,6,9,12,— ---} sayisal yarigrubu yazilir ve ayni yontemle tip
dizisi bulunur. Diger Ornegimizde oldugu gibi p;=¢;—tj_;—1 esitligi

saglandigindan, T = {0,6,9,12,— ---} ayn1 zamanda Arf sayisal yarigrubudur.

Teorem 4.2.17: T = {to = 0,ty,ty, o, tyry—1, tuery = 9(T) + 1, -+ }  bir sayisal
yarigrup, n(T) = 4 ve g = g(T) olmak iizere,
her j = 2,3,4i¢in, 1 < p; < p, olacak sekilde pozitif tamsayilarin dort elemanl1 bir

{p1, D2, P3, P4} dizisi verilsin. Bu dizinin T sayisal yarigrubunun tip dizisi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart asagidaki kosullardan birini saglamasidir:

() P3<ps, D2=Dps ve P12 P2+ p3+ps—2

(i) p3<ps, Pa<p2<ps+ps—1 e P1 =Pzt P3+Dps

(i) p3<ps, DPa<p2<p3tps—1 e p1=p2t+tp3—1

(V) P3<ps, DP3st+Pa—1<p, ve P1 2Pzt Pzt pst?2

(V) p3<ps, DP3t+ps—1=<p; ve p1=p2t+tp3+1

(Vi) p3<ps, pP3tpa—1=<p, ve pr=p2+1

(Vi) p3 =2 ps, 1<p;<p,+1 ve P12 P2t P3+ps—2

(Vi) p3 2 py, pPa+1<p,<ps+ps+1 ve P1 2Pzt P3+ D
(pz#p3+1)

(iX) p3=Zps, DPat1l1<p,<p3+ps+1 ve p1=p2tp3—1
(p2#p3+1)

(X) p3=ps P3+pst1=p; ve P1 2Pzt Dp3+pst?2

X)) Ps=2ps, P3tpatlsp, ve p1=p2+ps+1

(Xil) p3=ps , pP3+tpat1<p, ve P1 = D2

(xiii) p3 = ps , pP2=Dp3 ve P12 P2+ p3+pst2
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(Xiv) p3 =2ps , P2 =D3 ve pr=p+p3+1

(XV) p3 =ps, ve P1 =D2 = D3

Not 4.2.18: {p1, P2, P3, D4} dizisi (i),(ii),...,(xv) sartlarindan birini saglarsa,
n(T) = 4 ve tip dizisi tam olarak {p;,p,,p3,ps} olan bir T sayisal yarigurubu
olusturabiliriz. Buna gore; {pq, 02, 03,04} dizisi

(1) (i) kosulunu sagliyorsa,
T={0,p1+3,p1+p2+3,p1+P2+tpPs+3p1+tpP2+p3s+ps+4- -} (442
kiimesi, verilen tip dizisiyle bir sayisal yarigruptur.

(2) eger (ii) ya da (iii) kosulunu sagliyorsa,
T={0,p1+2,p1+p2+3,p1+P2+Ps+3,p1+DP2+Ds+Ds+4- -} (443)
kiimesi, verilen tip dizisiyle bir sayisal yarigrup olur.

(3) {p1, P2 P3, P4} dizisi (iv),(v) ya da (vi) kosullarindan birini sagliyorsa,
T={0,p1+1Lp1+p2+3p1+P2+Ps+3p1+DP2+pPs+ps+4- -} (444)
kiimesi,

(4) {p1, 02, 03,04} dizisinin (vii) kosulunu saglamasi durumunda,
T={0,p1+3,p1+p2+t2,p1+P2+pPs+3,p1tP2+p3+ps+4- -} (4.45)
kiimesi, bu dizi i¢in bir sayisal yarigrup olur.

(5) {p1,p2 P3, P4} dizisi eger (viii) ya da (ix) kosullarindan birini sagliyorsa,
T={0,p1+2,p1+P2+t2,p1+P2+Ps+3,p1tP2+D3+ps+4- -} (4.46)
kiimesi, bu dizi i¢in bir sayisal yarigrup olur.

(6) {p1, P2 P3 P4} dizisi eger (x),(xi),...,(xv) kosullarindan birini sagliyorsa,
T={0p1+Lpi+p2+2,p1+p2+p3+3, 01+ +p3+pa+4,- ) (447)

kiimesi, {p;, P2, 3, P4} ile verilen tip dizisi i¢in bir sayisal yarigrup olur.

Ornek 4.2.19: {p;, 2, 3, pa} = {3,1,2,2} dizisini alalim.

P3 <Ds , P2 <Py Ve pg =Py +p3 +ps— 2 oldugundan, bu dizi Teorem 4.2.17

nin (i) kosulunu saglar. Bu yiizden,
T = {0’p1 +31p1 + D2 +31p1 +p2 +p3 +3;p1 +py +p3 +p4+4,—) }
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={0,6,7,9,12,-> ---} =(6,7,9,17) sayisal yarigrubunun tip dizisi olur.

Gercekten de,
T,={x€T:x >6}=1{67912,- -}
T()={x€eEN:ix+T, cT}={0,6,- )}

p; = #(T(D\T) = #({8,10,11}) = 3 bulunur.

Benzer sekilde,

T,={x€eT:x>7}={79,12,-> -}
T2)={xeN:x+T, cT}={05— -}
p2 = #(T(\T(1)) = #({5h) =1

ve

T;={x €T:x =9} ={9,12,- -}
TR)={xeN:x+T; cT}=1{03,-,..}
ps = #(TG\T(2)) = #({3,4]) =2

Son olarak,

T,={xeT:x=>12} ={12,- ---}
T(4)={xeN:x+T,cT}={0,12,---}=N
ps = #(T(A\T(3)) = #({1,2}) = 2 bulunur.

Boylece, T sayisal yarigrubunun tip dizisi {3,1,2,2} seklinde olur. Ayrica bu sayisal

yarigrubun Frobenius sayist,
g(T) =Xjp;j+3=11 (4.48)

cikar.

Ornek 4.2.20: {p;, p,, 3, P4} = {2,2,1,2} dizisini alalim.

P3 < D4, Pa <Py <p3+ps—1 ve p, =p, +p3 —1 oldugundan Teorem 4.2.17

nin (iii) kosulunu saglar ve bu duruma uygun sayisal yarigrup
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T={0,p1+2,p1+p2+3p1+p2+p3+3p1+P2+Ps+ps+4..}
kiimesidir. Yani,
T ={0,4,7,8,11,- --- } = (4,7,13,17) seklinde olur.
Simdi de T nin tip dizisini bulalim:
T,={x€eT:x>4}={4,7811,-> -}
T ={xeN:x+T,cT}={047,- -}

p1 = #(T(\T) = #({9,10}) = 2 bulunur.

Ayni sekilde,
T,={x €T:x>7}={7811,- -}
T2)={x€eN:x+T,cT}={04,- -}
p, = #(T(\T (1)) = #({5,6}) = 2 bulunur.
ve
Ty ={x€T:x>8}={811,- -}
TR)={x eN:x+T;cT}={03,- -}
ps = #(TGR\T(2)) = #({3}) = 1 bulunur.
ve

T,={x€e€T:x>11} ={11,-> -}
T(4)={xeN:x+T,cT}={0,1,2,-» -} =N

ps = #(T(A\T(3)) = #({1,2}) = 2 bulunur.

Bu durumda T sayisal yarigrubunun tip dizisi {2,2,1,2} seklindedir. Aym1 zamanda

T nin Frobenius sayisinin,
g(T) =%i,pj+3=10 (4.49)

oldugu goriiliir.
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Not 4.2.21: Verilen tip dizisine karsilik bir tek sayisal yarigrup geldigi gibi birden

fazla sayisal yarigrup ta gelebilir veya higbir sayisal yarigrup gelmeyebilir.

Ornek 4.2.22: (a) {p1, P2, P3 Pa} = {3,3,3,1} dizisine karsilik gelen tek bir sayisal

yarigrup vardir.
Teorem 4.2.17’nin (xv) kosulunu sagladigindan yani,
P3 2Py V€ P =P =DP3
oldugundan, bu duruma karsilik gelen sayisal yarigrup,
T={0ps+Lpi+02+ 2,01+ D2 +p3+3. 01 +P2+ D3 +pa+4,- -}
={0,4,8,12,14, - ---} seklinde yazilir.

(b) Ancak {pi,p,,p3, 04} = {3,2,3,2} say1 dizisi Teorem 4.2.17 de verilen
kosullardan hig birini saglamadigindan dolayi tip dizisi {3,2,3,2} olan bir
sayisal yarigrup yazilamaz.

(©) {p1, P2 p3,Pa} = {5,1,1,1} dizisini ele alalim.

Bu dizi Teorem 4.2.17 de verilen (i),(ii),(iv),(xiii) kosularinin dérdiinii de saglar. Bu
durumda, aynu tip dizisine karsilik gelen dort farkli sayisal yarigrup vardir:

(1) kosuluna gore yazabilecegimiz sayisal yarigrup,
T={0,p1+3,p1+D02+3p1+DP2+P3+3. 01+ +D3+ps+4,- -}
={0,8,9,10,12, - --- } seklinde olur.
(i1) kosuluna gore yazabilecegimiz sayisal yarigrup,
T={0,p1+2,p1 +p2+3,p1 +P+DP3+3,p1+D2 + D3 +ps+4,- -}
={0,7,9,10,12,— --- } olur.
(iv) kosuluna gore yazabilecegimiz sayisal yarigrup,
T={0,p1+1Lp1+p2+3,p1+0+D3+3,p1+p2+p3s+ps+4- -}
={0,6,9,10,12,—> ---}
(xiii) kosuluna gore yazabilecegimiz sayisal yarigrup,

T={0’p1+11p1+p2+2)p1+p2 +p3+3,p1+p2 +p3+p4+4,—)}
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={0,6,8,10,12,— -}

olarak bulunur.

Not 4.2.23: n(T) = 3igin, {p;, p,, 3} dizisi Teorem 4.2.14°tin (ii) ve (iii) kosullarim

sagliyorsa, bu tip dizisine karsilik gelen sayisal yarigrup
T={0,p; +1L,p+p, +2,p1 +py + 3 +3,> -}

olur. n(T) =4 igin, {p1,p2, 3, ps} dizisi Teorem 4.2.17°nin (X), . . . ,(XV)

kosullarindan birini sagliyorsa , bu duruma uygun sayisal yarigrup
T={0,p1+1Lp1+p2+2,p1+p2+p3+3p1+P2+Ps+ps+4- -}

seklindedir. Bdylece, bu tip sayisal yarigruplarda her bir j = 1,2,3,4 i¢in

pj=t—ti_,—1 (4.50)

sart1 saglanir. Yani, T sayisal yarigruplart Arf 6zellikli olur.

Sonug 4.2.24: T bir sayisal yarigrup olsun,
n=n(T), g=g(T)veherbirj=123icin p; = p;(T) olmak iizere

n=3vep,+p,+p3=9g+1—-3=3p; —2
veya
g = 3p1 (4.51)
oldugunu varsayalim. O zaman T, asagidaki sayisal yarigruplardan biridir:

1) T,={0457-}=(457)

2) T,=1{056,10,- -} =(5613,14)

3) T;=1{05710,--}=(57,11,13)

4 T,={0,p;+1,2p;+2,3p,+1,> -}

Sonug 4.2.25: T bir sayisal yarigrup olsun.n = n(T), g = g(T) Ve,

Jj=1234 i¢in p; = pj(T) olmak tizere;

n=4 ve pi+p,+tps+tp,=g+1—-4=4p -2
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veya (g = 4p, + 1) esitlikleri saglaniyorsa, bu durumda T asagidaki yarigruplardan

biri olur:

1) 1, =1{0,5,6,7,10,—> ---} = (5,6,7)

2) T, =1{0,56,8,10,- ---} = (5,6,8)

3) T;=1{0,5910,14,- ---} = (5,9,16,17)

4) T,={0,p; +1,2p; +2,3p; +3,4p; + 2, -+ }

Sonu¢ 4.2.26: T={t0 =0,t,t i tyry—vtpy = 9g(T) +1,- } bir sayisal

yarigrup olsun.
pj =p;(T), n=n(T) ven; = n(T(j)) ve g = g(T) olsun.
Bu durumda, herbir 1<j<ni¢gin;
njtt=n+p+p;+-+p; (4.52)

esitligi saglanir.

Sonu¢ 4.2.27: T = {to =0,t,t i tyry-v taay = 9g(T) +1,- } bir sayisal
yarigrup,
n=n(T) =2, n; =n(T(j)) ve p; =p;(S) olsun.
O zaman, herbir1 <j <n—1 igin;
(Z{zlpi) +j<t<n+ (Z{zlpi) -1 (4.53)

esitsizligi elde edilir.

Uyan 4.2.28: T= {to =0,t1, b vty tay = 9(T) + 1,- } bir sayisal
yarigrup,
p=pu(T), n=n(T) = 2 vep; = p;(T) olmak iizere;

1) j = 1 olmast durumunda bir 6nceki sonugtan
pptl1su<s<p +n-1 (4.54)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi p; i tanimlayarak ifade edecek olursak;
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max{l,uy—n+1}<p; <t; —1 (4.55)
seklinde yazabiliriz. Ayrica,
u—n+1<p; (4.56)

esitsizligi, 6zellikle n > 1 iken bir T sayisal yarigrubunun simetrik olmasi i¢in gerekli

bir kosul olarak sunulur. Gergekten de,
pir=1lise u<n (4.57)

olur.BudaT sayisal yarigrubunun simetrik oldugunu gosterir.
i) n,cok biiyiik olmas1 gerekmeyen bir say1 olmak tizere; n > 1 oldugunda tip dizisi

{p1, D2, ..., pn} Olarak verilen bir T sayisal yarigrubunun t; elemanlarim smirlayabiriz.

Not 4.2.29: n = n(T) ve n =5 olmak lizere, tip dizisi {p;, p,, ..., pn} Olarak verilen

bir T = {to =0,t,ty o tyamy—v taey = 9g(T) +1,- } sayisal yarigrubunun

asagidaki sartlar1 sagladigi agikca bilinmektedir.
Vg=9gT)=p,+p,++p,+n—1 (Onerme4.2.2 den)

(2) th-1 =9 —Pn (Onerme 4.2.5 ten)
(3) (Onerme 4.2.7 den)

ya

th-2 = th-1— pn—l(c;’ the1 —th2 =9 — tn—l) (4-58)
ya da

th—2 = lh—1 —Pn-1— 1(<:> th1—th—2>9— tn—l) (4-59)

(4) (Onerme 4.2.8 den)

th-3 =th2 = Ppn2t1
(<:> th1 —th2> g —thg Vely 1 —th3=9—th ) (4-60)

ya da
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& ya
( th-1 —th2Sg—thgvety g —th 39—ty \
tn-3 = th—2=Pn-2 yada
%4—%4>g—%ﬂmm4—%%>g—%a,/
th2 —th3=Sg—lypp Vely ; —tlp3F ln1—ln
(4.61)

ya da
S ya
th1 —th2=g—th1, th1 —th3 > g —th
ve thy —lp3= g —lh
ada
tnez =tnoz—Ppna—1| . 7
S - N tyo1 = tneg > g — tyq, V€ tny —ty3 > g — tns
ya da
th-1 —th2>9 —thVely ; —lyn3 =1lp1 —tyh
(4.62)
ya da

th-3 = ln-2 = Pn-2 — 2(= th-1 —th2 = g~y ) ve th—2 —ln-3> 9 — ln—2.

(5) Sonug 4.2.27 den herbir1 <j <n —4igin;
(Z{=1 pl) +j < tj <n-+ (Z{zl pl) -1 (463)
seklinde yazilir. Ayrica T nin bir sayisal yarigrup olmasi igin, herbir 1 <j, i <n —

1 i¢in t; +t; € T olmak zorundadir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu bolimde sayisal yarigruplarda taban kavramu ile tip dizisi arasindaki iligkiler
verilmektedir. Ayrica, tip dizilerini bulmak i¢in 6nceki yontemlerden farkli olarak bazi

algoritmalar ve bunlarla ilgili uygulamalar yer almaktadir.

5.1 Sayisal Yarigruplarda Taban
T sayisal yarigrubunun sifirdan farkli bir elemanina gore standart taban kavramini

kullanarak, tip dizileri hakkinda daha net bilgi elde etmek miimkiindiir.

Tamm 5.1.1: T Dbir sayisal yarigrup ve t de onun sifirdan farkli sabit bir elemani

olsun.
Uy =t ve u; = min{p € T: p # 0(modt)} (5.1)

olarak alalim. Bu durumda, u,, u4, ., Uj_1 € Nve j = 2 olmak iizere,
uj = min{p € T:p # w;(modt), i=1,..,j— 1} oluyorsa, {ug,uy,...,us—1} say

dizisine T sayisal yarigrubunun (modt) ye gore standart tabam denir (D’anna,
1998).

Not 5.1.2 : T sayisal yarigrubunun standart tabani, ayn1 zamanda bu yarigrubun
tireteglerinin bir kiimesidir. Bu yiizden de, T nin iireteglerinin minimum kiimesini

kapsar (D’anna, 1998).

Tamm 5.1.3: n = n(T) ve uy = u = u(T) olmak iizere bir T sayisal yarigrubunu
T={0,ty, .. th,tyn=9+1,- -} (5.2)
olarak alalim. Her birj = 1,2, ..., n igin

BT = BT(0) = {u{®, v, .0, } (5.3)

Kiimesine T sayisal yarigrubunun (modpu) ye gore standart tabani denir.

Ayni zamanda, T(j) sayisal yarigrubunun (modpu) ye gore standart tabani ise
BT(j) = {ué,u{, ...,uz;_l } (5.4)

seklinde yazilir (D’anna, 1998).
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Teorem5.1.4: BT (0) ve BT(j) kiimeleri sirastyla T ve T(j) sayisal yarigruplarinin

standart tabani olsun Bu durumda,

p; (1) = #(TG\TG — 1) (5.5)
= #fulDuf ™ e BTG - DuY ™V e BT(),0<i<p-1 | (5.6)
= #fu:uf € BT(j), v ¢ BTG - 1),0<i<p—1} (5.7)

= #{ul.(j_l):ui(j_l) >u, ud™ +teBT0),0<i<p-1t<t<t,, } (5.8)

seklinde yazilir.

Uyar 5.1.5: Teorem 5.1.4 ten kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz.
Pa(™) = fu: uf™ > p} (5.9)

Hatta bu durum ulg Dite BT (0) kosulunu ortadan kaldirir. Clinkii, ¢t eleman

t, ve t,_q arasinda degismelidir (D’anna,1998).

Asagidaki sonugta T sayisal yarigrubunun tip dizisi i¢in bir algoritma tanimlanacaktir.

Sonug 5.1.6: T bir sayisal yarigrup, pu = u(T) ve n = n(T) olsun. Teorem 5.1.4 ten
T(j) nin (mody) ye gore standart tabanini belirleyen bir algoritma elde ederiz.
Boylelikle, T sayisal yarigrubunun {pq,ps, ..., pn} olacak sekilde bir tip dizisi

hesaplanir. Bunun i¢in T sayisal yarigrubu
T={0 = to,tl,...,tn_l,tn=g+1,_) "'} (510)
olsun. Ayrica j = 1,2, ...,ni¢in

BT() = {u},uf, .. w)_, } (5.11)

kiimesinin T (J) nin (modu) ye gore standart tabani oldugunu biliyoruz. Farz edelim

Ki; 1 <j <n olmak iizere, elemanlari artan sirayla diizenlenen BT (j — 1) kiimesi

verilsin. Oyleyse,
uf™ <ul™ <<l =y <uliP << uUTD (5.12)

ve 0 < h < u — 1 olacak sekilde bir h tamsayisi vardir. Simdi de a;, = p alalim.
i#+hvei=01,..,u—1igin
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LU-D _ { yai<h '
"WadadteT, <t <tn1, 0D 4¢e BT(0) (5.13)

_ l
a; = i

ul.(j_l) —u ; diger durumlarda

olmak tizere Teorem 5.1.4 ten
BT(j) = {ao,al, ...,au_l} (5.14)

olur ve buradan da,
p;(T) = #{i: a; = ui(j_l) — ,u} (5.15)

elde edilir (D’anna,1998).

Ornek 5.1.7: T = (3,5) = {0,3,5,6,8, — --- } say1sal yarigrubunu alalim.
n(T)=4 ve u(T) =t, =3,t, =5,t3 = 6,t, = 8ve g(T) = 7 dir. Simdi de
T sayisal yarigrubunun standart tabanini olusturalim.

Uug=u=3veu, =min{p €T:p £ 0(mod3) } =5

u, = min{p € T: p # u;(mod3),i = 0,1 } = 10 olur ve

BT(0) = {3,5,10} seklinde yazilir.
l.adim (j = 1) igin
h=0,a,=3;5+5=10¢€ BT(0) dir. Buylizden,a; =5
her bir k = 1,2,3 i¢in 10 < 7 + t;, ¢ BT(0) oldugundan, a, = 10 — 3 = 7 dir.
Boylece ,

BT(1) ={3,5,7} ve p(T) =p,(T) =1

olarak bulunur.

2.adim (j = 2) igin

h=0,a0=3;5+5=10€ BT(0) dir. Buyilizden,a; =5

her birk = 1,2,3 i¢in 10 < 7 4+t ¢ BT(0) oldugundan , a, =7 — 3 = 4 olur.
Boylece ,

BT(2) = {3,4,5} ve p,(T) = 1 bulunur.
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3.adim (j = 3) i¢in
h=0,ap=3;4+4+6=10€ BT(0)dir. Buyiizdena; =4;5+6 =11 ¢ BT(0)
oldugundan a, = 5 — 3 = 2 olur.Boylece ,
BT (3) = {2,3,4} ve p3(T) = 1 bulunur.
4.adim (j = 4) icin
Bu son adim oldugundan, Uyar1 5.1.5 ten
pu(T) =#{x:x € BT(3),x >u }=#{4} =1

elde edilir. Ayrica,
h=1,a,=3,a,=2vea, =4—3=1olur.

Boylece , BT (4) = {1,2,3} bulunur. O halde T sayisal yarigrubunun tip dizisi

{p1, P2 P304} = {1,1,1,1}

olacak sekilde yazilir. Simdi de asagidaki sonugta T sayisal yarigrubunun tip dizisi

i¢in diger bir algoritmay1 tamimlayalim:

Sonug 5.1.8: T bir sayisal yarigrup , n = n(T) ve T sayisal yarigrubunun

(modu =uw(T) = u(()o)) ye gore standart tabani;

BT = BT(0) = {u{”, v, .u, } (5.16)

olsun. Onceki degerlendirmede u(®

; sayilarinin artan diizende yerlestirildigini

varsaymistik. Simdi ise, BT (0) kiimesinin elemanlarini (modu) ye gore kalanlariyla
iligkili olarak farkli bir sekilde siraliyoruz. Yani,

0<i<pu—-1i¢in f;=a;u+iolmak iizere;

{for fir s fuma) = {0, u®, ) (5.17)

olarak tanimlayalim. Agikca goriiliir ki, f, = u ve ay = 1 dir. Ustelik, her bir i > 1

i¢in,
1 < a; < n esitsizligi vardir.
Gergekten de,
9(T) + pu = max{fy, fi, ., fur} Ve nu = g(T) +1 (5.18)
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oldugundan, a, < n olur. Kisacas1 Teorem 5.1.4 sunu ifade eder:

BT(1)inelemanlari0 <i < pu—1li¢in,ya a;u+1i yada (a; — 1)u + i dir. Ayrica,
BT(j) kiimesinin, BT(j — 1) kiimesinden elde edildigini, yani BT(j — 1) nin
p;j elemanlarindan p gikarilarak elde edildigini  ve BT(n) ={u,1,2,..,u—1}

oldugunu biliyoruz . Onceki varsayimlardan

YA —pi— = pr =0 (5.19)
yani ,
Y a = Xiap; (5.20)

elde edilir (D’anna, 1998).

Sonug 5.1.9: T bir sayisal yarigrup, u = u(T) ve n = n(T) olsun. Bu durumda,

u—-1
(1) T  simetriktir S a=n
j=1
u—1
(2) T pseudo — simetriktir = aj=n+1
j=1

kosullart saglanir (D’anna,1998).

Onerme 5.1.10: T bir sayisal yangrup u=pu(T) ,n=n(T) =2 ve p;(T) = p;
olmak iizere, her bir j=1,2,..n icin 1<p; <p; olacak sekilde T nin

{p1, D2, ..., Pn} tamsayi dizisi verilsin. Bu durumda,
a1H+1 :fl, a2u+2 :fz’ ey au_1y+,u—1 :f,u—l (521)

seklinde yazilan ve asagidaki kosullart saglayan p — 1 > 1 tamsayilar1 vardir.
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Buna gore,
(a)
S =Xl (5.22)
seklindedir.
(b) fn=apu+h=g(T)+ pu olacak sekilde 3 h,1 <h <pu—1dir.
) Vi,1<i<u-—1ligina; < aydir. Ayrica,i > h ise a; < ay olur.
(d) 0<i<upu—1vex €N olmak iizere , x = yu + i oldugunu varsayalim.
O zaman,
xXET=>a; <y
xE€T=>a,>y

esitsizlikleri vardir.

() im—1Du < g(T)+ 1 <mu olacak sekilde m € N sayisin1 alalim. Eger,
g +1=m-Du+r (5.23)
seklinde ise 0 zaman,

pu—1l—n+m<#{a;yaa;=(m—-1Dvei=r yadaa; =m} <ty
esitsizligi saglanir.
(0 p1(T) = p—1-#{f; € BT(0): f; >, fi + f, € BT(0),3 f, € BT (0)}

seklinde yazilir (D’anna,1998).

Ornek 5.1.11: T = (3,5) = {0,3,5,6,8, > --- } sayisal yarigrubunu alahm. Ornek 5.1.7

den bu sayisal yarigrubun standart tabanini
BT = BT(0) = {3,5,10}

olarak belirlemistik. Simdi de, 0 < i < 2 i¢in f; sayilarin1 bulalim.

Sonug 5.1.8 den, 0 <i < p —1 i¢in f; = a;u + i olmak lizere,

{fO' fl' --'Jfﬂ—l} = {u(()O)i ug()); ey u[,(lo—)l } (524)

oldugunu biliyoruz. Oyleyse, 0 < i < 2 i¢in
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BT(0) = {fo. fu. fo} = {ud”, u{®,u{” } = (3,510} (5.25)
seklinde yazilir. O zaman,
f0=3a0+0=u80)=3:a0=1
fi=3a,+1=u"=10=a;, =3
f2=3a2+2=u£0)=5=>a2=1

olarak buluruz.

Ayrica, Onerme 5.1.10 un (f) kosulundaki
p1(T) = p—1—#{f; € BT(0): f; >, f; + f, € BT(0),3 f, € BT(0)}
esitliginden
p(O)=3-1-#{f,P=3-1-1=1
elde ederiz. Onerme 4.2.1 in (b) kosuluna gore
I<pi=m
olacagindan
Pz =p3=ps=1
elde edilir. Bu durumda, T sayisal yarigrubunun tip dizisi

{p1, P2, P304} = {1,1,1,1}

olarak bulunur.
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