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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Schouten-van Kampen Koneksiyonlu
Manifoldlar Uzerine”baghikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir
diisecek  bir  yardima  bagvurmaksizin = tarafimdan = yazildigimi  ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin iginde hem de kaynakcada
yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Ahmet SAZAK
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Damisman : Prof. Dr. Ahmet YILDIZ

Bu tez dort bolimden olugmaktadir. Tezin girig boliimiinde, daha sonraki
boliimlerde bahsedilecek olan problemlerin ortaya ¢ikisi, geometrik anlamlari ve
ilgili calgmalar tamtilmaktadir. Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde
kullanilacak olan temel kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmektedir.

Uciincii  boliimde, ilk olarak Schouten-van Kampen (kisaca S.v.K.)
koneksiyonlu 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldlari incelenmektedir. Daha sonra bu
tip bir manifoldun, sirasiyla, semi-simetrik, Ricci semi-simetrik, projektif
semi-simetrik  ve konharmonik semi-simetrik olmasi durumlar1 ile ilgili
karakterizasyonlar sunulmaktadir.

Son olarak dordiincii boliimde, S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu quasi-Sasakian
(kisaca ¢.S.) manifoldlar: incelenmistir. Ilk olarak bu tip bir manifoldun tizerinde
S.v.K. koneksiyonu denklemi verilip ona baglh egrilik tensorii, Ricci tensorii, Ricci
operatorii ve skaler egriligi tamimlanmigtir. Daha sonra bu tip manifoldlarin
projektif flat, konharmonik flat, lokal ¢-simetrik olma durumlar1 ve Ricci
tensoriiniin 7-paralel olmasi durumu ile ilgili karakterizasyonlar sunulmustur.
Daha sonra S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu .S. manifoldlar1 {izerinde
D, -homotetik deformasyon incelenmistir. Bunun sonucunda bu tip manifoldlarin
semi-simetrik, projektif flat, konsirkiiler flat, lokal ¢-simetrik olma durumlar: ve
Ricci tensoriiniin n-paralel olmasi durumu ile ilgili karakterizasyonlar verilmistir.
Boliim sonunda ise S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu ¢.S. manifoldlarina iki 6rnek
verilmigtir.
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This thesis consists of four chapters. In the introduction chapter of the thesis,
the emergence, geometric meanings and related studies of the problems to be
discussed in the following chapters are introduced. In the second chapter, basic
concepts, definitions and theorems which will be used in the other parts of the
thesis are given.

In the third chapter, firstly, 3-dimensional f-Kenmotsu manifolds with the
Schouten-van Kampen (shortly S.v.K.) connection are examined. Then,
characterizations related to the fact that such a manifold is semisymmetric, Ricci
semisymmetric, projectively semisymmetric and conharmonically semisymmetric
are presented, respectively.

Finally, in the fourth chapter, 3-dimensional Quasi-Sasakian (shortly q.S.)
manifolds with the S.v.K. connection are examined. Firstly, the S.v.K. connection
equation is given on such a manifold and its curvature tensor, Ricci tensor,
Ricci operator and scalar curvature are defined. Then, characterizations related
to projectively flat, concharmonically flat, locally ¢-symmetric and Ricci tensor
being n-parallel states of such manifolds are presented. Then, D,-homothetic
deformation was investigated on 3-dimensional q.S. manifolds with the S.v.K.
connection. Then,characterizations related to semisymmetric, projectively flat,
concircularly flat, locally ¢-symmetric and Ricci tensor being n-parallel states of
such manifolds are presented. At the end of the chapter, two examples are given
to 3-dimensional q.S. manifolds with the S.v.K. connection.
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1. GIRIS

Schouten-van Kampen (kisaca S.v.K.) koneksiyonu, non-holonomik
mekanik sistemlerin geometrik olarak yorumlanmasinda ihtiya¢ duyulup ortaya
¢gikarilan non-holonomik manifoldlar ile uyumlu lineer koneksiyonlardan biri
olmasi sebebiyle bir ¢ok 6nemli galigmaya konu olmugtur [1, 2, 3, 4]. 1928°de
Schouten non-holonomik uzaylari bir lineer koneksiyon ile birlikte bir manifold
lizerinde digiinmiigtiir [3]. Bu galigmadan 2 yil sonra ise S.v.K. koneksiyonu
kavrami ortaya ¢ikarilmigtir [4]. S.v.K. koneksiyonu afin koneksiyon ile verilen bir
diferansiyellenebilir manifold tizerinde bir tiimleyen distribiisyon cifti ile uyumlu
en dogal koneksiyonlardan biridir [1]. A. F. Solov’ev S.v.K. koneksiyonunu
kullanarak Riemann manifoldlarinda hiperdistriibisyonlar1 aragtirmigtir [5, 6, 7,
8]. Daha sonra hemen hemen degme metrik yapi ile uyumlu S.v.K. koneksiyonlarim
caligmigtir [9]. Z. Olszak bu galigmalarinda S.v.K. koneksiyonlu hemen hemen
degme metrik manifoldlarinin bazi simiflarini  karakterize etmis ve bu tip
manifoldlar iizerinde bu koneksiyonun belirli egrilik ézelliklerini bulmusgtur. Ayrica
A. Yildiz S.wv.K. koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldlar1 iizerinde baz
karakterizasyonlar vermis ve belirli egrilik ézellikleri bulmustur [10].

Bir f-Kenmotsu manifoldu, normal ve lokal konformal hemen hemen
kosimplektik manifold olan bir hemen hemen degme metrik manifoldu olarak
tanimlanir. Normal lokal konformal hemen hemen kosimplektik manifoldlar Olzsak
ve Rosca tarafindan caligilmigtir [11]. Z. Olzsak ve R. Rosca f-Kenmotsu
manifoldlarinin geometrik yorumlamasini vererek bazi egrilik ozelliklerini ¢ali
smiglardir. Bununla birlikte bir Ricci semi-simetrik f-Kenmotsu manifoldunun
bir Einstein manifoldu oldugunu ispat etmislerdir.

Quasi-Sasakian (kisaca q.S.) yap1 kavrami, Sasakian ve kosimplektik yapiy1

birlegtirmek i¢in D. E. Blair [12] tarafindan tanimlanmigtir. S. Tanno [20] da



bu yapiya bazi yorumlar eklemistir. Bu yapi iizerine kurulan ¢.S. manifoldlarin
ozellikleri ise J. C. Gonzalez - D. Chinea [13], S Kanemaki [14, 15] ve J. A. Oubina
[16] gibi baz1 yazarlar tarafindan ¢aligilmigtir. Ayrica Kim [17] de bu manifoldlarin
Riemann uzayi ile iligkilerini ¢aligmistir. Son zamanlarda q.S. manifoldlar fizikte,
ozel olarak super gravity ve manyetik teoride, onemli uygulamalar1 kesfetme
agisindan biyik ilgi konusu olmustur. Quasi-Sasakian yapinin yay teorisinin
matematiksel analizininde de genig uygulamalari vardir. Bunun yanisira Z. Olszak
B yap1 fonksiyonunu ve 3-boyutlu ¢.S. manifoldlar: tanimlamis ve bu fonksiyon
yardimiyla bu manifold {izerinde anlaml sonuglar elde etmistir [18].

Tanno tarafindan D,-homotetik deformasyon kavrami hakkinda bir c¢ok
caligmaya 151k tutmug 6nemli bir ¢aligma ortaya gikarilmigtir [19]. D,-homotetik
deformasyon, (M, ¢,&,n, g) tensor yapilar ile verilmig manifoldun {izerindeki bu

tensor yapilarimin agagidaki sekilde degisimleri olarak tanimlanir [20]:

1
77a = an, ga — 557 (ba = ¢7

g*=ag+ala—1)n®mn,

Degme geometri tizerinde D,-homotetik deformasyon hakkinda son yillarda bir
cok galigma gergeklegtirilmistir (bazilar igin .bkz. [21, 22, 23]).

Bu tez 4 boliimden olusmaktadir. Tkinci boliimde, tezin diger béliimlerinde
kullanilacak olan temel kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmektedir.

Uciincii boliimde, ilk olarak S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu f-Kenmotsu
manifoldlar1 incelenmektedir. Daha sonra bu tip bir manifoldun, sirasiyla,
semi-simetrik, Ricci semi-simetrik, projektif semi-simetrik ve konharmonik
semi-simetrik olmasi durumlari ile ilgili karakterizasyonlar sunulmaktadir.

Son olarak dordiincii boliimde, S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldlar:
incelenmistir. Ilk olarak bu tip bir manifoldun iizerinde S.v.K. koneksiyonu
denklemi verilip ona baglh egrilik tensorii, Ricci tensorii, Ricci operatori ve skaler

egriligi tanimlanmigtir. Daha sonra bu tip manifoldlarin projektif flat,

2



konharmonik flat, lokal ¢-simetrik olma durumlar: ve Ricci tensortintin n-paralel
olmasi durumu ile ilgili karakterizasyonlar sunulmustur. Daha sonra S.v.K.
koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldlar tizerinde D,-homotetik deformasyon
incelenmigtir. Bunun sonucunda bu tip manifoldlarin semi-simetrik, projektif flat,
konsirkiiler flat, lokal ¢-simetrik olma durumlar: ve Ricci tensortintin n-paralel
olmasi durumu ile ilgili karakterizasyonlar verilmistir. Bolim sonunda ise S.v.K.

koneksiyonlu 3-boyutlu ¢.S. manifoldlarina iki 6rnek verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanimlar, kavramlar

ve teoremler verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlar:

Tanim 2.1.1. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M ‘izerindeki C* vektor
alanlarimn uzay, x (M) ve M den R ye C™ fonksiyonlarin uzayr C*(M,R) olmak
tzere, M tzerinde

g X(M) x x(M) — C>*(M,R),

seklinde tanimlanan pozitif tamimb, simetrik, 2-lineer g metrigine Riemann
metrigi denir. g ile birlikte tanamlanan M ye de Riemann manifoldu ad:
verilir ve (M, g) seklinde gésterilir. Eger g metrigi non-dejenere, simetrik ve
2-lineer ise g metrigine pseudo(semi)-Riemann metrigi, M ye de
pseudo(semi)-Riemann manifoldu denir. Pseudo-Riemann manifoldu

Riemann manifoldunun genellestirilmisidir [24).

Tanim 2.1.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M ‘zerindeki C* vektor

alanlarimn uzayr x (M) olmak dizere
V(M) x (M) (M)
(X,Y) — V(X,Y) = VyY,
doniigimi, her f,g € C®°(M,R) ve her X,Y,Z € x(M) i¢in
VxY +2Z)=VxY +VxZ,
VixygvZ = fVxZ +gVyZ,
Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

4



ozelliklerini saghyorsa V ya M 7zerinde bir afin (lineer) koneksiyon denir
[25].

Tanim 2.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M fdizerinde bir afin

koneksiyon olsun. Her XY, Z € x(M) igin,
VxY = VyX = [X)Y]
Xg(Y, Z) = g(VxY, Z) + (Y, Vx Z).
sartlar saglanmyorsa V ya Levi-Civita koneksiyonu denir [25].

Tanim 2.1.4. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M tizerinde bir Levi-Civita

koneksiyonu olsun. Bu durumda her X,Y,Z € x(M) igin,
R x(M) x x(M) x x(M) = x(M)

(X, Y, Z) — R(X, Y)Z = vayZ—vaXZ—V[)Qy]Z,

ile tanwmly R fonksiyonu M Jizerinde (1,3)-tipinde bir tensor alamdur ve M
nin Riemann egrilik tensori olarak adlandvrilir. Ayrica R(X,Y,Z,W) =
g(R(X,Y)Z, W) tensorine Riemann Christoffel egrilik tenséri adi verilir.
Her XY, Z € x(M) i¢in, R(X,Y)Z = 0 olmasi durumunda M manifolduna flat

manzifold denir.
R Riemann egrilik tensorii
R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z,
9(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z),
9(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X,Y),
RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0,

sartlarimi saglar [25].



Tanim 2.1.5. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve {ey,es, ...,e,} lokal

ortonormal vektor alanlar: olsun. M dzerinde

S:x(M) x x(M) — C*(M,R)
(X,Y) = S(X,Y) => g(R(e;, X)Y, &),
i=1
olarak tanwml (0, 2)-tipindeki S tensor alanina Ricei egrilik tensérd denir. Her

X, Y € x(M) i¢in, S(X,Y) = 0 olmasi durumunda M manifolduna Ricci-flat

mamnifold denir [25].

Tanim 2.1.6. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve M dizerinde Ricci
egrilik tensori S olsun. {ey,eq,...,e,} M nin bir lokal ortonormal baz olmak

uzere

r = iS(ei,ei),

i=1

ile tanmamb v fonksiyonuna M nin skalar egriligi denir [25].

Tanim 2.1.7. (M, g) bir Riemann manifoldu ve S, M dzerinde Ricci egrilik

tensdri olsun. Her X,Y € x(M) ig¢in
S(X,Y) = Ag(X,Y) + pn(X)n(Y),

olacak sekilde M dizerinde X ve p skalarleri varsa M ye n-Einstein manifoldu

denir. Eger n =0 ise M ye Einstein manifoldu denir.

Tanim 2.1.8. Bir n-boyutlu Riemann manifoldu M olsun. R Riemann egrilik
tensori ve QQ Ricci operatori olmak tizre, M uzerindek: her X, Y ,W vektor alanlar:

wcin, M nin P projektif egrilik tensor alan:

P(X, Y)W = R(X,Y)W — (n—il){g(Y, W)QX — g(X,W)QY},  (2.1.1)

denklemi ile verilir. Her X, Y, W € x(M) i¢in, P(X,Y)W = 0 olmasi durumunda

M manifolduna projektif flat manifold denir [25].



Tanim 2.1.9. Bir n-boyutlu Riemann manifoldu M olsun. R Riemann egrilik
tensoru ve v M nin skalar egriligi olmak tuzre M dzerindeki her X, Y W wvektor

alanlary i¢in, M nin Z konsirkiler egrilik tensor alana

Z(X, Y)W = R(X, Y)W — {g(Y, W)X — g(X, W)Y},  (2.12)

,
n(n —1)
denklemi ile verilir. Her X, Y, W € x(M) i¢in, Z(X,Y)W = 0 olmasi durumunda

M manifolduna konsirkiler flat manifold denir [25].

Tanim 2.1.10. Bir n-boyutlu Riemann manifoldu M olsun. R Riemann egrilik
tensori ve r M nin skalar egriligi olmak tizre M tzerindeki her X,Y ,Z wvektor

alanlary i¢in, M nin K konharmonik egrilik tensor alana

K(X,Y)Z = R(X,Y)Z

1 SY,Z)X - S(X,2)Y

=2 v, QX — o X, 2)QY |

(2.1.3)

denklemi ile verilir. Her X,Y, 7 € x(M) igin, K(X,Y)Z =0 olmast durumunda

M manifolduna konharmonik flat manifold denir [26].

Tanim 2.1.11. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M nin Riemann egrilik
tensdri R wve (0,k)-tipinde (k > 1) tensor alanme T olmak tzere, M dizerinde

tanamby R-T tensori her X, Y, Xy, ..., Xy € x(M) igin,

(R(X,Y)T) (X1, ..., Xp) = —T(R(X,Y) X1, Xo, ..., X)

— (X1, R(X,Y)Xa, ..., X)) (2.1.4)

— (X1, s Xie1, RX,Y) X},

denklemi ile verilir. S Ricci egrilik tensori, P projektif egrilik tensor alami, K
konharmonik egrilik tensor alam, f € C*°(M) olmak izere, R-R = 0 ise M ye

semi-simetrik, R-R = fQ(g, R) ise M ye pseudo-simetrik, R-S = 0 ise M

7



ye Ricci semi-simetrik, R-S = fQ(g,S) ise M ye Ricci pseudo-simetrik,
R-P = 0 ise M ye projektif semi-simetrik, R-P = fQ(g, P) ise M vye
projektif pseudo-simetrik, R-K = 0 ise M ye konharmonik semsi-

stmetrik, R-K = fQ(g, P) ise M ye konharmonik pseudo-simetriktir denir

[27].

2.2 Degme Manifoldlar:

Tamim 2.2.1. M bir (2n + 1)-boyutlu manifold, ¢,&,m M dzerinde, sirasu ile,
(1,1)- tipinde bir tensor alam, bir vektor alany ve bir 1-form olsun. M dzerinde

herhangi bir vektor alany X olmak tzere,

P*X = X +n(X)E, (2.2.1)

ozellikleri saglamyor ise (¢,&,n) tglisine M dzerinde bir hemen hemen degme

yapist ve bu yapr ile birlikte M ye de hemen hemen degme manifold denir

[25].
Teorem 2.2.1. (¢,&,m) hemen hemen degme yapist igin
¢ =0, n(¢pX) =0, rankep =2n
dir [25].
Ornek 2.2.1. R? de standart koordinatlar (x,y,z) olmak tizere

1
n=3 (dz — yd),

0
€:2§€X(M)

ve

¢ x (M) "™ (M),



dondisiimiine R? de standart bazlara gore karsilik gelen matris

olsun. Bu durumda
1 0
0(6) = (5 (0=~ van) ) 257
1 0 1 0
=1

ve X € x (M), X = (z1,x9,x3) olmak iizere,

1 0 9, 0
n(X) = <§ (dz — yda:)) (xla_x + xQG_y n xg@)
1 0 1 ) 1 9
—5t () 2t (35) + 300 ()

1 0 1 0 1 0

1 1 1

=5 T oY =5 (w3 —yz1),
dir. Ayrica
0 10 1 To
PX)=1]-100||a|=]|-21]>
0 v O T3 Yo
oldugundan
0 10 T —1
FX)=]-100]|]| -z |=] -2 |
0y 0 Yo —YT
dir. Buradan
¢ (X) = (=1, =22, —ym1) , (2.2.2)



elde edilir. Diger taraftan

—X+n(X)=(—x1,—x9, —1x3) + (% (x3 — yxl)) (0,0,2)

= (—x1, —x9, —x3) + (0,0, 23 — yxq) (2.2.3)

= (_'rla —Z2, _yxl) )

elde edilir. (2.2.2) ve (2.2.3) den dolayr (R3,¢,&,m) bir hemen hemen dejme

manifoldudur.

Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen degme M manifoldu tzerinde bir g Riemann

metrik tensér alam
n(X) =g(X.¢)
ve
9(0X,0Y) =g (X,Y) —n(X)n(Y), (2.2.4)

olacak sekilde vardur [25].

Sonug 2.2.1. Bir hemen hemen degme M manifoldu tzerinde
n(X)=g(X,¢),

9(9X,9Y) =g (X,Y) —n(X)n(Y),

olacak sekilde tamimlanan g Riemann metrigi i¢in
g (dX.Y) +g(X,0Y) =0, (2.2.5)
egitligi vardur [25].

Tanim 2.2.2. Bir hemen hemen degme M manifoldu verilsin. M tuzerinde bir g

Riemann metrig:

n(X)=g(X,$),

9(¢X,0Y)=g(X,Y)—n(X)n(),

10



sartlarimy saghyor ise g metrigine M tuzerinde hemen hemen degme metrik,
(¢,€,m, g) yapisina hemen hemen degme metrik yapiss, (¢,£,n,g) yapisina

sahip M ye de bir hemen hemen degme metrik manifoldu denir [25].

Tanim 2.2.3. (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen degme metrik manifoldu olsun. Bu
durumda

®(X,)Y)=g(X,¢Y),

seklinde tanimly ® déondsimine (¢,&,n,g) hemen hemen degme metrik yapisinin

temel 2 formu denir [25].

Tanim 2.2.4. Eger bir (2n + 1)-boyutlu M manifoldu tizerinde

nA (dn)" # 0,

olacak sekilde global bir n 1-formu mevcut ise M bir degme yapiya sahiptir denir
Bu durumda M bir degme manifoldu olarak adlandirilir. Burada n ya M
nin bir degme formu denir. Burada (dn)" ile n yinci mertebeden dis ¢arpim
gosterilmistir, yani

(dn)" = (dn) A...A (dn),

n-tane
dir [25].
Teorem 2.2.3. Degme yapisi i) olan (2n + 1)-boyutlu bir manifold M olsun. M

uzerinde

9(X,0Y) =dn(X,Y),
olacak sekilde bir (¢,£,n,9) hemen hemen degme metrik yapist vardir [25].

Sonug 2.2.2. (2n + 1) —boyutlu M manifoldu izerinde (¢,&,n,g) hemen hemen
degme metrik yapisy verilsin. Eger g (X, oY) = dn(X,Y) oluyorsa (M, ¢,&,n,9)
ye bir degme metrik manifold, (¢,£,n,9) yapisina da bir degme metrik

yapr denir [25].
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Sonug 2.2.3. Her degme metrik manifold, bir degme manifolddur [25].

Tanim 2.2.5. V' bir reel vektor uzayr olmak tzere
J:V =V

lineer dontsumai

J? =1,

sartine saghyor ise J ye V dzerinde bir kompleks yapr denir [25].

Bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Bu manifold {izerinde hemen
hemen degme yapist  (¢,&,m) olsun. Reel bir dogruyu R ile
gostererek M xR carpim manifoldunu gézoniine alalim. M X R tizerinde herhangi

bir vektor alani
d
X f—
(X, 12),
seklindedir. Burada X, M ye teget bir vektor alani, ¢ R nin bir koordinati ve f |

M x R tizerinde tammh bir fonksiyondur [25].

M x R nin tanjant uzayindaki bir J lineer doniigiimii

d d

ile tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan J dontisimi M X R tizerinde bir hemen

hemen kompleks yapi olarak adlandirilir [25].

Tanim 2.2.6. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tzere M dizerinde

(1,1)-tipinde bir tensor alany F olsun. Her X, Y € x(M) igin
Ne(X,Y) = F[X,Y] + [FX,FY] - F[FX,Y] — F[X, FY],

seklinde tamimly Np tensor alanina F nin Nigjenhuis torsion tensoru denir

[25].
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Ozel olarak F' = J olmasi durumunda
N;(X,)Y)=-[X, Y]+ [JX,JY]| - JJX,Y] - JX, JY],
dir [25].

Tanim 2.2.7. Bir hemen hemen kompleks manifoldu (M, J) verilsin. Ny = 0 ise

J dénisimine integrallenebilirdir denir [25].

Tanim 2.2.8. Eger M x R uzerindeki bir J hemen hemen kompleks yapist

integrallenebilir ise (¢,&,m) hemen hemen degme yapisina normal dir denir [25].

2.3 Sasakian ve Quasi-Sasakian (Q.S.) Manifoldlar:

Tanmim 2.3.1. Degme metrik yapisi (¢,€,n,g) olan (2n + 1)-boyutlu bir degme
metrik manifoldu M olsun. Eger degme metrik yapist normal ise, M
manifolduna Sasakian manifoldu denir. Sasakian manifold normal degme

metrik manifold olarak da adlandvrilur [25].

Teorem 2.3.1. Bir hemen hemen degme metrik manifold M nin bir Sasakian

manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(Vxo)Y =g(X,Y)E—n(Y)X, X,V €x(M), (2.3.1)
olmasudur [25].

(2.3.1) denkleminde (2.2.1) kullanilarak

Vil =—0X, X€x(M) (2.3.2)

elde edilir. Ek olarak
(Vxn)Y =g(Vx&,Y) = —g(oX,Y), (2.3.3)
R(X,Y)§ =n(Y)X —n(X)Y, (2.3.4)
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R(X,§)¢ =X —n(X)¢, (2.3.5)
R(X,§Y =n(Y)X —g(X,Y)¢, (2.3.6)
dir [25].

Ornek 2.3.1. (2n + 1)-boyutlu bir reel say uzayn R*' olsun. (2,3, z),

{i =1,..,n}, kartezyen koordinatlar olmak tzere, (£,m,q) yapist

0 1 no
— _2_ I _ 7 7
3 55 n Q(dz Z}:lly dz'),

9= gl @ n+ 3 (de + (@),

ile verilsin. Bu durumda (€,7,g) yapist R* dizerinde bir degme metrik yapidar.
Burada g metrigi matris formunda
o +y'y 0 —y

g=- 0 51'3' 0 ’

olarak elde edilir. ¢ tensor alani

0 & 0
¢ = _52']' 0 O )
0 4 0

ile verilsin. Bu durumda Ny+2dn®@& = 0 dir. Dolayiswyla (¢, €. n, g) degme metrik

yapist normaldir [25].

Tanim 2.3.2. (2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifoldu M olsun. M dizerindeki

2nt1) jein hemen

vektor alanlarimin modili e+ olmak tzere, ejer her X, Y € &l
hemen degme yapr (¢,&,m) normal ve temel 2-form ® kapalv ise M manifoldu
bir quasi-Sasakian (q.S.) manifoldu dur. Bu durum asagidaki denklemlerle

ifade edilir:

[0, ¢1(X,Y) 4+ dn(X,Y)€ =0,
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db =0, B(X,Y)=g(X, 6Y).

Kosimplektik yapr ile birlikte verilenlerden (dn = 0(rankn = 1)), Sasakian yap:
ile birlikte verilenlere kadar (n A (dn)™ # 0 (rankn = 2n+1, ® = dn) ) bir ¢ok ¢.S.
yape tipleri vardir. Eger dnP # 0 ve n A (dn)? = 0 ise n 1-formu i¢in rank ' = 2p
dir. Eger dn? =0 ve n A (dn)P # 0 ise n 1-formu i¢in rank v’ = 2p+1 dir. ' aym

zamanda q.S. yapiman da rankidur [12].

Teorem 2.3.2. Bir 3-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold M nin bir

3-boyutlu q.S. manifold olmas: icin gerek ve yeter sart
Vxé = —B6X, X ex(M), (2.3.7)

olmasidir. Burada (8, M dizerinde £6 = 0 ile belirli bir fonksiyon ve V, M nin

Riemann metrigine bagl kovaryant tirev operatoridir [29].

Son denklemden agiktir ki bir q.S. manifoldun kosimplektik olmas: i¢in gerek
ve yeter sart 5 = 0 olmasidir [28].

(2.3.7) nin sonucu olarak
(Vxo)Y = B(g(X, V)= n(Y)X), XY ex(M), (2.3.8)
dir [29]. Boylece (2.3.7) ve (2.3.8) yardmm ile
Vx(Vy§) = =X[B]oY — B*{g(X,Y)¢ —n(Y)X} = BoVxY,

elde edilir [29]. Dolayisiyla

R(X,Y)¢ = =X [BoY +Y[BloX + B {n(Y)X — n(X)Y}, (2.3.9)
R(X, )¢ = f{X —n(X)¢}, (2.3.10)
R(X,8Y = —X[BloY — f*{g(X,Y)¢ —n(Y)X}, (2.3.11)
dir [29].
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Bir 3-boyutlu Riemann manifoldu i¢in
RX,Y)Z =g(Y,Z2)QX — g(X,2)QY + S(Y, Z)X (2.3.12)
~ S(X,2)Y = S{g(Y. 2)X = g(X, 2)Y},

dir [25]. Burada @ Ricci operatorii, yani S(X,Y) = g(QX,Y) ve r, M manifoldunun
skalar egriligidir.

Bir 3-boyutlu q.S. manifold M olsun. M nin Ricci tensorii S

r r
SOXY) = (5 = B)g(X,Y) + (35— Dn(Xn(Y)

—n(X)dB(¢Y) = n(Y)dF(oX), (2.3.13)

ile verilir [29]. (2.3.13) nin sonucu olarak, @) Ricci operatorii

QX = (5= )X + (38 — (X )¢

+n(X)(¢grad ) — dB(oX)¢, (2.3.14)

seklinde elde edilir [29]. Burada f fonksiyonunun gradyant1 ile dig tiirevi df
arasindaki baglant1 d3(X) = g(grad 8, X') denklemi ile verilir [29]. Yine (2.3.13)
denkleminden

S(X, €) = 28%(X) — dB(6X), (2.3.15)
elde edilir [29]. Ayrica (2.3.7) denkleminin bir sonucu olarak
(Vxn)Y = g(Vx&,Y) = =f9(6X,Y), (2.3.16)

dir [29]. Son olarak (2.3.13) denkleminden

S(6X,02) = S(X, Z) - 28*n(X)n(2),
elde edilir [29].

Tanim 2.3.3. Bir M Sasakian manifoldunun S Ricci tensori, M tuzerindeki her

X, Y . Z vektor alanlary icin,
(VxS)(¢Y,0Z) =0, (2.3.17)
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sartina saglyorsa S ye n-paralel Ricci tensori denir [25].

Tanim 2.3.4. M bir Sasakian manifoldu olsun. & ye ortogonal her

W, X, Y, Z vektor alani i¢in,
P (VwR)(X,Y)Z) =0, (2:3.18)

sarty ile birlikte M manifolduna lokal ¢-simetrik tir denir [25].

2.4 Kenmotsu ve f-Kenmotsu Manifoldlari

Bir hemen hemen degme metrik yapi (¢, €, n, g) ile verilmis (2n + 1)-boyutlu
manifold M olsun. x (M), M manifoldunun tanjant uzay1 olmak iizere, her X, Y €
X (M) icin, ®(X,Y) = g(X,¢Y) denklemi ile verilen ®, M nin temel 2-formu
olsun. M manifoldu ve (¢, &, n, g) metrik yapisi i¢in agagidaki durumlar saglanir:

i) dn=0ve d® =0 ise (M, p,&,n,g) hemen hemen kosimplektiktir.

i) (M, ¢,&,m,g) hemen hemen kosimplektik ve normal (yani V¢ = 0 ) ise
(M, 9,&,m, g) kosimplektiktir [30].

M, o, : U; — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar ile birlikte verilen {U,} agik
ortiisiine sahip olsun. Her U, tizerinde

—20¢

=0, G=e"C m=en g=e"y,
ile tanimh (¢, &, ¢, g;) hemen hemen degme metrik yapisi kosimplektik (veya
hemen hemen kosimplektik) olsun. Bu durumda M, lokal konformal
kosimplektik (veya lokal konformal hemen hemen kosimplektik)
manifolddur [30]. Bir f-Kenmotsu manifoldu, normal ve lokal konformal hemen
hemen kosimplektik manifold olan bir hemen hemen degme metrik manifoldu

olarak tanimlamr [11].

Tanmim 2.4.1. Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold

(M7 ¢7 67 U g) olsun. Eger

(Vxo)(Y) = g(6X,Y)¢ —n(Y)oX,
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ise (M, ¢,&,n,9) manifolduna bir Kenmotsu manifoldu denir [30]. Eger

(Vxo)(Y) = f{g(0X,Y)E —n(Y)¢X}, (2.4.1)

sarty saglanmyorsa (M, ¢, €, 1, g) manifolduna bir f-Kenmotsu manifoldu denir
[81]. Burada df A\n =0 olacak sekilde f € C®°(M) dur. f = « # 0 bir sabit ise M
manifoldu bir a-Kenmotsu manifoldudur [28]. f = 1 i¢in M nin bir Kenmotsu
manifolduna oldugu a¢iktir. f =0 icin M manifoldu kosimplektik tir [28]. Bir
f-Kenmotsu manifoldu f = &(f) olmak tizere f> 4+ f # 0 sartim saglyorsa

regiler denir [28].

(2.2.1), (2.2.4) denklemleri (2.4.1) de kullanilarak

Vx€ = [{X =n(X)¢}, (2.4.2)

elde edilir. Buradan

(Van)(Y) = fg(X,Y) = n(X)n(Y)}, (2.4.3)

bulunur [11].

Bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldu M i¢in (2.3.12) den, sirasiyla,

R(X.Y)Z = (5 +2f +2f {g(Y. 2)X — g(X. 2)Y}
— (G432 43V, Zm(X)E - g(X. Zm(Y)E  (244)

+n(Y)n(Z)X —n(X)n(Z2)Y},

SOLY) = (G+ 2+ f)gXY) = (G +3£2 43/ mOn(Y)  (245)
QX = (5+ 7+ /)X = (5 +3 +3/ (X)E (2.4.6)

dir [11]. Burada M tizerinde R egrilik tensorii, S Ricci tensorii, @ Ricci operatorii ve

r skalar egriliktir.
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Ayrica (2.4.4) ve (2.4.5) denklemlerinden
R(X,Y)¢ = —(f2+ [ ){n(Y)X = n(X)Y} (2.4.7)

S(X,€) = =2(f>+ f)n(X), (2.4.8)

elde edilir.

2.5 Distribiisyonlar
Tanim 2.5.1. M bir m-boyutlu manifold olsun. M tzerinde
D:M—UT,M

p— D, CT,M, boy(D,) =r,

ile tanuml D doniigimiine - boyutlu distribisyon denir. X € x (M) i¢in X, €
D, ise X wvektor alanina D distriblisyonuna aittir denir. Eger her p noktasy igin
D, altuzayina ait r tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alani var ise

D distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir denir [24].

Ornek 2.5.1. Bir M manifoldu tzerindeki bir vektor alani 1-boyutlu bir
distribiisyondur [24)].

Ornek 2.5.2. Bir M manifoldu tizerinde taniml vektor demetinin her alt vektor

demeti bir distribiisyon tanamlar [24).

Tanim 2.5.2. M bir C* diferansiyellenebilir manifold ve D, M Jizerinde r-
boyutlu bir distribisyon olsun. Eger XY € T'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D

distribiisyonuna tnvoldtif dir denir [1].

Tanim 2.5.3. Bir M manifoldu tizerinde V koneksiyonu verilsin. Eger X|Y €

(D) i¢in VxY € I'(D) ise D distribiisyonuna paralel distribisyon denir [1].
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Tamm 2.5.4. M bir C* diferansiyellenebilir manifold ve D, M iizerinde r-
boyutlu bir distribiisyon olsun. M, M manifoldunun bir alt manifoldu olmak 1izere,
eger M nin her p noktasinda M manifoldunun tanjant uzay: ile D, aym ise M

ye D distirbisyonunun integral manifoldu denir. Yan:
f:M—M
bir imbedding olmak tizere her p € M i¢in

f(Tu(p)) = Dy

dir. Eger D distribisyonunun M alt manifoldunu kapsayan bir integral manifoldu

yoksa M ye D distribiisyonunun maksimal integral manifoldu denir [24].

Ornek 2.5.3. Bir vektor alaninin integral egrisi 1-boyutlu distribiiyon olan vektor

alanimn integral manifoldudur [24].

Teorem 2.5.1. (Frobenius Teoremi) M bir O diferensiyellenebilir manifold
ve D, M iizerinde r- boyutlu bir distribiisyon olsun. Bu durumda her involiitif
distribusyon integrallenebilirdir. Ustelik M, M manifoldunun bir alt manifoldu
olmak tuzere, D nin her p € M noktasindan gecen bir tek maksimal integral
manifoldu vardir ve p noktasiny ihtiva eden diger tum wntegral manifoldlar bu

maksimalin bir agik alt manifoldudur [24].

Frobenius Teoreminden ve braket tanimindan 1-boyutlu tiim distribiisyonlarin

integrallenebilir oldugu agiktir. Daha yiiksek boyutta ise bu gegerli degildir [24].

Tamm 2.5.5. M bir C*® diferensiyellenebilir manifold ve D, M iizerinde r-
boyutlu bir distribiisyon olsun. M, M manifoldunun bir alt manifoldu olmak ‘izere,
eger her p € M i¢in D nin p yi kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa

D distribiisyonu integrallenebilirdir denir [1].

Tanim 2.5.6. Bir M manifoldu tzerinde bir D distribiisyonu wverilsin. D

integrallenebilir degil ise (M, D) ¢iftine non-holonomik manifold denir [1].
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2.6 Schouten-van Kampen (S.v.K.) Koneksiyonu

n > 2 boyutlu bir baglantili pseudo-Riemann manifoldu M olsun. M iizerindeki
pseudo-Riemann metrik g ile, Levi-Civita koneksiyonu da V ile verilsin. H ve V,
M fizerinde iki tiimleyen ortogonal distriblisyonlar boyH = n — 1, boyV = 1 ve
V non-null olsun. Boylece TM = H®V, HNV = {0} ve H L V dir. £ bir birim
vektor alani ve n bir lineer form olmak tizere M nin keyfi secilen bir noktasinin

belirli bir komgulugunda n(§) =1, g(§,§) = e = +1 ve
H =kern, V =span{{}, (2.6.1)

olacak gekilde en az bir £ ve 7 segilebilir. Burada ayrica n(X) = eg(X,§) dir.
Dahasi bu durum Vx¢& € H oldugunu gosterir.
Her X € x (M) icin, X" ve X" sirasiyla X in H ve V {izerine projeksiyonlar:

olmak iizere X = X" + X" ve
X' =X —p(X)e, X7 =p(X)E, (2.6.2)

dir. Dolayisiyla S.v.K. koneksiyonu %, Levi-Civita koneksiyonu V ile iligkili ve
(H,V) distribiisyon ¢ifti ile uyumlu olarak

VY = (VxYM 4+ (Vi Y)Y, (2.6.3)
denklemi ile verilir. Buna karsilik gelen B ikinci temel form, B = V — V ile
verilir [1]. Dikkat edilmelidir ki (2.6.3) denklemi H ve V distribiisyonlarmn V

S.v.K. koneksiyonuna gore paralelligini ifade eder.

(2.6.2) den
(VxY")" = VY —n(VxY)§ = n(Y)Vx,
(VxY")" = (Vxn)(Y)§+n(VxY)E,
denklemleri ve dolayisiyla S.v. K. koneksiyonu

VY = VY —n(Y)Vx€ + (Van)(Y)E, (2.6.4)
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seklinde elde edilir [5]. Boylece, B ikinci temel form ve V nin T torsiyon tensorii,

sirastyla,

B(X,Y) =n(Y)Vx¢ = (Vxn)(Y)S, (2.6.5)

T(X,Y) =n(X)Vy€ —n(Y)VxE + 2dn(X, Y)E,

ile verilir [5, 6]. Bu S.v.K. koneksiyonu denklemi (2.6.4) yardimiyla, H ve V
distribiisyonlariyla baglantili baz1 geometrik objelerin bir ¢ok ozelligi karakterize
edilebilir. Bunlarin en dikkat gekici olan1 g, £ ve n nin v koneksiyonuna gore

paralelligi yani V¢ = 0, Vg = 0, Vi = 0 olmasidur [5, 6, 7).

Tanim 2.6.1. (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve boyM =
2n + 1 olsun. a bir pozitif sabit olmak dzere, M de bir 2n-boyutlu D,
distribiisyonu wverilsin. M manifoldunun tuzerindeki tensor yapilarinin bu

distribusyon yardima ile

1
n*=an, &'=-¢ ¢ =09, (2.6.6)

a

g* =ag+ala—-1)n®mn,

seklinde (M, ¢, &%, n%, g*) yaprsina dontisimiine D,-homotetik deformasyon denir.
Burada n sabit bir form ise (M, ¢*,£% n®, g%) yapist da bir hemen hemen degme
metrik yapidur [20].
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3. S.V.K. KONEKSIYONLU f~KENMOTSU

MANIFOLDLARI

Bu boliimde, ilk olarak S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu f-Kenmotsu
manifoldlar1 incelenmektedir. Daha sonra bu tip manifoldlarin, sirasiyla,
semi-simetrik, Ricci semi-simetrik, projektif semi-simetrik ve konharmonik

semi-simetrik olmasi durumlar ile ilgili karakterizasyonlar sunulmaktadir.

3.1 S.v.K. Koneksiyonlu 3-Boyutlu f-Kenmotsu

Manifoldlar:

Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldu M olsun. (2.4.2),

(2.4.3) denklemleri (2.6.4) de kullanlarak
V¥ = VY + F(g(X, Y)E = 5(Y)X), (3.11)

elde edilir. V Levi-Civita koneksiyona gore ve V S.v.K. koneksiyona gore egrilik

tensorleri, sirastyla, R ve R olmak iizere (3.1.1) denkleminden

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z
+ {9V, 2)X — g(X, 2)Y'} (3.1.2)
+ {9V, Z)n(X)§ — g(X, Z)n(Y)¢
+0(Y)n(Z2)X —n(X)n(2)Y},

dir. Son egitligin her iki tarafina W ile i¢ ¢carpim uygulanirsa

g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)
+ fQ{g(Y7 Z)g(X’ W) - g(X7 Z)Q(Y’ W)}
+ f{9(Y, Z)n(X)n(W) — g(X, Z)n(Y )n(W) (3.1.3)

+g(X,Wn(Y)n(Z) — g(¥, Wn(X)n(Z)},
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elde edilir. {e;}, {7 = 1, 2,3}, bu manifoldun her bir noktasindaki tanjant uzayimin

bir ortonormal bazi olmak tizere (3.1.3) denkleminde X = W = ¢; alirsak
S(Y,2) = S(Y, Z)+ 2f* + )Y, Z) + fn(Y)n(Z), (3.1.4)

denklemi elde edilir. Burada S ve S, sirasiyla, V ve V koneksiyonlarmm Ricci

tensorleridir. (3.1.4) nin sonucu olarak, Q Ricci operatoril
QY = QY + (2f*+ )Y + fn(Y)E, (3.1.5)
elde edilir. Ayrica (3.1.4) denkleminde Y = Z = e; alinirsa 7 skaler egriligi
F=r+6f+4f, (3.1.6)

olarak elde edilir [10].

3.2 3-Boyutlu f-Kenmotsu Manifoldlarinda Bazi1 Egrilik
Sartlari
Teorem 3.2.1. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu regiler f-Kenmotsu manifoldu

M olsun. M S.v.K. koneksiyonuna gore semi-simetrik ise asagidaki durumlar

saglanar:

i) 0 # f = « sabit ise M bir pseudo-simetrik a-Kenmotsu manifoldudur.

i1) f sabit degilse M bir Einstein manifoldudur.

Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu regiiler f-Kenmotsu manifoldu M olsun.

M semi-simetrik ise

(R(X,Y)- R)(Z, U)W =0

ve dolayisiyla (2.1.4) denklemi yardimiyla

R(X,Y)R(Z,U)W — R(R(X,Y)Z, U)W

— R(Z,RX,YYU)W — R(Z,U)R(X,Y)W =0, (3.2.1)
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yazilir. (3.2.1) de (3.1.2) kullanilarak

R(X,Y)R(Z, U)W — R(R(X,Y)Z, U)W

— R(Z,R(X,YYU)W — R(Z,U)R(X,Y)W =0, (3.2.2)

dir. Buradan

(R(X,Y)-R)(Z,U)W =0, (3.2.3)

elde edilir. (3.2.3) de (3.1.2) kullanilarak

R(X,Y)R(Z, U)W — R(R(X,Y)Z, U)W
— R(Z,R(X,Y)U)W — R(Z,U)R(X,Y)W
G(R(Z,UW.Y)X — g(R(Z U)W, X)Y |
—g(Y, Z)R(X, U)W + g(X, Z)R(Y. U)W

e (3.2.4)
—g(Y,U)R(Z, X)W + g(X,U)R(Z,Y )W

—g(Y,W)R(Z,U)X + g(X,W)R(Z,U)Y |

[ G(RZ,U)W,V)(X)E — g(R(Z, U)W, X)p(V)E |
Fn(R(Z,UYW)n(Y)X —n(R(Z, U)W )n(X)Y
g, Zn(R(X, UYW)E + g(X, Z)n(R(Y, U)W )&
L RO o) RO U)W
gV, UYn(R(Z, X)W)E + g(X, Uy(R(Z, Y)W
(Y (U)R(Z X)W + n(X)n(U)R(Z,Y )W
gV, W)n(R(Z,U)X)€ + g(X, Wn(R(Z, U)Y )¢
| W) R(Z, U)X 4 n(X)n(W)R(Z,0)Y
=0

elde edilir. 0 # f = « bir sabit olsun. Bu durumda f' = 0 olacagindan (3.2.4)
den dolay1 R - R = —a?Q(g, R) dir. Dolayisiyla M manifoldu bir pseudosimetrik

a-Kenmotsu manifoldudur. f sabit degil ise bu durumda (3.2.4) denkleminde
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X = ¢ alimarak ¢ ile i¢ carpim uygulanirsa

n(R(EY)R(Z, U)W)

—n(R(Z, R(&Y)U)W) —n(R(Z,

9(R(Z, U)W, Y)

+ f?

;

—g(R
—g(Y, Z)n(R(&, V)W)
—g(Y, U)n(R(Z, )W)

[ —9(Y,W)n(R(Z,U)§)

—n(R(R(&,Y)Z,U)W)

U)R(E,Y)W)

(Z, U)W, En(Y)
+9(& 2)n(R(Y, U)W)
+9(& Un(R(Z,Y)W)
+9(&W)n(R(Z,U)Y)

g(R(Z,U)WY) — g(R(Z, U)W, {)n(Y)

+n(R(Z, U)W)n(Y) = n(R(Z, U)W )n(Y)
—g(Y, Z)n(R(& U)W) + g(&, Z)n(R(Y,U)W)
Ly (Y )n(Z)n(R(& V)W) + n(Z)n(R(Y, U)W)
—g(Y, Un(R(Z, W) + g(&, Un(R(Z,Y)W)
—n(Y)nU)n(R(Z, )W) + n(U)n(R(Z, Y )W)
—g(Y, W)n(R(Z,U)§) + g(§, W)n(R(Z,U)Y)
—n(Y)n(W)n(R(Z,U)§) +n(W)n(R(Z,U)Y)

=0,

/
\

(3.2.5)

elde edilir. {e;}, {i = 1,2,3}, M manifoldunun her bir noktasindaki tanjant

uzayinin bir ortonormal bazi olmak tizere son denklemde Y = Z = e; alinirsa

(f*+ S W) = 29(R(E, W)U, &) + 2(f* + f)n(U)n(W)}
denklemi elde edilir. %+ f' # 0 oldugundan (3.2.6) denkleminden

S(U,W) = 29(R(&, W)U, &) +2(f* + f)n(U)n(W) = 0,

dir. (3.2.7) de (2.4.7) kullanilirsa

S(UW) = =2(f* + f)g(UW),

sonucu elde edilir.
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Teorem 3.2.2. Bir Ricci semi-simetrik S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu regiiler
f-Kenmotsu manifoldu M olsun. M Levi-Civita konekisyonuna gore Ricci

semi-simetrik ise S.v. K. koneksiyonuna gore bir n-Einstein manifoldudur.

Ispat. BirS.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu regiiler f-Kenmotsu manifoldu M olsun.

M Ricci semi-simetrik ise

R(X,Y)-S =0,

dir. Dolayisiyla (2.1.4) denklemi yardimiyla

S(R(X,Y)Z, W)+ S(Z,R(X,Y)W) =0, (3.2.8)
dir. (3.1.3), (3.1.4) denklemleri (3.2.8) de kullanilarak

S(R(X,Y)Z, W)+ S(Z,R(X,Y)W)

+ £ {nREX V) Z)n(W) + F (RO Y)W n(2) |

L) SCEWIY.Z) =S, 2)
+5(X, Z)g(Y, W) = S(Y, Z)g(X, W)

Y, 2)n(X)n(W) — g(X, Z)n(Y )n(W
P 9(Y, Z)n(X)n(W) = g(X, Z)n(Y)n(W) (3.2.9)
+g(Y, W)n(X)n(Z) — g(X, W)n(Y)n(Z)

Ly SX,Win(Y)n(Z) = S, Wn(X)n(Z)
+S5(X, Z)n(Y)n(W) = S(Y, Z)n(X)n(W)
elde edilir. M, Levi-Civita konekisyonuna gore Ricci semi-simetrik olsun. Bu

durumda

R(X,Y)-§=0,

dir. Dolayisiyla

S(R(X,Y)Z,W) + S(Z, R(X,Y)W) =0,
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dir. Son esitlik (3.2.9) denkleminde kullanilirsa

F (RO V)20 + £ (ROX, Y IW)n(2))
{ S(X, W)g(Y, Z) — S(Y, W)g(X, 2) }
vy

+S(X, 2)g(Y, W) = S(Y, Z)g(X, W)

Y, Z)n(X)n(W) — g(X, Z)n(Y )n(W
Wm{ oY, ZWa(X)(W) — g(X, Z)n(¥ (W) }

+g(Y, W)n(X)n(Z) — g(X, W)n(Y)n(Z)

Ly SX,Wn(Y)n(Z) = SV, W)n(X)n(Z)
+S(X, 2)n(Y)n(W) = S(Y, Z)n(X)n(W)
=0,
dir. Burada W = £ alinarak

fn(R(X,Y)Z)

Lp S(X,8)g(Y, Z) = S(Y,&)g(X, Z)
+S(X, Z)n(Y) — S(Y, Z)n(X)

— [P+ Y, Zm(X) — g(X, Z)n(Y)}

Ly S(X, (Y )In(Z) — SV, En(X)n(Z)
+S(X, Z)n(Y) = S(Y, Z)n(X)

= ()’
dir. Dolayisiyla

202+ )Y, Z)n(X) — g(X, Z)n(Y)} (3.2.10)

= (P + fUSY. 2)n(X) = S(X, Z)n(Y)} =0,
elde edilir. (3.2.10) de X = ¢ alimarak

20+ f)Hg(Y, Z2) —n(Y)n(Z)}

— (P + IHUSY.Z) +2(f* + fm(Y)n(Z)} = 0,
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ve dolaysiyla
(f* + HASY, 2) +4(f* + (Y )n(Z) = 2(f* + f)g(Y. 2)} =0,  (3.2.11)

elde edilir. f2 + f' # 0 odugundan, (3.2.11) den
S(Y,Z) =2(f*+ f)g(Y, Z) = 4(f* + f)In(Y)n(Z), (3.2.12)

dir. Boylece M manifoldu Levi-Civita koneksiyonuna gore bir -Einstein manifoldu

olup (3.1.4) denkleminde (3.2.12) kullanilarak
S(Y.Z) = (4f* +31)9(Y, Z) — (41> + 3f)n(Y)n(Z),

denklemi elde edilir. Buradan M manifoldu S.v.K. koneksiyonuna gore de bir

n-Einstein manifoldudur. m

Teorem 3.2.3. Bir projektif semi-simetrik S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu

f-Kenmotsu manifold M olsun. Bu durumda asagidak: iddialar saglanar:

i) Eger f sabit (f # 0) ise M bir projektif pseudosimetrik «-Kenmotsu
manifoldudur. Ayni zamanda M Levi-Civita ve S.v.K. koneksiyonlarina gore
bir n-FEinstein manifoldudur.

it) Eger f sabit degilse M manifoldu non-regilerdir.

Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu f-Kenmotsu manifold M olsun. (2.1.1),

(3.1.2) ve (3.1.5) denklemleri kullanilarak M nin P ve P projektif egrilik tensor

alanlari
p(X, Y)Z =P(X,Y)Z — %f{g(Y, )X —g9(X,2)Y}
51 OM2)X —n(X)n(2)} (3:2.13)
+ {9V, Z)n(X)§ — g(X, Z)n(Y)S},
P(X,Y)Z = R(X,Y)Z — %{g(Y, 2)QX — g(X, Z2)QY'}, (3.2.14)
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olarak elde edilir. M S.v.K. koneksiyonuna gore projektif semi-simetrik ise

R(X,Y)- P =0 dir. Dolayisiyla (2.1.4) denkleminden

(R(X,Y) - P)(Z, U)W
= R(X,Y)P(Z,UW — P(R(X,Y)Z, U)W (3.2.15)

— P(Z,R(X,Y)XU)W — P(Z,U)R(X,Y)W =0,
dir. (3.2.15) de (3.2.13) kullanmlarak

R(X,Y)P(Z, U)W — P(R(X,Y)Z,U)W (3.2.16)

— P(Z,R(X,Y)U)W — P(Z,U)R(X,Y)W = 0,
elde edilir. (3.2.16) de (3.1.2) kullamlarak

R(X,Y)P(Z, U)W — P(R(X,Y)Z, U)W
— P(Z,R(X,Y)U)W — P(Z,U)R(X,Y)W

g(Y, P(Z, )W) X — g(X, P(Z, U)W)Y
—g(Y, Z)P(X, U)W + g(X, Z)P(Y, U)W

o —g(Y, U)P(Z, X)W + g(X,U)P(Z, Y)W
\ —g(Y,W)P(Z, U)X+g(X, W)P(Z, Uy )
[ G(P(Z, U)W, Y )(X)€ — g(P(Z, U)W, X)n(Y)E )
(P2, U)W In(Y)X —n(P(Z,0)W)n(X)Y
—g(Y, Z)n(P(X, UYW)E + g(X, Z)n(P(Y, U)W )¢
Lo RO (02 (YW o
gV, UYn(P(Z, X)W)E + g(X, U)(P(Z,Y )W)
(YUY P(Z, X)W + 5(X)n(U)P(Z,Y )W
gV, W)n(P(Z,U)X)€ + g(X, Wn(P(Z,U)Y )¢
| (VW) P(Z,0)X + (X)W P(Z,U)Y |
=0,
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elde edilir. (3.2.17) den dolayi, 0 # f = « sabit ise f' = 0 olacagindan
R-P = —a?Q(g,P) elde edilir. Dolayisiyla M bir projektif pseudosimetrik
a-Kenmotsu manifoldudur. f sabit degil ise (3.2.17) denkleminde (2.4.4) ve
(3.2.14) kullanilarak

R(X,Y)R(Z, U)W — R(R(X,Y)Z, U)W
— R(Z,R(X,Y)U)W — R(Z,U)R(X,Y)W

1] S(RX,YV)Z, W)U + S(Z, R(X,Y)W)U

2| “S(R(X,Y)U,W)Z — S(R(X,Y)W,U)Z
[ 4(Y, R(Z, UYW)X — g(X, R(Z,U)W)Y
) SO0 DROW 4 (X 2RO
—g(Y,U)R(Z, X)W + g(X,U)R(Z, Y)W
| —g(Y,W)R(Z,U)X + g(X, W)R(Z,U)Y |
SO W)g(X,0)Z — S(X.D)g(¥,W)Z
+ f; LSV, U)g(X,W)Z — S(Y, 2)g(X,W)Z ¢
—S(Y,W)g(X, Z)U + S(X, Z)g(Y, W)U |

elde edilir. Burada (2.4.5) kullanilarak

R(X,Y)R(Z, U)W — R(R(X,Y)Z, U)W

— R(Z,R(X,Y)U)W — R(Z,U)R(X,Y)W

N(RX,Y)U)n(W)Z = n(R(X,Y)Z)n(W)U
(R, Y)W)n(U)Z = n(R(X, Y)W)n(2)U
g(Y, R(Z,U)W)X — g(X, R(Z, U)W)Y
—9(Y, Z)R(X, U)W +g(X, Z)R(Y, U)W
—g(Y,U)R(Z, X)W + g(X,U)R(Z,Y)W

—g(Y,W)R(Z, U)X + g(X,W)R(Z,U)Y |
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n ATF{g(Y, U)g(X,W)Z = g(Y, Z)g(X, W)U}

9(X, ZIn(Y )n(W)U — g(X,U)n(Y)n(W)Z

2

B
+ Tf +g(Y, Wn(X)n(U)Z — g(Y, W)n(X)n(Z)U

—g(X, Wn(Y)n(U)Z + g(X, W)n(Y )n(Z2)U
elde edilir. Burada A = 7 + 2f2+2f ve B = 5+ 3f%2+ 3f dir. Son denklemde

X = ¢ alinarak elde edilen

R(EY)R(Z, U)W — R(R(E,Y)Z, U)W

—R(Z,R(&Y) U)W —R(Z,U)R(E, Y)W

B nREININZ — n(r(E V) Z W
2| +n(BEYVIW)(©)Z = n(R(E, YVIW)n(2)U}

[ GV, R(Z,U)W)e - n(R(Z,U)W)Y ]
_p —g9(Y, Z)R(E, U)W +n(Z)R(Y,U)
VR(Z,Y

)
—g(Y,W)R(Z,U)§ +n(W)R(Z,U)Y" |

W \ (3.2.18)
—g(Y,U)R(Z,& )W + n(U)R(Z,Y)W

\

n ATfQ{g(Y, Un(W)Z — g(Y, Z)n(W)U}

n(Z2)n(Y )Im(W)HU —n(U)n(Y)n(W)Z
B 2
LY W)z - sz

2
—n(Win(Y)n(U)Z +n(W)n(Y)n(Z)U

denklemine ¢ ile i¢ carpim uygulanirsa

n(R(EY)R(Z,U)W) —n(R(R(E,Y)Z,U)W)
—n(R(Z, R(&Y)U)W) = n(R(Z, U)R(E,Y)W)

_ gwmg, Y)U)p(W)n(Z) = n(R(E,Y ) Z)n(W)n(U)}
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g(Y, R(Z, U)W) = n(R(Z, U)W )n(Y)
—g(Y, Z)n(R(E, V)W) +1

) (Z)n(
_ f2
—g(Y, Un(R(Z, W) + n(U)n(R(Z,Y )W)
)

+ —fz{g(Y Un(Wn(Z) = g(Y, Z)n(W)n(U)}

elde edilir. {e;}, {i = 1,2, 3}, bu manifoldun her bir noktasindaki tanjant uzayinin

bir ortonormal bazi olmak tzere son denklemde Y = Z = ¢; alirsak

n(R(E, e))R(ei, UYW) — n(R(R(E, ei)ei, U)W)
— n(R(e;, R(E, €)U)W) — n(R(ei, U)R(E, ;)W)

= 2 Ia(RIE, U)W n(ed) — n(R(E e)en(W)n(U)} (3.2.19)

_f2

ve

—n(R(e;, R(&, e)UYW) —n(R(e;, U)R(E, e;)W)
= —BU(R(S, ei)e)n(W)n(U) — Af*n(W)n(U) (3.2.20)

_ P g(ei, R(es, UYW) — g(ei, e)n(R(§, U)W)
—g(es, Un(R(e;, W) +n(W)n(R(e;, U)e;)
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elde edilir.(3.2.20) denkleminde (C' = — f? alarak) (3.1.2) kullamhrsa

— CS(U,W) = C*g(U, W) + C*n(W)n(U)
+ C?g(U, W) + 2Cy(W)n(U) + 2Cn(W)n(U) (3.2.21)
= BCy(W)n(U) — Af*n(W)n(U)

— PAS(U.W) = 4Cg(U, W) + 2Cn(W)n(U)}

ve

S(U,W) = —f*g(UW) = f*n(W)n(U),

elde edilir. Boylece M, Levi-Civita koneksiyonuna gore bir n-Einstein manifoldudur.

Ayrica bu son denklem (3.1.4) de kullanilirsa

S(U,W) = fg(U,W) = fn(W)n(U),

elde edilir. Boylece M S.v.K. koneksiyonuna gore de bir n-Einstein manifoldudur.

(3.2.17) de X = £ alinarak

= R(¢,Y)P(Z, U)W — P(R(E,Y)Z, U)W
— P(Z,R(&,Y) U)W — P(Z,U)R(, Y)W
[ P UDW,Y)E— n(PZ, D)WY )E

(P2, UYW)n(Y ) — n(P(Z,U)W)Y
gV, Z)n(P(&, UYW)E + n(Z)n(P(Y, U)W )¢
(Y )n(Z) P&, U)W + (Z) P(Y, U)W
— gV, UYn(P(Z, W)E + n(U)n(P(Z,Y )W )e

(Y (V) P(Z, )W + n(U)P(Z, Y)W
— gV, W)n(P(Z, U)EE + n(W)n(P(Z,U)Y )¢
(Y (W) P(Z,U)E +n(W)P(Z,U)Y

+ f' 4

)P
(Z,

\
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4

+f2

ve

9(Y, P(Z,)W)§ — n(P(Z,U)W)Y
—g(Y, Z)P(& U)W +n(Z)P(Y, U)W
—g(Y,U)P(Z, )W +n(U)P(Z, Y)W
| —g(Y,W)P(Z,U)¢ +n(W)P(Z,U)Y |

3

)

0=R(¢,Y)P(Z, U)W — P(R(£,Y)Z, U)W

— P(Z,RE,Y)YU)W — P(Z,U)R(E, Y)W

+ (24 1)

g(Y, P(Z, U)W)E — g(&, P(Z, U)W)Y
—g(Y, Z)P(§, U)W +g(&, Z2)P(Y, U)W
—g(YV,U)P(Z, )W +g(§, U)P(Z, Y)W

| (Y W)P(Z,U)§ +g(§,W)P(Z,U)Y |

denklemi elde edilir. Son denklemde Z = W = ¢ alinirsa

(f* + UGS+ gV U)E = (f* + fim(Y )n(U)E} = 0,

dir. Dolayisiyla

(f*+ [)?g(¢Y.0U) =0,

elde edilir. g(¢Y, ¢U) # 0 oldugundan f? + f' = 0 dir.

]

Teorem 3.2.4. Bir konharmonik semi-simetrik S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu

f-Kenmotsu manifold M olsun. Bu durumda asagidaki iddialar saglanar:

i) f sabit (f # 0) ise M bir konharmonik pseudosimetrik «-Kenmotsu

manifoldudur. Ayni zamanda M Levi-Civita ve S.v.K. koneksiyonlarina gore bir

n-FEinstein manifoldudur.

i1) Eger f sabit degilse M non-regiler manifoldu Levi-Civita koneksiyonuna

gore Ricci-flat manifolddur.
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Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu f-Kenmotsu manifold M olsun. (2.1.3)

den M nin K konharmonik egrilik tensor alan

K(X,Y)Z = R(X,Y)Z (3.2.22)

—{S(Y,2)X - S(X,2)Y +g(Y,2)QX — g(X,Z2)QY},

ile verilir. (3.2.22) denkleminde (3.1.2), (3.1.4) ve (3.1.5) denklemleri kullanilarak

K(X,Y)Z = K(X,Y)Z (3.2.23)

- B +2f){9(Y,2)X — g(X,2)Y},

elde edilir. R(X,Y) - K = 0 ise M S.v.K. koneksiyonuna gére bir konharmonik

semi-simetrik manifolddur. Bu durumda

(R(X,Y)- K)(Z, U)W =0, (3.2.24)

ve dolayisiyla

R(X,Y)K(Z,UW — K(R(X,Y)Z, U)W

— K(Z,R(X,Y)U)W — K(Z,U)R(X,Y)W =0, (3.2.25)
dir. (3.2.25) de (3.2.23) kullanilarak

RX,Y)K(Z,UW — K(R(X,Y)Z, U)W

— K(Z,R(X,Y)U\W — K(Z,U)R(X,Y)W =0, (3.2.26)

dir. (3.2.26) de (3.1.3) kullanilarak

0=R(X,Y)K(Z,UW — K(R(X,Y)Z, U)W

— K(Z,R(X,Y)UW — K(Z,U)R(X,Y)W
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4 3

gV, K(Z,UW)X — g(X,K(Z,U)W)Y

—g(Y, Z)K (X, U)W + g(X, Z)K (Y, U)W
e (3.2.27)
—g(Y,U)K(Z, X)W + g(X,U)K(Z,Y )W

—g(YW)K(Z, U)X +g(X,W)K(Z,U)Y

J
\

g(K(Z, U)W, Y )n(X)¢ — g(K(Z, U)W, X)n(Y)§
(K (Z, U)W)n(Y)X —n(
—g(Y, Z)n(K(X, U)W)E + g(X, Z)n(K(Y,U)
—n(Y)n(Z)K(X, U)W +n(X)n(Z)K(Y, U)W
(K(Z,Y)
VK (

K(Z,U)W)n(X)Y

+ [
_g(Y> U)U(K(ZvX) )€+9<X7 U)77 K

—n(Y (U)K (Z, X)W + n(X)n(U)K (Z,Y)W

(
—g(Y, Wn(K(Z,U)X)¢§ + g(X, W)n(K(Z,U)Y)¢
L (V)W) K(Z, U)X +n(X)n(W)K(Z,U)Y
denklemi elde edilir. Dolayisiyla 0 # f = « sabit ise f' = 0 olacagindan
R - K = —a?’Q(g,K) olup M konharmonik pseudosimetrik a-Kenmotsu

manifoldudur. Son denklemde (2.1.1) kullamlarak

0= R(X,Y)R(Z, U)W — R(R(X,Y)Z, U)W

— R(Z,R(X,Y)U)W — R(Z,U)R(X,Y)W

+S(R(X,Y)U,W)Z + S(U,R(X,Y)W)Z

— S(R(X,Y)Z,W)U — S(, R(X,Y)ZW)U (3.2.28)
29(U,W)R(X,Y)Z — 29(Z, W)R(X,Y)U

—A¢ —g(R(X,Y)Z, W)U + g(Z, R(X,YYW)U

| +9(RX,Y)U,W)Z = g(R(X,Y)W,U)Z

[ U WINZ)R(X.Y)E — g(Z.Wn(U)R(X. V)

+ B (U W)n(R(X,Y)Z)E — 29(R(X,Y)Z, W)n(U)§

| F29(R(X, Y)U,W)n(Z)§ — g(Z, W)n(R(X,Y)U)§
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ve

R(X,Y)R(Z,U)W — R(R(X,Y)Z, U)W

— R(Z, R(X,Y)U)W — R(Z,U)R(X,Y)W

—2A{g(U,W)R(X,Y)Z — g(Z,W)R(X,Y)U

— g(R(X,Y)Z, W)U + g(R(X,Y)U,W)Z}

+ B{g(U,W)n(Z)R(X,Y)§ — g(Z,W)n(U)R(X,Y)¢ (3.2.29)
+g(U,W)n(R(X,Y)Z)§ — g(Z,W)n(R(X,Y)U)§
+29(R(X,Y)UW)n(Z)€ — 29(R(X,Y)Z, W)n(U)&}
+n(W)n(R(X,Y)Z2)U +n(Z)n(R(X,Y)W)U

—n(W)n(R(X,Y)U)Z = n(U)n(R(X,Y)W)Z = 0,

elde edilir. Son denklemde X = ¢ alnrsa (C' = — f?)

[ U W @mE - g W)Y )
—g(Z,Wn(U)n(Y)E + g(Z, W)n(U)Y
+9(U,W)g(Y, Z)§ — g(U, W)n(Y')
Be —9(Z,W)g(Y,U)¢ + g(Z, )
=Y, UnW)Z +n(Y )n(U)n(W
—g(Y,W)n(U)Z +n(Y)
( ) (
( ) (

+9(Y, Z)n(W)U — n(W)n(Y)n(Z

+g(Y, W)n(Z)U —n(Z)n(Y )n(W

g(UW)g(Y, 2)€ — g(UW)n(Z)Y )
_g<Za W)g<Yv U)€ + g<Z’ W)U(U)Y

—2AC (3.2.30)
—g(Y, Z)n(W)U + g(Y,W)n(2)U

| X UnW)Z —g(Y,W)n(U)Z |
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( 3

9(Y, R(Z, U)W )& —n(R(Z, U)W)Y

)

Lo —g(Y, Z)R(&, U)W + n(Z)R(Y,U)W
—g(Y, U)R(Z,OW +n(U)R(Z, Y)W

—g(Y,W)R(Z,U)§ +n(W)R(Z,U)Y

\

=0,
olup elde edilen (3.2.30) denklemine ¢ ile i¢ ¢arpim uygulandiginda

CHg(Y, R(Z,UYW) = n(R(Z,U)W)n(Y) = g(Y, Z)n(R(E, U)W)
+n(Z)n(RY, V)W) = g(Y,Un(R(Z, )W) + n(U)n(R(Z,Y )W)

=gV, W)n(R(Z,U)¢) +n(W)n(R(Z,U)Y)}

—24{g(U,W)g(Y, Z) = g(UW)n(Z)n(Y) — g(Z,W)g(Y,U) (3.2.31)
+9(Z,WinU)n(Y) = g(Y, Z)yn(W)n(U) + (Y, U)n(W)n(Z)}

+ B{g(U W)g(Y, Z) — g(U W)n(Y)n(Z)

—9(ZW)g(Y,U) +g(Z, W)n(Y )n(U) — g(Y, U)n(W)n(Z)

+9(Y. Z)n(W)n(U)} = 0,
elde edilir. C' # 0 oldugu icin (3.2.31) denkleminden

g(Y, R(Z,U)W) = n(R(Z, U)W)n(Y) = g(Y, Z)n(R(&, U)W)
+n(Z)n(RY, V)W) = g(Y, Un(R(Z, )W) + n(U)n(R(Z,Y )W)
—g(Y,W)n(R(Z,U)¢) +n(W)n(R(Z,U)Y)

—2A{g(U W)g(Y, Z) — g(U W)n(Z)n(Y) — (2, W)g(Y,U) (3.2.32)
+9(ZW)n(U)n(Y) = g(Y, Z)n(W)n(U) + g(Y, U)n(W)n(Z)}

+ B{g(U,W)g(Y, Z) = g(U,W)n(Y)n(Z)

—9(Z,W)g(Y,U) + g(Z,W)n(Y)n(U) — g(Y,U)n(W)n(Z)

+g(Y, Z)n(W)n(U)}] = 0,
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elde edilir. {e;}, {i = 1,2,3}, M manifoldunun her bir noktasimndaki tanjant
uzaymnin bir ortonormal bazi olmak tizere (3.2.32) denkleminde Y = Z = ¢,

alinirsa

S(UW) = (5 +3f2)9(UW) = (5 + 5L m(0)n(W),

bulunur. Béylece M Levi-Civita koneksiyonuna gore bir n-Einstein manifoldudur.

Ayrica bu son denklem (3.1.4) de kullanilirsa

SWUW) = (5 + 59U W) = (5 + 5L mU)n(W),

bulunur. Boylece M S.v.K. koneksiyonuna gore bir n-Einstein manifoldudur. f

sabit degil ise (3.2.27) denkleminde X = £ alinarak

R(&,Y)K(Z, U)W — K(R(,Y)Z, U)W — K(Z,R(£,Y) U)W
— K(Z,U)R(E Y)W + fHg(Y, K(Z, U)W)E — g(§, K(Z, U)W)Y
—g(Y,Z)K (&, U)W + g(& Z)K (Y, U)W — g(Y,U)K(Z,§)W
+9(&U)K(Z, Y)W = g(Y,W)K(Z,U)¢ + g(&§ W)K(Z,U)Y'}
+ [{9(K(Z, U)W, Y)E = g(K(Z, U)W, En(Y)¢
+n(K(Z,U)W)n(Y)§ —n(K(Z,U)W)Y

—g(Y, Z)n(K (&, U)YW)E + g(&, Z)n(K (Y, U)W)E
—n(Y)n(Z)K (& U)W +n(Z2)K (Y, U)W

—g(Y, Un(K(Z,W)E + g(& Un(K(Z,Y)W)E
—n(Y)n(U)K(Z, W +n(U)K(Z, Y)W

+9(X, W)n(K(Z,U)Y)¢

—n(Y)n(W)K(Z,U)§ +n(W)K(Z,U)Y} =0,
elde edilir. Son denklemde Z = W = ¢ alinarak

FLZ+ eV U)E = 3(f* + fIn(Y)n(U)§ = S(UY)E} = 0,
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elde edilir. f sabit olmadigindan f' # 0 dir. Buradan

S(U.Y) = (f*+ )9, Y) = 3n(U)n(Y)},

elde edilir. Dolaywsiyla f% + f' = 0 ise S(U,Y) = 0 oldugu gosterilir.
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4. S.V.K. KONEKSIYONLU 3-BOYUTLU

Q.S.MANIFOLDLARI

Bu béliimde, S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldlar: incelenmistir. 11k
olarak bu tip manifoldlarin tzerinde S.v.K. koneksiyonu denklemi
verilip ona bagl egrilik tensorii, Ricci tensorii, Ricci operatorii ve skaler egriligi
tamimlanmigtir.  Daha  sonra bu tip manifoldlarin  projektif  flat,
konharmonik flat, lokal ¢-simetrik olma durumlar ile ilgili ve Ricci tensoriiniin
n-paralel olmasi durumu ile ilgili karakterizasyonlar sunulmustur. Daha sonra
S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu .S. manifoldlar1 tizerinde D,-homotetik
deformasyon incelenmigtir. Bunun sonucunda bu tip manifoldlarin semi-simetrik,
projektif flat, konsirkiiler flat, lokal ¢-simetrik olma durumlari ve Ricci tensoriiniin
n-paralel olmas1 durumu ile ilgili karakterizasyonlar verilmigtir. Bolim sonunda

ise S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldlarina iki 6rnek verilmistir.

4.1 S.v.K. Koneksiyonlu 3-Boyutlu Q.S. Manifoldlari

Bir 3-boyutlu ¢.S. manifold M olsun. M {izerinde S.v.K. koneksiyonu,
(2.6.4) kullanilarak

VxY = VY + Bn(Y)oX + Bg(X, oY )&, (4.1.1)

dir. (2.3.7) denklemi yardimiyla v x& = 0 dir. V Levi-Civita koneksiyonuna ve v
S.v.K. koneksiyonuna gore egrilik tensorleri R ve R

R(X)Y)=[Vx,Vy] = Vixy, R(X,Y) = [Vx, Vy] - Vixy),

denklemleri ile ifade edilir. Riemann egrilik tensériintin tanimi ve (2.6.4) denklemi
yardimiyla
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ - VixyiZ, (4.1.2)
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dir. (4.1.2) denkleminde (4.1.1) denklemi kullanilarak

R(X,Y)Z = Vx(VyZ + Bn(Z)eY + Byg(Y, $Z)E)
— Vy(VxZ + Bn(Z)pX + Bg(X, 2)E) (4.1.3)

— (Vixy1Z + Bn(2)¢[X, Y] + Bg([X, Y], 0Z)8,

elde edilir. (4.1.3) denkleminde (2.3.8) ve (2.3.16) denklemleri kullanilarak

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + X[B{g(Y,9Z2){ + n(Z)pY }
—Y[BH9(X,02) +n(Z)pX }
+ 8 9(X, Z)n(Y)¢ — g(Y, Z)n(X)E +n(X)n(2)Y (4.1.4)

—n(Y)n(2)X + 9(X,¢2)¢Y — g(V,0Z)p X},

elde edilir. Simdi (4.1.4) denkleminin her iki tarafina W vektor alani ile i¢ carpim

uygulayalim. Bu durumda

g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)
+ X[Bg(Y, 0 Z)n(W) + g(¢Y, W)n(Z)}
—Y[Bl{g(X, 0Z)n(W) + g(¢X, W)n(Z)} (4.1.5)
+ B 9(X, Z2)n(Y)n(W) — g(Y, Z)n(X)n(W)
+ 9V, W)n(X)n(Z) — g(X, W)n(Y)n(Z)
+9(X,02)g(0oY, W) = g(Y,0Z)g(¢ X, W)},

dir. {e;}, {i = 1,2,3} , bu manifoldun her bir noktasimndaki tanjant uzaymn bir

ortonormal bazi olmak iizere (4.1.5) denkleminde X = W = ¢; alirsak
S(Y,Z) = 8(Y, Z) + (¢Y)[BIn(Z) — 28°n(Y )n(Z), (4.1.6)

elde edilir. Burada S ve S sirastyla VveV koneksiyonlarina gore Ricci tensorleridir.

(4.1.6) nm bir sonucu olarak, @ Ricci operatérii

QY = QY + (¢Y)[Bl¢ — 28%(Y)¢,
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dir. Ayrica (4.1.6) denkleminde Y = Z = e; alinirsa
T=r—23 (4.1.7)

dir. Burada r ve r sirasiyla V ve V koneksiyonlarina gore skalar egrilikleridir.

(4.1.4) ve (4.1.5) denklemlerinden

R(X,Y)Z + R(Y,X)Z =0,

g(R(X,Y)Z, W) + g(R(X,Y)W, Z) = 0 (4.1.8)
R(X,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z, XY
= X[B{29(Y, ¢Z)¢ + n(Z)pY —n(Y)dZ}
+Y[8{29(Z, 9 X )€ +n(X)pZ — n(Z)p X} (4.1.9)
+ Z[B{29(X, ¢Y )€ + n(Y)pX — n(X)oY },
dir.

Lemma 4.1.1. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifold M olsun. Eger

B sabit ise 1. Bianchi 6zdesligi saglanir. Yani
R(X,Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0,
dir.

Teorem 4.1.1. Bir projektif flat S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifold M
olsun. Eger 8 sabit degil ise M S.v.K. koneksiyonuna gére skalar flattur (7 = 0).

Ayrica asaqrdaki durumlar denktir:

i) B sabit fonksiyondur,
ii) M S.v.K. koneksiyonuna gore bir Ricci flat manifolddur,

iii) M S.v.K. koneksiyonuna gére bir flat manifolddur.
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ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu ¢.S. manifold M olsun. (2.1.1) denkleminden

M nin P projektif egrilik tensor alani
~ ~ 1 ~ ~
P(X,Y)Z =R(X,Y)Z — Q{S(Y, )X - S(X,2)Y}, (4.1.10)

denklemi ile verilir. M bir projektif flat manifold (yani P = 0) ise

1 ~ ~
R(X,Y)Z = HAS(Y, 2)X = 5(X, 2)}, (4.1.11)
oldugu agiktir. (4.1.3) ve (4.1.6) denklemleri (4.1.11) denkleminde kullanilirsa

R(X,Y)Z + X[B{g(Y,02)§ +n(Z)dY}

— Y[Bl{g(X,9Z) +n(Z)p X}

+ B2 {9(X, Z)n(Y)§ = g(Y, Z)n(X)€ + n(X)n(2)Y
—n(Y)n(2)X +9(X,92)¢Y — g(Y,Z)p X}

= SIS 2)X + (V) Bla(Z)X — 25n(¥ )n(2) X

= S(X, 2)Y + (6X)[BIn(2)Y - 28n(X)n(2)Y },
elde edilir. Bu denkleme W ile i¢ carpim uygulanirsa

g(RX,YV)Z W) + X[B{g(Y, 6Z)n(W) + g(¢Y, W)n(Z)}
—Y[B{g(X,Z)n(W) + g(¢X, W)n(Z)}

+BH9(X, Z)n(Y)n(W) — g(Y, Z)n(X)n(W) + (Y. W)n(X)n(Z)  (4.1.12)
= g(X,Wn(Y)n(Z) + g(X, 0Z)g(¢Y, W) — g(Y,pZ)g(¢X, W)}

= %{S(Y, Z)g(X, W) + g(X, W) (9Y)[B]n(Z) — 28°g(X, W)n(Y)n(Z)

— S(X, Z)g(Y, W) — g(Y, W) (¢ X)[BIn(Z) + 262g(Y, W)n(X)n(Z)},
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dir. (4.1.12) de W = £ alimirsa

— 9(R(X.Y)Z.€) + X[3lg(Y.02) — Y[3lg(X.62)

+ B 9(X, Z2)n(Y) — g(Y, Z)n(X)}

= LIS, Zn(X) + (6V) S Z)n(X) (4113
~ S(X () — XA Z)n(Y)}.

dir. (4.1.13) de (2.3.9) kullanilarak

0= S, Z)n(X) + (¢Y)[BIn(Z)n(X) (4.1.14)

= S(X, Z)n(Y) — (¢X)[BIn(Z)n(Y),

elde edilir. Bu son denklemde X = £ alimir ve (2.3.15) denklemi kullanilirsa

S(Y,Z) = 28°n(Y)n(Z) — (oY) [BIn(Z) = (62)[BIn(Y), (4.1.15)

elde edilir. (4.1.6) de (4.1.15) kullamlarak

S, 2) = =(2)[BIn(Y), (4.1.16)

elde edilir. 3 sabit ise (4.1.16) den S = 0 bulunur. S = 0 ise (4.1.11) den R =0
elde edilir. Tersine R = 0 ise S = 0 ve (4.1.10) den P = 0 dir. Ayrica /3 sabit

degil ise (4.1.16) denkleminde Y = Z = ¢; alinirsa

dir. O

Teorem 4.1.2. Bir konharmonik flat S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S.
manifoldu M olsun. Eger (8 sabit degil ise M manifoldu S.v.K. koneksiyonuna

gore skalar flattur (7= 0). Ayrica asagidaki durumlar denktir:

i) B sabit bir fonksiyondur,
ii1) M S.v.K. koneksiyonuna gore bir Ricci flat manifolddur,

iii) M S.v.K. koneksiyonuna gére bir flat manifolddur.
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Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu ¢.S. manifold M olsun. (2.1.3)

denkleminden M nin K konharmonik egrilik tensor alani

K(X,Y)Z =R(X,Y)Z — - B
+9(Y, 2)QX — 9(X, 2)QY

S, 2)X - 5(X,2)Y } , (4.1.17)

denklemi ile verilir. M bir konharmonikal flat manifold (yani K= 0) ise
R(X,Y)Z =8(Y,Z2)X —S5(X,2)Y +g(Y, Z2)QX — g(X, 2)QY,  (4.1.18)

oldugu agiktir. (4.1.18) de (4.1.4) kullanilirsa

I(R(X.Y)Z,W) + X[BH{g(Y,6Z)n(W) + n(Z)g(¢Y, W)}
—Y[Bl{g(X,0Z)n(W) +n(Z)g(6X, W)}

+ B2{g(X, Z)n(Y)n(W) — g(Y. Z)n(X)n(W) + n(X)n(Z)g(Y, W)
—n(Y)n(Z)g(X, W) + g(X, ¢Z)g(¢Y, W) — g(Y,9Z)g(¢X, W)}

= S(Y, 2)g(X, W) + g(X, W)(¢Y)[B]n(Z) — 28°9(X, W)n(Y)n(Z) ~ (4.1.19)
+S(X, W)g(Y, Z) + g(Y, 2)(6X) [BIn(W) — 28°g(Y, Z)n(X)n(W)

— S(Y,W)g(X, Z) = g(X, Z)(¢Y)[Bln(W) + 28%9(X, Z)n(Y )n(W)

= S(X, 2)g(Y, W) — g(Y, W)(¢X)[B]n(Z) + 28°9(Y. W)n(X)n(Z),
dir. (4.1.19) de W = £ alinirsa

—9(R(X,Y)E, 2) + X[Blg(Y, 92) = Y[Blg(X, ¢Z)

+84g(X, Z)n(Y) — g(Y, Z)n(X)}

= S(Y, Z)n(X) + (0Y)[Bln(Z2)n(X) + S(X, §)g(Y, Z) (4.1.20)
+9(Y, Z)(6X)[8] - 28%9(Y, Z)n(X) - S(Y,€)g(X, Z)

— 9(X, Z)(¢Y)[B] + 28°9(X, Z)n(Y) — S(X, Z)n(Y)

— (@X)[BIn(Z)n(Y),
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elde edilir. (4.1.20) de X = ¢ alindiginda

—9(R(§,Y)E, Z) + B*{n(Z)n(Y) — g(Y, Z)}
=S(Y,Z) +g(Y,Z)S(¢,€) — 26°9(Y, Z) (4.1.21)

= S(Y,&)n(2) +268°n(Z)n(Y) = S(& Z)n(Y),

elde edilir. (4.1.21) de (2.3.9) ve (2.3.15) kullanilirsa

0=S(Y,Z) - 28°n(Y)n(Z) + dB(¢Y )n(Z) + dB(¢Z)n(Y),

ve buradan

S(Y,Z) = 28*n(Y)n(Z) — (oY) [BIn(Z) — (62)[BIn(Y'), (4.1.22)

elde edilir. (4.1.6) de (4.1.22) denklemi kullanilirsa

S, Z) = =(62)[BIn(Y), (4.1.23)

dir. 3 sabit ise (4.1.23) den S = 0 ve (4.1.18) den R = 0 dir. Tersine R = 0 ise S =
0 ve (4.1.23) den g sabit elde edilir. Ayrica [ sabit degil ise (4.1.23) denkleminde

Y =7 = e; alinirsa

dir. ]

Teorem 4.1.3. Bir lokal ¢-simetrik S.v. K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldu
M olsun. Eger B sabit degilse M manifoldu S.v.K. koneksiyonuna gore skalar

flattar (7 = 0). Ayrica asaqrdaki durumlar denktir:

i) B # 0 sabit bir fonksiyondur,
it) M S.v.K. koneksiyonuna géore bir flat manifolddur,

iii) M S.v.K. koneksiyonuna gére bir Ricci-flat manifolddur.
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Ispat. Bir lokal ¢-simetrik S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldu M
olsun. Bu durumda (2.3.18) denkleminden dolay1 £ ye ortogonal her W, X Y, Z
vektor alani igin

»*(VwR)(X,Y)Z =0, (4.1.24)
dir. (4.1.24) denkleminden

.| VwR(X.Y)Z - R(VwX,Y)Z
—RY(X,VwY)Z — R(X,Y)VwZ
olup (2.2.1) denklemi kullanilarak
0= —-VwR(X,Y)Z+n(VwR(X,Y)Z)¢

+ R(VwX,Y)Z —n(R(VwX,Y)Z)¢

+ R(VwX,Y)Z — n(R(VwX,Y)Z)¢

+ R(VwX,Y)Z —n(R(VwX,Y)Z)¢

= BX[BH{9(Y,0Z)oW — g(¢Y, W)oZ} (4.1.25)

— Y [B]{9(X, 9Z)oW — g(¢o X, W)oZ}

— BW([B{9(X, 9Z)dY — g(Y,0Z)pX}

— B(¢X) [Blg(Y, Z)oW + B (¢Y) [Blg(X, Z)oW

e 9(VwY, 02)0X + g(Y, oV Z2)p X
—9(VwX,02)¢Y — g(6Vw Z, X)pY

+(3-2%) :

elde edilir. (4.1.25) denkleminde Z = ¢ alinarak
denklemi ve g # 0 icin

g(X, W)Y — g(Y, W)X =0, (4.1.26)
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elde edilir. (4.1.4) denkleminde (4.1.26) kullanilarak

R(X,Y)Z = —(¢X) [B]g(Y, Z2)€ + (oY) [B] 9(X, Z)¢, (4.1.27)

dir. Bu denkleme W ile i¢ ¢arpim uygulanirsa

9(R(X,Y)Z, W) = =(¢X) [B] (Y, Z)n(W) + (6Y) [5] (X, Z)n(W),

elde edilir. {e;}, {7 = 1, 2,3}, bu manifoldun her bir noktasindaki tanjant uzayimin

bir ortonormal bazi olmak tizere son denklemde X = W = ¢; alimirsa

S, 2) = =(0Y)[BIn(Z), (4.1.28)

elde edilir. (4.1.28) denkleminden dolay1 3 sabit ise S(YV,Z) = 0 olup M Ricci
flattir. Tersine M Ricci flat ise (¢Y)[Bn(Z) = 0 olup [ sabittir. (4.1.27)
denkleminden dolay1 3 sabit ise JSL(X ,Y)Z = 0 olup M flattir. Tersine M flat
ise (¢X)[B] = (¢Y)[B] = 0 olup B sabittir. Dolayisiyla (i), (i), (¢4i) durumlar:

denktir. Ayrica ( sabit degil ise (4.1.28) denkleminde Y = Z = ¢; alinirsa
r=20, (4.1.29)
dir. O]

Teorem 4.1.4. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldu M olsun. Bu
durumda M manifoldunun S Ricci tensérimiin n-parallel olmasi i¢in gerek ve

yeter sart v skalar egriliginin sabit olmasidar.

Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldu M ve M manifoldunun

S Ricci tensorii n-parallel olsun. Bu durumda (2.3.17) denkleminden dolay1
(Vx5)(0Y, 6Z) =0,
dir. Dolayisiyla

VxS(8Y,¢Z) — S(VxoY, pZ) — S(¢Y, Vx¢Z) = 0,
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dir. (4.1.7) denklemi yardimiyla
VxS(0Y,0Z) — S(VxoY,¢Z) — S(¢Y,VxZ)
= JXFlo(v.62)
+ 5 {9(Vx6Y,62) + (6, Vx62))

+ L {9Y.0Vx67) + g0V x0Y. 2)} = 0
dir. Bu son denklemden
(Vx5)(67,07) = 3X [ g(6Y.62) =0, (4.1.30)
elde edilir. g(6Y, $7) # 0 oldugundan
X [f] =0, (4.1.31)

dir. Dolayisiyla 7 sabittir. Tersine M manifoldunun 7 skalar egriligi sabit olsun.
(4.1.30) denkleminden
(VxS)(@Y.6Z) = 0,

oldugu gosterilir. O]

4.2 3-Boyutlu Q.S. Manifoldlarinda D,-Homotetik
Deformasyon
Bu boliimde, M bir 3-boyutlu q.S. manifoldu olmak iizere, D,-homotetik

deformasyonun M manifoldunun egrilik tensortini nasil etkiledigine bakilacak

ve daha sonra bu manifoldun S.v.K. koneksiyonlu olmasi durumu incelenecektir.

Lemma 4.2.1. Bir D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu ¢.S. manifoldu M

olsun. M de her X,Y icin V* ve V koneksiyonlar, arasindaki iliski
VALY = V¥ — (a— DBI(X)8Y +n(Y)ex), (42.1)
dir.
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ispat. M, D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldu i¢in Kozsul

formiiliinii kullanirsak, her X, Y, Z vektor alan igin,

2ga(v§(}/7 Z) = Xga(ya Z) + Yga<X7 Z) - Zga(X7 Y)

- ga(X7 [Ya Z]) - ga(Ya [X7 Z]) + ga(Zv [Xv Y])?
olup (2.6.6) denklemi yardimiyla

2{ag(V&Y, Z) + a(a = )n(V5Y)n(Z)}

= X{ag(Y, Z) + ala = 1)n(Y)n(Z)}

+ Y{ag(X, Z) + ala — )n(X)n(Z)}

— Z{ag(X,Y) + a(a — Dn(X)n(¥)} (4.2.2)
—a{g(X,[Y, Z]) + (a = Dn(X)n([Y, Z])}

—a{g(Y, [X, Z]) + (a — Dn(Y)n([X, Z])}

+a{g(Z, [X,Y]) + (a = Dn(X)n([X, Y])},
ve dolayisiyla

2Aag(VXY, Z) + ala — (V&Y )n(Z)}

=a{g(VxY,Z) +9(Y,Vx2Z)}

+a(a = D{X (Y )n(2)) + Y (n(X)n(2))

— Z(n(X)n(Y)) = n(X)n(Vy Z) + n(X)n(VzY) (4.2.3)
—n(Y)n(VxZ) +n(Y)n(VzX)

+0(Z)n(VxY) —=n(Z)n(VyX)},
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dir. Boylece

2{ag(VXY, Z) + ala — 1)n(V5Y)n(Z)}

= 2a9(VxY, Z) + 2a(a — 1)n(VxY)n(Z)

+ala — D{g(Y,VxEOn(Z) + 9(Z, VxEOn(Y) (4.2.4)
+9(X, Vy&)n(Z) + 9(Z, Vy&§)n(X)

—9(X, VzEn(Y) = g(Y, VzE)n(X)}
elde edilir. (4.2.4) denkleminde (2.3.7) kullamlarak

2{ag(V&Y, Z) +ala — 1)n(V5Y)n(Z)}

= 2a9(VxY, Z) + 2a(a — 1)n(VxY)n(Z)

—a(a —1)8{g(Y, 0X)n(Z) + g(Z, ¢ X)n(Y') (4.2.5)
+9(0Y, X)n(Z) + 9(Z, ¢Y )n(X)

—9(X,0Zn(Y) — g(Y, 0Z)n(X)},

ve dolayisiyla

9(V&Y, Z) + (a — Dn(V&Y)n(Z)
=g(VxY,Z) + (a = 1)n(VxY)n(Z)

— (a=1)B8{g(Z,¢X)n(Y) + 9(Z,¢Y )n(X)},
elde edilir. Buradan
VXY = VxY — (a — 1)B{n(X)¢Y +n(Y)oX},
dir. 0

Onerme 4.2.1. M bir D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu q.S. manifold olsun.
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M de her X,Y i¢cin R* egrilik tensori

RY(X,Y)Z = R(X,Y)Z
—(a = DX[B{n(Y)oZ +n(Z)¢Y'}
+(a = DY [B{n(X)oZ +n(Z)¢X}
= (a =18 {n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z)X}
+(a = 1)BHg(Y, Z)n(X)§ — g(X, Z)n(Y)¢ (4.2.6)
—2(X)n(2)Y +2n(Y)n(Z2)X —29(X, ¢Y)dZ

—9(X,02)¢Y +g(Y,¢Z)p X},

dir.

ispat. Bir D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu q.S. manifold M olsun. M nin

Riemann egrilik tensori
RYX,Y)Z =V&VyZ —VyV&Z = Vixy 2,
ile verilir. Bu denklem (4.2.1) denklemi kullamlarak acilirsa

RY(X,Y)Z = R(X,Y)Z
— (a = 1)BM(X)oVyZ —n(X)VyoZ —n(Y)oVxZ
+0(Y)Vx¢Z = n(Z)¢VxY +n(Z)VxoY
+0(2)¢Vy X —n(Z2)Vy¢X (4.2.7)
+af{29(X,9Y)0Z + g(X,0Z)pY — g(Y, 0Z)p X}
+ (a = )B{n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z2)X}]
= (a = D{X(B)((Y)oZ + n(Z)¢Y)
— (Y(B)(X)$Z +n(Z)X)}.
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elde edilir. Daha sonra (2.3.8) yardimiyla
RYX,Y)Z =R(X,Y)Z
— (@ =DX[BH{n(Y)oZ +n(2)oY }
+ (e = DY [B[{n(X)9Z + n(Z)pX} (4.2.8)
— (a = 1)*B{n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z)X}
+(a—1)B{g(Y, Z)n(X)§ — (X, Z)n(Y)¢
= 2n(X)n(2)Y +2n(Y)n(2)X = 29(X, ¢Y)oZ
—9(X,02)9Y + g(Y, ¢Z)p X},
oldugu gosterilir. O]
Ayrica bu 6nerme yardimiyla
RYX,Y)Z + R(Y,X)Z =0,
RYX,Y)Z +RY(Y,Z)X + R (Z,X)Y =0,
oldugu gortliir.
Lemma 4.2.2. Bir D,-homotetik deformasyonlu S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu
q.S. manifold M olsun. M de her X,Y i¢cin Ve ve V koneksiyonlar, arasindaki
iliski
VY = VxY — (a = Dfn(X)oY + n(Y)eX + Bg(X,0Y)E,  (429)
dar.
Ispat. Bir D,-homotetik deformasyonlu S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S.

manifoldu M olsun. (2.6.4) ve (4.2.1) denklemleri kullamlarak

V&Y = VxY — Bn*(Y)¢"X + Bg*(X, ¢V )¢
= VxY — (a—1)B{n(X)Y +n(Y)¢X} — Ban(Y)pX

+ Balg(X, 6Y) + (a = Dn(X)n(oY)]-¢,
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elde edilir. Dolayisiyla
VAY = VxY — (a = 1)Bn(X)eY + pn(Y)oX + Bg(X, ¢Y)E,
dir. O

Onerme 4.2.2. Bir D,-homotetik deformasyonlu S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu

q.S. manifoldu M olsun. M de her X,Y i¢in R® egrilik tensori

RY(X,Y)Z = R(X,Y)Z
+ X[BH{g(Y, 02)€ +1(Z)¢Y — (a — 1)n(Y)oZ}
— Y[f{9(X,02)€ +1(2)¢X — (a = 1)n(X)9Z} (4.2.10)
+ 829X, Z)n(Y)E — 9(Y, Z)n(X)E + g(X, Z)dY
—9(Y,02)pX + n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z2)X}

—2(a—1)B%g(X,9Y)¢Z,
dir.

Ispat. Bir D,-homotetik deformasyonlu S.v.K. koneksiyonlu 3-boyutlu q.S.

manifoldu M olsun. (2.6.6), (4.1.4) ve (4.2.6) denklemleri kullanilarak

RY(X,Y)Z = RY(X,Y)Z + X[B{g"(Y, 0" Z)¢" + n"(£)0"Y }
—Y[B{g"(X, 0" 2)¢" +n*(2)¢" X}
+ B9 (X, Z)n" (V)€ — g* (Y, Z)n" (X)g"
+0*"(X)n*(2)Y —n*(Y)n"(£)X

+ 94X, 0°2)0"Y — g*(Y, 9" Z)¢" X},

56



elde edilir. Dolayisiyla

RY(X,Y)Z = R(X,Y)Z
+ X[BH{g(Y,02) +n(Z2)¢Y — (a — )n(Y)oZ}
= Y[B{9(X,02)§ +1(Z)pX — (a — 1)n(X)oZ}
+ 89X, Z)n(Y)E — 9(Y, Z)n(X)E + g(X, Z)dY
—9(Y,02)pX +n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z)X}

dir. [

(4.2.10) denklemine W ile i¢ ¢arpim uygulanirsa

g(RY(X,Y)Z, W)
= X[BH{g(Y,0Z)n(W) +n(Z)g(¢Y, W) — (a — 1)n(Y)g(¢Z, W)}

= Y[BH{g(X,0Z)n(W) +n(Z2)g(¢X, W) — (a — 1)n(X)g(¢Z, W)}

+9(R(X,Y)Z,W) (4.2.11)

+ B g(X, Z)n(Y)n(W) — g(Y, Z)n(X)n(W) + g(X, 0Z)g(¢Y, W)
—9(Y,0Z)g(¢X, W +n(X)n(Z2)g(Y, W) —n(Y)n(Z2)g(X, W)}

—2(a — 1)Fg(X, ¢Y)g(0Z, W),

elde edilir. {e;}, {7 = 1, 2,3}, bu manifoldun her bir noktasindaki tanjant uzayimin

bir ortonormal bazi olmak tizere, (4.2.11) denkleminde Y = Z = ¢; alinirsa

SUX, W) = S(X, W) + (X)) [Bln(W) (4.2.12)

+ (a = 1) (6W)[BIn(X) — 28" (X )n(W),

elde edilir. Burada S ve S, sirasiyla Ve ve V koneksiyonlarina gore Ricci
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tensorleridir. (4.2.12) de (2.3.13) kullanilirsa

SU(X.W) = (5 = B)g(X, W) + (36 = n(X)n(W)
~ (@X)[Bln(W) — (6W)[Bln(X)
+@X)[BI(W) + (a = 1)(6W) [BIn(X)

—238°n(X)n(W),

ve dolayisiyla

SUX, W) = (g = B {g(X, W) = n(X)n(W)} (4.2.13)
+ (a = 2)(6W)[BIn(X),

elde edilir.
Ayrica (4.2.13) denkleminde X = W = ¢; almarak, V* ve V koneksiyonlarma

gore r* ve r skalar egrilikleri arasindaki iligki
=17 — 23 (4.2.14)
dir.

Teorem 4.2.1. Bir semi-simetrik S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik
deformasyonlu 3-boyutlu q.S. manifold M olsun. Eger B sabit degil ise M nin
skalar egriligi T = r — (4da — 2)3* denklemi ile verilir. Eger 3 sabit ise M S.v.K.

koneksiyonuna gore bir n— Finstein manifoldudur.

Ispat. Bir semi-simetrik S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu

3-boyutlu q.S. manifold M olsun. Bu durumda

(RY(X,Y)R*) (Z, W)U =0,

RY(X,Y)R*(Z, W)U — R (éa(X, Y)Z, W) U
R (Z, Re(X, Y)W) U~ R*(Z,W) R*X,Y)U

=0,
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dir. Bu denklemde (4.2.10) denklemi kullanmilir ve Z = £ alinirsa

aW [BIR(X,Y)pU
+aW[FIX[B{—g(Y,U)§ + (2 = a)n(Y)n(U)¢ + (a — 1)n(Y)U}
— aW[B)Y[B{—g(X,U)¢ + (2 — a)n(X)n(U)€ + (a — Dn(X)U}

g(X,0U)n(Y)E — g(Y, oU)n(X)E — g(X,U)pY
+aW (BB (X )nU)eY + g(Y, U)X — (Y )n(U)pX

+2(a = 1)g(X, oY )(U = n(U)§)

— a(R(X,Y)W)[8leU
— aX[B{(eY)[Bln(W)U — (a — 1)(eW)[Bln(Y)oU}
+ aY [BI{(6X)[BIn(W)oU = (a — 1)(6W)[Bln(X)eU} (4.2.15)

(6Y)[B)g(X, 6W)oU — (6X)[Blg(Y, 6W)6U
—af’ 4 Y [Bn(X)n(W)eU — X[Bln(Y (W)U

~2(a = 1)(6W)[Blg(X, Y )gU

— aW[B6(R(X,Y)U)
— aW[BIX[Bl(a - 2){n(Y)U = n(Y)n(U)¢}
+aW[BY [B](a — 2){n(X)U = n(X)n(U)&}

—g(X, 9U)Y — g(Y, U)(X — n(X)€)
—aW[B]B* ¢ —g(X,U)eY + g(X,oU)n(Y)E + n(X)n(U)dY
—n(Y)n(U)¢X +2(a — 1)g(X, Y )(U —n(U)§)

— 0, (4.2.16)

elde edilir. Bu denkleme ¢ ile i¢ carpim uygulanirsa

n(R(X,Y)U) — X[Blg(¢Y, oU) + Y[Blg(0X, oU)

BHg(X,oU)n(Y) — g(Y,9U)n(X)} =0,
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ve dolayisiyla
4% g(X, oU)n(Y) — g(Y, oU)n(X)} — X[Blg(¢Y, ¢U)
+Y[Blg(¢X, oU) — ¢ X[Blg(Y, ¢U) + ¢Y [Blg(X, oU) = 0,

elde edilir. Boylece
9(X, oUn(Y) = g(Y, ¢U)n(X) =0, (4.2.17)
dir. (4.2.10) denkleminde (4.2.17) denklemi kullanilarak
RYX,Y)U = R(X,Y)U —2(a — 1)B%g(X, $Y)pU,
elde edilir. Bu denkleme W ile i¢ carpim uygulanirsa
g(R(X,Y)U, W) = g(R(X,Y)U,W) = 2(a = 1)5°g(X, 6Y )g(¢U, W)
olup X = W = ¢; alindiginda
5U(Y,U) = S(Y,U) = 2(a — 1)Fg(6Y, 6U),

elde edilir. Bu denklemde (2.3.13) denklemi kullanilarak

(Y, 0) = (5 + (1= 20)8)9(Y, 1) + (20 + 1)8* = Hn(¥)n(V),

bulunur. Dolayisiyla M manifoldu S.v.K. koneksiyonuna gore bir n—Einstein
manifoldudur. 8 sabit degilse (4.2.15) denkleminde W = ¢ alinarak
2a*{Y [B]n(X)oU — X[B]n(Y)¢U} = 0,
elde edilir. 8 # 0 ve a # 0 oldugundan
YBIn(X) - X[BIn(Y) = 0, (12.18)
elde edilir. (4.2.10) denkleminde (4.2.18) denklemi kullanilirsa
RY(X,Y)Z
= R(X,Y)Z + B{g(X, Z)n(Y)€ — g(Y. Z)n(X)§
+9(X,02)¢Y — (Y, 0Z)pX +n(X)n(Z2)Y

—n(Y)n(Z)X} —2(a —1)5g(X, ¢Y)oZ,
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elde edilir. Bu son denkleme W ile i¢ ¢arpim uygulanirsa

g(RY(X,Y)Z, W)

= g(R(X,Y)Z, W) + B*{g(X., Z)n(Y )n(W)
—g(Y, Z)n(X)n(W) + g(X, 0Z)g(6Y, W)
—g(Y,0Z)g(0X, W) + n(X)n(Z)g(Y, W)

—n(Y)n(Z2)g(X, W)} = 2(a — 1)8°g(X, Y )g(6Z, W),
elde edilir. X = W = ¢; alindiginda
SUY, Z) = S(Y, Z) = 28°{(a — 1)g(¢Y,62) — n(Y)n(Z)},
dir. Son denklemde Y = Z = ¢; alinarak
7 =r—(4a—2)3,

dir.

[]

Teorem 4.2.2. Bir lokal ¢-simetrik S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik

deformasyonlu 3-boyutlu q.S. manifoldu M olsun. Eger [ sabit degil ise M nin

skalar egriligi 7 = r — (4a — 2) 8% denklemi ile verilir. Eger 8 # 0 sabit ise, M

manifoldu S.v.K. koneksiyonuna gore bir n— Einstein manifoldudur.

Ispat. Bir lokal ¢-simetrik S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu

3-boyutlu ¢.S. manifoldu M olsun. Bu durumda (2.3.18) denkleminden & ye

ortogonal her W, X, Y, Z vektor alanm icin
(¢*(Viy R)(X,Y)Z) =0,
sart1 saglanir. (4.2.19) denkleminden

5 Ve RY(X,Y)Z — R* (V% X,Y)Z .
—RY(X,V%Y)Z — R*(X,Y)V% Z
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dir. Bu denklem, (2.2.1) kullanilarak

0=—V§RY(X,Y)Z + (Vi RYX,Y)Z)¢
+ RYVY X, Y)Z —n(RY (V4 X, Y)Z)¢
+ RYVY X, Y)Z — (R (V& X,Y)Z)¢
+ RY (V& X, Y)Z — (R (Vi X, Y)Z)¢

Y, pZ)¢W — (a — 1) g(Y, oW)pZ
_ X818 9(Y,0Z)oW — (a — 1) (Y, oW )¢
+ag(Y, oW)Z + g(Z, oW )oY

X, 0Z)oW — (a — 1) g(X, oW )0 Z
YW{A DZ)W — (a— 1) g(X, 6W)s } .
+ag(X, W) Z + g(Z, oW )p X
— W[ {g(X,02)¢Y — g(Y,0Z)$X —2(a —1) g(X,9Y)pZ}
— (¢X) [Blg(Y, Z)¢W + (¢Y) [Blg(X, Z)pW
9(VwX,02)0Y — g(VwY,0Z)¢X
+ 5 +9(VwZ,0Y)6X — g(VwZ,6X)oY
—2(a=1)[g(VwY,¢0X)9Z — g(Vw X, 0Y)dZ]
Z)X — Z
N (g B 252> g(VwY, Z)X - g(Vw X, Z2)Y |
halini alir. (4.2.20) denkleminde Z = £ alinirsa
0 =ap{X[plg(Y,oW)¢ = Y[3]g(X, oW )} (4.2.21)
+BHg(X, W)gY — g(Y, W)X},
elde edilir. Bu denkleme ¢ ile i¢ carpim uygulandiginda
X[Blg(Y, W) = Y[Blg(X, W) = 0, (4.2.22)
dir. (4.2.21) denkleminde (4.2.22) kullanilarak, g # 0 igin
G(X, W)Y — (Y, W)pX = 0, (4.2.23)
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denklemi elde edilir. (4.2.10) denkleminde, elde edilen (4.2.22) ve (4.2.23)

denklemleri kullanilirsa
RYX,Y)Z = R(X,Y)Z —2(a—1) B2g(X, oY)oZ,
bulunur. Son denkleme W ile i¢ carpim uygulanirsa
g(RY(X,Y)Z, W) = g(R(X,Y)Z,W)
—2(a—1) Fg(X, ¢Y)g(¢Z, W),

elde edilir. {¢;}, {i = 1,2, 3}, bu manifoldun her bir noktasindaki tanjant uzayinin

bir ortonormal bazi olmak tizere son denklemde, X = W = e; alinirsa
§9(Y,2) = 5(Y, 2) = 2(a 1) Bg(0Y, $2)
= (5 (a1 8*) {g(v.2) — n(¥)n(2)} (4.2.24)
— (62)[B(Y) = () [Bn(2).

elde edilir. § sabit alinirsa bu denklem

(v, 2) = (5 - Qa=1) 8) {g(¥. 2) = (" m(2)},

halini alir. Dolayisiyla M bir n—Einstein manifoldudur. Ayrica S sabit degilse

(4.2.24) denkleminde Y = Z = ¢; alinirsa
™ =1 — (4a — 2) 3%, (4.2.25)
dir. [

Teorem 4.2.3. Bir S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutiu
q.S. manifoldu M olsun. Bu durumda M manifoldunun S Ricci tensoriniin

n-parallel olmast icin gerek ve yeter sart ™ skalar egriliginin sabit olmasidar.

Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu  D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu
q.S. manifoldu M olsun. M manifoldunun S% Ricei tensorii n-parallel olsun. Bu

durumda (2.3.17) denkleminden dolay1
(V4S5*)(9Y,$2) = 0,

63



dir. Dolayisiyla

V& S(0Y, 02) — S*(VioY, 6Z) — 5(oY, V§Z)
= X |5 - 8] g(ov,02)
+ (5= 82) {9(VxoY. 62) + (6, Vxo2)}

+ (5 = 8) {9(Y,0Vx02) + g(6Vx6Y, 2)}
dir. Son denklemden
(V3S)(9Y.02) = X |5 — 3] g(ov,02) =0, (4.2.26)

dir. g(¢Y, ¢Z) # 0 oldugundan

T _ 2] =
x[3-#]=0
elde edilir. (4.2.14) dan

i 1

elde edilir. Dolayisiyla 7 sabittir. Tersine M manifoldunun r® skalar egriligi sabit

olsun. (4.2.26) denkleminden
(V45°)(9Y. ¢2) = 0,
oldugu gosterilir. O]

Teorem 4.2.4. Bir S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu
q.S. manifoldu M olsun. Eger M manifoldu S.v. K. koneksiyonuna gore konsirkiiler

flat ise S.v.K. koneksiyonuna gére skalar flattur (r® =0).

ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu q.S.

manifoldu M olsun. (2.1.2) denkleminden M nin 7 konsirkiiler egrilik tensori

7YX, Y)W = R*(X,Y)W — %{g“(Y, W)X — g%(X, W)Y}, (4.2.28)
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denklemi ile verilir. M bir konsirkiiler flat manifold (yani Z% = 0) ise (4.2.28)

denkleminden

R(X, Y)W = %{ga(y, W)X — g"(X, W)Y}, (4.2.29)

dir. (4.2.14) ve (2.6.6) denklemleri (4.2.29) denkleminde kullanilirsa

RY(X, Y)W = %{ag(Y, W)X —a(a— 1)n(Y)n(W)X (4.2.30)

—ag(X, W)Y +a(a — 1)n(X)n(W)Y},
elde edilir. (4.2.30) de (4.2.10) kullamlarak

R(X, Y)W + X[B{g(Y, oW)E +n(W)oY — (a — 1)n(Y)oW}
— Y[B{g(X, oW)E + n(W)eX — (a — 1)n(X)¢W}

+ B g(X, W)n(Y)€ — g(Y, W)n(X)g + g(X, oW)gY

—g(Y, oW)oX + n(X)n(W)Y —n(Y)n(W)X}

+2(a —1)B%g(X, ¢Y ) oW

= " {ag(V, W)X — afa — (¥ (W)X — ag(X, W)Y

+a(a = n(X)n(W)Y},
elde edilir. Bu denkleme ¢ ile i¢ carpim uygulandiginda

g(R(X, Y)W, &) + X[Blg(Y, oW) — Y[Blg(X, oWV)
+BH{g(X, W)n(Y) — (Y. W)n(X)} (4.2.31)

:%@MWWM—WWWMWL

denklemi ve (4.2.31) denkleminde X = ¢ alinirsa

ar®
6

{g(Y, W) —=n(W)n(Y)} =0, (4.2.32)

elde edilir. Bu durumda a > 0 ve g(¢pX,9Y) = g(Y, W) —n(W)n(Y) # 0

oldugundan 7* = 0 dir. H
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Teorem 4.2.5. Bir projektif flat S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik
deformasyonlu 3-boyutlu q.S. manifold M olsun. Eger 5 sabit degilse M manifoldu
S.v.K. koneksiyonuna gore skalar flattur (7 = 0). Ayrica asagqidaki durumlar

denktir:

i) B sabit ya da a =2 dir,
it) M S.v.K. koneksiyonuna géore bir flat manifolddur,

iti) M S.v.K. koneksiyonuna gore bir Ricci-flat manifolddur.

Ispat. Bir S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu g.S.

manifoldu M olsun. (2.1.1) denkleminden M nin P® projektif egrilik tensorii
- - 1 ~ -
PU(XY)Z = RU(X.Y)Z = S{5"(Y, 2)X - §"(X. Z)Y }, (4.2.33)

denklemi ile verilir. M bir projektif flat manifold (yani P = 0) ise

il g h
R(X,Y)Z = {S(Y, 2)X - §*(X, 2)Y}, (4.2.34)
olacagr aciktir. (4.2.34) denkleminde (4.2.10) ve (4.2.12) denklemleri kullamlarak

R(X.Y)Z + X[B{g(Y.62)€ +n(Z)6Y ~ (a— ()62}
—Y[f{9(X,02)§ +n(2)¢X — (a — 1)n(X)¢Z}

+ B 9(X, Z2n(Y)§ = 9(Y, Z)n(X)E + 9(X, 62)0Y — g(Y. 9 Z)$ X
FuOZ)Y — (Y (Z)X} + 2a — 19X, V)62

= SISO 2)X + @V)FIZ)X + (a — )(@Z)Fn(V)X
25V I Z)X ~ S(X, 2)Y ~ (6X)[Fln(Z)Y

— (a = 1)(@Z)[BIn(X)Y +26°n(X)n(2)Y],

elde edilir. Bu denkleme W ile i¢ carpim uygulanirsa
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X[BHg(Y.0Z)n(W) +n(Z)g(¢Y. W) — (a = I)n(Y)g(¢Z, W)}
—Y[B{9(X, 6Z)n(W) + n(Z)g(¢X. W) — (a — L)n(X)g(¢Z, W)}
+ B 9(X, Z2)n(Y (W) = g(Y, Z)n(X)n(W) + g(X, 9Z)g(¢Y. W)
—9(Y,¢Z)g(¢oX, W) +n(X)n(Z)g(Y, W) = n(Y)n(Z)g(X, W)}
+2(a = 1D)Fg(X,0Y)g(0Z, W) + g(R(X,Y)Z,W)

= LIS(Y. Z)g(0X. W) — S(X. Z)g(Y. W) + (¥ )[Bln(Z)g(6X, W)
+(a = 1)(0Z)[BIn(Y)g(6X, W) — 268*n(Y)n(Z)g(¢X, W)

— (@X)[BIn(2)g(Y, W) = (a — 1)(¢Z)[BIn(X)g(Y, W)

+ 28 0(X)n(Z)9(Y, W),
bulunur. Son denklemde X = W = ¢ alindiginda
S(Y. Z) = 28°n(Y)n(Z) — (Z)[B]n(Y) — (6Y)[8]n(2), (4.2.35)

elde edilir ve (4.2.12) denkleminde (4.2.35) kullanlarak

S, Z2) = (a = 2)(¢2)[B]n(Y), (4.2.36)

denklemine ulagihr. 3 sabit ise (4.2.36) den S® = 0 bulunur. 5% = 0 ise (4.2.34)
den R® = 0 bulunur. Tersine R* = 0 ise (4.2.34) den 57 = 0 ve dolayisiyla
(4.2.36) den [ sabit oldugu gosterilir. Dolayisiyla (i), (i7), (¢i7) durumlar1 denktir.
[ sabit degil ise a = 2 i¢in (4), (i), (444) durumlarimin denk olacag benzer gekilde

gosterilir. Ayrica (4.2.36) denkleminde Y = Z = e; alinirsa

dir. O
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4.3 S.v.K Koneksiyonlu Manifoldlara Ornekler

Ornek 4.3.1. M = {(z,y,2) € R?: & # 0} 3-boyutlu bir manifold olsun. Burada
(z,9,2), R® de standart koordinatlardir. M iizerinde {ey,es,e3} lineer bagimsiz

global c¢atis
0 0 0 0 0

€1 =5-, € =5, €3=2—+z——

dy 0z Ox oy Y92

g Riemann metrigi
glei,e3) = gler, ea) = g(ea, e3) =0,
gler,e1) = glez, €2) = g(es, e3) = 1,
n 1-formu, her U € T M,
77(U) = g(U7 63>7
ve ¢ (1,1) tipli tensor alana
¢€1 = —€9, ¢€2 = €1, ¢€3 = Oa
olarak tamimlansin. Bu durumda ¢ ve g min lineerligi kullanilarak
77(63) = 17 ¢2U =-U+ 77(U)€37
ve VU W € x(M),

elde edilir. Boylece e3 = & igin, M dzerinde bir (¢,€,n,9) degme metrik

yaprst tanimlanwr. Dolayisiyla

[61’ 62] =0, [627 63] = €1, [61, 63] = —€y,

elde edilir. Bilindigi tzere g metrigi ve V Riemann koneksiyonu arasindak:

bagintuy veren Kozsul formiili

29(VxY,Z) = Xg(Y,Z) +Yg(Z,X) = Zg(X,Y)

- g(X, [Y7 Z]) - g(Y, [X7 Z]) +g(Z7 [Xv Y]),
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ile verilir [25]. e3 = & ‘i¢in, Kozsul formiili kullanilarak

Veeg = —e, Vegeg=e,  Vees =0,
Vege1 = ea, Ve e2 =0, Ve,e1 =0, (4.3.1)
Ve,e9 =0, Ve,e2 = —e1, Ve =0,
elde edilir. Dolayswyla (2.3.7) den, B = —1 olmak dzere bir 3-boyutlu q.S.
manifoldudur. (4.3.1) denklemi (4.1.1) denkleminde kullanilarak
Veaes =0, Vees=0,  Vees=0,
Vee1 =62, Veea=—e5, Veer =3 (4.3.2)
66262 =0, 66362 = —eq, 66161 =0,

elde edilir. Son olarak (4.1.2) denkleminde (4.3.2) denklemi kullanilarak egrilik

tensori bilesenleri

R(el, 62)61 == O,

E(@l, 63)61 = O,

R(€27 63)61 = 07

E(Gl, 62)62 = 0,

R(el, 63)62 = 0,

R(€27 63)62 = 07

é(@l, 62)63 = 0,

R(el, 63)63 = 0,

R(€2, 63)63 =0,

(4.3.3)

olarak elde edilir. Bu durumda (4.3.3) den dolayr M 3-boyutlu q.S. manifoldu,
S.v.K. koneksiyonuna gore flat manifolddur. Bir flat manifold ayni zamanda
Ricci flat manifold oldugundan M manifoldu Teorem 4.1.1 geregi projektif flat

ve Teorem 4.1.2 geregi konharmonik flat manifolddur.

Ornek 4.3.2. M = {(z,y,2) € R3: & # 0} 3-boyutlu bir manifold olsun. Burada
(z,y,2), R® de standart koordinatlardir. M tizerinde {ey,es,e3} lineer bagimsiz

global c¢atis

0 0 0 0 0
R r = —4— — 4.3.4
€1 2ay7 €2 an 8y+yaz7 €3 827 ( 3 )
g Riemann metrigi
glei,e3) = gler, ea) = glez, e3) = 0, (4.3.5)

9(61761) = 9(62, 62) = 9(63763) =1,
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n 1-formu, her U € T'M,

n(U) = g(U, e3), (4.3.6)
ve ¢ (1,1) tipli tensor alans
per = ey, Qeg = —ey, ez =0, (4.3.7)
olarak tamimlansin. Bu durumda ¢ ve g nin lineerligi kullanilarak
n(es) =1, ¢°U=-U+n(U)es,

veVUW e€TM,

9(oU, oW) = g(U, W) — n(U)n(W),

elde edilir. Boylece es = & igin, M dzerinde bir (¢,&,m,9) degme metrik

yaprst tanimlanir. Dolayisiyla
[617 62] = 2637 [617 63] = 07 [627 63] = 07 (438)

elde edilir. Bilindigi tzere g metrigi ve V Riemann koneksiyonu arasindak:

bagintiy veren Kozsul formiili

20(VxY,Z2)=Xg(Y,Z)+ Yg(X,Z) — Zg(X,Y)

ile verilir [25]. e3 = & igin, Kozsul formiili kullanidarak

Ve €3 =—e2, V€3 =e, Vese3 =0,
Vese1 = €3, Ve €2 = e3, Ve,e1 = —es, (4.3.9)
Ve,e2 =0, Vesea = —e1, Veer =0,
elde edilir. Dolaysiyla (2.5.7) den, B = 1 olmak tzere M bir 3-boyutlu q.S.
manifoldudur. (4.2.9) denkleminde (4.3.5), (4.3.6), (4.3.7) ve (4.3.9) denklemleri

kullanilarak, M S.v.K. koneksiyonlu D,-homotetik deformasyonlu 3-boyutlu q.S.
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manifoldu i¢in

Ve es =0, Vees=0, V%e3=0,
62361 = —ae,, 62162 =0, 6;}2@1 =0, (4.3.10)
62262 = O, 63362 = aeq, 63161 = O’

sonuglary elde edilir. (4.3.10) ve Riemann egrilik tenséri tanwmi kullamilarak

egrilik tensori bilesenleri

R%(eq,e2)er = 2aes, ﬁ“(el, ey)es = —2aes, }N?,a(el, eg)es =0,
ﬁa(eh ez)e; =0, Ea(eh e3)es = 0, Ea(el, es)es = 0,
éa(em ez)er = 0, E“(eg, ez)es = 0, Ea(em esz)es = 0,

(4.3.11)
olarak elde edilir. Béylece (4.3.11) den M bir flat manifolddur. Bir flat manifold

aymi zamanda Ricci flat manifold oldugundan Teorem 4.2.5 den M bir projektif
flat manifolddur.
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