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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Kategori alanindaki ¢alismalarin tarihgesi ¢ok eski olmamakla birlikte
matematik ve fizigin bir¢ok alaninda kullanim sahasi bulunmaktadir. Bu alanda kiime
kavramini yerini kategoriler, elemanlarin yerini objeler ve objeler arasindaki oklar
olarak da adlandirilan morfizmler, kiimeler arasindaki fonksiyonlarin yerini ise
funktorlar almaktadir. Morfizmler arasinda degismeli kismi bileske islemi mevcuttur.
Ozel olarak her monoid tek objeli bir kategori olarak ele alinabilir (Forrester-Barker,
2002). Burada monoidin islemi kategoride kismi bileske islemine donisir. Her
morfizmi izomorfizm olan kategoriye ise grupoid denir.

Bir kategori i¢cindeki bazi1 objeler arasinda bir kategori yapisi teskil edilebilir.
Boylece i¢ kategori kavrami ortaya g¢ikar (Forrester-Barker, 2002; McLane, 1971).
Ornegin gruplarm kategorisindeki i¢ kategoriler 2-gruplar (veya grup-grupoidler) olarak
adlandirilirlar (Baez, 2004). Whitehead tarafindan tamimlanan (Whitehead, 1946)
caprazlanmis modiil kavrami ise iki grup arasinda bir etkime ile bazi 6zel sartlar
saglayan bir grup homomorfizminden olusan cebirsel bir yapidir. 2-gruplarin kategorik
anlamda caprazlanmig modiillere dogal olarak denk oldugu Brown ve Spencer
tarafindan ispat edilmistir (Brown ve Spencer, 1976). Boylece karmasik yapilar olan 2-
gruplardaki bazi islemler, daha basit cebirsel yapilar olan g¢aprazlanmis modiillerin
kategorisinde ¢oOziilebilme imkani bulmustur. Gruplar iizerinde tanimli bu yapilar ve
aralarindaki dogal denklik, Patchkoria tarafindan monoidlere genellenmistir
(Patchkoria, 1998). Monoidlerin kategorisinde Schreier sart1 olarak adlandirilan 6zel bir
sart1 saglayan i¢ kategoriler, monoidler iizerindeki c¢aprazlanmis yarimmodiillere
kategorik anlamda dogal olarak denktir.

2-kategoriler, kategoriler {izerindeki ¢aprazlanmig modiller ve kath (gift)
kategoriler gibi yapilar, 2-boyutlu kategoriler olarak diisiiniilebilir. I¢inde {i¢ tane
kategori yapist barindiran 2-kategoriler, objeler, objeler arasinda morfizmler ve bu
morfizmler arasinda 2-morfizmler olarak adlandirilan 6zel morfizmlerden olusur. Bu
yapida 2-morfizmler arasinda hem yatay hem de diisey bileske islemi birlesmeli olacak
sekilde mevcut olup, 2-morfizmlerin yatay ve diisey tersleri mevcut olan 2-kategori bir

2-grupoid olarak adlandirilir. 2-grupoidlerin grupoidler iizerindeki ¢aprazlanmis
1



modiillere dogal denkligi icen tarafindan ispat edilmistir (igen, 2000). Bu denklik,
Temel tarafindan kategorilere genellenmis, 2-morfizmleri Schreier sarti olarak
adlandirilan 6zel bir sarti saglayan 2-kategoriler Schreier 2-kategorileri olarak
adlandirilmistir (Temel, 2018). Bu sekilde adlandirilma sebebi ise tek objeli bir Schreier
2-kategorinin, monoidlerin kategorisinde bir Schreier i¢ kategori olmasidir. Bu tez
caligmasinda (Temel, 2018) referansinda gosterilen Schreier 2-kategorilerin kategorisi
ile kategoriler iizerindeki caprazlanmis yarimodiillerin kategorisi arasindaki dogal

denklik incelenmistir.

1.2. Temel Tanim ve Teoremler

1.2.1. Cebirsel ifadeler

Tamm 1.2.1.1. G bir grup ve X bostan farkli bir cimle olsun.

piGxXX—X
(g x)—plg,x)=gex

doniisiimii i¢in

i. HerxeXveg,g, €EGiginge(g,ex)=(g991) *x

ii. Her x € X ve birimelemanolane € G icine e x = x

sartlar1 saglaniyorsa G grubu X ciimlesi iizerine (soldan) etkir ve bu p doniisiimiine
de soldan etkime denir. Bu etkime ile X bir G —ciimle olarak adlandirilir (Brown,
2006). Etkime sartlar1 degismeli diyagramlar cinsinden asagidaki gibi ele alinabilir
(Forrester-Barker, 2002).

CxGx X2Lax X Ix XX axx
mxly \' | \ .\'p
Gx X ——=X "X



Ornek 1.2.1.1. Herhangi bir G grubunun X ciimlesi iizerinde g € G ve x € X olmak

lizere g » x = x bi¢cimindeki etkimesi asikar etkimedir (Eie ve Chang, 2010).

Tamm 1.2.1.2. G ve H iki grup olmak iizere

p:GXH—H
(g h) —p(g,h)=geh

doniistimii

i. Herg,gi€Gveh€eHiginge(g,°h)=(gg:)h

ii. Herg € Gve h,hy € Higin g ¢ (hh,;) = (g*h)(ge h,)

iii. Her h € H ve e; € G birim elemant i¢in e; e h = h

iV. geey =ey
sartlarin1 sagliyorsa G grubu H grubu iizerinde soldan etkir ve bu doniisiime de soldan
etkime denir. Bununla birlikte H bir G-grup olarak adlandirilir. ilk ii¢ sart ile dérdiincii

sart kolayca elde edilebileceginden bazi kaynaklarda yer almaz (Brown vd., 2011).

Ornek 1.2.1.2. Her grup kendi iizerinde eslenik etkime olan

GXG—G
(9.91)) — g*91=99:9"

etkimesi ile etkir (Eie ve Chang, 2010). Gergekten g, g4, g, € G igin
i ge(91°92) =9°(91929:7")
= 9(91929:"g7!
=(991)9:(9:"'9™")
=(99192(99 )"
= (991) * 92
i. (ge9)g°92)=0991909:9™") = 9919:97" = g * (9:92)
oy

olup etkime sartlari saglanir ki boylece G bir G-grup olmus olur.

ili. e € G birim eleman olmak iizere e g = ege



Ornek 1.2.1.3. G grubunun herhangi bir N normal alt grubu i¢in

GXN—N
(gn)+—gen=gng™"

doniisiimii bir etkime olup N bir G-grup olur. Boylece her grubun normal alt grubu

tizerine eslenik etkimesi ile etkidigi sonucuna varilabilir (Eie ve Chang, 2010).
Ornek 1.2.1.4. G bir grup, H de G nin bir alt grubu olsun.

HXG —>G
(h,g) — heg=hgh?

etkimesi ile G nin bir H-grup oldugu asikardir. Boylece her alt grubun kendi grubu

uzerinde etkir.

Tamm 1.2.1.3. G ve H iki grup olmak iizere G X H — H , (g, h) — g * h bir etkime

olsun.

(GxH)Xx(GxH)— GxH
(Cg, 1), (g1,h1)) — (9 g1, h(g * hy))

islemi ile olusan gruba G ile H gruplarinin yaridirekt ¢carpim grubu denir ve G < H
ile gosterilir. Bu grubun birim elemani e = (eg, ey) ve herhangi bir (g,h) € G x H
i¢in ters eleman ise (g, h) ™1 = (971, g~ « h™1) dir (Forrester-Barker, 2002).

Buraya kadar gruplar tizerinde tanimlanan etkime ve yaridirekt ¢arpim tanimlar1 benzer

sekilde monoidler i¢cin de asagidaki gibi yapilabilir.
Tamm 1.2.1.4. G ve H iki monoid olmak tizere

p:GXH—H
(g,h) — p(g,h)=geh

4



doniistimii

i. Herg,gi€GveheHiginge(g,eh)=1(g9g9:)h

ii. Herg e Gve h,hy € Higin g e (hhy) =(geh)(gehy)

iii. Her h € H ve e; € G birim elemani igin e; e h = h

iV. geey = ey

sartlarin1 sagliyorsa G monoidi H monoidi iizerinde soldan etkir ve bu doniisiime de

soldan etkime denir. Bununla birlikte H bir G-monoid olarak adlandirilir.

Tamm 1.2.1.5. G ve H iki monoid olmak tizere G X H — H , (g,h) — g * h bir

etkime olsun.

(GxH)x(GxH) — GxH
((g; h): (91: hl)) L (991, h(g ® hl))

islemi ile olusan monoidine G ile H monoidlerininin yandirekt ¢arpim monoidi denir
ve G X H ile gosterilir.
Simdi yaridirekt ¢arpimin bir monoid oldugunu gésterelim;

i. Kapalilik 6zelligi tanimdan asikardir.

ii. [(g9,M)(g1,h1)](g2, h2) = (g, W) [(g1, h1) (g2, h2)] oldugunu gdstermeliyiz.

[(g, W) (g1, h)1(g2, h2) = [g g1, h(g * h1)1(g2, h2)
= ((991)92 k(g * h)[(gg:) * b))
= (9(9192), h(g * hy)[g * (g1 * h2D
= (9(9192): h[g ° (hl(gl i hz))])
= (9,912, h1(g1 * h;)]
= (9, WI(g1, h1) (g2, hy)]

iii. (eg, ey) = e dir. Gergekten

(ec,en)(g, h) = (ecg' ey(eg * h)) =(g,h)

ve

(g, ) (eg,en) = (geq, h(g * ey)) = (g, hey) = (g, h)

olacaktir.



1.2.2. Kategori ve Grupoid

Tamm 1.2.2.1. X,Y,Z...gibi objelerin smifi Cy, X L y Sz seklindeki objeler
arasindaki morfizmlerin smifi C; olan C = (Cy, Cy,s,t,€,0) yapisma asagidaki
dontigiimlerle birlikte bir kategori denir (Awodey, 2006; Mucuk, 2010).

[Cl]s:C, — Cy,s(f) = X ,s(g) =Y seklindeki baslangi¢ doniistimii,

[C2]t:C;, — Cy , t(f) =Y ,t(g) = Z seklindeki bitis doniistimii,

[C3]1Cy X¢, G ={(g.f) € C; X C1| t(f) =s(g)} olmak fiizere birlesmeli

olacak gekilde tanimli o: €y X, C; — C; seklinde kismi bileske iglemi,

vLySs - x 2,

[CA] Her objeyi foly=f=1yof ve se=te=1; sartim saglayacak
sekilde birim morfizmine doniistiren &:Cy, — C; , €(X) =15 , e(Y) =1, birim

morfizm donilisiimii.
£ X’ .ll. }" Y
x| A——s ly .
L —

Yap1 doniistimleri olarak ifade edilen bu donisiimler asagidaki diyagramda
gosterilmistir.
C Xy ) —= (] ﬁ 20
'll f ,-'
Bir C kategorisinde X ve Yobijeleri i¢in X den Y ye tiim morfizmlerin smifi C(X,Y) ile

gosterilir.

Ornek 1.2.2.1. Objeleri tiim ciimlelerin smifi, morfizmleri ciimleler arasindaki
fonksiyonlar olan, bilinen bileske islemiyle birlikte SET ile gosterilen bir kategori
olusturulabilir. Burada her bir A ciimlesi i¢in birim morfizm 14,:A4 — A birim

fonksiyonudur.

Ornek 1.2.2.2. Objeleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri ve bileske islemi

ise grup homomorfizmlerinin bileskesi olan kategori GP ile ifade edilir.
6



Ornek 1.2.2.3. Her monoid tek objeli bir kategori olarak diisiiniilebilir (McLane, 1971).
Monoid elemanlart morfizmler, monoid islemi de kismi bileske islemi olarak

diistiniildiigiinde bu monoid bir kategoriye doniisiir.

n m m+n
*—> k— k = k—> %

Burada her m € M i¢in s(m) = t(m) =+ ve £(x) = e seklindedir.

Ornek 1.2.2.4. Objeleri monoidler, morfizmleri monoid homomorfizmleri olarak ele

alinan kategori MON ile ifade edilir.

Tanmm 1.2.2.2. ¢ ve D birer kategori olmak iizere asagidaki sartlar1 sagliyorsa D

kategorisine C kategorisinin bir alt kategorisi denir (Mucuk, 2010).

I. Dy smifi €y sinifinin bir alt smifidir.

ii. HerbirX,Y € D,i¢in D(X,Y) € C(X,Y) dir.

iii. D kategorisindeki morfizmlerin bileskesi ile C kategorisindeki morfizmlerin
bileskesi aynidir.

iv.  Herbir X € D, i¢in D deki 1y birim morfizmi ile C deki birim morfizmi aynidir.

Ornek 1.2.2.5. Abelyan gruplarm kategorisi, gruplarm kategorisi GP de bir alt
kategoridir (Mucuk, 2010).

Tammm 1.2.2.3.C kategorisinde f:X — Y morfizmi igin go f =15 ve fog =1y
olacak sekilde C kategorisinde g: Y — X morfizmi varsa f morfizmine izomorfizm, X

ile Y objelerine de izomorftur denir ve X = Y ile gosterilir (Mucuk, 2010).

Tamim 1.2.2.4. C bir kategori ve A € C, olsun. Her X € C, objesi i¢in bir A — X

morfizmi varsa A objesine baslangi¢ objesi denir (Mucuk, 2010).

Ornek 1.2.2.6. SET de bos kiime, GP de tek elemanl grup, CAT de tek objeli ve tek
morfizmli kategori baglangi¢ objesi rnekleridir (Mucuk, 2010).



Tammm 1.2.2.5. C kategorisi i¢in A € C, olsun. Her X € C, objesi igin bir X — A

morfizmi varsa A objesine bitis objesi denir (Mucuk, 2010).

Ornek 1.2.2.7. SET de tek elemanli kiime, GP de tek elemanli grup, CAT de tek objeli
ve tek morfizmli kategori bitis objesidir (Mucuk, 2010).

Tamim 1.2.2.6. C kategorisi i¢in A € C, olmak tlizere A objesi hem baslangic hem de
bitis objesi ise sifir objesi olarak adlandirilir (Mucuk, 2010).

Ornek 1.2.2.8. GP de tek elemanli grup, CAT de tek objeli ve tek morfizmli kategori
sifir objesidir (Mucuk, 2010).

Tamim 1.2.2.7. Bir C kategorisi igin

|

—_—
—_—

"y
h - T

b=

seklinde morfizmlerin bir diyagrami verilsin. Baslangic ve bitisleri ayn1 olan bileske
morfizmleri esit yani; go f = ho k esitligi varsa bu diyagram degismeli diyagram

olarak adlandirilir (Mucuk, 2010).

Tammm 1.2.2.8. C bir kategori ve bu kategori i¢in f:A — C,g:B — C seklinde

morfizmler verilsin. P € C, objesi ve p;: P — A, p,: P — B morfizmleri igin

i fp1= gp2,

ii. Her X € C, objesi ve fq, = gq, esitligi geregi her q;: X — A ve q;:X — B
morfizmleri i¢cin p; = q; Ve p,@ = q, olacak sekilde bir tek @: X — P
morfizmi vardir.

sartlarm1 saghyorsa (P,p,,p,) Ugliisine f nin g iizerinden geri cekilmesi denir

(Mucuk, 2010).



A
\ .;u JI'
B—=C

Tamm 1.2.2.9. C kategorisi ve herhangi bir I indis kiimesi igin {A;};; C de objelerin
sinifi olsun. P € C, objesi ve her iel olmak iizere p;: P — A; morfizmleri i¢in bir
X € Cy objesi ve her iel icin f;: X — A; morfizmleri verildiginde p;¢ = f; olacak
sekilde bir tek ¢:X — P morfizmi varsa (P,{p;}ic;) yvapisina {A;};;; obje sinifinin
carpim denir (Mucuk, 2010).

p_F. A,

) :
ol /
.r:'

|
-"‘R’

SET kategorisinde iki objenin ¢arpimmi bilinen anlamda kartezyen ¢arpim, gruplarin
kategorisi GP de ise direkt ¢arpimdir. Monoidlerin kategorisinde de iki monoidin
carpimi direkt ¢arpimdir. Ayrica bir kategoride herhangi iki objenin ¢arpimi varsa bu

kategoriye sonlu ¢carpima sahip kategori denir.

Tamm 1.2.2.10. C ve C' kategorileri i¢in C kategorisinin her bir X objesini ¢’
kategorisinin bir F(X) objesine, ¢ nin her f:X — Y morfizmini ¢" nin bir
F(f):F(X) —» F(Y) morfizmine doniistiren ve asagidaki sartlar1 saglayan F
doniisiimiine C kategorisinden C’ kategorisine bir funktor denir ve F: ¢ — C' seklinde

ifade edilir (Awodey, 2006; Mucuk, 2010).
[F1]1 F(g < f) = F(g) ° F(f),

xLy2oz — roofLpy)ELrz)

\ S \_ V)

g F(gof)=F(g)oF(f)

[FZ] F(lx) = 1F(X)-



Tanim 1.2.2.11. Objelerdeki yapiy1 ihmal eden funktora unutkan funktor denir.

Tamim 1.2.2.12. C ve D birer kategori, F, G: C — D iki funktor olmak {izere C nin her

bir objesini D nin bir morfizmine déniistiiren bir S morfizmi igin

F(f)

F(A)—= F(B)

Sa L \'?‘IH

diyagrami degismeli ise S ye dogal doniisiim denir ve S: F — G seklinde ifade edilir.

Tanmmm 1.2.2.13. F,G: C — D iki funktor olmak iizere ve S:F — G dogal doniisim
olmak iizere her bir A € C, igin S,:F(A) — G(A) doniisiimii D Kkategorisinde bir
izomorfizm ise S ye dogal izomorfizm, F ile G funktorlarma da dogal olarak denktir
denir ve F = G ile gosterilir (Mucuk, 2010). Baska bir ifadeyle F: ¢ — D funktoru i¢in
GF = 1, ve FG = 1y olacak sekilde G: D — C funktoru varsa bu kategorilere dogal

olarak denktir denir ve C =~ D seklinde ifade edilir.

Tanim 1.2.2.14. Objelerin smifi G, morfizmlerin smifi G, ve x,y € G, i¢in G(x,y) , X

deny ye morfizmlerin sinifi olmak tizere G = (G,, G4, s, t, &,1,0) kategorisi

]_f of = 1S(f), fo f = 1t(f) sartin1 saglayan

n:G1—>Gl,fl—>77(f)=]_f

seklinde tanimli ters eleman doniisiimii olarak ifade edilen dOniisiimle birlikte bir
grupoid olarak adlandirilir (Mackenzie, 1987). Kisaca her morfizmi izomorfizm olan

kategori grupoid olarak adlandirilir.

Onerme 1.2.2.1. Bir G grupoidinde bir f € G(x,y) morfizmi igin asagidaki dzellikler
saglanir.
i. Herx € G, igin 1, birim morfizmi tektir.
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Her f € G, icin f tektir.
iii. gof=fiseg=1,dir.
iv. foh=fliseh=1,dir.

V. gof=1,1ise g =fdir.
Vi. foh=1,iseh=f dir (Mucuk, 2010).

Ornek 1.2.2.9. Objeleri tiim ciimleler, morfizmleri birebir ve drten fonksiyonlar olan
kategori bir grupoiddir.

Ornek 1.2.2.10. Herhangi bir X ciimlesi ve G grubu ele alindiginda x,y,z € X ve
g,h € G i¢in (x, g, y) Ugliisii x den y ye bir morfizm olup bileske islemi

(v, h,2) o (x,9,y) = (x,hg,z)

seklinde tanimlanirsa (X, X X G X X) yapisi bir grupoid olur. Burada (x, g, y) morfizmi
icin yap1 doniisimleri s(x,g,v) =x, t(x,g,v) =y, 1,=(xex), nlx,gy) =
(y,971, x) seklinde olup bu grupoide asikar grupoid denir (Mackenzie, 1987; Mucuk,
2010).

Ornek 1.2.2.11. X bir ciimle, G bir grup ve G X X — X, (g,x) — g ¢ x islemi G nin
X lizerine bir etkimesi olmak iizere baslangic ve bitis dontsiimleri s(g,x) = x,

t(g,x) = g  x olan, kismi bileske islemi y = g e x ve z = h e y olmak lizere

(h,y) 2 (g, x) = (hg,y(h+ X))

= (hg, (g x)(h*x))

= (hg,(gh) « x)

= (hg,x)
seklinde tanimlanirsa (X, G X X) ikilisi bir grupoid olur. Bu grupoide etkime grupoidi
denir. Burada bir x objesi i¢in birim morfizm 1, = (e, x) ve (g, x) morfizminin ters
morfizmi n(g,x) = (g1, g *x) seklindedir. Boylece her G-climleden bir etkime
grupoidi elde edilmis olur (Mucuk, 2010).
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Onerme 1.2.2.2. Bir G grupoidinde bir x € G, i¢in x den x e giden tiim morfizmlerin
sinifi G(x) olmak tizere morfizmlerin bileske islemiyle birlikte (G(x),o) ikilisi bir

gruptur. Bu gruba x noktasindaki obje grubu denir. Grubun birim eleman1 1, ve her

f € G(x) icin ters eleman f~1 = £ dir (Brown, 2006; Mucuk, 2010).

Tanmm 1.2.2.15. G ve H birer grupoid olmak tlizere G ve H nin kategori yapilari
tizerinde F:G — H bir funktor ise F ye grupoid morfizmi denir (Brown, 1987).
Buradan objeleri tiim grupoidler, morfizmleri grupoidler arasindaki funktorlar olan bir
kategori elde edilir. Bu kategoriye grupoidlerin kategorisi denir ve GPD ile gosterilir
(Brown, 1987).

Tammm 1.2.2.16. G ve H birer grupoid olmak iizere objelerin smifi Gy X Hy,

morfizmlerin sinift G; X H; olan G X H yapis1 bir grupoid olup ¢arpim grupoidi olarak

h
adlandirilir. Yap1 doniisiimleri ise g € G, , h € H; olmak tizere x N X,y — Yy, obje

ve morfizmleri i¢in ¢ X H ¢arpim grupoidinin obje ve morfizmleri

(g.h)
(x' :V) B (le )’1)

seklinde olup bileske islemi ise (g, h), (g1, h,;) € G, X H; olmak lizere

(91; h1) ° (g, h) = (91 °©g,hyo h)

olarak tanimlidir. Bir (g, h) morfizminin tersi ise (g,h) = (g,fz) seklindedir. Bir
(x,y) € Gy X Hy objesi igin birim morfizm 1,y = (1,,1,) dir (Mucuk, 2010). Iki

kategorinin ¢arpimi da buna benzer sekilde elde edilir.

1.2.3. i¢c Kategori

Bir kategori igindeki bazi objeler kendi aralarinda bir kategori yapisi

olusturabilirler. Bununla birlikte i¢ kategori ifadesine ihtiya¢ duyulmustur.

Tanim 1.2.3.1. Sonlu ¢arpimlara sahip kategori C olsun. 4, B € C, objeleri i¢in bu
12



objeler arasinda tanimli agagidaki doniisiimler C nin morfizmleri olarak ele alinsin.
I. s:A — B baslangi¢ doniisiimii,
ii. t:A — B bitis doniisiimii,

iii. Axg A =1{(a;,a,) € AxA|t(a,) = s(a,)} olmak lizere

Axp A=A
1
A - B

geri ¢ekilme diyagrami iizerinde tanimli ve

mx1y

AxgAxgA ~AxpgA
ly=xm m
Ax B A m |

diyagrami degismeli olacak sekilde m: A Xz A — A kismi bileske islemi,

Iv. se =te =1z Ve

B, x, A2 Ax A2 4, %, B

et -~

II.?J,’{
E
A

diyagrami degismeli olacak sekilde €: B — A birim morfizm doniisiimii olmak {izere bu

dontisiimlerle A oklarin objesi, B de objelerin objesi olarak ifade edilir. Boylece

D = (B,A,s, t,e,m) yapis1 bir kategori olusturur ve bu kategori i¢ kategori olarak

adlandirilir (Forrester-Barker, 2002; McLane, 1971). Her morfizminin tersi olan i¢

kategoriye i¢ grupoid denir.

Ornek 1.2.3.1. Herhangi bir X kiimesi i¢in x,y, z € X olmak iizere (x, y) swral ikilisi x

den y ye tamimli morfizmi i¢in bileske islemi (y,z) o (x,y) = (x,z) doniisimii ile

(X, X x X) ikili yapis1 bir grupoid olup SET de bir i¢ grupoid olur.

Ornek 1.2.3.2. Gruplarin kategorisindeki i¢ kategoriler 2-grup veya grup-grupoid
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olarak adlandirilirlar.

Ornek 1.2.3.3. Monoidlerin kategorisi MON da bir (M, N, s, t,e,m) i¢ kategorisi ele
alinsin. Bu durumda yapi doniistimleri s, t, &, m birer monoid homomorfizmi olup,

objeler ve morfizmler iizerinde monoid islemleri asagida gosterildigi gibi olacaktir.

f , , ff’ ,
X—y + x —y = x+x ——y+y

seklinde e deki birim morfizm olacaktir. Diger taraftan morfizmlerin bileske islemi olan
m de bir monoid homomorfizmi oldugundan f, f’, g,g’ € N ve t(f) = s(g), t(f') =

s(g") olmak {izere

m((f,9) + (f,g)) =m(f,g) +m(f',g)=(@of)+ (g > f")

ve

m((f, )+, g))=m(F+f.9g+9)=(@+g)e(f+ [

elde edilir ki boylece morfizmler arasindaki monoid islemi ile morfizmlerin bileske

islemi arasinda yerdegisim kurali olarak adlandirilan

Geof)+@eof)=@+g)e(f+1)

esitligi bulunur.

Tammm 1.2.3.2. C ve D sonlu ¢arpimlara sahip birer i¢ kategori olmak iizere C
kategorisinin her bir X objesini D kategorisinin bir F(X) objesine , C ninher f: X — Y
morfizmini D kategorisinin F(f): F(X) — F(Y) morfizmine doniistiiren ve asagidaki
sartlar1 saglayan F doniistimiine C Kkategorisinden D kategorisine bir i¢ funktor denir

(McLane, 1971).
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[F1] F(g o f) = F(g) o F(f)
[F2] F(lx) = 1F(X) .

1.2.4. Caprazlanms Modiiller ve Caprazlanmis Yarimodiiller

Tanim 1.2.4.1. M ve N gruplar1 ve d: M — N smir donilisimii olarak adlandirilan grup

homomorfizmi verilsin. N nin M iizerinde (sol) etkimesi

p:N XM — M

nm)—nem

olmak iizere eger
[CM1] herm € M,n € N i¢cin d(nem) = no(m)n~?! ve
[CM2] her m,m; € M i¢in d(m) e my = mmym™?!
sartlar1 saglaniyorsa (M, N, d,*) yapisina gruplar iizerinde caprazlanmis modiil denir.
Ayrica (M, N,d,») dortlisi (M,N,d,p) veya (M,N,d) seklinde de gosterilebilir

(Whitehead, 1946, Brown vd., 2011).

Ornek 1.2.4.1. G grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun. G nin N iizerindeki

konjugasyon etkimesi

GXN—N,(g,n)—gen=gng™?

ve 0: N — G, d(n) = n seklindeki grup homomorfizmi ile birlikte (N, G, d) tgliisii bir
caprazlanmis modiil yapis1 teskil eder. Gergekten
[CM1]lherge G,ne€ N igind(gen) =d(gng™t) =gngt =ga(n)g=?! ve
[CM2] hern,n; E Nigind(n) en; =nen; =nn;nt

olup (N, G, 3) eslenik ¢caprazlanms modiil olarak adlandirilir (Brown vd., 2011).

Ornek 1.2.4.2. M grup ve M grubunun f,,(m) = nmn~" tipindeki otomorfizmlerinin

sinift Aut(M) olsun.
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p: Aut(M) x M — M

(fpm) — fyem = f,(m) = nmn™*

etkimesi ve
0:M — Aut(M) ,n— f,
grup homomorfizmi ile birlikte (M,Aut(M),d) yapis1 bir ¢aprazlanmigs modiil olur.

Burada
[CM1] her f,, € Aut(M),m € M igin

d(f, em) = a(fn(m)) =d(nmn') = frnmn-1 = fnfmfn‘1=fna(m)fn_1
ve

[CM2] her m,m; € M igin d(m) em, = f, em; = f,(m;) = nmyn~?

oldugundan etkime sartlar1 saglanir ki bu yapiya M nin otomorfizm caprazlanmis

modiilii denir (Brown vd., 2011).
Ornek 1.2.4.3. G ve M birer abelyan grup olmak iizere
p:GXM — M,(gm)—>gem=m

etkimesi ve 9: M — G grup homomorfizmi ele alimsin. Bu durumda her g € G ,m € M

icin

d(gem) =09(m) =gg~'o(m) = go(m)g™
ve her m,m; € M igin
1

o(m)em; =m; = mm ™ Im;=mm;m~

oldugundan (M, G , d) tgliisii bir ¢aprazlanmig modiil olacaktir (Brown vd., 2011).
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Ornek 1.2.4.4. Her grubun, kendi iizerinde konjugasyon etkimesi olan

p:GXG —G,(g,g)—gegi=99:9"

etkimesi ve 0 = 1, grup homomorfizmi ele alinsin. Bu durumda her g, g; € G igin
[CM1]0(geg1) =16(g*91) =g g1 = 9919~ =91c(g)g™" .
[CM2] 8(g) * g1 = 15(9) * 91= 9 * 91=99:9 "

sartlar1 saglandigindan (G, G, 1;) caprazlanmis modiilii elde edilmis olur.

Tanim 1.2.4.2. M ve N birer monoid ve d: M — N monoid homomorfizmi verilsin.

N nin M tizerinde

p:NXM — M, (n,m)—nem

etkimesi ile birlikte

[CSM1]herm e M,n €N igind(nem)+n=n+ d(m)

[CSM2] her m,m; € M i¢in (d(m) em;) + m=m+m,
sartlar1 saglaniyorsa K = (M, N, d, p) yapisma monoidler iizerinde bir ¢aprazlanmis
yarimodiil denir. Burada p ya N nin M iizerindeki monoid etkimesi denir (Patchkoria,
1998).

Ornek 1.2.4.5. M ve N birer degismeli monoid ve 9: M — N monoid homomorfizmi

verilsin.

p:NXM—>M,(nnm)—nem=m

seklindeki etkimesi ile (M, N, @, p) yapisi bir ¢aprazlanmig yarimodiil olur. Gergekten
[CSM1]herm e M,n €N icgind(nem)+n=90d(m)+n=n+d(m) ve
[CSM2] herm,m; € M i¢in (d(m) emy) + m=m; + m=m+m,

olup caprazlanmis yarimodiil sartlar1 saglanir.

Tanim 1.2.4.3. (M,N ,d,») ve (M',N’,0',e") iki ¢aprazlanmis yarimodiil ve f;: M —

M've f,: N — N' iki monoid homomorfizmi olmak iizere
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i. fLbo=0f;

ii. filnem)=f,(n)e'fi(m)

sartlarm1 saglayan (fi,f,) ikilisine caprazlanms yarimodiil morfizmi denir ve
(fi, f2):(M,N,0) — (M',N’, 3") seklinde gosterilir (Patchkoria, 1998).

N’ x _-U’TM’T_-Y’

Boylece objeleri caprazlanmig yarimodiiller, morfizmleri ¢aprazlanmig yarimodiil
morfizmleri olan kategoriye caprazlanmis yarimodiillerin kategorisi denir ve CSM
ile gosterilir (Patchkoria, 1998).

1.2.5. 2-Kategoriler ve 2-Grupoidler

2-Kategori yapisi, igerisinde birbiriyle uyumlu ti¢ kategori yapisi barindiran 6zel
bir yapidir. Bu yapida objeler, objeler arasinda bilinen kategorilerde oldugu gibi
morfizmler (bundan sonra 1-morfizmler olarak adlandirilacak), 1-morfizmler arasindaki
2-morfizmler ve yap1 dontisiimleri yer alir. (Baez vd., 2012) referansinda verildigi gibi

2-kategori tanimini verelim.

f
Tamm 1.2.5.1. x,y,z... gibi objelerin smifi Cy, x > y LR z seklinde objeler arasindaki

1-morfizmlerin sinif1 C; ve

f
/f_\

Yo Zy
\‘1___/

g

€T

seklinde 1-morfizmlerin arasinda tanimli 2-morfizmlerin smifi €, olmak iizere
agagidaki dontistimlerle birlikte C = (C,, C;, C,) yapis1 2-kategori olarak adlandirilir.
[C1] s:C; — Cy, s(f) =x, sp:C, — Cy, sp(a) =x,5,:C, — Cy, sy(a) =f
seklindeki baslangic doniistimleri
[C2] t:C, — Co, t(f) =y, th: C; — Co, th(a) =y, 6,:C, — Cy, t(a) =g

seklindeki bitis doniistimleri
18



[C3] C; X¢, C; ={(B,a) € C; x C3| tp(a) = sp(B) } olmak iizere birlesmeli

olacak sekilde tanimli oy,: C; X, C; — C, yatay bileske islemi

\
=
=

4
=—

T
Y
[
Il
[
<

\P

[C4] C; x¢, C; ={(8,a) € C; x G| t,(@) =5,(8) } olmak iizere birlesmeli

olacak sekilde tanimli o,,: C; X, C; — C, diisey bileske islemi

I
S e TN I
r——4——-1y = I :___ -]_I,-il-:-.-fi; iy
S \[I,e../;f —

"

[C5] Tiim objeleri fol,=f=1,0f ve se=te= 1 sartlar1 saglanacak
sekilde birim 1-morfizme doniistiren &:Cy — C;, e(x) =1, , e(y) = 1, seklinde
tanimli birim 1- morfizm dontisimi

[C6] Biitiin objeleri acy 1, =a= 1y, opa Ve spep = thep = 1¢, sartlar
saglanacak sekilde birim 2-morfizmine doniistiiren &,:Co — C;, €,(x) =1, Ve

e (y) = 1, seklinde tanimh yatay birim 2- morfizm doniisiimii

[C7] Biitiin 1-morfizmleri @ o, 1, = a = 1, 0, @ Ve s,&, = t,&, = 1, sartlari
saglanacak sekilde birim 2-morfizmine doniistiiren &,:C; — Cy, &,(f) =15 ve

£,(g) = 1, seklinde tanimli diisey birim 1-morfizm doniisiimii.

I .

P T ) '_i_"-a. A e Ty
r——f——y = z. o Ty = z—i——y
~ e — N
T g
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Yap1 doniigiimleri olarak ifade edilen bu doniisiimler asagidaki diyagramda kismen
gosterilmistir.

h

e ap, ——
Iy

Co——————=C,

/-

C

\

Y Ew
Eu

Ayrica yatay ve diisey bileske islemleri birer funktor olup aralarinda asagida ifade

edilen yerdegisim kurali saglanmalidir.

(o, B)op (do, ) = (0 opd) oy, (B o a).
L i
TN } BN
T 4 Y 41 Z
S~ bo 7"~ o ~
R )

Ornek 1.2.5.1. (Z,,”) monoidi ele alinsm. Cy = Z,,, C;, = Z, XZ,C, = Z, X ZLX 7.
olsun. keZ olmak iizere (x,y), (x,y + kn) swrali ikilileri 1-morfizmler ve (x,y,y + kn)

ticliisii bu 1-morfizmler arasinda asagidaki gibi bir 2-morfizm olarak ele alinsin.

(T.u)

. _— BT vy
T J,LT-;LEJ:F:JE_J,, Ty
(T, y-+kmn)

k, k,€Z i¢in 1-morfizmlerin bileskesi
(xy,z)°(x,y) = (X,yz)
seklinde, 2-morfizmlerin diisey bileskesi
(x,y + kn,y+ kn)o, (x,y,y+kn) = (x,y,y + kyn)
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ve yatay bileske islemi
xy,z,z + kyn) oy, (X,y,y + kn) = (X,yz,yz + (kz + k,y + kk;n)n)

seklinde tanimlansin. Xe C, olmak iizere 1z = (x,1) ve 1, = (¥,1,1) ve (x,y) 1-
morfizmi igin 1(z,y = (X,y,y) seklinde tamimlanirsa C = (C, C;, C;) bir 2-kategori
olarak elde edilir (Temel, 2016a).

Tamm 1.2.5.2. C ve D, 2-kategoriler olmak tizere F: C — D doéniisiimii C nin her bir
x objesini D nin bir F(x) objesine € nin her f,g:x — y, 1-morfizmini D nin
F(f),F(g):F(x) — F(y) 1-morfizmine ve C nin her bir a: f — g, 2-morfizmini D
nin F(a): F(f) — F(g) 2-morfizmine doniistiiriiyor ve asagidaki sartlar1 sagliyorsa F
doniisiimiine C den D ye bir 2-funktor denir (Baez, 1997; Noohi, 2007).

2 oy F(r)_ e - F(y)

aQ _.rl_g )]

Bileske islemleri tanimli oldugunda
[[1F(gef)=F(g)eF(f),

[i] F(B oy @) = F(B) o, F(a),
[iii] F(& o @) = F(8) op F(a),

[Vl F(1f) = 1pp) ve F(14,) = 1py = 14, dir.

2-funktorlarin bileskesi de bir 2-funktor olur ki boylece objeleri kiigiik 2-kategoriler,
morfizmleri 2-funktorlar olan 2-kategorilerin kategorisi elde edilir ve 2CAT ile
gosterilir (Noohi, 2007).

Tanim 1.2.5.3. Objelerin sinifi Gy, 1-morfizmlerin smifi G; ve 2-morfizmlerin smifi G,
olmak tizere G = (G,, G,, G,) 2-kategorisi asagidaki doniisiimlerle bir 2-grupoid olarak
adlandirilir (Noohi, 2007).

[l ca=1,,aca =1, olmakiizere n:G; — G; ,n(a) =@

h

[ila@"oa=1,, ,aca” =1, olmak tizere n,: G, — G, ,Mp(a) = &
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f
T T - _||.
o | a ~ .
T 2 =1 = g iy Zu
S~ i | a” _d_F__..-”"" T—p—
__r_—— A

Kisaca her bir 1-morfizmin tersi ve her bir 2-morfizmin yatay ve diisey anlamda tersi
bulunan 2-kategoriye bir 2-grupoid denir. Burada x,y € G, olmak lizere G(x,y) ile x
den y ye tim I-morfizmlerin smifi, G'(x,y) ile x den y ye tiim 2-morfizmlerin

sinifi, f, g € G, igin G(f, g) ile f den g ye tiim 2-morfizmlerin smifi gosterilir.

Onerme 1.2.5.1. Bir G 2-grupoidinde bir « € G'(x, y) i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

I. Herx € G, i¢in birim 1-morfizmiolan 1, tektir.
ii. Her a € G, 2-morfizmi igin @ " tektir.

lii. fop,a=a ise,8=11y

V. aop 0 =a ised =1,

V. Bopa=1, isep=a’

Vi. @0, 8 =1y ise 6 =a" dir (Temel, 2016a).

Onerme 1.2.5.2. Bir G 2-grupoidinde a € G(f, g) icin asagidakiler saglanir.
I. Her f € G i¢in birim 1-morfizmi olan 1, tektir.

ii. Her a € G, 2-morfizminde a'V tektir.

iii. Boya=a ise =1,

V. o, 0 =a ised =1

V. Bo,a=1fisef =a?

Vi. a0, 8 =1gise 8 = a” dir (Temel, 2016a).
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Ornek 1.2.5.2. G bir grup, X de herhangi bir ciimle olmak iizere x,y,z € X ve
91, 92, 93, My, hy, hs € G igin x den y ye 1-morfizmler (x, g1,v), (x, g, y) seklinde ele
almsin. (x,g,,y) den (x,g,,y) ye 2-morfizmleri de (x,g4,9,, y) dortlisi ile
gosterilsin.

(z.91.9)

T Uz.a1 92072 y

(z.92.1)
Burada baslangi¢ doniistimleri

s(x,91,¥) = x,50(x, 91, 92,¥) = X, 5,(%, 91, 92, ¥) = (X, 91, ),
bitis doniigiimleri

t(,g1y) =y, th(%,91,92,Y) = ¥, (%, 91,92, ¥) = (x, 2, ¥),
bileske islemleri

(v, hy,2) © (x,91,¥) = (x, hy191,2),
(¥, by, by, 2) o (X, 91, 92,Y) = (X, h1 91, h2 92, 2)

(T.g1.1) (W.hr1.1) (z.f10,2)
T HraggealT=y Yyhihe2fmz = T Hzhigrh2ge 2T 2
(T.02.4) (y.h=,1) (x.hags,2)

ve

(X, 92,93, Y) °» (X, 91,92, Y) = (X, 91,93, ¥),

birim morfizm doniistimleri
e(x) = (x,e,x),e,(x) = (x,e,6,x) ,8,(x,g,x) = (x,9,9,%)
ve ters morfizm doniisiimleri

n0,g,y)=09g%x) , m(x,91,92Y) =91t 951 %),
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T]v(x, 91,92, 3’) = (x, 91,92, )’)

ile birlikte G = (X,X X G X X,X X G X G X X) yapist bir 2-grupoid olacaktir. Bu 2-
grupoide asikar 2-grupoid denir (Temel, 2016a).

Tamm 1.2.5.4. G ve H 2-grupoidleri ele alinsin. G ve H 1n 2-kategorileri iizerinde
F:G — H 2-funktor ise Fye 2-grupoid morfizmi denir (Noohi, 2007). Bdoylece
objeleri tiim 2-grupoidler, morfizmleri 2-grupoidler arasindaki 2-grupoid morfizmleri

olan 2-grupoidlerin kategorisi elde edilir ve 2GPD ile gosterilir (Noohi, 2007).

Onerme 1.2.5.3. G ve 7, 2-grupoidler ve F:G — #{, 2-grupoid morfizmi olmak iizere

her aeG, i¢in F(@™) = F(a) " ve F(a@?) = F(a)? dir.
Ispat: a herhangi bir 2-morfizm olsun.

F(ah) °n F(a) = F(CYh °h a) = F(lsh(a)) = 1F(sh(a))
ve

F(@) op F(@") = F(aop @™ = F(1,()) = (e, ()
olup F(@") = F(a)" dir. Benzer sekilde
F@?) o, F(a) = F(@? o, @) = F(1;) = 15
ve
F(a)o, F(@®) =F(ao,&?) =F(1,) = 1py
olur ki boylece F(a?) = F(a)? dir.
Tamm 1.2.5.5. G ve H 2-grupoidlerini ele alalm. G X H kartezyen ¢arpimi, objelerin

smift Gy, X Hy, 1-morfizmlerin smifi G, X H, ve 2-morfizmlerin sinifi G, X H, olan bir

2-grupoiddir.
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o h (g1.h1)
r_ o Tx,yl W Zum = (z.y) Jad) (z1,11)

gz ha (g2.h2)

(g, h),(gq, hy) € G; X Hy olmak iizere 1-morfizmlerin bileske islemi

(91; h1) ° (g, h) = (91 °©g,hyo h)

seklinde, 2-morfizmlerin yatay bileske islemi

(ay, B1) on (@, B) = (@ oy a, By op B)

ve diisey bileske islemi
(0,8) oy (a,f) = (0 oy, a, 8 0, B)

seklinde tanimlidir. Buna gore bir (g, h) 1-morfizminin tersi (g, h) = (g_, l_l), bir (a, B)
2-morfizminin yatay tersi (a, §)" = (a”, B ") ve diisey tersi (a, §) = (a”, 5 ") olup,
buna gére (x,y) € Gy X Hy igin birim 1-morfizm 1.,y = (1,,1,) ve birim 2-morfizm
1y, =(1i,1y,). (gh)€G xH igin birim 2-morfizm  1¢gp) = (15, 14)

bi¢imindedir.
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2.YAPILAN CALISMALAR

2.1. Monoidlerin Kategorisindeki Schreier I¢ Kategorileri

Bu bolimde monoidlerin kategorisindeki Schreier i¢ kategorileri ile monoidler
iizerindeki ¢aprazlanmis yarimodiillerin kategorik anlamda dogal olarak denk olduklari
gosterilecektir. Bir Schreier i¢ kategorisi, monoidlerin kategorisinde Schreier sartini
saglayan bir i¢ kategoridir. Bu boliimde elde edecegimiz sonuglar (Patchkoria, 1998)
referansinda elde edilen sonuglardir. Bu sonuglarm topolojik hali i¢in (Temel, 2016b)

referansina bakilabilir. Ayrica (Tasbas, 2014) yiiksek lisans tezi de incelenebilir.

Tammm 2.1.1. Monoidlerin kategorisinde bir M = (M, M4,s,t,&,0) i¢c Kkategorisi

verilsin. Eger her f € M; igin

f=Ff+es(f)

olacak sekilde bir tek f € Kers varsa M ye monoidlerin kategorisinde bir Schreier i¢
kategori, bu sarta da Schreier sart1 denir (Patchkoria, 1998). s(f) = x olmak {izere bu

sart1

seklinde de ifade edebiliriz.
Lemma 2.1.1. Monoidlerin kategorisinde M = (M,, M;) Schreier i¢ kategorisi ele

alinsin. Bu durumda bileske islemi ile monoid ¢arpimi arasinda yerdegisim kurali olarak

adlandirilan asagidaki esitlik vardir. s(g) = t(f),s(g") = t(f") olmak iizere

(Gef)+(g'of)=0g+g)e(f+f")

dir (Patchkoria, 1998).

Lemma 2.1.2. Monoidlerin kategorisinde M = (M,, M;) Schreier i¢ kategorisi ve
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s(g) = t(f) olacak sekilde f,g € M; verilsin. Bu durumda bileske islemi monoid

islemi cinsinden asagidaki sekilde ifade edilir.

(Gef)=g+f+es(N=g+f

Ispat: Schreier sart1 geregi ve te = 1 M, 0ldugundan

g=g+ &s(g)
=g + et(f)

=g+ et (f+ ss(f))
= g + et(f) + etes(f)
=g +et(f) +es(f)

olup, yerdegisim kurali kullanilarak

elde edilir.

Ornek 2.1.1. (M, +) bir degismeli monoid olsun. x, y € M olmak iizere (x,y) ikilisi x
denx + y ye

(xy)
xX—x+y

seklinde morfizmler olarak ele alinirsa, M X M direkt carpimu,

s(q,y) =x,t(x,y) =x+y,e(x) = (x,e)
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seklinde tanimli yap1 doniigiimleri ve

(x+y,2)o(x,y) =(x,y+2)

seklinde tanimli bileske islemi ile M = (M,M X M, s,t,¢,0) yapist bir Schreier i¢
kategori olusturur. Gergekten her (x, y) ikilisi igin

(x,y) = (e,y) + (x,e)

yazilabileceginden ve (e, y) € Kers oldugundan tiim morfizmler Schreier sartini saglar.

Tamm 2.1.2. M = (My,M,) ve M' = (M, ,M;") monoidlerin kategorisinde iki
Schreier i¢ kategori olsun. yo: My — Mg, y,: M; — M;" monoid homomorfizmleri
olmak tizere y = (yy,71):M — M’ i¢ funktoruna Schreier i¢c Kategorilerin bir
morfizmi denir (Patchkoria, 1998). Boylece monoidlerin kategorisindeki Schreier i¢

kategorileri ve morfizmleri SIC ile gosterecegimiz bir kategori olustururlar.

Asagidaki teorem (Patchkoria, 1998) referansinda ispatlanmustir.

Teorem 2.1.1. Monoidlerin kategorisindeki Schreier i¢ kategorilerin kategorisi SIC ile

caprazlanmis yarimodiillerin kategorisi CSM dogal olarak denktirler.

Ispat: Monoidlerin kategorisinde bir M = (M,, M;) Schreier i¢ kategori verilsin. Bir
§:SIC — CSM funktorunu 0 = t|, kisitlamas1 olmak iizere §(M) = (Kers, M, d)

olacak sekilde tanimlayalim. M, monoidinin Kers iizerine etkimesini x € M, f €

Kers olmak tizere

(xef)+ex)=ex)+f

olacak sekilde tanimlayalim. Bu sekilde tanimladigimiz e isleminin bir monoid etkimesi

oldugunu gosterelim. x,y € My , f,g € Kers olmak iizere
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[ ((c+y)ef)+ex+y)=elx+y)+f
=e(x)+e(y)+f
=e)+ef)+ely)
=(xe (e ) +ex) +e(y)
=(xeyef)+elx+y)

olup Schreier sart1 geregi
(x+y)of=xo(yof)

elde edilir.
[iil(xe(F+g)+ex)=ex)+f+g
=(xef)+ex)+g
=@xef)+(xeg)+elx)

olup Schreier sart1 geregi
xe(f+g)=Gef)+(xeg)

elde edilir.

[iileef=(eef)+e(e) =¢c(e) +f = fdir.
X €M, f,f1 € Kers olmak tizere

[CSM1]O(xef) +x=t(xef)+te(x)
= t((x  f) +(x))
=t(e(x) + /)
= te(x) + t(f)
=x+d(f),

[CSM2] x € M,, f,f; € Kers igin
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@) e f) + f =10 ¢ fi o 1)] + [€d(f) » f]
[0(f) « fi + €0()] e [1 + f]

[0(F) + fil o [f + 1]

= [e0(f) o f1+ [f1 ° L]

=f+h

elde edilir ki boylece ¢aprazlanmis yarimodiil sartlarinin saglanar.
Tersine bir 8: CSM — SIC funktorunu, (M, N, d,) bir gaprazlanmis yarimodiil

olmak iizere
6(M,N,9) = (N,N x M, s,t, &0)
olacak sekilde tanimlayalim. Burada n € N, meM olmak {izere
s(n,m) =n,t(n,m) =0(m) +n,e(n) = (n,e)

seklinde tanimlanir. Bu doOniistimlerin monoid homomorfizmasi1 olduklar1 agiktir.

Bileske islemi ise m, m,;eM ve n € N olmak tizere

(@(m) + n,my) e (n,m) = (n,my + m)

seklinde tanimlanir. Bileske islemi ile yaridirekt ¢arpimin monoid islemi arasinda
yerdegisim kuralinin saglandigi kolayca gortilebilir.
Bu teoremin kisitlamalari olarak asagidaki sonuglar elde edilir. M bir grup olmak

tizere (M, N, @) seklinde ¢aprazlanmis yarimodiillerin kategorisi CSM* olsun.

Teorem 2.1.2. Monoidlerin kategorisindeki Schereier i¢ grupoidlerin kategorisi ile
CSM™ dogal olarak denktirler (Patchkoria, 1998).
Bu teorem (Porter, 1985) referansinin ana teoreminin 6zel bir hali olarak ele

almabilir.

Teorem 2.1.3. 2-gruplarin (grup-grupoidlerin) kategorisi ile ¢aprazlanmis modiillerin

kategorisi denk kategorilerdir (Brown ve Spencer, 1976).
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2.2. Kategoriler Uzerindeki Caprazlanmis Yarimodiiller ve Schreier 2-Kategorileri

Bu boliimde Schreier 2-kategorilerin kategorisi ile kategoriler {izerindeki
caprazlanmig yarimodiillerin kategorisinin dogal olarak denk oldugu gosterilecektir. Bir
Schreier 2-kategori (Porter, 1985) referansinda (B) sart1 olarak verilen ve bizim Schreier
sarti olarak adlandirdigimiz kosulu saglayan ozel bir 2-kategoridir. Bu sekilde
isimlendirme yapmamizin sebebi ise ilerde gosterecegimiz gibi tek objeli bir Schreier 2-
kategorinin, monoidlerin kategorisinde Schreier i¢ kategori olmasidir. Dolayisiyla bu
boliimde elde edecegimiz sonuglar (Temel, 2018) referansindan alinmis olup (Porter,
1985) ve (Patchkoria, 1998) referanslarinda elde edilen sonuglarm  bir
genellestirilmesidir.  Kategoriler iizerindeki c¢aprazlanmigs yarimodiil tanimini
yapabilmek i¢in Oncelikle kategoriler iizerindeki etkime tanimini, grupoidlerdekine

benzer sekilde yapmaliy1z.

Tamm 2.2.1. Her x,y objeleri i¢in x # y olmak iizere x den y ye tiim morfizmlerin

sinifi olan C(x,y) bos kiimeye esitse bu kategoriye tamamen baglantisiz denir.

Tanmm 2.2.2. C = (X,C) ve D = (X, D) ayni obje kiimesi X iizerinde iki kategori ve D

tamamen baglantisiz olsun. Eger

e«:CXD—D, (c,d)—ced

seklinde tanimli doniistim asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu doniisiim € nin D iizerinde
bir etkimesi olarak adlandirilir.
[ACI1] ced tanimhidir & t(d) = s(c) ve t(ced)=t(c) dir.
[AC2] (c0¢c1) ed=cy e (c1 0 d),
[AC3] d;,d, € D(x,x)vec € C(x,y) igin ce (d,od;) =(ced,)o(ced,),
[AC4] d € D(x,x) igin 1, «d = d dir.

Asagidaki tanim (Porter, 1985) referansindaki tanima benzer sekilde yapilmistir.
Tanim 2.2.3. C = (X,C) ve D = (X, D ) ayn1 obje kiimesi X tizerinde iki kategori ve D

kategorisi tamamen baglantisiz olsun. Objeler iizerinde birim olan bir 9:D — C
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funktoru ve ¢:C X D — D etkimesi ile asagidaki sartlar1 saglayan X = (D,C,d,e)
yapisina kategoriler iizerindeki ¢caprazlanmis yarimodiil denir.
[CSC1]a(ced)oc=co d(d)
[CSC2]d,d, € D(x,x) vec € C(x,y) i¢in (0(d) e dy)od =d od, dir.

Tanim 2.2.4. Kategoriler lizerindeki X = (D, C, d,s), X' = (D',C’,0',¢ ") ¢aprazlanmis
yarimodiiller ve (1y,1,):D — D', (Ay,4,): C — C’ birer funktor olmak tizere

A= (AZJAIJAO):K — :]C’

doniisiimii ele alinsin. Eger, ce C , deD olmak iizere

. 4,0 =0'14,

ii. 2(ced)=2,(c) ¢ 21(d)

sartlar1 saglaniyorsa A  doniigiimiine kategoriler iizerindeki caprazlanms
yarimodiillerin bir morfizmi denir (Temel, 2018). Boylece kategoriler tizerindeki
caprazlanmis yarimodiiller ve morfizmleri CSC ile gdosterecegimiz bir kategori

olustururlar.

Tamm 2.2.5. C = (C,, Cy, C,) bir 2-kategori olsun.Eger her bir aeC, igin Schreier sart1

olarak adlandirilan
a = aop &s,(a)
sart1 saglanacak sekilde dikey baslangici asagidaki gosterildigi gibi birim 1-morfizm

olan bir tek @ € Kers,, 2-morfizmi varsa, C ye bir Schreier 2-kategori denir (Temel,
2018).

Ornek 2.2.1. (M, +) monoidi ve (G,") grubu ele almsm. m,n € M ve g,,g, € G olmak
lizere (m, g;,n) ve (m, g,,n) tglileri m den m + n ye 1- morfizmler (m, g4, g, n)
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dortliisti ise (m, g,,n) den (m, g,,n) ye bir 2-morfizm olarak ele alinsin.

(m.g1,n)

m___ Wm.g1.g2m) —m +n

(mm.ga,m)

Asagida tanimli bileske islemleri ile (M,M X G XM,M X G X G X M) yapis1 bir
Schreier 2-kategoridir (Temel, 2018).

e (m+n,hyp)o(m,gy,n)=(mh;-g,n+p)

e (m+n,hy,hy) o, (M g1,92n) =M hy gy, hy- go,n+p)

e (M, gz 93n)°, (M, g1,92,1) = (M, gy, g3, n)
Burada

(m' 91, 92, Tl) = (m +n, €6, 92" gl_ll eM) °h (m, 91,91, n)
yazilabileceginden tiim 2-morfizmler Schreier sartini saglar.

Onerme 2.2.1. Bir Schreier 2-kategoride 2-morfizmlerin diisey bileske islemi, yatay

bileske cinsinden s, (8) = t,(a) olmak iizere

P oya=popdop&,s,(a)

seklinde ifade edilebilir (Temel, 2018).

Ispat: s,(8) = t,(a) olsun. Schreier sart1 geregi

:B = E °h E,;Sv(ﬁ)
= E op &ty ()
= E °n gvtv(a—' °n gvsv(a))

= E op Epty (&) op, &,5,(a)

olup yatay ve diisey bileskeler arasinda yerdegisim kurali uygulanirsa

B °p & = (E °h gvtv(d) °n EVSV(CZ)) oy (& °n gvsv(a))
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°n gvtv(&) %y &) °n (Evsv(a) °p €v5v(6¥))

 op, Evtv(&)) oy (entp (&) op, 67)) °on &Sy(a)

%v ghth(&)) °h (Evtv(&) °p 07)) °h 8,,5,,(6()

elde edilir.

Tammim 2.2.6. Schreier 2-kategorilerin morfizmleri basitge Schreier 2-kategorileri
arasindaki 2-funktorlardir. Boylece S2CAT ile gosterecegimiz Schreier 2-kategorilerin
kategorisi elde edilir (Temel, 2018).

Teorem 2.2.1. Schreier 2-kategorilerin kategorisi S2CAT ile kategoriler iizerindeki

caprazlanmig yarimodiillerin kategorisi CSC dogal olarak denk kategorilerdir (Temel,
2018).

Ispat: Bir ¢ = (C,, C;, C,) Schreier 2-kategorisi verildiginde bu yap1 iceriginde uyumlu
kategori yapilar1 barmmdirdigindan V' = (Cy, Cy, s, t, € o) kategorisi elde edilir. Diger
yandan her xeC, objesi i¢in M(x) = {aeC,|s,(a) = e(x)} ve M = {M(x)},cc, Olmak
tizere M = (Cy, M, sy, ty, €n,°5) yapisi bir kategoridir. Buna gore feC;,aeM olmak

lizere o: C; X M — M etkimesi

(f e ) op &,(f) = &,(f) op

S S . A= I
x_ Wy Tyl sy =2 e Tz I Ty
I B(fea) “ala) R

olacak sekilde tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan doniigiimiin etkime sartlarini

sagladigini gdsterelim.

[AC1] Tanimdan agiktir.
[AC2] f; o f tanimli oldugunda
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((fref)ea)onlyy =15 0n@
=1 0p 150
=1 op (f e @) oy 1
=(fie(fea))on 1y 0p 1
=(fis (fo@))op 1y

olup Schreier sart1 altinda (f; o f) e @ = f; » (f » ) elde edilir.
[AC3] s,(B) = s,(a) olmak lizere

f'(,3°ha)°h1f=1f°hﬁ°ha
=(f‘ﬁ)°h1f°ha
=(feBon(fea)o,

olup Schreier sart1 altinda f o (B o, @) = (f o B) o, (f * ) elde edilir.

[AC4] (1 ea)op 1y, =1, opa =ao,1; oldugundan 1, e a = a dir.
Simdi 9: M — N doniisiimiinii d(a) = t,(a) olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda
(M,N, d,e) yapisinin kategoriler iizerinde bir ¢aprazlanmig yarimodiil yapisi teskil

ettigini gosterelim.

[CSCL] (f e @) o f = t,(f @) o t,(1;)
=t ((f ca)ep 1f)
=t,(1f o, a)
= t,(1y) o t,(a)
= fod(a)

[CSC2] s,(a;) =1, ve sp(a) = x olsun. Bu durumda d(a) e a; taniml olup

yatay ve diisey bileske islemleri arasinda yerdegisim kurali uygulanarak

(@(a)eay)op a= [(a(a) ;) o, 11x] on [1a(x) o, a]
= [(a(a) ° al) °h 1a(x)] %y [11x %y CZ]
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= [16(x) °n al] %p [a °h 11x]
= [16(x) %y a] °n [al %p 11x]

=aopay

elde edilir.
Kategoriler arasinda denkligi saglayacak y: S2CAT — CSC funktorunu y(C) =

(M, XV, 0,0) olacak sekilde ve Schreier 2-kategorilerin bir morfizmi F = (F,, Fy, F,)
olmak tizere y(F) = (Fy,F,|y, F,) olacak sekilde tanimlayalim. Burada y(F)
donlistimiiniin  kategoriler iizerindeki caprazlanmis yarimodiillerin bir morfizmi
oldugunu gostermeliyiz.
i. Fit, = t,F, esitliginden F;0 = d'F, elde edilir.
i, Fp(f o) oy 1gpy = Fo(f o @) o F5(15)

=F((f s @) op 1)

= Fy(15 op @)

= F,(15) op F,(a)

= 1g,(r) °n F2(@)

= (Fl(f) ° Fz(a)) °n 1F1(f)

olup gore Schreier sart1 geregi F,((f » a)) = F,(f) ¢ F,() olacaktr.

Diger taraftan kategoriler lizerinde bir K = (M, N,d,») ¢aprazlanmis yarmmodiilii
verildiginde ayni obje kiimesi X ftizerinde 2-morfizmlerin smifi N x M yaridirekt

carpimi olan bir 2-Kategori su yolla elde edilir: neN; , meM; olmak iizere

morfizmleri verildiginde (n,m) ikilisi

!
T N
r__ AmmiZy
d{m jon

seklinde bir 2-morfizm olarak ele alinsin. Bu durumda yap1 doniisiimleri
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o s,(mm)=n, t,(h,m)=0(m)on
sn(nm) =s(n) , tp(n,m) =t(n)

e &) =(met(m) , e(x) = (e(x),e(x))

seklinde tanimlanirken bileske islemleri de

e ((0(mM)on),m’) e, (n,m)=(n,m om)

e (n,my) oy (nm)= (n1 on,myo (n,e m))

seklinde tanimlanir. Bileske islemleri i¢in

(np,my) oy ((Tl1'm1) op (n, m)) = (ny,my) oy (n1 on,myo(nge m))

= (le o(nyon),myo (nz = (m1 °(nye m))))

- ((nz om) om,my 0 (ng o my) @ ((ny + (G ’"))))>

= ((nz ony),myo(n,e m1)) oy (n,m)

b ((nz»mz) °n (n1:m1)) op (n,m)

ve

(@(m' oem) en,m") oy, [((@(m) o n),m’) o, (n, m)]
= (@(m' om) on,m") o, (n,m' om)
=(nm" om' om)
= (@(m)on,m" om’) o, (n,m)

=[(@@m em) on,m"") o, ((8(m) o n),m)] o, (n,m)

olup birlesme 6zelligini sagladiklar1 goriiliir. Yatay ve diisey bileske islemleri arasinda

yerdegisim kuralinin saglandigini gosterelim.

[((a(m1) ° n1)'m1’) op (A(m) o, m')] o, [(ny, my) o (n,m)]
= [a(m1) ony od(m)oen,my’ o ((6(m1) omny)e m')] %y [nl °n,m;° ((n1 ° m))]
= (nl on,my’ o (a(m1) e(nge m')) omyo(nge m))

= (nlon,ml'oml o(nyem)e (ny om))
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= (n1 on,m;' omyo(nye(mo m)))
= (ny, m; omy) o (n,m' om)

= [((d(my) o ny),my") o, (nymy)] o [(B(M) o, M) 0, (n, M)].

Simdi bir 8: CSC — S2CAT funktorunu CSC nin bir objesi = (M, N, 0,¢)

olmak tlzere
6(K)=(XN,NxM)

ve 1 = (A;,14,4,) doniisimii kategoriler tizerindeki ¢aprazlanmis yarimodiillerin bir
morfizmi olmak iizere

O() = (Ao, A4, A5 X A1)

olacak sekilde tanimlayalim. Burada 6(A) nin bir 2-funktor oldugu agiktir.

Kategorilerin dogal olarak denk oldugunu gostermek ig¢in 1,047 =~ Oy Ve
1csc = y0 oldugunu géstermeliyiz. Bunun i¢in bir S: 15,47 — 0y dogal doniisiimii, C
bir Schreier 2-kategori ve a € C, olmak iizere objeler ve morfizmler iizerinde birim

olan
Se:€ — 0y(C),Se(a) = (sy(a), @)

2-funktoru ile tamimlanir. S nin birebir ve Orten oldugu agiktir. So nin bileske

islemlerini korudugunu gosterelim. s(B) = t(a) olmak lizere

Se(Bop @) =S¢ (,57 op £,5y(B) op & op, gvsv(a))
= Se (B on (5,(B) » @) o, £,5,(B) o £,5,(a))
= (5.(Bon @), B on (s,(B) * @)

= (5,(B), B) on (sp(a), @)
= Sc(ﬁ) °n Sc(a)

ve s,(6) = t,(a) olmak lizere
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Se(8 0, @) =Se (5 op & o, evsv(a))
= (s,(a),8 0, @)
= (5,(8),8) o, (s,(a), @)
= 5¢(8) o, Se(a)

olup bileske islemleri korunur. Diger taraftan T:1.5; — y0 dogal doniisiimii,
kategoriler {lizerinde bir K = (M,N,0) caprazlanmis yarimodiili ve m € M

verildiginde, objeler ve N lizerinde birim olan
Ty K —y0(XK) ,  Tie(m) = (s(m),m)
caprazlanmig yarimodiil morfizmi ile tanimlanir. Ty nin birebir ve 6rten oldugu agiktir.

Ty (my o m) = (s(my o m),my om)
= (s(my) o s(m),my om)
= (s(my), my) o (s(m), m)

= Tyc(my) o Tx(m)

oldugundan Ty bileske islemini korur ki béylece Schreier 2-kategorilerin kategorisi
S2CAT ile kategoriler tizerindeki ¢aprazlanmis yarmmodiillerin kategorisi CSC dogal

olarak denktirler.

Icen tarafindan (Igen, 2000) referansinda ispat edilen asagidaki teorem, bu teoremin bir

kisitlamasi olarak ele almabilir.

Teorem 2.2.2. 2-grupoidlerin kategorisi 2GPD ile grupoidler tizerindeki ¢aprazlanmis

modiillerin kategorisi CM G dogal olarak denk kategorilerdir.

Ispat: Burada bir (n,m) 2-morfizminin dikey ve yatay tersi Teorem 2.2.1 in ispati
15181nda

- —h

(,m) = @(m)onm) , (nm) = (@,7em)

seklinde tanimlanir.
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2.3. Tek Objeli Schreier 2-Kategorileri

Bir Schreier i¢ kategorisinin monoidlerin kategorisi MON da bir i¢ kategori
oldugunu belirtmistik. Ancak MON da Schreier i¢ kategorilerine farkli ve daha giiglii
bir yaklasim bu yapilari, (Baez, 2012) referansinda 2-gruplarin (grup-grupoidlerin) tek
objeli 2-grupoidler olarak ele alindigi gibi benzer yontemle tek objeli 2-kategoriler
olarak ele almaktir. Bir monoidin tek objeli bir kategori olarak ele alinabilecegini
gostermistik. Bu yaklasimda monoid elemanlar1 asagida gdsterilen sekilde morfizmler

olarak ele alinir.

T x T T
* * * = = &

Buna benzer sekilde MON da her Schreier i¢ kategorisi asagida gosterilen sekilde tek
objeli 2-kategori olarak ele alinabilir. Burada 2-morfizmler, morfizmler olarak ele alinir
ve boylece 2-morfizmlerin yatay bileske islemi morfizmlerin monoid ¢arpimma, diisey

bileske islemi de morfizmlerin bileske islemine doniistir.

T oz alx
s THT W T =T s o

Bu durumda 2-kategorilerde 2-morfizmler i¢in f = f oy, &,5,(f) seklinde ifade edilen
Schreier kosulu f = f - &,5,(a) sekline doniismiis olacak ve monoidlerin kategorisinde

Schreier i¢ kategorileri i¢in ifade edilen Schreier sart1 saglanmis olacaktir.
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Kategori sahasinda yapilan ¢alismalarda kategori denklikleri dnemli bir yer
tutar. Ornegin, gruplarm kategorisindeki i¢ kategoriler olan 2-gruplarin daha basit
cebirsel yapilar olan caprazlanmis modiillere dogal denkligi sayesinde 2-gruplarda
coziilemeyen bazi problemler ¢aprazlanmis modiillere aktarilip ¢oziilebilir. 2-gruplarin
ve ¢aprazlanmis modiillerin yiiksek boyutlu durumlar1 olan 2-grupoidler ve grupoidler
tizerindeki ¢aprazlanmig modiiller arasindaki dogal denklik, bu tezde incelenen Schreier
2-kategoriler ile kategoriler {iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller arasindaki dogal

denkligin bir kisitlamasi olarak ele alinabilir.

41



4. ONERILER

Monoidlerin  kategorisindeki  Schreier i¢ kategoriler ile ¢aprazlanmig
yarimodiillerin topolojik versiyonlar1 olan topolojik monoidlerin kategorisindeki
Schreier i¢ kategoriler ile topolojik ¢aprazlanmis yarimodiiller arasindaki dogal denklik
(Temel, 2016b) referansinda ispatlanmistir. Benzer sekilde bu tezde incelenen Schreier
2-kategoriler ile kategoriler tizerindeki ¢aprazlanmis yarimodiillerin topolojik durumlari

da incelenebilir ve dogal denklik varsa ispat edilebilir.
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