SCHUR KOMPLEMENT
TEOREMI VE UYGULAMALARI
Yiiksek Lisans Tezi

Ipek Cafer ISMAYILOV

Eskisehir 2025



SCHUR KOMPLEMENT TEOREMI VE UYGULAMALARI

Ipek Cafer ISMAYILOV

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah
Uygulamah Matematik Bilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Eskisehir
Eskisehir Teknik Universitesi

Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Mayis 2025



JURI VE ENSTITU ONAYI

Ipek Cafer ISMAYILOV’'un “SCHUR KOMPLEMENT TEOREMI VE
UYGULAMALARI” bagliklt tezi 27/05/2025 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan
degerlendirilerek “Eskisehir Teknik Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Sinav
Yonetmeligi~nin ilgili maddeleri uyarinca, Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans

tezi olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Unvami Ad1 Soyadi Imza

Uye (Tez Danismani) :  Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Uye : Prof. Dr. Yilmaz DERELI

Uye : Dog. Dr. Murat KOPARAN

Prof. Dr. Harun BOCUK

Lisanstistii Egitim Enstitiisii Miidiirt



27/05/2025

DANISMAN ONAYI

Danismanligii yiiriittiigiim yiiksek lisans 6grencisi Ipek Cafer ISMAYILOV
“SCHUR KOMPLEMENT TEOREMI VE UYGULAMALARI” baslikl1 tez calismasini

tamamlamistir. Hazirlamis oldugu tez tarafimca incelenmis ve 6grencinin tez savunmast

sinavina alinmasi bilimsel ve etik acidan uygun goriilmiistiir.

Tez Danismani

Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

III



OZET

SCHUR KOMPLEMENT TEOREMI VE UYGULAMALARI

Ipek Cafer ISMAYILOV

Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, May1s 2025
Danisman: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Matris kuadratik Riccati esitsizligi, mutlak kararlilik, lineer kuadratik optimizasyon
ve optimal tahmin gibi problemlerde ortaya ¢cikmaktadir. Bu tez ¢alismasinda, blok mat-
rislerin pozitif belirliligi ile ilgili Schur Teoremi’nin literatiirde bilinen kaniti verilmig
olup, bu teorem yardimiyla lineer olmayan matris Riccati esitsizligi boyut artimiyla lineer
matris esitsizligine doniistliriilmiistiir. Ortaya c¢ikan lineer esitsizligi ¢c6zmek i¢in daha
genel bir problem olan maksimum fonksiyonun minimizasyonu ile ilgili teorem kanit-
lanmigtir. Elde edilen sonug, Riccati esitsizliginin yam sira tek matris icin Lyapunov
esitsizligi, ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonu ve 6zdegerlerin minimizasyonu prob-
lemlerine uygulanmistir. Genel minimizasyon probleminin ¢oziimiinde kullanilan sinirh
fonksiyonlarin norm sinirlari, ¢esitli problemler i¢in Lyapunov esitsizligi, Ortak Lyapunov
fonksiyonu, Riccati esitsizligi ve 6zdegerlerin minimizasyonu gibi cesitli problemler i¢in

hesaplanmugtir.

Anahtar Sozciikler: Schur teoremi, Matris Riccati esitsizligi, Lineer matris esitsizligi,
Maksimum fonksiyonu, Ortak Lyapunov fonksiyonu.

v



ABSTRACT

SCHUR COMPLEMENT THEOREM AND ITS APPLICATION

Ipek Cafer ISMAYILOV

Department of Mathematics
Programme in Applied Mathematics

Eskisehir Technical University, Graduate School of Sciences, May 2025
Supervisor: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

The quadratic matrix Riccati inequality arises in problems such as absolute stability,
linear quadratic optimization, and optimal estimation. In this thesis, a known proof of
Schur’s Theorem concerning the positive definiteness of block matrices is presented, and
using this theorem, the nonlinear matrix Riccati inequality is transformed into a linear
matrix inequality by increasing the dimension. To solve the resulting inequality, a theorem
related to the minimization of a maximum function — a more general problem — is proven.
The obtained result is then applied not only to the Riccati inequality, but also to the
Lyapunov inequality for a single matrix, the common quadratic Lyapunov function, and
eigenvalue minimization problems. In solving the general minimization problem, norm
bounds for the bounded functions involved are computed for various cases including
the Lyapunov inequality, common Lyapunov function, Riccati inequality, and eigenvalue

minimization problems.

Keywords: Schur’s theorem, Matrix Riccati inequality, Linear matrix inequality,
Maximum function, Common Lyapunov function.
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1. GIRIS

Kontrol teorisinde siirekli ve kesikli zamanli dinamik sistemlerin kararhlik, perfor-
mans ve kontrol gibi problemleri ele alinmaktadir. Bir sistemin ¢iktisi (output), girdisinin
(input) lineer bir fonksiyonu ise bdyle sistemlere lineer sistemler denir. Lineer sistemlerin
arastirilmasinda matrisler teorisinin 6nemli bir yeri vardir [5, 13, 17, 21].

R”, n boyutlu gergel siitun vektorlerinin olusturdugu uzay ifade eder. n X n boyutlu
gercel matrislerin olugturdugu uzay ise R™" ile gosterilir.

Tamm 1.1. Bir A € R™" matrisi icin, e§er AT = A ve her 0 # x € R" vektorii icin
xT Ax > 0 ise A matrisine pozitif belirli matris denir ve A > 0 ile gosterilir. Eger —A > 0
ise A matrisine negatif belirli matris denir ve bu durum A < 0 seklinde gosterilir. Son
olarak, her x € R" i¢in x” Ax > 0 ise A matrisine pozitif yar1 belirli matris denir ve A > 0

ile gosterilir.

Ornek 1.1.
3 -1
A=
-1 2
X
matrisi verilsin. Burada AT = A’dir. x = olmak tizere

X2

3 -1 X

xTAx = [x1,x2] e 3x% —2x1x2 + 2x§ = 2x% +x§ + (x) — x2)2
-1 2 XD

elde edilir. Son ifade, her (x, x2) # (0,0) i¢in pozitiftir ve dolayisiyla A > 0’dir.

Tamm 1.2. Bir A € R matrisinde ayni indis numarali birkag¢ satir ve siitunun
silinmesiyle elde edilen k X k boyutlu kare matrislerin determinantina, matrisin k X k
boyutlu bag minorii (principal minor) denir. n X n boyutlu bir matris i¢in, ilk & satir ve
ilk k siitundan olusan kare alt matrisin determinantina, matrisin k’nc1 esas bas minorii
(leading principal minor) denir. Bir n X n boyutlu matrisin toplamda n tane esas bas
minorii vardir.

Ornek 1.2. Asagidaki matrisi ele alalim:

35 2
A= -1 0 2
4 3 -1



Bu matrisin esas bas minorleri sirastyla:

3 5
3, =5 ve det(A)=11
-1 0

seklindedir.
Teorem 1.1 ([14]). Simetrik bir A € R matrisinin (AT = A) pozitif belirli olmasi
icin gerek ve yeter kosul A matrisinin tiim esas bas mindrlerinin pozitif olmasidir.
Tanim 1.3. Bir A € R™" matrisi verilsin. A bir kompleks (veya gergel) say1 ve x

sifirdan farkli kompleks (veya gercel) bir vektor olmak iizere, eger
Ax = Ax

denklemi saglaniyorsa A sayisina A matrisinin bir 6zdegeri, x vektoriine de A matrisinin
bu A 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii denir.

A matrisinin n tane 6zdegerti,
det(Al —A) =0

karakteristik denkleminden ortaya ¢ikan »’inci dereceden monik polinomun (karakteristik
polinomun) kokleridir.

Ozellikle 2 x 2 boyutlu bir A matrisinin karakteristik polinomu
pa(d) = A% —iz(A) 1 + det(A)

bicimindedir. Buradaki iz(A) sayis1 matrisin kdsegen elemanlarinin toplamidr.

Ornek 1.3.

matrisinin karakteristik polinomu
pa(d) =det(Al — A) =22 +21+2

seklindedir. Bu polinomun kokleri ise 472 = —1 + 7 bigimindedir.
Goriildiigii gibi gercel bir matrisin 6zdegerleri kompleks olabilir. Ancak simetrik
matrislerin (kompleks matrisler i¢cin Hermit matrislerin) tiim 6zdegerleri gerceldir.
Matrislerin 6zdegerlerinin gercel kisimlarinin isareti, kontrol teorisinde sistemlerin
kararliligini incelemek acisindan onemlidir. Bununla ilgili olarak asagidaki tanimi vere-

lim:



Tamim 1.4. Bir A € R matrisinin tim 6zdegerlerinin gercel kisimlar1 negatif ise,
A matrisine Hurwitz matrisi denir.

Yukaridaki Ornek 1.3’te verilen A matrisi Hurwitz matrisidir: Re(1) = —1 < 0.

Simdi, n X n boyutlu Hurwitz matrislerin kiimesini #, ile gosterelim. Bu kiimenin
bazi temel Ozellikleri asagidaki gibidir [13]:

* H, konveks bir kiime degildir.

e a>0,8>0olmakiizere A € H,, ise, A € H,, ve A — BI € H, olur.

* H, kiimesi —I matrisine biiziilebilir (contractible) bir kiimedir.

* A, B € ‘H, ise A ile B matrislerini birlestiren iki par¢ali L C H,, kirik dogru pargasi
vardir.

Gergel katsayili polinomlarin koklerinin 6zelliklerinden dolayi, A kompleks 6zde-
gerinin eslenigi olan A say1s1 da matrisin bir 6zdegeridir. Dolayisiyla 6zdegerler kompleks
diizlemde gercel eksene (x- eksenine) gore simetriktir.

Tanmm 1.5. A € R™", Q € S,,, QO > 0 bilinen matrisler ve P € S, ise bilinmeyen

bir matris olmak tizere,
ATP+PA=-0 (1.1)

matris denklemine Lyapunov denklemi denir.
Teorem 1.2 ([17]). A matrisinin Hurwitz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (1.1)
Lyapunov denkleminin bir tek P > 0 ¢ozlimiiniin var olmasidir.

Ornek 1.4.
A=

matrisinin karakteristik polinomu ve bu polinomun kokleri sirasiyla

-5+15
- <

pa() =2 +51+5, Ap= > 0
seklindedir.
Lyapunov denklemini
X
o=1, p=|" 7|, ATP+pPA=-I
y z



olarak alalim. Bu matris denklemi, {i¢ bilinmeyenli ii¢ denkleme doniisir:

—6x +2y =-1
x—=5y+z=0
2y —4z=-1.
Bu denklem c¢oziiliirse, ¢oziim
1 1 3
SR TH Ty

olarak bulunur. Bu degerlere karsilik gelen ¢6ziim matrisi

P =

=l -
Sl -

pozitif belirlidir: matrisin esas bag minorleri sirasiyla

1 1
- 50, det(P)=— >0.
5”7 etlP) =35>

f : R" — R fonksiyonu ve X c R” kiimesi verilsin. Optimizasyon problemi, f(x)
fonksiyonunun X kiimesi iizerinde en kiiciik (en biiyiik) degerini ve bu degeri veren x,. € X
vektoriiniin bulunmasi problemidir. Bu tiir problemlerde, f(x) fonksiyonu tiirevlenebilir
veya tiirevlenemez, konveks ya da konveks olmayan tiirlerde olabilir [8, 30]. Benzer

sekilde, X kiimesi bazen dogrudan geometrik olarak verilebilirken, cogu zaman bu kiime
X={xeR":g((x)<0,i=1,2,...,N}

gibi de tanimlanabilmektedir. Buradaki g;(x) fonksiyonlari ise ya tiirevlenebilir ya da
konveks fonksiyonlardir.

f : R" — R konveks bir fonksiyon ve xo € X verilsin. Bir y € R" vektorii i¢in

f(x) = f(xo) = (y,x —xo)

esitsizligi her x € X icin saglaniyorsa y vektoriine f(x) fonksiyonunun xy noktasindaki
bir subdiferansiyeli denir [27]. xo noktasindaki tiim subdiferansiyeller kiimesi d f (xg) ile
gosterilir ve df(xg) # 0 oldugu bilinmektedir.

Simdi konveks optimizasyon problemleri icin bir yakinsama teoremi ifade edelim.

Teorem 1.3 ([8]). f : R" — R siirekli ve konveks bir fonksiyon, X ise konveks ve



kompakt bir kiime olsun. {1y} dizisi

A — 0, Z A = 400
k=1

kosullarint saglasmn. Keyfi x € X alinsin ve her adimda y* € 8 £ (x¥) keyfi olarak segilsin.

Bu durumda

1 = pr

k
k Y

R _ﬂk_)

( (bl

X
bi¢iminde tanimlanan {x*} dizisinin, minimal (optimal) noktaya yakinsayan bir altdizisi
vardir. Burada Pr| (a) gosterimi, a noktasinin X kiimesi lizerine izdiislimiinii goster-
mektedir. ¥

Eger hem f(x) amag fonksiyonu lineer olup hem de X kiimesi lineer esitsizlikle
veriliyorsa bu cesit optimizasyon problemlerine lineer programlama (LP) problemi denir

[22,28]. ¢,b € R" ve A € R™" olmak iizere LP problemi

c’'x > min, Ax<b

biciminde yazilabilir. Burada vektorler arasindaki esitsizlik koordinatlar arasindaki esit-
sizliktir. LP probleminin ¢6ziimii icin simplex yontemi en yaygin yontemdir [10].
Tamm 1.6 ([7]). Bir lineer matris esitsizligi (LME), kanonik bicimde
m
F(x)=Fy+x1Fi+xoFo+---+x,Fy, =Fy+ ) x;F; <0 (1.2)
i=1
matris esitsizligi gibi ifade edilmektedir. Burada F; € S,, (i = 0,1,2,...,m) bilinen
matrisler, x = (x1,x2,...,X,) € R ise bilinmeyen karar degiskenleridir.

Bununla birlikte,
F(x)>0, F(x)<0, F(x)=0

bicimindeki matris esitsizlikleri de LME cesitleridir. Denklem (1.2)’yi saglayan x vek-
torlerinin olusturdugu kiimeye tanim kiimesi (feasible kiime) denir. Bu kiime bos, sinirli
veya sinirsiz olabilmektedir. Ancak kiime bos kiime degilse konvekstir.

Lineer esitsizlikler, konveks kuadratik esitsizlikler, matris norm esitsizlikleri, kon-
trol teorisindeki Lyapunov matris esitsizlikleri ve konveks kuadratik matris esitsizlikleri
LME formunda yazilabilmektedir.

Eger LME sayis1 denklem (1.2)’deki gibi tek olmayip sonlu tane ise, onlar1 da blok



kosegen matrisler yardimiyla tek bir LME’ye déniistiirmek miimkiindiir. Ornegin,
FOx) <0, ..., FPx) <0

esitsizlikleri, tek bir esitsizlikle verilen
diag [ FV(x), ..., FP(x)] <0

LME formuna doniismektedir. Ornegin, iki tane

Fo+xiFi+---+x,F, <0, Go+yiGi+---+yGr <0

esitsizligi
Fp 0 F, 0
+ X +oo+
0 Go 0 0
Fn O 0 0 0 0
Xm + y1 + o Vg <0
0 0 0 G 0 G

gibi (1.2) formuna doniismektedir.

Eger (1.2) esitsizliginde verilen F; matrisleri kdsegen matrisler ise, bu esitsizlik bir
dogrusal denklem sistemine doniisiir.

Bazi lineer olmayan matris esitsizlikleri de LME formuna déniistiiriilebilir. Ornegin

Q(x) = 0(x)T, R(x) = R(x)T ve S(x) matrisleri igin

Q(x) S(x)
Sx)T R(x)

lineer matris esitsizligi
0(x)=SXRX)'SX)T >0, R(x)>0

gibi lineer olmayan iki matris esitsizligine esdegerdir.

Diger bir 6rnek olarak, Z(x) matrisi p X g boyutlu olup x ile afin-lineer bagimli ise
1Z(x)]l <1
matris norm esitsizligi

[-Z(xX)Z(x)T >0



matris esitsizligine esdeger olup sonuncu esitsizlik de

I Z(x)
AC L |
gibi bir LME’ye esdegerdir.

LME’nin kontrol teorisindeki roliiniin tarihsel gelisimi soyledir:

* 1890: ilk LME Lyapunov tarafindan ortaya atildi. Lyapunov, kendi adiyla anilan
Lyapunov LME’yi Lyapunov denklemi yardimiyla analitik olarak ¢ozdii.

* 1940: Lyapunov yontemi yardimiyla miihendislikte kontrol problemleri ¢oziilmeye
baglandi. Kiiciik boyutlu LME’ler “el yordamiyla” ¢6ziilmeye baslandi.

* 1960’larin sonlari: Projeksiyon lemmasi (PR) yardimiyla bircok LME’lerin grafik
yontemleriyle ¢oziimii elde edilmis oldu.

* 1980’lerin basi: Bircok LME’lerin bilgisayarlar yardimiyla konveks optimizasyon
yontemleriyle ¢oziilebildigi anlagildi.

* 1980’lerin sonlari: LME’lerin ¢oziimleri icin ¢esitli algoritmalar gelistirildi.

Kararlilik teorisinde 6nemli bir esitsizlik olan
ATP+PA<O

matris esitsizligi de (1.2) formuna déniistiiriilebilir. Burada A € R™" sabit, P = PT ise
degiskendir.

Genelligi bozmaksizin n = 3 alalim. 83 uzayinda

1 00 010 0 01
$1=10 0 0|, S2=|1 00|, S3=[00 0],
0 00 000 1 00

000 0 00 000
S4=[0 1 0|, Ss=[0 0 1|, S=|000
000 010 0 01

gibi bir taban secelim.

O zaman P bilinmeyen matrisini
X1 X2 X3
P = X2 X4 X5 ZX151+XZSQ+--'+X6S6

X3 X5 X6



gibi yazarsak yukaridaki esitsizlik Fy = 0 ve F; = ATS; + S;A, (i = 1,2,...,6) olmak

tizere (1.2) formunda bir LME’ye doniismektedir.
n(n+1)

Genel durumda S, uzayinda secilen taban matrislerinin sayist d = tane

olmaktadir.

Simdi

ATP+PA <0, AlP+PAy <0, P>0
esitsizliklerini (1.1)’e doniistiirelim:
diag [A] P + PA,, AJP+ PA,, —P| <0.

Bu esitsizligi S; taban matrisleri cinsinden yazarsak

: T T

xi diag [A]S1 + S1A1, A3S1+ 8142, =Si]| +

X2 diag [A’{SQ + SQA], A552 + SzAz, —52] + ... +

Xd diag [A{Sd + SdAl, Ang + SdAz, —Sd] <0

gibi (1.2) formunda yazilabilmektedir.

Bazi1 problemlerde
ATP+PA <0, P>0, iz(P)=1

gibi esitlik kisit1 da verilebilir. Burada esitlik kisit1 yok edilerek (1.2) formu elde edilebilir.

Eger Py, Py, . .., P, matrisleri izi sifir olan simetrik matrisler uzayinda bir taban ve
Py =diag[0,...,0,1]
olarak secilirse, P matrisi
P=Py+x1P1+- - +x,Py

olacagindan yukaridaki esitsizlik

ATPy+PyA 0 ATPi+PIA O ATP,+P,A 0
+ X1 + -ty <0
0 —Py 0 -P; 0 —Py
(1.2) bicimine doniisiir.
LME’nin ¢6ziimii i¢in en yaygin yontemlerden biri elipsoid yontemidir [7]. Birinci

adimda, problemin ¢6ziim noktasini iceren biiyiik bir elipsoid bulunur. Sonra, LME’nin

coziim kiimesiyle kesigsmeyen bir kapali yariuzay belirlenir ve bu kapali yariuzayin tiim-



leyeni olan ag¢ik yariuzayin elipsoidle kesisimi, birinci adimin sonunda ortaya ¢ikan kiime
olan yarim elipsoidi verir. lIkinci adimda, yukaridaki yarim elipsoidi iceren minimal
hacimli yeni bir elipsoid bulunarak isleme devam edilir. Ortaya ¢ikan elipsoidler dizisinin
hacimleri sifira yaklagmakta olup, bu elipsoidler LME’nin ¢oziimiinii (e8er varsa) iger-
mektedir.

Simdi, x = x(7) € R" ve f(x) € R” olmak iizere

X = f(x) (1.3)

otonom sistemi verilsin. Varlik, teklik ve devam kosullarinin saglandigini varsayalim.
Tanmim 1.7. Eger f(x.) = 0 ise x. noktasina (1.3) sisteminin bir denge noktas1 denir.

y = x — x, degisken degisimi kullanilirsa,

y=x=f(y+x)=g()

ve g(0) = 0 olacagindan genelligi bozmaksizin (1.3) sisteminde f(0) = 0 alinabilir.

Tanmim 1.8 ([17]). Eger her € > 0 sayisina kargilik [x(0)| < ¢ iken tiim ¢ > 0 igin
|x(#)|] < € olacak sekilde dyle bir & > 0 varsa x = 0 denge noktasi kararlidir denir. Eger
x = 0 noktasi kararli ve 6yle 5y > 0 varsa ki |x(0)| < d¢ iken tli)rglox(t) = 0 ise x = 0 denge
noktasina asimptotik kararli denir.

Ornek 1.5. Dikey salinimli bir yay sistemini ele alalim. Bu sistem, Sekil 1.1°de gos-
terildigi gibi yaya bagh bir m kiitlesinin yer¢cekimi etkisi altinda gergeklestirdigi siirtiin-
mesiz dikey salinim hareketidir. Sistemin hareket denklemi:

mx” +kx=0
seklindedir. Burada a* = % alinirsa denklem

X +a*x=0

biciminde yazilabilir. Bu ikinci mertebeden diferansiyel denklem asagidaki sekilde birinci

mertebeden bir sisteme doniistiiriilebilir:

X1 =X X1 =X
=
7 . 2
X2 =X X2 = —ad Xi.
Bu sistemin denge noktasi
X1 0
X2 0



noktasidir ve bu denge noktasi kararlidir, ancak asimptotik kararli degildir.

L+1

Sekil 1.1. Yaya bagh kiitlenin siirtiinmesiz dikey hareketi

Ornek 1.6. Sarkac sistemini ele alalim. Bu sistem, Sekil 1.2’de gosterildigi gibi,
uzunlugu / olan ve agirlig1 ihmal edilebilir bir cubugun ucuna bagh m kiitlesinin yer¢ekimi

etkisi altinda yaptig1 siirtiinmeli salinim hareketidir. Sisteme etki eden kuvvetler; yerceki-

S

Sekil 1.2. Sarkag sistemi

minden kaynaklanan F7 = mg sin 8 kuvveti ile harekete zit yonde olan F = kl 6’ siirtiinme

kuvvetidir. Bu durumda sistemin diferansiyel denklemi:
ml0” = —mgsin@ — kl ¢

k
ve b = — alinirsa, bu diferansiyel denklem
m

seklinde ifade edilir. Burada a =

0" =—-asind-b @
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bicimini alir. Bu ikinci mertebeden diferansiyel denklem, asagidaki sekilde birinci mer-
tebeden sisteme dOniistiiriilebilir:

x1 =0 X1 =Xx2

Xy = e Xz =-a sinx1 - be .

Bu sistemin iki farkli denge noktasi vardir:

X 0 . :

= asimptotik olarak kararhdir,
X2 0
X1 T .

= ise kararsiz denge noktasidir.
X2

Simdi, yukaridaki tiirden sistemlerin kararliligini incelemek i¢in gerekli bazi kavram-
lar1 ve Lyapunov teoremini verelim.
DcR,0e DveV : D — Rsirekli tirevlenebilir olsun. Bu durumda

n avl_ n

V(x) = —x; =
= 0x; i=1

v v\’
(9_x,-fi(x) = (a) fx)

ifadesine V fonksiyonunun (1.3) denkleminin x(¢) yoriingesi boyunca tiirevi denir.
Teorem 1.4 (Lyapunov). (1.3) sistemi verilsin ve x = 0 bir denge noktas1 olsun.
Eger asagidaki kosullar1 saglayan bir V fonksiyonu varsa:
1) V(O)=0veherx € D\ {0} icin V(x) > 0,

2) Herx € Dicin V(x) <0
o zaman x = 0 denge noktasi kararlidir. Ayrica,

2’) Herx € D \ {0}i¢in V(x) <0
ise x = 0 denge noktas1 asimptotik kararlidir.

Ornek 1.7. (Sarkac Denklemi) Yukarida inceledigimiz sarkag sistemini ele alalim:
X1 =Xx2
X2 = —asinx; — bx,.
Bu sistemin x = 0 denge noktasinin kararlilifim1 Lyapunov yontemiyle inceleyelim.

Lyapunov fonksiyonunu asagidaki gibi secelim:

1
V() =a(l —cosx) +527Px, P=| "0 P pso,

P2 D3

11



b2 b
Burada x # O i¢in V(x) > 0’dir. p;| = 5 P2=75. P3= 1 secilirse

. 1 1
V(x) = —Eabxl sinxy — be%

elde edilir.
Simdi, D = {x € R? : x| < 7} bolgesini alalim. Bu durumda her x € D \ {0}
i¢in V(x) < 0 olur. Béylece, x = 0 denge noktasi asimptotik kararlidur.
X = Ax bicimindeki (1.3) sistemi i¢in
V(x)=x"Px, (P>0)
fonksiyonu bir Lyapunov fonksiyon adayidir. Bu fonksiyonun gradiyenti:
— =2Px

ox

seklindedir. V(x) fonksiyonun yoriinge boyunca tiirevi:

V(x)

(Z—Z)T Ax = (2Px)TAx = 2xTPAx
= x'PAx +x" PAx

= (xTPAxX)T +xTPAx

= xTATPx +xTPAx

= xT(ATP + PA)x

olur. ATP + PA = —Q dersek, Q simetrik bir matristir ve
x#0icinV(x) <0 < 0>0

saglanir.
Teorem 1.5. A € R ve x = Ax sistemi verilsin.
1) x = 0 denge noktasi kararhdir &= heri =1,2,...,ni¢in Re(4;) < 0’dir. Ayrica
Re(4;) = 0 olan her bir A; 6zdegeri i¢in cebirsel katlilik g; > 2 ise,

rank(A — ;1) =n — g;

kosulu saglanir.
2) x =0 denge noktasi (global) asimptotik kararhdir &= A Hurwitz matrisidir.

Teorem 1.6. A € R™" verilsin.

12



1) A Hurwitz matrisidir <= her Q > 0 i¢in
ATP+PA=-0 (1.4)

olacak sekilde bir P > O matrisi vardir.
2) Eger A Hurwitz matrisi ise, her Q > 0 icin (1.4) Lyapunov denkleminin ¢oziimii

tektir ve bu ¢coziim
P= / eATthAt dt
0
bicimindedir.
Teorem 1.7. (1.3) sistemi verilsin. x = 0 bir denge noktas1 ve

_ o)

A
ox

x=0
matrisi de x = 0 noktasindaki Jacobi matrisi olsun. Bu durumda:
1) Eger A matrisinin tiim A; 6zdegerleri i¢in Red; < 0 ise, x = 0 denge noktasi
asimptotik kararlidir.
2) Eger A matrisinin herhangi bir A; 6zdegeri i¢cin Re A4; > 0 ise, x = 0 denge noktasi
kararsizdir.

Ornek 1.8. Sarka¢ denklemini tekrar ele alalim. Bu denklem igin

f1(x) X2 Af(x) 0 1
ve =

fa(x) —asinx| — bxy ox —acosx; —b

olur. Sistemin denge noktalarini ayr1 ayr1 inceleyelim:

+ x = (0,0) denge noktast i¢in Jacobi matrisi

PRRIAC) o 1

Ox x=(0,0)7 -a -b

bicimindedir. Bu matrisin 6zdegerleri

-b+Vb%—4a
2

Ao =

olup, Re A; < 0 ve Re A, < 0°dir. Dolayistyla (0, 0)” noktas1 asimptotik kararlidir.

 x = (7,0)7 denge noktas i¢in Jacobi matrisi ise

_9fW) oo

A

dx x=(m,0)7 a —-b

13



-b+ Vb2 +4
olur. Burada Vb%+4a > b oldufundan matrisin 1 = fa

Ozdegeri
pozitiftir. Bu nedenle (7, 0)” denge noktas1 kararsizdur.

Bu tez calismasinda kontrol teorisinde ortaya ¢ikan minimizasyon problemlerinin
cOziimi icin yeni bir yontem ele alinmstir. Bu yontemde her adimda bir LP problemi
coziilerek hizli bicimde sonuca varilmaktadir. Tez calismasi toplam sekiz boliimden ve
kaynaklar kismindan olugsmaktadir.

Ikinci Boliimde Schur Teoremi ve kanit1 verilmektedir. Bu teorem yardimiyla lineer
olmayan matris esitsizligi daha yiiksek boyutlu lineer matris esitsizligine doniismektedir.
Kanit i¢in bir kuadratik konveks fonksiyonun minimumu i¢in gradiyent kosulu kullanil-
maktadir.

Uciincii Béliimde afin fonksiyonlar ailesinin maksimumu ile ifade edilen konveks
bir fonksiyonun kompakt kiime ilizerinde minimizasyonu i¢in yeni bir sonug¢ verilmektedir.
Bu sonug kullanilarak minimum deger ve optimal noktanin hizli bir bi¢imde bulunmasina
yonelik bir algoritma sunulmaktadir.

Dordiincii ve Besinci Boliimlerde, elde edilen teorik sonug¢larin uygulamalarina yer
verilmektedir. Bu uygulamalar tek matris icin Lyapunov esitsizliginin ¢6ziimii ve anahtar-
lamal1 sistemler i¢in ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonlarinin bulunmasi problemlerini
icermektedir.

Altinc1 Boliimde matris Riccati esitsizliginin ¢oziimii ele alinmaktadir. Bu cesit
esitsizlikler mutlak kararlilik, H,, kontrol, lineer kuadratik optimizasyon, optimal tah-
min problemlerinde ortaya ¢ikmaktadir. Schur teoremi yardimiyla Riccati esitsizligi bir
LME’ye doniistiiriilmekte ve minimizasyon algortimasi uygulanmaktadir. Bu boliimde
homojen olmayan LME’nin bazi ¢oziimleri ele alinmaktadir.

Yedinci Boliimde dinamik sistemlerin kararlilik analizinde, kombinatorik uygula-
malarda ve diger uygulamalarda karsimiza ¢ikan simetrik matrislerin lineer kombinasyon-
lariin maksimal 6zdegerlerinin minimizasyonu problemi ele alinmaktadir.

Sekizinci Boliimde ise Lyapunov esitsizligi, ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonlari,
Riccati matris esitsizligi ve 6zdegerlerin minimizasyonu problemleri i¢in genel teoremde
kullanilan sinirli fonksiyonlarin norm sinirlar1 hesaplanmaktadir.

Tez boyunca ele alinan konularla ilgili sayisal ornekler verilmistir.
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2. SCHUR KOMPLEMENT TEOREMIi
A matrisi n X n, D matrisi ise m X m boyutlu kare matrisler olmak iizere

A B
X = 2.1)
C D

blok matrisini ele alalim. Burada B ve C matrisleri uygun boyutlu dikdortgen matrislerdir.
Eger
X, = A1 B
C, D,

ayn1 boyutlu bagka bir blok matris ise,

AA+BC; AB|+BD,
XX = 2.2)
CA1 +DC1 CBl +DD1

carpim kural gecgerlidir. Bu carpim kurali, x = [u,v]” ve y = [u,v]” gibi iki kisma

boliinmiis x ve y vektorlerinin i¢ ¢carpimlari igin

¥y =xTy = (u,ur) + (v, v1)
esitliinden elde edilmektedir. (u ve u;’in, v ve v{’in boyutlar1 aynidir.)
Onerme 2.1. (2.1) matrisinde C = 0 (sifir matrisi) olsun. O zaman

A B
X = , det(X) = (detA)(detD) (2.3)
0 D

esitligi saglanir.

Kanit. Determinantin tanimina gore, k X k boyutlu Y = [y;;] matrisinin determinanti

det(Y) = Z(_l)o-}’ljl)’ij <o Ykjk

toplamina esittir. Burada o sayist, (i, j2, . - ., jx) dizisindeki inversiyon sayisidir.

Basitlik i¢in n = 3, m = 2 alarak devam edelim:

apl app a3 bis bis g 4
44 dss
A=lay ax ax|» B=|bu bys|, D= .
dss dss
as; as ass b3s  bss
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Bu durumda,

ayr app aiz by bis
ay axp ax by by
X =|a3 axn a3 b bss
0 0 0 dy dss
0 0 0 dsq4 dss

matrisi olusur.

det(X) agilimindaki besli carpimlara herhangi bir b;; eleman girerse, bu ¢arpima
zorunlu olarak sifir elemanlar1 da girer. Ornegin, carpimda b4 elemam varsa, a; ;’lerden
iki tane, d;;’lerden bir tane olabileceginden, toplam eleman sayisinin bege tamamlanabil-
mesi i¢in en az bir sifir elemani da girmelidir.

Dolayisiyla determinant ifadesi:
det(X) = " (=1)7ar, azi,azi,dsj,dsj,
= dyadss (Z(—l)malilazizasi3) — dysdsy (Z(—l)malilaziza3i3)
= det(A)(daadss — dasdss)

= det(A) det(D)
seklinde olur. O
Onerme 2.2. X = matrisi verilsin. A matrisinin tersi varsa,
C D
det(X) = det(A) - det(D — CA™'B) (2.4)

esitligi saglanir.

Kanit. (2.2) esitliginden yararlanarak,

I 0]||A 0 IA‘lB_-I 0| [A B
cat 1llo p-ca'B|llo 1 | |cat 1|l|lo D-ca'B
r:
“lc b
-X

ifadesini elde ederiz.

Bu ii¢lii carpimin birinci ve tigiincii matrisleri tiggensel matrisler olup determinant-
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lar1 1’dir. Bu durumda (2.3)’den dolay1
A 0 |
det(X) =1-det -1 =det(A) -det(D — CA™'B)
0 D-CA™'B

bulunur. O

Onerme 2.3. A ve S = D — CA~! B matrisleri tersinir olsun. O zaman X blok matrisi

de tersinirdir ve

. A1+ A7 IBS lcA™l —A-1BS!
x!= : (2.5)
-S~lcA-! s-1

Kanit.
A Bl|x u
= , (xeR", yeR" ueR" veR™
C DJly v

lineer sistemini ele alalim. Bu sistem,

Ax+ By = u,
Cx+Dy=v
bicimindedir. Buradan,
x+A_lBy:A_1u, v=CA_1u+Sy,

C(A'u-A""By)+Dy=v, y=S'(v-CA™ ')
bulunur. Elde ettigimiz y degerini birinci denklemde yazarsak,
x=A"+A7 B 'cAYyu - A7IBS Y,
y==-S'tcAlu+sy

elde edilir. Buradan da (2.5) esitligi bulunmus olur. O

Simdi X blok matrisinin simetrik oldugunu varsayalim. Yani (2.1)’de C = BT olup
A ile D matrisleri simetrik olsun. Ayrica A matrisinin tersinir oldugunu varsayalim. Bu

durumda,

A B
BT D

blok matrisinin pozitif belirliligi ve yar1 belirliligi ele alinacaktir.
Simdi Schur Komplement teoremini ifade edelim:

Teorem 2.1 ([8]). S = D — BT A~ B olsun. O zaman:
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. X>0 e A>0,5>0,
2. A>0olsun. Budurumda X >0 < § > 0.
Bu teoremi kanitlamak i¢in asagidaki 6nermeyi kullanacagiz.
Onerme 2.4. A > 0 olsun. D simetrik bir m X m matris, u € R” degisken siitun

vektor ve v € R™ sabit siitun vektor olmak tizere,
F:R" >R, Fu) =uAu+2v"Bu+vDv

fonksiyonunun minimizasyonu problemini ele alalim. Bu durumda, F(u#) fonksiyonunu

minimum yapan uq vektoril,
_ _4-1
uy=—-A""Bv

bicimindedir.
Kanit. F(u) fonksiyonu konvekstir. Ciinkii Hessian matrisi pozitif belirlidir:
0*F

- |

=2A>0.
6u,~(9uj 3

VF (u) gradiyentin sifir oldugu u noktasini bulalim:
VF(u) =0, 2Au+2Bv=0, Au=-Bv.
Buradaki son esitligi soldan A~ ile carparsak, fonksiyonu minimum yapan u( noktasi
up=—-A"'By
olarak elde edilir. O

Minimumun tanimina gore her u € R” icin F(u) > F(ug) esitsizligi gecerlidir.
F(uo) degerini agik¢a yazalim:
F(ug) = (—A7'BWTA(=A"'Bv) + 2T BT (~A™'Bv) +vI Dv
=vIBTAT'AA™'By = 2" BTA~'Bv +vI Dv
=vI[D-BTA7'Blv =vT8v.

Buradan, her (u,v) icin F(u) = u’ Au+2v" BTu + v Dv > vT Sv esitsizligini elde ederiz.

18



Ote yandan, esitsizligin sol tarafin1 asagidaki gibi yazabiliriz:

T i

u A Bf|u A Bf|u
| V7]

vl |BT D||v BT D||v

Au + By
BTu + Dv

= ulAu+u"Bv +vIBTu+vI'Dv.

Buradan tiim (u, v) igin,

T
u A Bl |u T
>v Sv (2.6)

% BT D||v
elde edilir ve buradan da

T

] u A Bllu T
min cu Ry =v' Sy 2.7
% BT D||v
olur.
Teorem 2.1’in Kanit.
1. =) X > 0 olsun.
u
Her # 0 icin
v
T
u A Bll|u
>0
% BT D||v
u u

oldugundan, burada = (u # 0) alalim. Bu durumda,

Vv

A Bllu Au T
[uT O] >0=>[MT ()] >0 = uAu>0
BT DI |0 BTy

olur. Yani A > 0 saglanmaktadir.

X > 0ise A > 0 oldugunu gosterdik. X > 0 ise S > 0 oldugunu gosterelim.
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X > 0ise her (u,v) # (0,0) icin
T
u u T T pT T
X =u Au+2v'B'u+v'Dv >0
v Y

esitsizligi saglanir. Burada v # 0 olmak iizere, # = —A~! By alahm. Bu durumda,
Wl Au+2v" BT +vIDv > 0

esitsizliginin sol tarafi v7 Sv’ye esit oldugundan her v # 0 igin vI'Sv > 0 esitsizligi elde
edilir. Buda S > 0 oldugunu gosterir.
&)A > 0,8 > 0ise X > 0 oldugunu gosterelim.
Her u # 0 icin u” Au > 0 ve her v # 0 i¢in v/ Sy > 0’dir. Dolayisiyla, asagidaki
esitsizligin her [u V]T # [0 O]T icin saglandigim gostermemiz yeterlidir:
T

X > 0. (2.8)
v 1%

Burada iki durum s6z konusudur: v =0 ve v # 0.

i) v =0ise u # 0 olmalidir ve

T
u u T
X =u'Au >0
0 0
bulunur.
ii) v # 01ise (2.6)’ya gore
T
u u

X > ISy >0
v

<

oldugundan (2.8) ve dolayisiyla X > 0 saglanmaktadir.
2. A > 0 oldugunu varsayalim.
=) X > 0 olsun.

A > 0 oldugu icin (2.6) ve (2.7) saglanmaktadir. Her (u, v) i¢in
T

X|[=0 (2.9)
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olur. v € R™ keyfi vektor olmak iizere, (2.9)’da u = —A~! By alalim. Bu durumda,
T

0< X =vIsy
u=—A-1By

elde edilir. Yani S > 0 olur.

&) S > 0 olsun. (2.6)’ya gore her (u, v) icin

T
u u T
X >v'Sv >0
v v
esitsizliginden X > O ¢ikmaktadir. m|

Ornek 2.1. Schur Komplement Teoremi’nin uygulamasina yonelik bir drnek olarak

asagidaki Riccati esitsizligini ele alalim:

11 2 -1 10 45 4
A: , B: , Q: , R:
1 2 0 1 0 1 4 2
olmak iizere,
ATP+PA-PBQO 'B"P+R > 0. (2.10)

Schur Teoremi’ne gore bu esitsizlik

ATP+PA+R PB
X = >0
BTP 0
lineer matris esitsizligine esdegerdir.

Bu esitsizligin pozitif belirli bir ¢oziimi

1.6930 0.5165
0.5165 1.7391

matrisidir.
Bu ¢oziim, Riccati esitsizliklerinin ¢6ziimii i¢in Boliim 6’da verilen yontem kul-

lanilarak elde edilmistir.

Ornek 2.2.
1 2 -1 2 -1 3 1.0215 0 0
A=|[1 3 4|, B=|4 1 =2|, 0= 0 1.0215 0 ,
2 -4 1 3 1 -1 0 0 1.0215
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1.2182 -0.8268 -0.2704
R =1{-0.8268 -0.7394 1.5150
-0.2704 1.5150 1.2430

olmak iizere (2.10) Riccati esitsizligini ele alalim. Teorem 2.1’e gore bu esitsizlige esdeger

olan X > 0 LME’nin bir ¢oziimii olarak

0.1042  0.0631 -0.1328
P=10.0631 0.0848 -0.1250
-0.1328 -0.1250 0.2564

pozitif belirli matrisi verilebilir.
Bu ¢6ziim de 6nceki ornekte oldugu gibi Boliim 6’de verilen algoritma yardimiyla

hesaplanmustir.
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3. BIR SINIF MAKSIMUM FONKSIiYONLARIN MINIiMiZASYONU

Bu boliimde, afin fonksiyonlarin maksimumu seklinde tanimlanmis konveks bir
fonksiyonun kompakt bir kiime iizerindeki minimizasyonu problemi ele alinmaktadir.

X cRY kompakt bir kiime ve Y keyfi bir kiime olmak iizere,
o(x) =r§13yX(<x,a(y)> +b(y)) (3.1)

fonksiyonunu tanmimlayalim. Burada a(y) : ¥ — R ve b(y) : ¥ — R bilinen ve smirl
fonksiyonlardir.

Varsaymm. Her x € X icin (3.1) denklemindeki maksimum deger vardir ve bu
maksimumu saglayan y noktasi basit hesaplamalarla bulunabilmektedir.

Bu béliimdeki amacimiz, ¢(x) fonksiyonunun X kiimesi iizerinde alacagi minimum
degeri ve bu degeri veren noktay1 bulmaktir.

Onerme 3.1. Keyfi bir £ € X noktasi verilsin. § € ¥ noktasi, (3.1) denklemindeki

(£,a(y)) +b(y)

fonksiyonunun maksimum degerini veren nokta olsun. Bu durumda, her x € X i¢in

asagidaki esitlik ve esitsizlik saglanir:

@(X) = (£,a(9)) +b(P), (3.2)
@(x) 2 (x,a(P)) +b(P). (3.3)
Kanit. ¢(x) fonksiyonunun tanimindan elde edilir. O

Simdi ¢(x) fonksiyonuna bagl olarak, monoton artan bir {s; } say1 dizisi tanimlay-
alim:

Herhangi bir x! € X baslangi¢ noktas1 secelim.

(' a(y)) +b(y)

ifadesine maksimum veren nokta y! € ¥ olsun. Bu durumda ¢(x!) = (x!,a(y")) + b(y")

elde edilir. Simdi,

si=min ((c,a(y') +b0") (G4

tamimlayalim. (3.4) denkleminde minimumu veren noktaya x> € X diyelim. Bu noktada

(% a(y)) +b(y)
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ifadesini maksimum yapan y? € Y noktas1 bulunsun.

Sonra,

§7 = min max ((x,a(y")y +b(y") (3.5)

xeX 1<
tammlanir ve (3.5) denkleminde minimumu veren noktaya da x> € X diyelim. Benzer
bicimde
(,a(y)) +b(y)

ifadesini maksimum yapan y> € Y noktas1 belirlensin. Bu siireci devam ettirerek genel

olarak

St = min max ((x,a(y")y + (")) (3.6)

xeX 1<i<k
biciminde bir dizi tammlayalim. (3.6) denkleminde minimumu veren noktaya x**! € X

dersek, X kiimesinde bir

dizisi elde ederiz. Her x € X icin

max ((v,a(y")) +b(")) < max ((r,a(y))+b0")

esitsizligi saglanir. Burada her iki tarafin X kiimesi lizerinde minimumunu alirsak,

Sk < Sk+1

esitsizligini elde ederiz. Boylece {s;} dizisinin monoton artan oldugu goriiliir. Ote
yandan, X kompakt, a(y) ve b(y) fonksiyonlar1 da sinirli oldugundan {s;} dizisi iistten

stnirhdir. Dolayisiyla, monoton artan ve iistten sinirl olan bu dizinin limiti vardir:

lim s; = s. 3.7

k—o00
Onerme 3.2. X kompakt bir kiime, ¢;(x), ¢2(x) : X — R siirekli fonksiyonlar ve

her x € X i¢in ¢1(x) > ¢2(x) olsun. Bu durumda her x € X i¢in

¢1(x) > min @>(x)
xeX

esitsizligi saglanir.
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Kamit. ¢1(x) ve ¢;(x) fonksiyonlarinin tanimi geregi

min 1 (x) = ¢1(X) > ¢2(X) > min ¢ (x)
xeX xeX

olur. Bu esitsizlige gore, her x € X i¢in
@1(x) = min ¢ (x) > min @2 (x)
xeX xeX
esitsizligi saglanir. m|
Simdi, herhangi biri =1,2,3,... vex € X i¢in
p(x) = max((x,a () + () 2 (e a(y)) +b()
esitsizliginden,
p(x) > max ((x,a(y) +b(y"))
1<i<k

sonucunu elde ederiz.

Onerme 3.2°de,

@1(x) = 9(x),  ¢2(x) = max ((x,a(y)) +b(y"))

secersek, her x € X icin asagidaki esitsizligi elde ederiz:

¢(x) > min max ((x,a(y")) +b(y")) = si. (3.8)

Onerme 3.3.Herx € X ve k = 1,2,3, ... icin ¢ (x) > sy.

Simdi, keyfi secilen birx! € X noktasiyla yukarida tanimlandig1 bicimde olusturulan
{x*} dizisinin, ¢(x) fonksiyonunun minimumunu veren noktaya yakinsayan bir {x*n}
altdizisinin oldugunu ve fonksiyonun minimum degerinin de s oldugunu gosterecegiz.

Bagka bir ifadeyle, dyle bir {x*»} altdizisi vardir ki x*» — x, ve

min @(x) = p(x.) = (3.9)

esitligi saglanir.

I € X noktas! icin yukaridaki yontemle olusturulan {x*}

Teorem 3.1. Keyfi bir x
dizisinin, x, € X noktasma yakinsayan bir {x*»} altdizisi vardir ve bu limit noktas1 i¢cin
(3.9) esitligi saglanir.

Kanit. Oncelikle g > p olmak iizere p ve g dogal sayilarini ele alalim. Tanim geregi,

sg = min max ((c.a(y)) +5(") = max (. a(s)) + b))

xeX 1<i<
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oldugundan,
sq 2 ™ a(y)) +b(y), (1<i<gq)
saglanir. Burada i = p segilirse
sq 2 T a(y") +b(Y")
ve boylece limitten dolay1
52 (L a(y") +b(P) (3.10)

elde edilir.

Onerme 3.1°deki denklem (3.2)’e gore,

@(x") = (xP,a(y")) + b(y") (3.11)

esitligi saglanir. Simdi (3.10) ve (3.11) denklemlerini taraf tarafa gikarilir, Onerme 3.3

dikkate alinirsa,
0>s—o(x") > & —xP, a(yP)) (3.12)

esitsizligi elde edilir.
Ote yandan, X kompakt kiime oldugundan {x¥} dizisinin yakinsak bir {x*~} altdizisi

vardir; yani x*

m — x, € X saglanir. (3.12) denkleminde p = k,,, ¢ + 1 = k,,41 secilirse,
0> 5 —@(xkm) > (xkma — xkm g (ykm)) (3.13)

elde edilir.

m — oo i¢in (3.13) denkleminin sag tarafi sifira yakinsar. Boylece,

Tim (x) =5 = ¢(x.) (3.14)

sonucunu buluruz.

Ayrica, Oonceki 6nermeye gore her x € X icin
px)=s (3.15)

saglanir.

Son olarak, (3.14) ve (3.15) denklemlerinden,

min p(x) = p(x.) = s
xeX
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esitligi elde edilir. O
p(x) = maX((X a()+b(y), llaWll <K, b <Ky x€X=[-aa]

oldugunu varsayalim. Ele alacagimiz problem: minycy ¢(x) =?

Bu problemin ¢oziimii icin

St = min max (¢x,a(y")y +b (")) (3.16)

xeX 1<i<k
degerini kullanacagiz. Denklem (3.16)’deki s; degerini ve minimumu veren noktay1
bulmak amaciyla lineer programlama (LP) yonteminden yararlanabiliriz.
Teorem 3.2. Asagidaki LP problemini ele alalim:
c(x,t) =t — min
—a<xj<a, j=12,...,d

—-oc<t<o, O':a/\/EK1+K2

(xx,a(y")y+b(y") <t, i=12,... k.

Eger (x*,¢*) bu LP probleminin optimal ¢dziimii ise,
sp=c(x*, )=t

esitligi saglanir ve x* noktasi, (3.16) denkleminde minimumu veren noktadir.

Kanit.
A= {(x,t) c—o<t<o, (xa(y)y+b(y) <t, x € [-a,a]?, i= 1,2,...,k}

kiimesini alalim.
Herhangi bir ¥ € [-a, @]? i¢in
f=m ((x a(y"))y +b(y)) = (F.a(y")) +b(y)
diyelim.

Bu durumda, |7| < o ve
Fa()y+b() <i, i=1,2,... .k
olacagindan, (%,7) € A elde edilir. Buradan, LP probleminin optimal ¢6ziimii nedeniyle
" =c(x*,t") < c(X,0) =71 (3.17)

saglanir.
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Ote yandan,
) eA = >&5a)+b(y), i=1,2,...,k
oldugundan,

£ 2 max ((%a(y) +b() (3.18)

elde edilir.
(3.17) ve (3.18) denklemlerinden,

max ((Z,a(y)y+b(y)) =it > max ((x*,a(y")) +b(y"))

1<i<
sonucunu buluruz.

Burada ¥ keyfi secildigi icin,

min max (%, a(y' )Y+ b(y' )) = max ((x a(y)) +b(y' )) (3.19)

XeX 1<i<k
elde edilir. Boylece, x* noktasi (3.16) denkleminde minimumu veren noktadir.

Ayrica (3.19) denkleminin sol tarafi s ’dir. (3.18) ve (3.19) denklemlerinden,
sk = max ((x*,a(y")) +b(y")) < t* (3.20)
1<i<k

elde edilir.
Ote yandan,

< F= max ((%, a(y")) +b("))

I<i<

esitsizligi, her ¥ € X icin saglanacagindan,

t* < min max ((%,a(y")y +b (")) = s¢ (3.21)
XeX 1<i<
elde edilir.
Son olarak, (3.20) ve (3.21) denklemlerinden s; = ¢* bulunur. O

Ornek 3.1. Asagidaki maksimum fonksiyonunun [—100, 100] araliginda minimum

degerini ve bu minimumu veren noktay1 hesaplayalim:
¢(x) = max (x siny + e'yz) .

-10<y<10

Burada a : [-10,10] — R, a(y) = sin(y) ve b : [-10,10] — R, b(y) = e’
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fonksiyonlarini tanimlayalim. Bdylece,
(x,a(y)) +b(y) =xsiny + e’
olur. Ayrica

a=100, d=1, K;= max |sin(y)|=1, K= max |e_y2| =1
ye[-10,10] ye[-10,10]

oldugundan, o = aVdK; + K> = 101 olarak hesaplanur.

Simdi, algoritmanin ilk adimint ayrintili olarak verelim:

x! = 10 baslangic noktasr icin,

e(x!) = max  (10siny + e™") = 105in(1.54219986) + ¢~ 1-54219%86” — 1008861208
ye[—10,

oldugundan y! = 1.54219986°dir. Buradan,
a(y') = sin(1.54219986) = 0.999591, b (y') = e~1-34219986* _ (. 092700
degerleri hesaplanir.
s1 degerini ve x? noktasim hesaplamak icin, asagidaki LP problemini ¢ozeriz:
c(x,t) =t — min
- 100 < x <100
- 101 <r <101

0.999591 x +0.092700 < ¢

Bu LP probleminin ¢6ziimiinden,
51 = —99.86641430, x*=—-100

bulunur.
Algoritmanin sonraki adimlari ise asagidaki tabloda ozetlenmistir. Durma kosulu
icin & = 107 olmak iizere ¢(x¥) — s; < & alinmustur.

Boylece, verilen maksimum fonksiyonunun minimum degeri yaklasik olarak

: 12
~ = 1.00000001
—1062162100 QD(X) (,D(X )

seklinde elde edilir.

Ornek 3.2. Asagidaki maksimum fonksiyonunun [-100, 100] araliginda minimum
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Tablo 3.1. Ornek 3.1’in iterasyon sonuclar

k x % p(x") Sk lo(x*) — s

1 10.00000000 1.54219986  10.08861208 —99.86641430 109.95502640

2 —100.00000000 -1.56811418 100.08516226  0.08911200  99.99605026

3 -0.00359006 —0.00179503  1.00000322 0.99837041 0.00163281

4 0.90604025 0.51369579 1.21329074 0.99915263 0.21413811

5 0.47026822 0.24205391 1.05581523 0.99957381 0.05624142

6 0.23563291 0.11864667 1.01391310 0.99978801 0.01412509

7 0.11630144 0.05824940 1.00338342 0.99989556 0.00348786

8 0.05638954 0.02820599 1.00079505 0.99994938 0.00084567

9 0.02640371 0.01320301 1.00017429 0.99997630 0.00019799

10 0.01140726 0.00570372 1.00003253 0.99998976 0.00004277

11 0.00390864 0.00195432 1.00000382 0.99999649 0.00000733

12 0.00015929 0.00007964 1.00000001 0.99999986 0.00000015
degerini ve bu minimumu veren noktay1 hesaplayalim:

Y -y
p(x) = _1%)22;)210 xsiny + = .
Burada a(y) = sin(y), b(y) = Py fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Boylece,
2 _
(x,a(y))+b(y) =xsiny + Y g
1+ y*
olur. Ayrica,
Y -y

=100, d=1, K= i =1, K= = 1.52702948

« 1= max [sink)] 27 el1010] | T3 7

elde edilir ve buradan o = aVdK; + K> = 101.52702948 bulunur.
Baslangic noktasi olarak x! = 10 alalim. Bu noktada maksimum veren y' degerini

bulmak i¢in,

2 _
o(x") = max 4
y€[-10,10] J1+ Iz
(1.61237625)% — (1.61237625)
V1 +(1.61237625)4

(10siny+ 4

=10sin(1.61237625) + = 10.34583473

hesabindan, y1 = 1.61237625 elde edilir. Buna gore,

a(y') =sin(1.61237625) = 0.99913568,
(1.61237625)% — (1.61237625)
V1 +(1.61237625)4

b(y') = = 0.35447793
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olarak bulunur.
Simdi s1 degerini ve x> noktasini1 bulmak icin asagidaki LP problemini ¢ozeriz:
c(x,t) =t — min
- 100 <x <100
—101.52702948 <t < 101.52702948

0.99913568 x +0.35447793 < t

Bu LP probleminin ¢oziimiinden,
s1 = —99.55909003, x> =-100

bulunur.
Algoritmanin sonraki adimlari ise agagidaki tabloda 6zetlenmistir. Durma kosulu

icin £ = 107 olmak iizere ¢(x¥) — s; < & alinmustur.

Tablo 3.2. Ornek 3.2 deki iterasyon sonuglar

xF ¥ @(x5) Sk lo(xF) — s

k

1 10.00000000 1.61237625  10.34583473  —99.55909003 109.90492476
2 -100.00000000 -1.56976875 101.51683652  0.93543250  100.58140402
3 0.58145713 2.03649365 1.01431707 0.97709302 0.03722405
4 0.53979659 2.06175250 0.97732845 0.97721812 0.00011033
5 0.53967148 2.06183302 0.97721813 0.97721812 0.00000000

Sonug olarak, verilen maksimum fonksiyonunun minimum degeri yaklasik olarak

: 5
~ p(x°) = 0.97721813
—10(1)’12161;100%0()6) QD(-X )

biciminde hesaplanir.
Ornek 3.3. Asagidaki maksimum fonksiyonunun [—0.5,0.5] x [-0.5, 0.5] kiimesi

tizerinde minimum degerini ve bu minimumu veren noktay1 hesaplayalim:

o(x) = max [xl(y1+yz)+Xzyz—(y1+y2)]

_1<
Burada a(y) = (y1 + y2,y2) ve b(y) = —(y% + y%) tanimlayalim. Boylece
(x,a(y)) +b(y) =x1(y1 +y2) + X232 — (¥] +3)
olur. Ayrica

a=05 d=2, K;= max ||a(y)||—\/_ K, = max |b(y)|—
ye[-1,1] ye[-1,1]
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oldugundan, o = @VdK, + K, = 3 olarak hesaplanur.
x! = (0.1, —0.1) baslangic noktas1 icin

o(x!) = lPﬁﬁp(OJ(YI4‘Y2)"OJJQ“(Y%+)%)):(10025
ye|—1,

olup maksimum y1 = (0.0500, 0.0000) noktasinda alinmaktadir. Buradan,
a(y') = (0.0500,0.0000), b(y') =-0.0025

olur.

s1 degerini ve x2 noktasini hesaplamak i¢in asagidaki LP problemi coziiliir:
c(x,t) =t — min
—05<x,x <05

-3<1<3

0.0500x7 + 0.0000x2 — 0.0025 < 7.

Bu LP probleminin ¢éziimiinden
s; = —0.0275, x?=(-0.5,-0.5)

bulunur.
Algoritmanin sonraki adimlar1 asagidaki tabloda 6zetlenmistir. Durma kosulu icin

€ = 107 olmak iizere | (x*) — 5| < & alinmistur.

Tablo 3.3. Ornek 3.3’iin iterasyon sonuclart

xF % o (xF) Sk

(0.1000, —0.1000) (0.0500,0.0000)  0.00250000 —0.02750382
(=0.5000, -0.5000) (—=0.2500,-0.5000) 0.31250000 —0.02750239
(—0.5000,0.1800)  (-0.2500,-0.1600) 0.08809839 —0.02049959
(—0.3600,0.5000)  (—0.1800,0.0700)  0.03729685 —0.01250098
(=0.2000,0.0400)  (—0.1000,—-0.0800) 0.01639709 —0.00899953
(=0.1300,0.2000)  (=0.0650,0.0350) 0.00544953 —0.00500018
(=0.0500,-0.0300) (—0.0250,-0.0400) 0.00222374 —0.00324935
(—0.0150,0.0500)  (—0.0075,0.0175)  0.00036263 —0.00124999

0NN B W A

18 (0.0014,-0.0028)  (0.0007,—-0.0007)  0.00000097 —0.00000152
19 (0.0001,0.0008) (0.0001,0.0005)  0.00000024 —0.00000067
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Verilen maksimum fonksiyonunun minimum degeri yaklasik olarak

min  ¢(x) ~ ¢(x") = 0.00000024
x€[-0.5,0.5]2

seklinde elde edilir.
Ornek 3.4. Asagidaki maksimum fonksiyonunun [-10, 10] x[-10, 10] kiimesi iize-

rinde minimum degerini ve bu minimumu veren noktay1 hesaplayalim:

i 2 2
x) = max xpsin(yy — y2) +xp cos(yi + y2) + y — )
#(x) (y1,y2)€[—5,5]><[—5,5]( 1sin(y1 - y2) (y1+y2) Yi—Y>
Burada,
sin(y; — y2)
a(y) = . b =y1-¥3

cos(y1 +y2)

olmak tlizere,

(x,a(y)y +b(y) = x1sin(y1 — y2) + xacos(y1 +y2) + ¥ — y3

seklinde tanimlanmastr.

Ayrica @ = 10,d =2, K| = 1.413778, K, = 24.997449 oldugundan,
o = aVdK; + K, = 44.991296
olarak bulunur. Baslangi¢ noktas1 x' = (=2, 1) icin

(') = max (—2 sin(y1 — y2) +cos(y1 + y2) + 2 — yg) — 27.46893514
yE[—S,S]

ve maksimumu veren y' = (5.0000, 0.3454) noktas1 bulunur. Bu bilgilerle ilk iterasyon-
daki LP problemi,

c(x,t) =t — min

-10<x; <10, ;=12

—44.991296 <t < 44.991296

—0.5196 x1 +0.9952 x, +24.8807 < t

seklindedir. Bu LP probleminin ¢6ziimiinden,
s1 = 8.98180473, x? = (10.0000, —10.0000)

bulunur. Algoritmanin diger iterasyonlar1 asagidaki tabloda 6zetlenmistir. Durma kosulu

e = 10"%dur.

33



Tablo 3.4. Ornek 3.4’iin iterasyon sonuclar

k x v p(x*) Sk

1 (—2.000, 1.000) (5.000, 0.345)  27.4689352 8.9817384
2 (10.000, —10.000)  (—4.382, 0.707) 36.6120351 20.2355678
3 (10.000, 9.024)  (-5.000, —0.676) 41.2090678 22.2390053
4 (0.591, —3.469) (5.000, —1.265)  26.2648955 24.1001205
5 (0.278, —0.851) (5.000, —0.514) 24.7337094 24.3825189
6 (0.897, —1.205) (=5.000, 0.339) 25.6736464 24.8343304
7 (-0.076, —0.206)  (5.000, —0.087)  25.0217622 24.8944183
22 (0.000, —0.578) (5.000, —0.289)  24.9172722 249172712
23 (0.000, -0.579) (=5.000, 0.290)  24.9172969 24.9172758
24 (0.000, —0.574) (5.000, —0.287)  24.9172766 24.9172762

Sonug olarak verilen maksimum fonksiyonunun minimum degeri yaklasik olarak

seklinde bulunmustur.

min
x€[-10,10]2

o(x) ~ p(x1°) =24.91110936
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4.LYAPUNOV ESITSIZLiGi

A € R™" matrisi verilsin. Eger bu matrisin tim 6zdegerlerinin gercel kisimlari
negatif ise bu matrise Hurwitz matrisi denir. Lyapunov Teoremi’ne gore asagidakiler
birbirine denktir:

i) A matrisi Hurwitz matrisidir.
ii) Bir Q > 0 matrisi icin,

ATP+PA=-Q

matris denkleminin bir tek P > 0 ¢6ziimii vardir.
iiiy ATP + PA < 0 olacak bicimde bir P > 0 matrisi vardur.
iv) X = Ax lineer sistemi icin x = 0 denge noktas1 asimptotik kararlidur.
Yapilacak iglemler icin asagidaki onerme kullanilacaktir:
Onerme 4.1. T; ve T» kompakt kiimeler, f(£,7) : T) X T» — R siirekli fonksiyon

olsun. O zaman

jrax max f(&mn) = e max f(&m) = o f(&m) (4.1)

esitlikleri gecerlidir.

Kanit. Kompaktlik ve siireklilikten dolay1 (4.1)’deki tiim maksimumlar vardir. Herhangi

bir (¢4, 1.) € T} X T, noktast icin

f(éams) < Iiglee%f(f*, n < max r';lee%f(f, n)

saglanmaktadir. (&.,n.) keyfi oldugundan,

max ,n) < max max f (&, 40
(f,n)eTlezf@ ) £€Ty nely f(&m 4.2)

bulunur. Ote yandan, (4.1)’in sag tarafindaki maksimumu veren cift (£9,10) € T1 X T»

olsun. O zaman

max  f(&,n) = f(&0,10) (4.3)

(EmEni XD,
olur. Bu durumda, her (£,7) € Ty X T, igin f(&p,n0) = f(&,n) esitsizligi saglanir.
Buradan da her ¢ € T} ve her np € T i¢in,

f(&o,m0) 2 r;lea%f (& m) 2 max r;leaTch (&m) 4.4)

35



yazilabilir. (4.3) ve (4.4) birlikte degerlendirildiginde,

max R > max max R
(f,n)eTlezf (&m) max max f(&m)

bulunur. Bu sonug ile (4.2)’den istenilen esitliklerin tamam elde edilir. O

Aq, Ay € R™" matrisleri verilsin ve
Y={@Gv):i=12;v]|=1,v e R"}

tanimlansin.

Onerme 4.2.

max vV Ay <0 < A;<0veA,<D0.
(i,v)eY

Kanit. =)

max v! A;y = max max v/ A;v, max v Ay = Amax (A)
(iv)eY i€{1,2} |Ivl=1 lIlvil=1

bu esitliklerden

ngla)Z(} Amax(A;) <0 = Amax(A1) <0 ve Apax(A2) <0
ie{l,

elde edilir. Boylece,
A] < 0, A2 <0

sonucu bulunur.

&) A <0,A; <Oise,
/lmax(Al) <0, ﬂmaX(AZ) <0
olacagindan, yine

max v Ajv <0, maxv Ay <0
Ivll=1 lIvil=1

ve buradan da

max max vTAiv <0
ie{1,2} [lvll=1

elde edilir.

O

ATP+PA < 0, P > 0 matris esitsizliklerini saglayan P matrisinin varlig1 problemini,

onceki iinitede ele aldigimiz minimizasyon problemi formuna doniistiirebiliriz.
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Simetrik P matrisini, x = (x1,x2, ..., xq)" € R? vektoriine gore

X1 X2 ... Xy
X X R +1
P=P(x) = .2 .3 | 2- 1 , d:n(nz ) @)
Xn Xopn—-1 ... Xd
gibi yazabiliriz.
Burada matris esitsizlikleri homojen oldugundan
-1<x; <1, i=12,...,d
esitsizliklerinin saglandigini varsayabiliriz.
Verilen matris esitsizlikleri
Amax (ATP + PA) <0, Amax(—P) <0 (4.6)
esitsizliklerine denktir.
Burada
fitP(x)) =ATP+PA,  [,(P(x)) =-P 4.7)

gosterimini kullanirsak, yukaridaki esitsizlikler v € R” birim vektor olmak iizere
max v fi(P(x))v <0, max v (P(x)v <0
biciminde yazilir.
Burada P(x)’in yukaridaki ifadesi g6z oniinde bulundurulursa, (4.6) esitsizlikleri
|1|1v1|T1=)i[a1x1 +axxy+---+agxg] <0, |1|£1”a=x1 [dix) +dyxp+---+daxq] <0 (4.8)
bicimindedir. Bu ifadelerdeki a; katsayilari, v vektoriine kuadratik bicimde baghdir.

Simdi,
Y={y=(,v):ie{l,2},|v]| =1,veR"}

kiimesini tanimlayalim. Yukaridaki (4.8)’deki esitsizlikler, tek bir esitsizlik olarak su

sekilde ifade edilebilir:
max{x, a(y)) < 0. 4.9
yey

Buradaki a(y) : ¥ — RY fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir: Herhangi bir
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Vi = (is, V) € Y icin,
i, =1lise, a(y.)=(ar,az,...,aq)l=,.
i, =2ise, a(y.) =(dy,a...,aq)lv=y,
olarak belirlenir.
Ayrica, v vektorii birim vektorler kiimesinde oldugundan, a(y) fonksiyonu Y kiimesi
tizerinde sinirl olacaktir.
Herhangi bir x, € X = [-1,1] x [-1,1] x --- x [=1,1] = [-1,1]¢ icin, (4.9)
ifadesinde maksimumu veren y. noktasi asagidaki sekilde belirlenir:
Oncelikle, fi(P(x,)) ve f>(P(x.)) simetrik matrislerinin maksimal 6zdegerleri he-
saplanir ve bu 6zdegerler karsilastirilir:
 Eger birinci matrisin maksimal 6zdegeri daha biiyiikse, i, = 1 olarak segilir.
» Ikinci matrisin maksimal 6zdegeri daha biiyiikse, i, = 2 olarak secilir.
* Maksimal 6zdegerler esit ise, i. € {1,2} keyfi olarak segilir.
Daha sonra, se¢ilen matrisin maksimal 6zdegerine karsilik gelen birim 6zvektor v.

belirlenir. Boylece, verilen x = x, i¢in, (4.9) esitsizliginde maksimumu veren nokta
Vi = (is, V) €Y

olarak bulunmus olur.

Artik X ve Y kiimeleri ile
a(y):Y ->RY b(y):Y >R, b(y)=0
fonksiyonlar1 tanimlandiktan sonra, onceki boliimde ele alinan minimizasyon problemi,
p(x) = r;lg;()c, a(y)) (4.10)

formuna doniigsmiis olur.

Sonug olarak, Lyapunov esitsizligini saglayan bir P > 0 matrisinin varlig1 problemi,

p(x) <0

esitsizligini saglayan x € X vektoriiniin varlig1 problemine doniismektedir. Eger (4.10) ile
tanimlanan ¢(x) fonksiyonunun X kiimesi iizerindeki minimum degeri negatif ise, boyle

bir vektor x daima vardir.
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Ornek 4.1.

-3 -2 4
A=|1 -2 5
3 -1 -3

matrisi verilsin. Bu matris i¢in Lyapunov esitsizligini saglayan P > 0 matrisinin varligini
bu boliimde verdigimiz yontemle arastiralim.

Burada n = 3 oldugundan d = ”("TH) = 6 olur ve

X1 X2 X3
P(x)=|xy, x4 x5/, xe€X=[-1,1]°
X3 X5 X6

¢(x) fonksiyonu
¢(x) = max{dmax (A" P(x) + P(x)A), Amax (=P (x))}

seklindedir.
Burada iki sorunun cevabini arastiracagiz:
1) ¢(x) < 0 olacak bicimde x € X var midir?
2) I)‘Cl’él}r(l @ (x) kactir?

Bu ornekte

Y={y=(v):ie{l,2},[Wl=1LveR}, b(y) =0, ¢ = r;lg;i()c,a(y»
olarak tanimlanir.
i = 1ise a(y) ifadesi vI (ATP(x) + P(x)A)v agithmindan, i = 2 ise v/ (=P (x))v
acilimindan gelmektedir.
Ornegin,
vT(—P(x))v = —xlv% —2X2v1Vy — 2X3V1V3 — x4v% — 2Xx5V9V3 — x6v§

oldugundan

T

a(y) = —V% —2vivy —2viv3 —V% —2vov3 —v%

seklindedir. Burada sabitler

M = ||A|| = V78, K; =max{2V2V78, V2} =2V156, K, =0
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olarak bulunur.

Baglangic¢ olarak x! = (1,0,0,0,0,0) noktasin1 alalim. Bu noktada
o(x") = Amax (ATP(x") + P(x")A) = 2.38516481
maksimum degerini vermekte ve maksimal 6zdegere karsilik gelen birim 6zvektor

—-0.4706
vi=1039%6 |, i=1
—-0.7892
olarak elde edilir. Boylece y! = (1, v!) noktas1 bulunur ve a(y') fonksiyonu elde edilir.
s1 ve x? degerlerini bulmak icin
c(x,t) =t — min
—1le'Sl, izl,...,6

- 6V468 <t < 6V468

(x,a(y)) <1

LP problemi ¢oziiliir.

Bu LP probleminin ¢éziimiinden
s1 = —22.41048877, x*=(-1,-1,-1,1,-1,1)

elde edilir.

Sonraki adimlar asagidaki tabloda 6zetlenmisti. Durma kosulu icin & = 107°

alimustir.
Tablo 4.1. Ornek 4.1’in iterasyon sonuglart

k xk i* o(x%) Sk

1 (1,0,0,0,0, 0) 1 238516481 —22.41048877
2 (-1, -1, -1, 1, -1, 1) 1 7.20630033  —8.02435393
3 (1, 1, 0.099, 1, -1, 1) 1 454534170  —5.57828662
4 (1, 0.669, -1, 1, —0.166, 1) 1 4.53000188  —2.72787498
5 (1, 0.048, -1, 0.499, -1, 1) 1 2.65060882  —1.27594930
6 (1, -0.539, 1, 0.991, -0.071, 1) 1 223756023  —1.21094463
7 2

(1, —0.496, 0.721, 0.833, —0.041, 1) —-0.11439377 —0.93718196

31 (1, -0.191, 0.393, 0.700, —0.191, 1) 1 —0.60695500 —0.60695525
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min (x) ~ o(x*") = =0.606955 < 0
X€E

oldugundan verilen matris i¢in Lyapunov esitsizligini saglayan bir P > 0 matrisi vardir ve

bu P matrisi

1 -0.191 0.393
P=Px*)=|-0.191 07 -0.191
0.393 -0.191 1

icin ATP + PA < 0 oldugundan A matrisi Hurwitz kararlidir.

Burada P matrisi olarak ¢(x*) < 0 olacak sekildeki herhangi bir x* icin P = P(x¥)

alinabilir.
Ornek 4.2.
1 3 -2
A=13 -1 4
1 -1 -3

matrisi verilsin. Bu matris icin Lyapunov esitsizligini saglayan P > 0 matrisinin var olup
olmadigini arastiralim.
Buradan = 3 oldugundan bir Ornek 4.1°deki gibi baglangic olarak x! = (1,0,0,0,0,0)

noktasini alalim. Bu noktada
o(x") = Amax (ATP(x") + P(x")A) = 4.74165739

maksimum degeri ve maksimal 6zdegere karsilik gelen v' = [1,0,0]7, i = 1 birim
ozvektorii elde edilir. Boylece y!' = (1,v!) noktas1 bulunur.
s1 ve x> degerlerini bulmak igin asagidaki LP problemi ¢oziiliir:
c(x,t) =t — min
-1<x;<1, i=1,...,6

—24.7386 <t < 24.7386

(x,a(yh) < t.

Bu LP probleminin ¢6ziimiinden
s1 = —11.03616043, x>=(-1,-1,-1,-1,-1,1)

elde edilir.
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Bu islemlerin devamindaki veriler agsagidaki tabloda yer almaktadir. Durma kosulu

icin & = 1076 alimustr.

Tablo 4.2. Ornek 4.2 nin iterasyon sonuglart

k xk ik o(xF) Sk

1 (1,0,0,0,0,0,0) 1 4.74165739 -11.03616043
2 (-1,-1,-1,-1,-1,1) 2 2.56155281 —1.64522433
3 (-1,0.624,1,1,1,1) 1 7.99389445 —1.10591577
4 2

(0.050,-0.525,1,1,1,1) 1.07207835 —-0.76466536

104 (0.563,-0.749,0.064,1,-0.137,1) 1 0.00000026 —0.00000007
105 (0.540,-0.734,0.356,1,-0.525,1) 2 0.00000000 —0.00000004

Islemlere devam edildiginde, artan k degerleri icin ¢(x*), pozitif degerlerle sifira
yaklagmaktadir. Herhangi bir adimda ¢(x*) < 0 kosulu saglanmadigindan, verilen matris
icin Lyapunov esitsizligini saglayan bir P > 0 matrisi yoktur. Bu durum, A matrisinin

Hurwitz olmadigini gosterir. Gergekten de A matrisinin 6zdegerleri
3.184955391, —3.092477696 +2.476971683 i

seklinde olup, pozitif gercel kistmli bir 6zdegeri vardir.
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5. ORTAK P PROBLEMI

Bu boliimde, Ay, Ay, ..., Ay Hurwitz kararli n X n boyutlu matrisler olmak iizere,
X = Ax, AE{A],Az,...,AN} (51)
anahtarlamali sisteminin kararlilig1 ele alinacaktir. Buradaki A matrisi, Ay, Ay, ..., Ay

matrislerinden biridir ve bir matristen digerine gecis zamani belli olmayip keyfidir.

Sistemin (5.1) kararlilig1 i¢in yeterli kosul,
ATP+PA; <0, (i=1,...,N) (5.2)
esitsizligini saglayan ortak P > 0 matrisinin bulunmasidir. Bu durumda
V(x) = x' Px

fonksiyonu ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonu olur ve (5.1) sistemine kuadratik kararli
sistem denir. Ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonu problemi, literatiirde ayrintili bicimde
incelenmistir (bkz. [3, 5, 6, 11, 23, 29]).

(5.2) esitsizliginden dolayi, P matrisini simetrik matris olarak (pozitif belirlilik

kosulu koymadan) aramak yeterlidir. Ger¢ekten de, P simetrik olup
ATP+PA; <0

kosulunu sagliyorsa, Lyapunov Teoremi’nden dolay1 P > 0’dur.

P simetrik matrisini (4.5)’teki gibi

1
P=P(x), xeRY d= n(n2+ )
biciminde parametrize edip (5.2) kosulunu
plx) = max /lmaX(AiTP(x) + P(x)A;) <0 (5.3)
<i<

seklinde yazabiliriz. Boylece, P matrisinin bulunmasi problemi (5.3) esitsizligini saglayan
x € RY vektoriiniin bulunmasi problemine doniismektedir. (5.2) esitsizliginin P’ye gore

homojen olmasindan dolayz,
xeX=[-1,1]x---x[-1,1] = [-1,1]¢
almak yeterlidir. O zaman (5.3) problemi,

¢(x) = max(x, a(y)) (5.4)
yey
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fonksiyonunun X kiimesi iizerinde minimizasyonuna doniisiir. Burada
Y={(G,v):ie{l,2,...,N} |lvl|=1,v eR"},

b(y) = 0 ve a(y) fonksiyonu ise sistem matrislerinin girdilerine, i’ye ve v = (vi,...,v;)
vektoriine kuadratik olarak bagli sinirli fonksiyonlardir.

Keyfi bir x! € X, x! # 0 ile baglanarak, matrislerin A7 P(x') + P(x')A; en biiyiik
ozdegerlerinin maksimumu hesaplanir ve buna karsilik gelen birim 6zvektor v! bulunarak,

(5.4) esitliginde maksimumu veren y! elde edilir. Herhangi bir k > 1 icin
Sk = min max (x, a(y"))

taniminda minimumu veren vektor x**!

€ X olur ve bu deger LP ile bulunabilir. Eger
P(x,) < 0 olacak sekilde bir x, € X mevcutsa, P(x,) matrisi problemin ¢oziimiidiir.

Ornek 5.1. Ug tane Hurwitz kararli

-2 5 -6 -8 17 =27 4 9 2
Air=|10 -8 0|, A=|9 -44 27|, A3=|-6 -8 4
-5 -2 =20 22 41 =2 1 -10 -6

matrisleri i¢in ortak P > 0 matrisinin varli§1 problemini ele alalim. Normlar ve sabitler

asagidaki gibidir:

ALl =3V62, ||As]l = V5997, ||As|l = V354, M =+V5997,

K1 =2V2M =219.034, K, =0, o =536.522.

Burada n = 3 oldugundan d = @ =6

’

X1 X2 X3
P(x)=|x2 x4 x5

X3 X5 Xg
ve X = [—~1, 1]® olur. Ayrica ¢(x) fonksiyonu
¢(x) = max Amax (A7 P(x) + P(x)A))
1<i<3

seklindedir.
x! = (1,0,0,0,0,0) € X noktasiyla baslandiginda Tablo 5.1’deki veriler elde edilir.
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Tablo 5.1. Ornek 5.1’in iterasyon sonuclar

k -k

k X i o(xF) Sk

1 (1,0,0,0,0,0) 2 24.8937684 —144.3735912
2 (-, 1,1,1,-1,-1) 2 190.2717608 —54.8887331
3 (-1,-1,-0.372,1,-1,1) 2 39.4685918  —45.1558821
4 (-1,-0.529,1,1,0.543, 1) 2 60.9666850  —28.5059404
5 (0.944,-0.951,1,1,-0.491, 1) 2 28.6658390  —20.4621257
19 (0.973,0.782,-0.052,1,-0.038,0.208) 1  0.6000277 —0.4535386
20 (0.709,0.665,-0.111,1,-0.117,0.158) 2  0.2644377 —-0.4417241
21 (0.705,0.660,-0.101,1,-0.125,0.166) 3 -0.0254164  —0.4400915
22 (0.822,0.711,-0.098,1,-0.103,0.215) 2 -0.1120943  —0.4336802
70 (0.839,0.694,-0.099, 1,-0.130,0.300) 3 —-0.3595785  —-0.3595793

¢(x) fonksiyonunun X iizerindeki minimum degeri, & = 107°

adimda hesaplanmistir ve bu deger negatiftir. ¢(x>!) < 0 oldugundan

pozitif belirli matrisi, Ay, Az, A3

0.705 0.660 —0.100
P=Px*")=]0660 1.000 —0.124
~0.100 -0.124 0.166

ortak P matrisidir:

-1.820 -2.255

matrisleri i¢in (5.2) Lyapunov esitsizliklerini saglayan

yaklagiklikla 70

~2.860
ATP+PA = |-2.255 -8.904 -1.320| <O,
—-2.860 —1.320 —5.440
-3.800 -11.963 2.321
ATP+PAy = |-11.963 -55.392 6.378 | <0,
2321 6378 —1.960
—2.480 —-1.419 2.340
AJP+PA3=|-1.419 -1.640 1856 |<0.
2340 1.856 -2.584
Ornek 5.2 ([9]). Dort tane Hurwitz kararli
-1.6 -2.5 1 2 -03 2 09 3.3
A= , A= , Az= . A=
25 1.1 -2 -2 -1.0 -1.3 —4.0 -3.5
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matrisleri i¢in ortak P > 0 matrisinin varlig1 problemini ele alalim. Bu ornek icin: d = 3,

M = 6.3206, K| = 17.8773, K, = 0 ve o0 = 30.9644. Burada n = 2 oldugundan
Je nn+1)

5 =3ve

X X
P =" |, xex=[-1,1]
X2 X3

olur. Ayrica ¢(x) fonksiyonu,
¢(x) = max /lmax(Al-TP(x) + P(x)A;))
1<i<4

seklindedir. Baslangic olarak x! = (1,0,0) € X noktasiyla baslandiginda Tablo 5.2°deki

veriler elde edilir:

Tablo 5.2. Ornek 5.2 nin iterasyon sonuclar

k T e o(xF) Sk

1 (1.000000, 0.000000, 0.000000) 4 4.3205263 —15.4822479
2 (-1.000000, 0.920929, 1.000000) 1 9.5311631 -2.3580394
3 1
4 3

(1.000000, 0.046874, 1.000000) 1.9657435  —-1.6431180
(1.000000, 0.547295, 0.490280) 1.0603764  —0.4873922

11 (1.000000, 0.5871924, 1.000000) 2 -0.1231330 -0.1232134
12 (1.000000, 0.5872273, 1.000000) 1 -0.1232114 -0.1232126
13 (1.000000, 0.5872270, 1.000000) 2 —0.1232126 -0.1232126

¢(x) fonksiyonunun X iizerindeki minimum degeri, & = 107® yaklasiklikla 13

adimda hesaplanmustir ve bu deger negatiftir. ¢(x°) < 0 oldugundan,

0.955 0.538
0.538 1.000

P=P(x°) =

pozitif belirli matrisi, Ay, Az, Az, A4 matrislerii¢in (5.2) Lyapunov esitsizliklerini saglayan

ortak P matrisidir:

-0.366 —0.157 -0.242 —0.628
ATP+PA; = <0, ATP+PA;= <0,
—0.157 —0.490 -0.628 —1.848
~1.649  0.049 —2.585 -2.247
ATP+ PA;3 = <0, AIP+PA,= < 0.
0.049 —0.448 —2.247 -3.449
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6. RICCATI ESITSIZLiGi

Bu boliimde, Teorem 3.1°in bir uygulamasi olarak Riccati matris esitsizliginin
¢Ozlimii ele alinacaktir.

A,P,R e R¥” B e R™" (Q e R™™ (O > 0 ve P > 0 olmak tizere Riccati
esitsizligi

ATP+PA-PBO'BTP+R >0 6.1)

bicimindedir. Burada P matrisi bilinmeyendir, diger matrisler ise bilinmektedir. (6.1) ile
verilen lineer olmayan matris esitsizligini saglayan P matrisinin varlig1 arastirilmaktadir.
Bu tiir esitsizlikler, kuadratik amag fonksiyonlu optimal kontrol problemlerinde, mutlak
kararlilik, H., kontrol, lineer kuadratik optimizasyon ve optimal tahmin problemlerinde
ortaya ¢ikmaktadir [4, 18, 20, 26].

Schur Komplement Teoremi’ne gore (Teorem 2.1), (6.1) esitsizligi asagidaki LME’ye
esdegerdir:
ATP+PA+R PB
> 0. (6.2)
BTP 0
Simdi
ATP+PA PB| |R O
fi(P) =- - . f(P)=-P
B'P 0 0 Q

seklinde tanimlayalim. Boylece (6.2) esitsizliginin ¢oziimii,

fi(P) <0, fo(P) <0 (6.3)

esitsizliklerini saglayan P matrisinin bulunmasi problemine doniistir.

f1(P) ve f>(P) simetrik matrisler olduklarindan, (6.3) esitsizlikleri,

ﬂmax(fl(P)) <0, /lmax(fZ(P)) <0

seklinde yazilabilir. Burada birinci esitsizlikteki matris (m + n) boyutlu, ikincideki ise n

boyutludur. Bu esitsizlikler ayrica,

”In”aXI ul fi(P)u <0, ueR™™"
ull=
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veE

I?lllaxl vIf(P)v <0, veR”
V||=

biciminde de ifade edilebilir.
+1
xeR d= % olmak iizere, P matrisinin P = P(x) parametrizasyonu dikkate

alindiginda, yukaridaki esitsizlikler

¢() = max{ s [ (PGD]} <0 (64)

seklinde yazilabilir. Buradan,

—-ATP(x) - P(x)A —-P(x)B -R 0
/lmax(fl(P(x))) = max MT ( ) ( ) ( ) u+uT u
lleli=1 —BTP(x) 0 0 -0
+|-R 0
=max | (aix; +---+agxg) +u ul,
flull=1 0 -0
Amax (f2(P(x))) = ”HVl”a_XI(dlxl ++dgxg)
elde edilir. Bu durumda, (6.4) esitligi
p(x) = r;lg;iﬂx, a(y))+b(y)} (6.5)

seklinde yazilabilmektedir.

Burada
Y ={(G,u,v):ie€{1,2}, lu]l =1, ||v||=1, u € R”™", v ¢ R"}

olup, bir y, = (iy, u., v«) € Y verildiginde a(y.) ve b(y.) sOyle belirlenmektedir:

Egeri. =11ise

r |[-ATP(x) - P(x)A -P(x)B
U, Uy + U, Uy =

—BTP(x) 0 0 -0
ayxy+---+axg+b(y.) = (x,a(y.)) +b(y.).
Egeri. =2 ise
VI(=P(x)) ve = d1x1 +- -+ daxg = (x,a(y.))

elde edilir. Dolayisiyla, i, = 1 ise a(y.) ve b(y.) sadece u,’ya baghdir; i, = 2 ise a(y.)
sadece v..’ye bagli olup b(y,) = 0’dir.
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u ve v vektorleri birim yuvar iizerinde, A, B, R ve Q matrisleri ise 6nceden verilmig
sabit matrisler olduklar i¢in, a(y) ve b(y) fonksiyonlar1 ¥ kiimesi {izerinde sinirlidir.

Bagka bir deyisle, dyle K| ve K, sayilar1 vardir ki, her y € Y i¢in

laWIl < K1, [b(¥)] < Kz

esitsizlikleri saglanmaktadir. Buradaki K ve K> sabitleri, yukaridaki matrislerin girdiler-
ine ve d sayisina bagh olarak kolayca hesaplanabilir.

Herhangi bir x,. € R< verilsin. (6.4)’te maksimum veren vektor, yani

y B (x,a(y)) +b(y)

fonksiyonunu Y kiimesi iizerinde maksimum yapan y, = (i., U, v.) vektorii soyle bulunur:

Oncelikle f(P(x.)) ve f>(P(x.)) matrislerinin en biiyiik 6zdegerleri ve bu 6zdeger-
lere karsilik gelen birim 6zvektorleri hesaplanir. Daha sonra bu 6zdegerler karsilastirilir.
Eger birinci 6zdeger daha biiyiik ise i. = 1, ikinci 6zdeger daha biiyiik ise i, = 2 olarak
secilir. Ozdegerlerin esit olmas1 durumunda ise i, € {1,2} keyfi olarak secilebilir.

i, belirlendikten sonra, ona karsilik gelen birim 6zvektor u, ya da v, ile birlikte iicli
(i, Us, vy) elde edilir. Bu durumda i, = 1 ise i¢lii, v, vektoriinden; i, = 2 ise ti¢lii, u.
vektoriinden bagimsizdir. Bagka bir deyisle, birinci durumda v, ikinci durumda ise u.
vektorii keyfi birim vektor olarak segilebilir.

Uciincii boliimde verilen Teorem 3.17i uygulayabilmemiz icin, x vektoriinii R? uza-
yinda kompakt bir kiimeye kisitlamamiz gerekmektedir. Ornegin, yeterince biiyiik bir

a > 0 sayisi secilerek

xeX=[-a,a] X X[-a,a] = [-a,a]?

seklinde kompakt bir kiime alinabilir.
Riccati esitsizligi i¢in genel algoritmayi tekrar edelim:
1. Keyfi bir x' € X secilip, fi(P(x')) ve fo(P(x')) matrisleri olusturulur. Bu mat-
rislerin en biiylik 0zdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik gelen birim 6zvektorler

hesaplanarak a(y') ve b(y!) elde edilir. Ardindan

s1=min[¢x,a(y)) +b(h)] (6.6)

tanimlanir ve lineer programlama (LP) yontemi ile c¢oziilerek minimumu veren

x% € X vektorii bulunur.
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2. Yukaridaki islem x? icin tekrarlanir ve

s» = min max [(x, a(y")) + b(y")] (6.7)

xeX 1<i<2

3 € X vektorii

tanimlanir.  (6.7) LP yontemi ile ¢oziilerek, minimumu veren x
bulunur.

3. Genel olarak, k’1inc1 adimda

sx = min max [(x, a(y")) + b(y")] (6.8)

xeX 1<i<k
tanimlanip, (6.8) LP yontemi ile ¢coziiliir. Boylece, (6.8) ifadesinde minimumu veren
xk*1 e X vektorii bulunur.
Bu prosediir sonucunda, monoton artan ve iistten sinirli bir s dizisi ile xk e x
vektor dizisi elde edilir. Ugiincii boliimde verilen Teorem 3.1°e gore, bu dizinin yakinsak

bir alt dizisi {x*»} vardir ve k — o iken

km

S — s =minp(x), x"" —> x,
xeX

olur. Buradaki x, noktasi, ¢(x) fonksiyonu i¢in optimal (minimum veren) noktadir.

Ornek 6.1.
-2 -1 0 1 0 1 -1 2
4 =2
A=|-1 2 -1|, B=|1 1|, R=|-1 1 -1|, 0O=
-2 3
0o -1 2 -2 1 2 -1 1

matrisleri verilsin. Burada Q > 0, Apnin(R) < 0, Amax(R) > 0°dir.
Bu matrisler icin (6.1) veya ona denk olan (6.2) esitsizliini saglayan pozitif belirli
bir P = P(x) matrisinin, x € X olacak sekilde varligini aragtiralim. n = 3 oldugundan

d=6ve X =[-10,10]%dir. Ayrica Y kiimesi,
Y={y=@Guv):ic{l,2}, Jlull =1, v =1, u eR> v eR}}

olarak tamimlanir. Sabitler: K; = 4V10 + \/§,K2 =43, o = 351.4078 olarak hesaplanir.
Baglangi¢ noktasi olarak x! = (1,0,0,0,0,0) € X alalim. Bu noktada

o(x=0, i'=2 u'=70,-0.707,-0.707,0,0]", v'=7[0,1,0]"

olur ve y! = (2,u',v!) elde edilir.
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s1 ve x> degerlerini bulmak igin

c(x,t) =t — min

~10 <x; < 10,

LP probleminin ¢oziimiinden

bulunur.

s1 =-351.4078870,

—351.4078 <t < 351.4078

(xoa(y)y+b(y") <t

j=1,...,6

x* =(0,0,0, 10,0, 10)

Islemlere devam edildiginde Tablo 6.1°deki iterasyon sonuglari elde edilir. ¢(x)

Tablo 6.1. Ornek 6.1’in iterasyon sonuglar

k xk ik o(xF) Sk
1 (1,0,0,0,0,0) 2 0.0000000 —10.0000000
2 (0,0,0,10,0,10) 1 6.9567002 —10.0000000
3 (-0.860,-0.186,0.091, 10,-4.313,-10) 1 45.4782411 —10.0000000
4 (6.113,-0.553,2.336, 10, —10, 3.698) 1 14.5091411 -10.0000000
5 (10,-7.105,-10, 10, —3.928, —2.138) 1 27.6846723 -9.1844035
6 (10,-10,-2.915,9.184,-10,7.287) 1 12.5639101 —5.9990222
19 (0,-7.648,-5.357,4.529,-0.524,7.727) 1 1.4938670 —0.1734467
20 (0,-7.740,-5.508,4.591,-0.543,7.716) 1 0.1391736  —0.0492437
21 (0,-7.753,-5.514,4.591,-0.529,7.718) 1 -0.0340820 —0.0428996
22 (0,-7.746,-5.511,4.591,-0.526,7.719) 1 —0.0382727 —0.0411703
108 (10,-7.110,0.977,5.892,—-1.173,2.781) 1 —0.4882805 —0.4882817
109 (10,-7.110,0.977,5.892,-1.173,2.781) 2 -0.4882808 —0.4882816

fonksiyonunun minimum degeri £ = 1076 yaklagsiklikla

min ¢(x) ~ —0.4882800
xeX

olarak hesaplanmustir. Ayrica, k = 21 adiminda ¢(x?!) = —0.0340820 < 0 oldugundan

bulunan P matrisi esitsizligi saglar. ¢(x>!) = —0.0340820 < 0 oldugundan

10.000

P=P(x*"Y=1|-7753 7.178

0.944
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pozitif belirli matrisi i¢in,

56.506 -50.134 14.058 0.359 -6.809

ATP+PA+R PB -50.134 46.276 -12.348 0.483 6.649

=| 14.058 -12.348 6.498 -1.805 0.581

B'P 0
0.359 0.483 -1.805 4.000 -2.000
-6.809  6.649 0.581 —-2.000 3.000
elde edilir. Bu matrisin 6zdegerleri ise
0.034, 0.685, 2.236, 7.169, 106.154

seklindedir ve tiim 6zdegerleri pozitif oldugundan, matris pozitif belirlidir.
Simdi, f : R™" — R™" lineer matris fonksiyonu ve C € S, sabit bir matris olmak

lizere, asagidaki esitsizligi ele alalim:
f(P)+C <0O. (6.9)

Bu matris esitsizliginin P > 0 kosulunu saglayan bir ¢oziimiiniin varlig1 icin bazi yeter
kosullar verilecektir. Ozel olarak, esitsizligin C = 0 oldugu durumdaki f(P) < 0 esitsiz-
liginin pozitif belirli ¢6ziimiiniin varlig1 [3, 11] calismalarinda incelenmistir.

Teorem 6.1. Eger f(P) < O esitsizliginin P > 0 olan bir ¢6ziimii varsa, (6.9)

esitsizliginin de pozitif belirli bir ¢ézlimii vardir.
Kanit. Varsayima gore, dyle bir P, > 0 matrisi vardir ki,
f(P,) <0 veyaesdegerolarak A (f(Py)) <O
saglanmaktadir. Simdi, pozitif k sayisini
k Amax (f(P+)) < =Amax(C)
esitsizligini saglayacak bicimde secelim. Bu durumda
k Amax (f (P+)) + Amax(C) <0
Amax [ f(kP.) + C] < Amax (f(kP1)) + Amax (C) < 0

elde edilir. Boylece, f(kP.) + C < 0 olur. Sonug olarak, kP, > 0 matrisi (6.9) esitsizli-

ginin pozitif belirli bir ¢6zlimiidiir. O
Teorem 6.2. Eger C > 0 ise ve f(P) < 0 esitsizliginin pozitif belirli bir ¢oziimii
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yoksa, (6.9) esitsizliginin de pozitif belirli bir ¢coziimii yoktur.
Kanit. Olmayana ergi yontemiyle; bir P, > 0 i¢in
f(P)+C<0
oldugunu varsayalim. Buradan,
f(P,) <-C<0

sonucu ¢ikar. Buise, f(P) < 0 esitsizliginin pozitif belirli ¢6ziimii olmadig1 varsayimina
aykiridir.  Dolayisiyla, varsayimimiz yanlistir ve (6.9) esitsizliginin pozitif belirli bir

¢coziimii yoktur. O
Teorem 6.3. Eger C < 0 ise, (6.9) esitsizliginin daima bir ¢6ziimii vardir.

Kanit. [ birim matris, k > 0 ve P, = %I olarak alalim. Ayrica,

a= /lmax(f(l))

olsun. Iki durum inceleyelim:

1. a < 0 olsun. Bu durumda,

Amax (f (1)) + Amax(C) <0
Amax (f (1) + C) < Amax (f(1)) + Amax(C) <0

elde edilir. Boylece, P.. = I matrisi (6.9) esitsizliginin bir ¢coziimudiir.
2. a > 0 olsun. Bu durumda,

Amax (f (1))
_/1max (C)

olarak secersek, asagidaki esitsizlikler saglanir:

k >

Amax (f (1)) + k Amax (C) <0
o (1 (2] ) < (1]

1

= A (F(1)) + Anax(C) < 0.

Buradan, P, = %I matrisinin (6.9) esitsizliginin ¢oziimii oldugu sonucu ¢ikar.
Her iki durumda da ¢6ziim bulundugundan, C < 0 kosulunda (6.9) esitsizliinin her zaman

¢Ozlimii vardir. m|
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Ornek 6.2.

-3 1 0 -1 -1
1 0 1 2 2 1 -4 1 2 0
A=13 -2 4|, B=|-1 4|, C=l0 1 -5 1 1]|<o0
2 1 0 -2 3 -1 2 1 -3 1
-1 0 1 1 -6
matrisleri verilsin. f : R¥3 — R,
ATP+PA PB
f(P) =
BTP 0

fonksiyonunu tanimlayalim.
a = Amax (f(1)) =9.611730 > 0, Amax (C) = —0.644392 ve

Amax (f (1))
_ﬂmax(c)

= 14.915956

1
oldugundan k£ = 15 i¢in P = %I = diag[1/15,1/15,1/15] alinirsa Teorem 6.3’e gore

f(P)+C < 0dir.

f(P) + C matrisi ve 6zdegerleri:

-2.8667 1.2000

1.2000 —4.2667
f(P)+C=1]02000 1.3333
—-0.8667 1.9333

-0.8667 0.2667

-=7.090, -6.323, -5.014, -2.010, —0.692 olur.

5

0.2000 —-0.8667 —0.8667-
1.3333  1.9333  0.2667
-5.0000 0.8667  1.2000
0.8667 —3.0000 1.0000
1.2000  1.0000 —6.0000
4




7. OZDEGERLERIN MINIMiZASYONU

Simetrik matrislerin maksimal 6zdegerlerini minimize etme problemi, konveks an-
cak tlirevlenemez bir optimizasyon problemidir. Bu problem; dinamik sistemlerin karar-
lilik analizinde, kombinatorik optimizasyon problemlerinde, yapt miihendisliginde, elastik
yapilarin burkulma analizinde ve maliyet minimizasyonu gibi optimizasyon problem-
lerinde siklikla ortaya cikar [1, 12, 16, 24, 25].

Bu tiir problemlerin genel amacl optimizasyon yontemleriyle dogrudan ¢6ziimii zor
oldugundan, 6zel algoritmalarin gelistirilmesi 6nemlidir [16]. [25]’te, maksimal 6zdeger
minimizasyonu problemi diizgiin optimizasyon problemi haline doniistiiriilmiis olsa bile,
genel amacli optimizasyon algoritmalarinin cogu zaman yetersiz kaldigini belirtmis ve
ozel algoritmalarin gerekliligini vurgulamistir.

Bu boliimde, simetrik matrislerin afin kombinasyonunun maksimal 6zdegerinin mi-
nimizasyonu problemi i¢in Boliim 3’de verilen genel minimizasyon yontemi uygulanacak-
tir.

Ag, Ay, ..., A, matrisleri n X n boyutunda simetrik matrisler, x = (x,... X)) T
vektorii ve A(x) = Ag+x1 A1+ - - +x, A, olmak lizere asagidaki optimizasyon problemini

ele alalim:
g(x) = Amax (A(x)) — inf, x € R™. (7.1)
Burada g(x) fonksiyonu konveks fakat tiirevlenemezdir. Bu problemin optimal degerini
Aopr = inf{g(x) : x e R"}

ile gdsterelim ve varsa optimal noktay1 da x,,,; olarak belirtelim. g(x) fonksiyonu asagidaki

bicimde de yazilabilir:

glx) = ﬁn”ax1 vI(Ag+X1A1 + - + XAV
VI||l=

= ” |?—X1(<x’a(V)> +b(v)),
burada

av)=(TAw,. .. v A, b(v) =vIAgy

olarak tanimlanmistir.
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Onerme 7.1 ([2]). Eger A, pt > —oo ise, bu optimal deger agagidaki aralikta yer alir:
Aopt € [Amin(A0), Amax(Ao)].
X = R™ kiimesi kompakt olmadig1 i¢in, problemin ¢oziimiine yonelik olarak
Xo={(x1,...,xn) ER": |xj| <a,i=1,...,m}
kompakt kiimesini tanimlayalim ve
8a = mMin{Amax (A(x)) : x € X4} (7.2)

olarak belirtelim. Onerme 7.1’den su sonu¢ dogrudan elde edilir:

Onerme 7.2. a — oo iken g, — A, olur. Ayrica, eger bir a.. > 0 icin

8a. < Amin (AO)

ise Ayp; = —oo olur.

(7.1) problemini ¢ézmek i¢in a’y1 biiytiterek (7.2) problemleri Boliim 3’deki yon-

temle coziilmelidir. Bu esnada, belirli bir noktadan sonra (6rnegin a > a; icin),
kiime genisletilmesine ragmen g, degerinde bir degisim gerceklesmiyorsa, optimal deger
Aopt = 8a, olur. Bu durumda, Anax (A(x)) fonksiyonuna X, kiimesi lizerinde minimumu
veren nokta x,,; olur.

Ornek 7.1 ([2]).
Ap = , A= , Ay =
matrisleri verilsin. Burada Apin(Ag) = 0 ve Amax(Ag) = 2’dir. Simdi
A(x) = Ag+x1A1 + X242, x = (x1,x) € X = [-1,1]*
afin simetrik matris ailesini ele alalim.
Aopr = min{Amax (A(x)) 1 x € X}
degerini bulalim. Bunun i¢in

g(x) = /lmax(A(x))

fonksiyonunu Boliim 3’teki yontemle minimize edecegiz. Baslangic noktasi olarak
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x' = (1,0) € X alalim. Bu noktada
g(x") = Amax (A(1,0)) = 2.41421356

olup, karsilik gelen birim 6zvektor

—-0.7071
0.7071
olur. Sonraki noktay1 bulmak icin

c(x,t) =t — min
-1<x<1, i=12

—15.63728734 <t < 15.63728734

x,ah)y+b(vh) <t

LP problemi ¢oziildiigiinde s; = —1.94974747, x> = (~1, 1) elde edilir.

Islemlere bu sekilde devam edildiginde Tablo 7.1°deki sonuclar elde edilir (¢ =
107°).

g(x)’in X tizerindeki minimum degeri 10° yaklagiklikla g(x*) = 0.66666667 sek-
linde bulunmustur ve x,,; = (0.16666667, 0.16666667) dir.

a = 100 ve a = 10° icin aym islemler yapildiginda Tablo 7.2 ve 7.3’teki sonuglar
elde edilir.

Burada bulunan 4,,; = 0.66666667 degerinin [Amin(Ao), Amax(Ao)] = [0,2] arah-
ginda oldugu goriilmektedir. Daha ¢ok sayida, biiyiik a’lar i¢in hesaplamalar ayn1 A,
ve X,p; sonuglarmi vermektedir. Hem bu hem de A,,; € [Amin(Ao), Amax(Ao)] olmasi

Aop: nin sonlu ve inf, cp2 Amax (A(x)) = 0.66666667 olma ihtimalini giiclendirmektedir.

Tablo 7.1. Ornek 7.1’in iterasyon sonuglart (a = 1)

k xk g(xF) Sk

1 (1.000, 0.000) 2.41421356 —1.94974747

2 (=1.000, —1.000) 10.00000000 -1.71291172

3 (—1.000, 0.95215195) 1.20869014  0.66666667

4 (0.16666667, 0.16666667) 0.66666667  0.66666667

Ornek 7.2.
1 -1 1 2 -3 4 2 -1

Ao = . Ar= , Ay = , Az=
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Tablo 7.2. Ornek 7.1’in iterasyon sonuclari (a = 100)
k

k x g(x") Sk

1 (1, 0) 2.41421356 -22426.113
2 (—=10000, —10000) 80002 -20396.059
3 (—=10000, 6733.009) 4646.659  0.66666667
4 (0.16666667, 0.16666667) 0.66666667 0.66666667

Tablo 7.3. Ornek 7.1’in iterasyon sonuglari (a = 10°)

x* g(xF) Sk

k

1 (1, 0) 2.41421356 -2242640.394
2 (=1000000, —1000000) 8000002 —-2039638.292
3
4

(—1000000, 673273.382)  464592.293  0.66666667
(0.16666667, 0.16666667) 0.66666667  0.66666667

matrisleri i¢in
A(x) = A() +x1A1 +X2A2 +X3A3, X = (xl,X2,X3) e X = [—1, 1]3

afin simetrik matris ailesinin maksimal 6zdegerinin minimumunu arastiralim.
Onceki ornekteki yontemle islemler x' = (1,0,0) € X baslangic noktasina gore

yapildiginda (¢ = 107°) asagidaki sonuclar elde edilmektedir:

Tablo 7.4. Ornek 7.2 nin iterasyon sonuglart

xF g(x") Sk
(1,0,0) 2.41421356 —2.80330086
(-1,-1,-1) 8.68465844 —2.56130792
(-1,0.994,-1) 2.52660709 —0.16666667
(-0.666,0.833,1) -0.16666667 —0.16666667

AW —|x

Burada g(x*) = —0.16666667 < Amin(Ag) = 0 oldugundan, Onerme 7.2’ye gore

Aopt = —oo olur.

Ornek 7.3.
1 -1 3 1 2 =2 31 2 1 -1 4
Ao=|-1 1 21|, Ai=|2 -1 51|, Ar=1|1 -1 2|, A3=|-1 -1 2
3 2 -1 -2 5 4 2 2 4 4 2 -1

olmak iizere
A(x) =Ag+x1A] +x2Ar +x3A3, x = ()Cl,XQ,X3) eX= [—1, 1]3
afin simetrik matris ailesi verilsin. Burada Apyin(Ag) = —4.117531671, Amax(Ag) =
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3.248464231.
Yine Onceki Orneklerdeki yontem ile, x' = (1,0,0) € X = [-1,1]° baslangic

noktasi icin elde edilen sonuclar asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 7.5. Ornek 7.3 iin iterasyon sonuclart

xF g(x") Sk

(1.000, 0.000, 0.000) 8.94380277 —10.88175477
(—1.000,-1.000,-1.000)  7.68513794 —0.04949189
(0.6511,-1.000,—-1.000)  3.19670469 —0.02598261

N =X

26 (-0.1837,0.3950,-0.8601) 1.67250258  1.67250116
27 (-0.1835,0.3946,-0.8596) 1.67250172  1.67250132

Burada bulunan A4,,, = 1.67250172 € [-4.117531671,3.248464231] ve
Xopt = [—0.1835,0.3946, —0.8596] dir.
Bu ornekte de ¢ok sayida, biiyiik a degerleri i¢in ayn1 4,,, degeri elde edilmigtir.

Bu da elde edilen bu 4,,,; degerinin dogru olma ihtimalinin yiiksek oldugunu gosterir.

Ornek 7.4.
2 -3 2 1 1 0 -1 2 -3 1 1 -1
-3 4 -1 O 0 2 4 0 1 -1 0 -1
AO = ’ Al - ) A2 -
2 -1 -1 =2 -1 4 -3 -1 1 0O -1 O
1 0O -2 3 2 0 -1 1 -1 -1 0 2

ve X = [-1,1] x [-1, 1] olmak iizere
A(X) =A() +x1A1+x2A2, X = (xl,xz) eX

afin simetrik matris ailesi i¢in g(x) = Amax (A(x)) fonksiyonunun X iizerindeki minimiza-
syonunu, baslangi¢ noktasi olarak x' = (1,0) € X ve & = 1076 secerek yaptigimizda Tablo
7.6’daki sonuglar elde edilmistir:

Buna gore

Aopr = 3.98494404,  x,,: = (0.0118, 0.0848)

olarak bulunmustur.

[Amin(A0), Amax(A0)] = [-5.261515710, 4.208157954]

olup bulunan optimal deger A,,; = 3.98494404 bu araliktadir. Daha biiyiik a degerleri

59



Tablo 7.6. Ornek 7.4’iin iterasyon sonuglart

k

g(x")

k X Sk

1 (1.000000, 0.000000)  7.42808993 —1.12423610
2 (-1.000000, 1.000000) 6.72427007 3.10043825
3 (0.164893, 1.000000) 5.81760820 3.73357846
4  (0.004611, 0.065107) 4.04075050 3.87114683
5 (-0.044112, 0.162418) 4.14241969 3.90825414
6  (0.061872, 0.090504) 4.13857425 3.98451492
7  (0.011951, 0.084895) 3.98535507 3.98481381
8  (0.011756, 0.084873) 3.98513611 3.98494019
9 (0.011828, 0.084781) 3.98495759  3.98494404
10  (0.011828, 0.084786)  3.98494405 3.98494404

i¢in yapilan hesaplamalar da ayn1 A, ve x,), degerlerini vermektedir.

Z = g(x1,x2) fonksiyonunun grafigi ve bazi iterasyon noktalar1 Sekil 7.1°de veril-

mistir.

[T T T b e T Iy Iy Iy

Sekil 7.1. g(x) = Apax (A(x)) fonksiyonunun grafigi ve bazi iterasyon noktalar
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8. FONKSIYON SINIRLARININ HESAPLANMASI

Bu boliimde farkli problemler icin temel teoremde (Teorem 3.1) kullanilmis olan
a(y) ve b(y) fonksiyonlarinin K; ve K, sinirlart hesaplanmaktadir.

Ele alinan genel fonksiyon soyle verilmistir:

p(x) = max{(x.a(3)) +b(y)}.

Burada ||a(y)]| < K1 ve |b(y)| < K3 oldugu varsayilmaktadir. Simdi ele aldigimiz
problemler i¢in bu sabitlerin nasil hesaplandigini gorelim.

1. Tek matris icin Lyapunov esitsizliginde,

¢(x) = Amax(ATP(x) + P(x)A) = max " (ATP(x) + P(x)A)v] = max (x, a(v))

elde edilir. Sabit bir v i¢in x — (x,a(v)) lineer fonksiyonelini ele alalim. Bu
fonksiyonelin normu, tanimi geregi ||a(v)|| sayisina esittir [19].

Ote yandan, fonksiyonel analizden bilindigi iizere bu fonksiyonelin normu

lla()|l = max [(x, a(v))]
llxll<1
esitligini saglar. Buradan
laW)|l = max [(x,a(v))| = max VT (ATP(x) + P(x)A)v|
<

llxll<1 x|

<2 M max ||P(x)||
llxll<1

<2MV2=2V2M

elde edilir. Burada, M = ||A||, matrisin Frobenius normudur [14].

Benzer bi¢imde,
v (=P)v] < max [P = V2
oldugundan, fonksiyonun sinirlart olarak asagidaki sabitler secilebilir:
K = max{2\/§M, \/5}, veya K| = 2V2M + \5, K>, =0.

2. Ortak P problemi i¢in K sinirinin hesaplanmasi (K, = 0):
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Ay, Ay, ..., Ay matrisleri Hurwitz matrisler olmak iizere, fonksiyonumuz
¢(x) = max Amax[A] P(x) + P(x)A;]
1<i<N
= max max vT[AiTP(x) + P(x)A;]v
1<i<N |v||=1
= r(na§( vl [AZ-TP(x) + P(x)A;]v
i,v
= max{x, a(i,v))
(ivv)
bi¢iminde ifade edilir. Burada, y = (i, v) gosterimini kullanirsak,
¢(x) = max(x,a(y))
yey
elde edilir. Her y = (7, v) i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:
la@i )]l = lla()]l < 2V2[|Ail] < 2V2M,
burada
M = max ||A;]l
1<i<N

alinmustir.

Sonug olarak sabitler su sekilde belirlenebilir:
Ky =2V2M, K,=0.

. Riccati esitsizligi problemi i¢in K; ve K, sinirlarinin hesaplanmasi:

Bu problemler i¢in tanimladigimiz fonksiyonlar

ATP(x)+P(x)A P(x)B| |-R 0O
fi(P) =- + ,
BTP(x) 0 0 -0

fa(P) = =P (x)
idi.

Y ={G,u):i=12, |ju =1}
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iciny = (1,u) € Y olmak iizere

ATP(x)+ P(x)A P(x)B R O
ul fi(P(x)u = —u’ u+ul u
BTP(x) 0 0 -0

= (x,a(y)) +b(y)

ifadesi elde edilir.
x — (x,a(y)) lineer fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyonelin normunu asagidaki
gibi hesaplayalim:

. ATP(x) +P(x)A P(x)B

la)|l = max |~u u
[lx]| < BTP(X) O

ATP(x)+ P(x)A P(x)B

< max
[lx]l<1 BTP(X) 0
Frobenius normunun
2
M1 M 2 2 2 2
= [[M||* + [|Ma||” + || M3]|" + || Ma]|
Ms M,

ozelligini kullanirsak,

lla(y)Il < max VIIATP(x) + P(x) Al + 2| P(x) ||| B]? + 02

IA

max VAIAIRIP ()12 + 211 P () 1211 B

max 1P () [[VAIIA]Z +2]1 B2

|x]

= V2V4||A||? +2||B|?

elde edilir.

Diger taraftan, f>(P) = —P(x) ifadesi i¢cin benzer sekilde
[u" (~P()ul < max |P()]| = V2
olur. Ayrica,
|b(y)| = |u” diag(-R, -Q)u| < V||R|1? + || Q|1?

yazilabilir.
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Sonug olarak Riccati esitsizligi problemi i¢in sinirlar,

K1 = V2v4| A2 +2|BI% K2 = VIRI?+ Q2

biciminde belirlenir.

. Ozdegerlerin minimizasyonu problemi i¢in K| ve K, smirlarinin hesaplanmasi:

{Ay, ..., Ay} simetrik matrisler ve
Y=(:lvl=1)
olmak tlizere,
©(x) = Amax (X1A1 + -+ - + XA + Ag)

= |Tn”ax vT(x1A1 + -+ XA+ Ag)V
v||=1

= ﬁ?x (xlvTAlv FoeotxpV Apy + vTon)
v||=1

= |Tn“a_xl(()c, a(v))+b(v)),

yazabiliriz. Burada

a(v) = (T A, ... vTAW), b(v)=vAgy

olarak tanimlanmistir.

Simdi, ||a(v)|| degerini hesaplayalim:

laW)ll = VOTAW)2 4+ (VT Apv)?
<A+ + T A
<Al +---+[[Anl
elde edilir. Benzer sekilde,
1b(v)| = v Agv| < [| Aol

olur.

Sonug olarak 6zdegerlerin minimizasyonu problemi i¢in sinirlar
Ky = [|Ar][+---+[[Anll, Kz =|Aoll.

seklinde belirlenir.
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9. SONUC

Bu tez calismasinda, Schur Komplement Teoremi’nin teorik ve uygulamali yon-
leri ayrintili bicimde ele alinmigtir. Tez kapsaminda Ozellikle lineer olmayan matris
esitsizliklerinin, Schur Komplement Teoremi kullanilarak lineer matris esitsizliklerine
doniistiiriilmesi problemi incelenmistir.

Tezin ilk boliimlerinde Schur Komplement Teoremi’nin teorik cergevesi net bir
sekilde ortaya konmus, takip eden boliimlerde ise bu teoremin uygulama alanlar iize-
rinde durulmustur. Ozellikle matris Riccati esitsizlikleri, ortak Lyapunov fonksiyonlar1
ve 6zdeger minimizasyonu gibi problemlerin ¢éziimiinde Schur Komplement Teoremi’nin
sagladig1 avantajlar, teorik analiz ve sayisal ornekler iizerinde gosterilmistir. Kullanilan
yontem ve gelistirilen algoritmalarin etkinligi, tezde sunulan sayisal 6rneklerle dogrulan-

magtir.
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