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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

C Kompleks diizlem

U Birim disk

oJ Birim diskin sinir1

p(z) Analitik fonksiyon

d2 Taylor agiliminin katsayisi
d3 Taylor agiliminin katsayisi
p'(z) Agisal tiirev

B(2)

Blaschke Carpim



1. GiRiS

Analitik fonksiyonlar teorisi, kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinin temel dallarindan
biri olup, matematiksel arastirmalarda genis bir etki alanina sahiptir. Bu fonksiyonlar yapis1
itibariyle dnemli ozellikler tagimaktadirlar. Ornegin sonsuz mertebeden tiirevienebilir
olmalar1 ve kuvvet serileri ile temsil edilebilmeleri en 6nemli 6zellikleri arasindadir. Sahip
olduklar1 o6zellikler matematik, fizik, bilgisayar, elektronik vb. bir¢cok alanda kritik rol
oynamalarinda etkilidir. Bu kapsamda birim diskte analitik olan fonksiyonlarin smirdaki
davraniglarmin analizi verimli bir alan olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Riemann Tasvir
Teoremi, Hardy Uzaylar1 ve bu tezin ana kaynagi olan Schwarz Lemmasi1 gibi 6nemli teorik
sonuglarm arastirildigi birim disk, analitik fonksiyonlarin incelenmesi igin 6nemli bir bolge
konumundadir. Sinir davraniglarini karakterize eden maksimum modiil prensibinin bir
sonucu olan Schwarz Lemmasi, birim disk tizerinde tanimli olan ve orijinde sifira doniisen
bir analitik fonksiyonun kendisinin ve tiirevinin modiiliiniin degerlendirildigi, baska bir
deyisle analitik fonksiyonun biiyiime kisitlamalarin1 veren sonuglar1 iceren 6nemli bir
sonuctur. Bu lemma, sadece analitik fonksiyonlarm degerlendirilmesinde degil, ayni
zamanda da agisal koruma ve sabit noktalarin karakterizasyonu gibi diger 6nemli konularin

incelenmesinde de bir temel teskil etmektedir.

Bu tezde birim disk tizerindeki analitik fonksiyonlarin belirli bir smnifi i¢in yeni sonuglar elde
edilmektedir. Ozellikle, bu fonksiyonlarm biiyiikliik, ag1 koruma ve sabit noktalar gibi temel
Ozellikleri iizerine odaklanilmistir. Schwarz Lemmasi’nin sundugu sonuglar géz oniinde
bulundurularak, tezde farkli sinirlamalar altinda elde edilen yeni sonuclar ele alinmaktadir.
Calismada, ifade edilen sinifa ait analitik fonksiyonlar {izerindeki biiylime sinirlamalariin
yapilar1 analiz edilmistir. Schwarz Lemmasi’ndan ilham almarak, bu fonksiyonlarin belirli
doniisiimler altinda nasil davrandiklar1 ve bu doniisiimlerin etkileri lizerinde durulmaktadir.
Bu yaklagimlar hem teorik hem de uygulamali matematikte genis bir kullanim potansiyeline

sahiptir ve gelecekteki ¢alismalara dnemli bir temel olusturmaktadir.

U={z: |z| <1}birimdiskve dU = {z : |z| = 1} birim diskin sinir1 olsun. f: U — U bir
analitik fonksiyon olsun ve f(0) = 0 kosulunu saglasmn. O halde her z € U i¢in |f(2)| < |z|
ve |f'(0)| <1 esitsizlikleri saglanir. Ayrica eger |f(2)| = |z| veya |f'(0)| = 1 esitlikleri



saglaniyorsa bu taktirde f(z) = ze?,0 € R olacak sekilde bir dénme fonksiyonu vardir
(Ahlfors, 1979; Dineen, 1989; Markushevich, 2005).

Schwarz Lemmasi’nda f(0) = 0 kosulu esnetildiginde, 6zellikle hiperbolik geometride,
mesafelerin korunmasina dair uygulamalar iceren Schwarz-Pick Lemmas: elde edilir
(Ahlfors, 1979; Beardon ve Carne, 1992; Osserman 1999; Beardon ve Minda, 2004; Mercer,
2006).

Schwarz Lemmast’nin kosullar1 altinda I¢ Schwarz Lemmasi olarak isimlendirilen

|z] + 1f(0)]

—, |z| <1
1+1f(0)]|z]

If (2)| < |z|

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte, esitlik hali, z pozitif reel eksen tzerinde olmak lzere
f(z2)=z
2000).

z+a
1+az ’

0 <a <1 fonksiyonu igin gerceklenmektedir (Mercer, 1997; Osserman,

Schwarz Lemmas1 uygulama alanlarinda da yaygin olarak kullanilmaktadir. Ornegin
Elektrik Miidendisligi literatiriinde yaygin olarak kullanilan empedans fonksiyonlarinin
pozitif reel fonksiyonlara karsi geldigi bilinmektedir. Schwarz Lemmasi baz alinarak ve
uygun tasvirler kullanilarak siiren nokta empedans fonksiyonlarinin tirevleri ve kendileri
arasindaki iliskiyi ifade eden esitsizlikler elde edilmistir (Reza, 1962; Richards, 1947).

Birim diski birim diske f(0) = 0 kosulu altinda tasvir eden analitik bir fonksiyonun yarigap1
1’den kiigiik olan bir diski kendisine tasvir ettigini; tasvir rotasyon degil ise yaricap1 1’den
kiigiik olan her bir diski kendisinden kesin olarak daha kiigiik yarigapli bir diske tasvir
ettigini ifade eden Schwarz lemmasmin smir versiyonu da mevcuttur. Smirda Schwarz

lemmasi olarak bilinen bu lemma asagidaki sekilde verilir.

1.1. Lemma f (z) fonksiyonu U diskinde analitik, f(0) = 0 ve |z| < 1i¢in |f(z)| < 1 olsun.
Varsayalim ki f(z) fonksiyonu |f(b)| = 1 olmak Uzere b € AU noktasina siirekli devam

ettiriliyor ve f'(b) mevcut olsun. Bu takdirde



2
If'(0)| = T+ 7] (1.1)

ve
lf'(B)I = 1 (1.2)

esitsizlikleri elde edilir. (1.2)’de esitlik hali sadece f(z) =ze'®,6 € R oldugunda

z+d
1+dz’

0<

mimkiindiir. Ayrica (1.1) esitsizliginde esitlik hali (z = 1 oldugunda) f(z) = z
d < 1 fonksiyonu icin gerceklenir (Unkelbach, 1938; Osserman, 2000).

Schwarz Lemmasi’nin kosullarina ek olarak sinir noktasina siirekli devam kosulu eklenerek
geometrik fonksiyonlar teorisinde genis yer tutan (1.1) ve (1.2) esitsizlikleri elde edilmistir
(Osserman, 2000). V. N. Dubinin tarafindan (1.1) esitsizligi kuvvetlendirilmistir (Dubinin,
2004). Ayrica birim diskle sinirli kalmaksizin, bir bolgenin sinir noktalarmmda Schwarz
Lemmasti’nin farkli versiyonlarinin incelendigi ve fonksiyonun tiirevine iliskin
degerlendirmelerin ele alindigi 6nemli ¢alismalar da mevcuttur (Burns ve Krantz, 1994;
Chelst, 2001; Krantz, 2011). Ozellikle Krantz’in 2011 yilindaki calismasinda, cesitli
yazarlarin ¢alismalar1 da gozden gecirildigi i¢in bu ¢alisma 6nemli bir kaynak durumdadir.
Bununla birlikte Boas’1in birim diskin siirinda Schwarz Lemmas1’nin klasik versiyonlarmin
ele alindig1, uygulamalarla birlikte Schwarz Lemmasi’nin tarihg¢esinin sunuldugu ¢alisma da
literatiirde 6nemli bir yer tutmaktadir (Boas, 2017). Siirekli devam kosulu yerine smir
noktasinda agisal limitin mevcutlugu kosulu konularak belirli analitik fonksiyon siniflarinda
fonksiyonun agisal tiirevinin degerlendirildigi sonuglar edilmistir. (Ornek, 2013; Akyel ve
Ornek, 2016; Akyel, 2017; Catal, 2019; Aydmoglu, 2020; Ath, 2021; Akyel, 2022).

Uygulamali bilimlerde de Smirda Schwarz Lemmasi’nin etkinligini gormekteyiz. Yapay
sinir aglarinda noronlarin ¢iktilarin1 belirlemede aktivasyon fonksiyonlar1 6nemli rol
oynamaktadir. Sinir agmin performansini etkileyen aktivasyon fonksiyonu belirleme ve en
uygun aktivasyon fonksiyonunu onerme islemi literatiirde dnemli bir yere sahiptir. Sinirda
Schwarz Lemmasi ile iligkilendirilerek, belirli veri setleri igin iyi sonuglar veren aktivasyon
fonksiyonu elde edilmistir (Ornek, 2022). Yine Smirda Schwarz Lemmasi kullanilarak elde
edilen pozitif reel fonksiyonlarin, Elektrik Miihendisligi alaninda devre sistemlerinde aktif

rol alan empedans fonksiyonlar1 olarak kullanildigi calismalar yapilmistir (Ornek ve



Dizenli, 2018a, 2018b, 2019a, 2019b).
Tezdeki sonuglarda f fonksiyonunun 1 noktasinda agisal limitinin var olmasi kosulu
konularak, f fonksiyonunun 1 noktasinda agisal tiirevi incelenmistir. Bu incelemeler igin

kullandigimiz tanim ve teoremler asagida verilmektedir.

1.1. Tanim Kose noktasi 1 harig, kapanist birim disk i¢erisinde yer alan ve [0,1] araligina
gore simetrik olan U’daki herhangi bir ticgene 1 € U noktasinda Stolz agis1 denir ve 4 ile

gosterilir.

1 € aU olsun. Eger 1 noktasindaki her 4 Stolz agis1 i¢in
f) = lim f(2)

mevcut ise o halde f fonksiyonu 1 noktasinda f(1) agisal limitine sahiptir denir.

Eger 1 noktasindaki her Stolz agis1 i¢in agisal limit f(1) ve

F()= lm f@=r

z-1zell z—1

mevcut ise o halde f fonksiyonu 1 noktasmnda f'(1) agisal tiirevine sahiptir denir
(Pommerenke, 1992).

1.2. Tanim (Blaschke Carpimi) Blaschke c¢arpimi, kompleks degiskenli fonksiyonlar
teorisinde birim diskte analitik olan fonksiyonlarin davranislarini anlamada, diskin
icerisinde sifirlar1 verilen i¢ (inner) fonksiyonlar1 karakterize eden giiglii bir aractir ve
Operator Teorisi, Hardy uzaylar1 gibi alanlarda 6nemli uygulamalara sahiptir. Blaschke
carpimi, birim disk i¢inde sifirlara sahip ve sinirda modiilii 1 olan analitik bir fonksiyon

olarak tanimlanir. |¢| < 1, k = 1,2,3,...,n olmak lzere sonlu bir Blaschke garpimi

n

Z—cC
B(Z)ZZpl_[ _k
1_CkZ

k=1

olarak tanimlanir. Bu fonksiyon birim daireyi kendisine doniistiiren analitik bir fonksiyon

olup, sadece c,...,c, noktalarinda sifira sahiptir. |z| = 1 igin ise |B(z)| =1 esitliginin



saglandig1 agiktir. Bu ¢ larm bazilar1 tekrarlanabilir. Ornegin bir ¢, m kez tekrar ediyorsa

bu durumda B(z) fonksiyonu bu C, noktasinda m. mertebeden sifira sahiptir denir. Cogu

zaman c;, noktalar1 |¢;| < |c,| <...< |¢,| olacak sekilde siralandirilirlar. Agiktir ki birim

dairede analitik olup cy,..., ¢, noktalarinda sifira sahip ve |f(z)| < 1 kosulunu saglayan

fonksiyon
If(2)| < |B(2)I, lz| <1 (1.3)
iliskisini saglar, burada B(z) = []};_; 12_;‘2 seklindedir. (1.3) esitsizligi maksimum
—Ck

prensibinin bir sonucudur (Markushevich, 2005).

Birim diskte sabit bir noktaya sahip olan analitik fonksiyonlarin sinir davranislarini
incelemeye olanak saglayan ve Schwarz-Pick Lemmas: ile de yakindan iligkili olan Julia-
Wolff Lemma olarak bilenen asagidaki lemma bu tez ¢alismasinin en énemli araglarmdan
biridir. Ayrica bu lemma Blaschke c¢arpimlarinda, Hardy uzaylarinda, i¢ (inner)

fonksiyonlarda ve operatdr teorisi gibi alanlarda kritik rol oynamaktadir.

1.2. Lemma (Julia-Wolff Lemma) f:U — U analitik fonksiyonu 1 € dU noktasinda f(1) €
dU acisal limitine sahip ve f£(0) = 0 olsun. Bu takdirde f'(1) agisal tiirevi mevcuttur ve 1 <

|f ()] < o saglanmir (Pommerenke, 1992).

Tezde, asagidaki boliimde ayrintilarimi verecegimiz belirli Ozelliklere sahip analitik
fonksiyonlar icin Schwarz Lemmasi uygulanmis ve bu sinifa ait fonksiyonlar igin Schwarz

Lemmas1’nin sinir versiyonlar1 incelenmistir.



2. SCHWARZ LEMMASININ UYGULAMALARI

Bu bélimde 6zel bir sinifa ait olan analitik fonksiyonun agilimindaki ikinci katsay1 igin bir
tist siir belirlenecektir. Ayrica fonksiyonun sifirdan farkl sifirlarinin géz oniine alindig:

durum i¢in de ikinci katsay1 iistten degerlendirilecektir.

p(z) =z + d,z% + d3z3 + --- fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z € U igin
R (p(TZ)—P(SZ)

-5z ) > 0 kosulu saglansin. Buradar,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1’dir.

_p(rz) —p(sz)

w(z) = =1+d,(r+s)z+d;(r®? +rs+s?)z>+ - (2.1)
(r—s)z
olmak Uzere
1-—w(2)
h(z) = 7w (2.2)

fonksiyonunu ele alalim. Agiktir ki 4(z) fonksiyonu U birim diskinde analitiktir; z € U icin
|h(z)| < 1 ve h(0) = 0 saglanir. Bu taktirde Schwarz Lemmasi’ndan |h'(0)| < 1 esitsizligi

elde edilir. w(z) fonksiyonunun agilimmi h(z) fonksiyonunda g6z oniine alirsak

d,(r+s)z+d;(r*> +rs +s%)z% + -

hz) = C24dy(r+5)z+d;(r2 +rs +52)z2 + -’
h(z) d,(r+s)+d;(r2 +rs+s¥)z+ -
z  24d,(r+s)z+d;(r2 +rs+s2)z2 + -

yazariz. Son esitlikte z — 0 kosulunda limite gecilirse ve Schwarz Lemmasi’nin hitkmii g6z

Oniine alinirsa

(0)] = (r+s)d,

ve buradan da



2
d,| <—
| 2|_|r+s|

esitsizligi elde edilir. Simdi bu esitsizligin kesinligini gosterelim.

p(rz)—p(sz) 1-z
(r—s)z 14z

olsun. Son esitlikte (2.1) agilimini g6z oniine alirsak

1—2z
1+d,r+s)z+d;(r? +rs +s2)z%+...= )
142z

d,(r+s)z+d;(r?> +rs +s?)z%+...= — i

2 3 T T 142

ve
dy(r+s)+d;(r? +rs +s¥)z+...= — :
2 3 SR

esitligini elde ederiz. Son esitlikte z - 0 kosulunda limite gecersek

dl = —
27 r + 5]
elde edilir. Ayrica
1—Z+1—E 5
n(PCDPODY Loy THE TR LB,
(r—s)z 14z 2 [1+z|2

oldugundan baglangigta aldigimiz hipotezin saglandig1 goriiliir.

Boylece agagidaki lemmayi elde etmis olduk.



2.1. Lemma p(z) = z + d,z? + d;z3 + --- fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z € U

icin R (w) > 0 kosulu saglansin. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1’dir. Bu

(r-s)z

takdirde

ld,| <

(2.3)

|7 + s|
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte

p(rz) —p(sz) 1-z
r—s)z 14z

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Schwarz Lemmasi, Blaschke ¢arpimlariyla dogrudan iligkilidir. Blaschke ¢arpimlari, birim
diskte analitik fonksiyonlarin sifirlarii dizenlerken, Schwarz Lemmasi ise bu sifirlarin
davranismi incelemekte ve fonksiyonun smir degerlerine iligkin sonuglar saglamada
kullanilmaktadir. Sonlu Blaschke ¢arpimini kullanarak fonksiyonun sifirdan farkli sifirlarmi

dahil edelimve p(z) = z + d,z% + d3z3 + -+ agilimindaki d, katsayismimn modiiliinii iistten

degerlendirelim.
C1,Cz,...,Cy birim diskte 1 — % fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlar1 olsunlar.
1-w(2) 1
I(z) = —
1+w@) e 2 — %
@ =11 —Crz

fonksiyonunu tanimlayalim. 9(z) fonksiyonu U diskinde analitiktir; z € U igin |[9(2)| < 1
ve 9(0) = 0 saglanrr. Bu durumda 9(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasi’nin kosullarmi

saglamaktadir. O halde

1-w(2) dy(r+5s)z+d;(r* +rs+s%)z%+... 1

1+w(z) 2+dy(r+s)z+ds;(r2 +rs+ sP)z%+. [, 1Z _gcz'
— Ck

9(z) =




9(z) d,(r+5s)+d;(r? +rs +s?)z+... 1

- 2 2,2 —Cp’
z 2+d2(r+s)z+d3(r +7rs+5%)z%+.. H"ll—ckz
|dx|[r + s
[9'(0)| = <
O = 2T Tl

ve buradan da

2 n

dol < ——] |
| 2| |T'+S| |Ck|

k=1

sonucunu elde edilir. Simdi elde edilen esitsizligin esitlik halini gosterelim.

— Ck

p(rz) = p(sz) _ 1~ *1li 11—c ;
— C

=9z 1421 RE1

fonksiyonunu ele alalim. Sol tarafin agilimini g6z 6niine alirsak

1 Zl_[n Z—Cl
S
1+d,(r+s)z+ds(r?2+rs+s?)z?+...= & =,
1+z]'[k e
—Ck
2z]1k- 11—c z
d,(r +s)z+d;(r?> +rs+s?)z?+...= =
1+2Hk 11 ez
ve
—Ck
211k= 11—c z
d,(r+s)+d;(r2 +rs+s*)z+...= — =
1+ z[I}- 11 =7

elde ederiz. Son esitlikte z — 0 kosulunda limite gegersek



10

n

2
|d2| —mﬂkﬂ

esitliginin saglandigi goriiliir. Bununla birlikte

_ n Z — Cg

p(rz) = p(s2) Z“k11 Gez| LAt
iR( (r—s)z >=€R Ck z20

R 1+ 2, 222

1—cyz

oldugundan esitligi saglayan fonksiyonun ele alinan sinifa ait bir fonksiyon oldugu da

gosterilmis olur.
Boylece asagidaki lemmayi elde etmis olduk.

2.2. Lemma p(z) = z + d,z* + d5z3 + --- fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z € U

icin R (M) > 0 kosulu saglansin. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1’dir.

(r-s)z

Ayrica cq,Cy,...,c, birim diskte 1 Ny I 16 fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlar

(r—s)z
olsunlar. Bu taktirde
2 n
we ] 24
dal < 7] [led @4
k=1
esitsizligi saglanir. Esitlik hali
— Ck
p(rz) = p(sz) _ anll =z
r—=s)z — %
( ) 1+ z[lk-, 1 =z

fonksiyonu ile elde edilir.
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3. SINIRDA SCHWARZ LEMMASININ UYGULAMALARI

Bu boliimde, yukarida tanimlamis olan analitik fonksiyon i¢in sinirda Schwarz Lemmasi’nin
bir varyant1 elde edilecektir. Ayrica birim diskin sinirinda rp'(r) — sp’(s) ifadesinin modilu
icin bir alt siir bulunacaktir. Bu sonuglar (Ornek ve Kandemir, 2024) calismasinda yer

almaktadir.

3.1. Teorem p(z) = z + d,z? + d3z3+. .. fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z eU igin
R (p(rZ)—p(SZ)

57 ) > 0 kosulu saglansin. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1°dir. Ayrica

1 € U noktasinda p(z) fonksiyonu p(1) agisal limitine sahip ve p(r) = p(s) olsun. O
halde

|r — s|

lrp'(r) —sp'(s)| = (3.1)
elde edilir. Esitlik hali

p(rz)—p(sz) 1-z
(r—s)z  1+z

fonksiyonu i¢in saglanir.

Ispat. (2.2)’deki h(z) fonksiyonunu ele alalim. %(z) fonksiyonu Lemma 1.1’in kosullarmi
sagladigindan 1 < |h'(1)| esitsizligi dogrudur. O halde

2wl 2lrp'(r) — sp'(s)]
11+w/(1)2 |r — s|

1< |h()| =

ve

|r —s]

lrp'(r) = sp'(s)| =

elde edilir. Bu son ifadenin esitlik halini gosterelim. Bunun igin
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p(rz) —p(sz) 1-z
(r—s)z 1+z

esitliginin iki tarafinin z degiskenine gore tlirevini alalim. Bu taktirde

dz

=) mli)

(rp'(rz) — sp'(s2))(r —s)z — (p(rz) — p(s2))(r —s) 2z
(r —s)%z2 T (14 2)2

bulunur. z = 1 icin p(r) = p(s) kosuluyla birlikte

|r —s|
2

lrp'(rz) — sp'(sz)| =
esitligi elde edilir.

3.2. Teorem p(z) = z + d,z% + d3z3+... fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z €U icin
R (p(rZ)—p(SZ)

57 ) > 0 kosulu saglansm. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1°dir. Ayrica
1 € AU noktasinda p(z) fonksiyonu p(1) agisal limitine sahip ve p(r) = p(s) olsun. Bu
taktirde

2|r — s|
2+ |r+s|ld,|

lrp'(r) — sp'(s)| = (3.2)

esitsizligi elde edilir. Esitlik hali

p(rz)—p(sz) _ 1-7°
(r—s)z  1+2az+z2

|dz2||7+s]

fonksiyonu icin saglanir. Burada 0 < a = < 1’dir.

Ispat. (2.2)’deki h(z) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon smirda Schwarz lemmasinin

< |h'(1)] esitsizligi dogrudur. Bu taktirde

SR 2
kosullarini sagladigindan )] S
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2 ) 2|rp'(r) — sp'(s)|
— T < Il =
1+ |h'(0)] |r — s|
elde edilir. Ayrica
, ld,||r + s|
W) =———
oldugundan
2 _ 2rp'@) — sp'(s)
1+|d2||72”+5|_ |r — s|
ve
2|r — s|
i _ i >
lrp'(r) — sp'(s)| = 2T T slld,]

sonucunu elde ederiz. Simdi bu esitsizligin kesinligini gosterelim.

p(rz) —p(sz) ~ 1-z°
(r—s)z  1+2az+z2

fonksiyonunu géz oniine alalim. Teorem 3.1’in ispatinda yapilana benzer olarak her iKi

tarafin tiirevini alip tirevin z = 1 noktasindaki degerine bakalim. Bu durumda

lrp'(r) —sp'(s)l 1
|r — s| " 14a

lda||7+s]

sonucuna ulasmz. 0 < a = — =< 1 oldugu i¢in |rp'(r) — sp'(s)| = 2|r—s|

—— esitligi
2+|r+s||d;| Sitig

saglanir.

3.3. Teorem p(z) = z + d,z? + d5z3+... fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z €U igin
R (p(TZ)—p(SZ)

)z ) > 0 kosulu saglansin. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1°dir. Ayrica
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1 € 9U noktasinda p(z) fonksiyonu p(1) agisal limitine sahip ve p(r) = p(s) olsun. Bu
taktirde

3.3)

[r — sl i+ 2(2 = |d,lIr +s1)?
2 4 — (ldyllr + sD? + 12d3(r% + rs + s2) — d5(r + 5)?|

lrp'(r) — sp'(s)| =

esitsizligi saglanir. Teorem 3.1°de verilen esitlik fonksiyonu (3.3) i¢in de esitlik verir.

Ispat. (2.2)’deki h(z) fonksiyonunu yeniden ¢agiralim. Ayrica s(z) = z olsun. Maksimum

prensibine gore her z € U icin |h(2)| < |s(2)| dogrudur. Boylece

hz)  1-w(z) dy(r+5s)z+d;(r? + rs +s%)z%+...
s(z) (A+w(2)z  Q+dy(r+s)z+ds(r?+7s +s2)z%+...)z

q(z) =

3 d,(r +8) +d;(r? + rs + s?)z+...
 2+dy,(r+s8)z+d;(r2 +rs +52)z2+...

fonksiyonu U diskinde analitiktir ve z € U icin |q(2)| < 1 esitsizligi saglanir. Ozel halde

lq(0)] =—|d2”;+sl <1 (3.4)
ve
14'(0)] = |2d3(r2+r5+22)—d§(r+s)2| (35)
elde edilir.
q(z) —q(0)
SEETTON®

fonksiyonunu dahil edelim. Aciktir ki @(z) fonksiyonu sinirda Schwarz Lemmasi’nin

2
1+]0'(0)

| < 10'(1)| dogrudur ve (3.6)’dan hareketle

kosullarini saglar. O halde
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elde edilir.
-l wor
ve
|'(D)] = [s" (D
oldugundan

2 1+Iq(0)lI @) < +1q(0)]
1+10(0)] ~ 1—-1q(0)] ? 1-1q(0)]

oy A= s D (3.7)

elde edilir (Golusin, 1966).

lq'(0)]
0'(0)| = ——=pz 3.8
OOI= T or (38)
oldugundan (3.4) ve (3.5)’1 (3.8)’de yerine yazarsak
2d5(r? +rs +s52) — d2(r + 5)?
24, 2 | |2d;(r? + s + s2) — d2(r + 5)?|
16'(0)] = 4 5 = (3.9)
1_(Idzllr+5|) 4 — (ld||r + s])?
2

bulunur. (3.9)’u da (3.7)’de gz 6niine alirsak

2 _2+ldallr sl (2@ —sp©)
12d;(r2 + rs + s2) —d3(r + s)2| ~ 2 —|d,|Ir +s| |r — s| ’

1+
4 — (ldzllr + s])?
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2(4 — (ldllr +sD? 2 —|dyllr + sl <2Irp’(r)—5p’(5)l
4 — (ldyllr +sD? + 12d5(r2 + rs + s2) — d2(r + 5)%| 2 + |d,||r + s| - |r — s]
ve buradan da
2(2 — |dyllr + sD? lr — sl
+1 S 7 _ 7
<4—(|d2||r+s|)2+|2d3(r2+rs+52)—d§(r+s)2| 2 Irp’(r) = sp ()l

esitsizligi elde edilir. Simdi bu esitsizligin kesin oldugunu gosterelim.

p(rz) —p(sz) _1-22
(r—s)z  1+2z2

fonksiyonunu ele alalim. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin tiirevini alip tlirevin z = 1

noktasindaki degerine bakarsak

lrp'(r) — sp'(s)] y

] 1 (3.10)
bulunur. Diger yandan
1+dy(r + )z + dy(r? + 75 + s2)z2+ L=z
S)Z r rs S$7)Z e
2 3 1+ 22
esitliginden
dy(r+s)z+ds(r* +rs +s*)z*+ 22"
Z r rs S°)Z e = —
2 3 1+ z2
elde edilir. Boylece
dy(r+s)+d;(r?> +rs+s?)z+...= — 2z
2 3 T 1422

-2
r2+47rs+s?

esitliginden d, = 0 ve d; = oldugu asikardir. Bu degerleri (3.3)’te yerine yazarsak
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esitsizligin sag tarafi

< 2(2 — |dyllr + s)? 1) lr — sl

4— (dyllr + sD2 + [2ds(r2 + 75 + 52) — d2(r + 5)2| 5 =Ir—sl

olur. (3.10) ve son esitlikle gerekini aliriz.

3.4. Teorem p(z) = z + d,z? + d3z3+. .. fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z eU igin
R (p(rZ)—p(SZ)

(r-s)z

) > 0 kosulu saglansin. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1’dir. 1 € U
noktasinda p(z) fonksiyonu p(1) agisal limitine sahip ve p(r) = p(s) olsun. Varsayalim ki

C1,C2 wry Cp ler 1 — % fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlaridir. Bu taktirde

Ir — s| 1= g2 242
— >—11 3.11
Irp' () = sp(©)] 2 — DA T i ey (3.11)

esitsizligi saglanir; burada

n n
a=2] [l =lr+slidal, B=4] [lal® - Ir +sP2ld,1,
k=1 k=1

n
1 — |cel?
2d;(r? + rs +5%2) —d3(r +s5)? + 2d,(r + S)Z%
k

n
c=] Jle
k=1

seklindedir. Bu esitsizlikte esitlik hali

— Ck

pra) —p(sz) _ 1 77 1lk- 11—ckz
r—s)z 2 Z—Ck

( ) 14+ z2[[pe 11-%7

fonksiyonu ile saglanir. Burada ¢4, ¢y, ..., ¢, ’ler pozitif reel sayilardir.
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Z—Ck

I — n
Ispat. B(z) = z[]}- ——

olsun. Maksimum prensibine gére z € U icin |h(2)| < |B(2)|

esitsizligi saglanir.

G(2) = h(z) (1 - w(z) 1

B@) 1+w<z>)zn;;=1 5
- Lk

yardime1 fonksiyonunu dahil edelim. w(z) fonksiyonunun agilimmi G (z) fonksiyonunda

g6z Oniine alirsak

dy(r+5)z+d;(r? +rs +s?)z%+... > 1
z

C2+dy(r+98)z+ds(r? + 75 + s2)z%+... n 27 Ck
k=11 — ¢z

G(z) = <

_( d,(r+5) +d;(r? +rs + s?)z+... ) 1

C2+dy(r+5)z+ds(r2 + s +s2)z%+... ) n . 2= Ck
k=11 —C,z

elde edilir. Ozel halde

|7 + s||d,| 1
G(0)| = 3.12
160 = (312)
Ve
2 2 2 2 n 1—lcel?
2d;(re+rs+s°)—ds5(r+s) +2d2(r+s)2k=1T
G'(0)] = 3.13
(O] e (3.13)
esitlikleri saglanir.
G(z)—-G(0
1-6(0)G(2)

analitik fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon smirda Schwarz lemmasinin kosullarini

2
1+|T'(0)

sagladigindan < |T'(1)| dogrudur. Buradan gerekli hesaplamalarla
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1-16(0)|? 1+16(0
< |T'(D) =4|G’(1)IS%

("I -=1B'(MI)  (3.15)
|1 _ G(O)G(l)l

2
1+17'(0)]

elde edilir. Ayrica (3.14)’ten hareketle |T'(0)| = 1|—(|;G—(((2)))||2 elde edilir. (3.12) ve (3.13)’li son

esitlikte yerine yazarsak

_ 2
2d;(r? + rs+ %) —di(r + s)? + 2d,(r + 5) Zﬁzl%
, 411k lcil
IT'(0)] = S ;
1_<|r+s||d2| 1 )
2 ;cl=1|Ck|
_ 2
|2d3(r +7rs+52) —di(r+5s)2+ 2d,(r +s)Xn_ %
c
1_[' . @Il leD? = (r + s1id;D)?

aliriz.

— lel?
B'(1 1 Z
BOI=1+) o5

ve tiim bu belirlenen ifadeleri (3.15)’da g6z Oniine alirsak

2

— 2
2d5(r2 + 75 + 57) — d3(r + )2 + 2d5(r +5) oy 1k cl,f"l |
1+ 1k
[l QCIRo1leD? = (r + slld,D?

<
2[1R= lekl = |r + slld,] |r —s] —cil?

21T el + I + slldy| <2|rp'<r) —sp')l Z — Jcgl?
|1

ve

2Q21I1R=1le| = Ir + slld, )?

— 2
4110 le|? = |r + s1?1d, 1% + TR el |2d5 (1% + rs + s2) — d2(r + 5)% + 2d,(r + 5) ELI%




20

< 2|rp'(r) — sp'(s)l z | — lex|?

|r —s| 1—cl?

esitsizligi elde edilir. Simdi (3.11) esitsizliginin esitlik halini gosterelim.

— Ck
p(rz) —p(sz) _ - 2% - 11—ckz " 2
r—s)z 2 Z=C 2 Z = Ck
( ) 1+ 2237 112 1+2z237 1%,z

fonksiyonunu alalim. Her iki tarafin tiirevini alip tlrevin z = 1 noktasindaki degerine

bakarsak

=il i 1
lrp'(r) = sp'(s)| = Ir=s| (2 + * C") (3.16)
k=1

esitligi elde edilir. Burada ¢y, ¢, ... ¢, ler pozitif reel sayilaridir. Diger yandan

222 R ek
1+dy(r+s)z+ds(r?+rs+s¥)z2+.. =1 - ——F&
1422 SR

Z— Cy

2223 e
dy(r+8)z+ds(r? +rs+sH)z%+... = — - e
1+ 22270 e

ve
c

22 2= 11 ckkz

dy(r+s)+d;(r* +rs+s*)z+...=— i
1+2z2%8., k

1—-¢,z
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elde edilir. Son esitlikte z — 0 kosulunda limite gecersek O, =0 ve benzer sekilde

n
dy(r® +rs+s?) = 2] [|c,| sonucunu elde ederiz. Burada c;, ¢, ... ¢, ller pozitif reel sayilar
k=1

oldugundan

Ir — s| 1o l? 242 Ir — s|
—— 1+ ~+ =
2 k_1|1—ck| B+C 2

2
1+z —ledl® 2(2 M-ylel)
T=al? " @Il leD? + [Ty lel 12457 + 75 + 5]

n 2
_Ir—sl - 1_|Ck|2+ 2(2 12, lcil?)
2 1= T @Il + 40TlaD

|r — s| = 1+ ¢
= 2 +
2 1_Ck
k=1

esitligi elde edilir. Son elde edilen esitlik ve (3.16) ile gereken alinir.

3.5. Teorem p(z) = z + d,z? + d3z3+... fonksiyonu birim diskte analitik olsun ve z eU

icin R (M) > 0 kosulu saglansin. Burada r,s € C,r # s,|r| < 1,|s| < 1’dir. 1 €

(r-s)z

0U noktasinda p(z) fonksiyonu p(1) agisal limitine sahip ve p(r) = p(s) olsun. Varsayalim

ki 1- % fonksiyonu birim diskte sifirdan farkl sifirlara sahip olmasin ve d, > 0

olsun. Bu taktirde

[12d;(r? + rs +s2) —di(r + s)?| < 4 (3.17)

d,|r +
dy(r+s)ln <M>

2

esitsizligi saglanir.

Ispat. d, > 0 ve q(z) fonksiyonu Teorem 3.3’deki gibi olsun. Ing(z) fonksiyonunun

analitik bir dalini segelim ve (3.4) esitligini g6z 6niine alalim. O halde
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dy|r + s|
Inq(0)=1In — <0

olur.

Ing (z) —Inq(0)
Inq (z) +Inq(0)

R(z) =

yardimcr fonksiyonunu dahil edelim. Bu fonksiyon Schwarz lemmasinin kosullarini

sagladigindan dolay1 1 > |R'(0)| esitsizligi dogrudur. O halde

|2Inq (0)]
linq (0) + Inq (0)|2

q'©@ - q'(0)

| 1
1= [R(0)] = q(0) _2lnq(0)|Q(0)

|2d5(r% + s + s?) — d2(r + 5)?|
4

d,|r + s|\d,|r + s|
ZZn( 5 ) >

ve buradan da

|12d;(r? + rs +s2) —d3(r + s)?| < 4

d,|r + s|
2

d,(r+s)In <

sonucu elde edilir.
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4. SONUCLAR

Temel kaynagi Schwarz Lemmasi ve Sinirda Schwarz Lemmasi olan bu ¢aligmada, birim

diskte analitik olan ve belirli kosullar1 saglayan bir analitik fonksiyonlar sinifi incelenmistir.

Tezin ikinci bolimiinde, bu smifa ait bir fonksiyonun Taylor ag¢ilimindaki ikinci katsayisi
Schwarz Lemmasi kullanilarak iistten sinirlandirilmistir. Bu esitsizligin esitlik halini
saglayan ekstremal bir fonksiyon 6nerilmis, bu fonksiyonun smifa ait oldugu gosterilmis ve
esitligin saglandig1 ispatlanmistir. Ayrica, sifirdan farkli sifir noktalarmin dikkate alindigi
bir bagka durumda da ayni smifa ait fonksiyonun ikinci katsayisi i¢in bir list smir elde

edilmistir. Bu durumda da esitligi saglayan bir fonksiyon 6rnegi verilmistir.

Calismanin {¢iincli bolimiinde, belirlenen smifa ait analitik fonksiyona bagli olarak
tanimlanan ve iki farkli parametreye bagli olan bir fark fonksiyonun birim dairenin bir sinir
noktasinda agisal tlirevinin modiilii i¢in bir alt smir elde edilmistir. Bu baglamda dort ayri
sonug sunulmusg ve her bir esitsizlik i¢in esitlik durumlar1 6nerilen fonksiyonlar araciliiyla

gosterilmistir.

Son olarak, ¢alismada ele alman analitik fonksiyonun Taylor agilimindaki ikinci ve {igiincii

katsayilar arasindaki iliskiyi veren bir sonug elde edilmistir.
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