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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama
C Kompleks diizlem
U Birim disk
oJ Birim diskin sinir1
h(z) Analitik fonksiyon
b2 Taylor agiliminin katsayisi
b3 Taylor a¢iliminin katsayisi
( zh’(z)j Agisal tiirev

h@@) ).
B(z2)

Blaschke Carpim



1. GIRIS

Kompleks analizde, analitik fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin birim disk iizerindeki
davranglar1 literatiirde &nemli bir yere sahiptir. Ozellikle birim diskin igindeki
fonksiyonlarin smir noktalarindaki davraniglari, bu fonksiyonlarm geometrik ve analitik
ozelliklerini incelemek i¢in 6nemli araglar sunmaktadir. Bu baglamda, birim disk i¢indeki
fonksiyonlarm belirli smirlamalar altinda nasil davrandigi ve smir degerlerine yaklasim

bi¢cimleri arastirma konusu haline gelmistir.

Fonksiyonlarin disk i¢inde ve diskin smirinda gosterdigi farkli 6zelliklerin sonuglarinin ne
oldugu kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinin 6nemli sorularindan biridir. Birim disk
iizerinde tanimli analitik fonksiyonlarm belirli sinir kosullar1 altinda nasil davrandigina
dair teorik caligmalar, analizin farkli alanlariyla kesismektedir. Ozellikle fonksiyonlarin
acisal limitlerini ve smir noktalarindaki davranislarmi incelemek, bu fonksiyonlarin

dinamik yapisini daha iyi anlamamiza yardimci olmaktadir.

Calismamizda, analitik fonksiyonlarin smirlayici 6zellikleri ve bu smirlamalarin ¢esitli
matematiksel yapilar {izerindeki etkileri ayrintili olarak incelenmistir. Schwarz
Lemmasi'ndan referansla, bu fonksiyonlarin belirli doniistimler altinda sergiledikleri
davranislar ve bu doniisiimlerin sonuglar1 lizerine yeni perspektifler gelistirilmistir. Elde
edilen bu yaklagimlar hem teorik hem de uygulamali matematik alanlarinda genis bir

kullanim alanina sahiptir ve gelecekteki arastirmalar i¢in saglam bir temel sunmaktadir.

Sonug olarak, bu ¢alisma, Schwarz Lemmasi'nin temel prensiplerinden hareketle, analitik
fonksiyonlarm belirli smiflar1 iizerinde elde edilen yeni sonucglari ve bu sonuglarin
matematiksel teoriye getirdigi katkilar1 ortaya koymaktadir. Analitik fonksiyonlar iizerine
gerceklestirilen bu tilir aragtirmalar hem matematiksel anlayigin genislemesine hem de

potansiyel yeni uygulama alanlarinin ortaya ¢ikarilmasina katkida bulunmaktadir.
Simdi sonuglarimizin ispati i¢in gerekli olan Schwarz Lemmasi’n1 verelim. Maksimum
prensibinin - bir sonucu olmakla birlikte analitik fonksiyonlar teorisinin temel

teoremlerinden olan Schwarz Lemmasi’nin klasik versiyonunu ifade edelim.

U = {z:|z| < 1} birim daire ve 0U = {z:|z| = 1} birim dairenin simnir1 olsun.



1.1 Lemma f:U — U fonksiyonu f(0) =0 kosulunu saglayan analitik bir fonksiyon

olsun. O halde her z € U igin

If (2)| < |z|

ve

JHOIES

esitsizlikleri saglanir. Ayrica bir z € U (z # 0) noktasi i¢in |f(2)| = |z| veya |f'(0)] = 1
esitlikleri saglaniyorsa o halde f fonksiyonu bir rotasyondur. Yani f fonksiyonu f(z) =
az, a € R formundadir (Markushevich, 2005).

Schwarz Lemmasi, matematikte cok yonlii bir ara¢ olarak, bircok farkli alanda ¢esitli
teorilerin ve sonuclarin ispatinda kritik bir rol oynamaktadir. Bu nedenle hem saf
matematikte hem de uygulamali bilimlerde genis bir kullanim alanma sahiptir. (Ornek &
Duzenli, 2018; Dineen, 1989; Mercer, 1997). Schwarz Lemmasi’nda f(0) = 0 kosulu
kaldirildiginda Schwarz-Pick Lemmasi elde edilir (Ahlfors, 1979; Osserman, 1999;
Beardon ve Minda, 2004; Beardon ve Carne, 1992; Mercer, 1999).

Kompleks analizin merkezi konularindan olan Schwarz Lemmasi’nin énemli uygulama
alanlarindan birisi de bu lemmanin sinira uygulanmasi hakkindadir. Sinirda Schwarz
Lemmasi, klasik Schwarz Lemmasi’nin bir uzantisidir ve analitik fonksiyonlarmn birim
diskin smirindaki davranislariyla ilgilenir. Klasik Schwarz Lemmasi, birim disk i¢inde
tanimli ve belirli kosullar1 saglayan analitik fonksiyonlar i¢in bazi énemli sinirlamalar
getirir; smirda Schwarz Lemmas1 ise bu smirlamalarm birim diskin sinirina nasil
genellestirilebilecegini ele alir. Fonksiyonlarin birim disk i¢indeki davranisini sinir
noktalara genigletmek dnemli bir adimdir; ¢linkii birgok analitik fonksiyon sinirda ilging ve

onemli sonuglar dogurabilecek dzellikler gosterebilir.

Birim disk iizerindeki bir analitik fonksiyonun smirdaki davranisini ele almak igin
fonksiyonun smnirdaki agisal limitleri incelenir. Dolayistyla Julia-Wolff Lemmasi gibi
giiclii araclar devreye girebilir. Sinirda Schwarz Lemmasi, analitik fonksiyonun sinirdaki

bir noktaya yakinsarken nasil davrandigini sinirlayan bir sonugtur.



Schwarz Lemmasinin sinir versiyonu en klasik hali ile asagidaki sekilde ifade edilir:

1.2 Lemma f: U — U analitik ve f(0) = 0 olsun. Varsayalim ki f (z) fonksiyonu |f(1)| =
1 olmak Uzere 1€ dU = {z:|z| = 1} noktasina siirekli devam ettiriliyor ve f'(1)
mevcuttur. Bu takdirde

If" (D] = (1.1)

2 s
O

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir (Osserman, 2000; Unkelbach, 1938).

Dubinin, Osserman’in buldugu fonksiyonun sifirdan farkli sifirlarin1 da hesaba katarak
(1.1)’1 daha da kuvvetlendirmistir (Dubinin, 2004). Ayrica, smirda Schwarz Lemma ile
ilgili calismalar giincelligini devam ettirmektedir (Akyel ve Ornek, 2016; Ath ve Ornek,
2021; Aydinoglu, 2020; Azeroglu ve Ornek, 2013; Boas, 2010; Ornek, 2013; Ornek ve
Duzenli, 2018, Krantz, 2011).

Tezdeki sonuclarda fonksiyonunun z =1 € dU noktasinda agisal limite sahip olmasi
kosulu konularak, fonksiyonun z = 1 € dU noktasinda agisal tiirevi incelenmistir. Bu

incelemeler i¢in kullandigimiz tanim ve teoremler asagida verilmistir.

1.3 Tanim Ko6se noktast 1 harig, kapanisi birim disk igerisinde yer alan ve [0,1] araligina
gore simetrik olan U’ daki herhangi bir iggene 1 € dU noktasinda Stolz agis1 denir ve 4 ile

gosterilir.

Caligmada agisal limit ve agisal tiirev notasyonlar: temel unsurlardir. 1 € U olsun. 1

noktasindaki her 4 Stolz agis1 igin

f)=_lLim f(2)

z—1,z€A

mevcut ise 0 halde f fonksiyonu 1 noktasinda f(1) agisal limitine sahiptir denir.



Eger 1 noktasindaki her Stolz agis1 icin agisal limit (1) ve

i LSO

z—1,z€A Z — 1

mevcut ise, o halde f fonksiyonu 1 noktasinda f'(1) agisal tiirevine sahiptir denir
(Pommerenke, 1992).

Calismamizin bir baska onemli unsuru da analitik fonksiyonun sifirlarin1 ifade ederken
kullanacagimiz sonlu Blaschke c¢arpimidir. Hardy Uzaylari, fonksiyonel analiz ve
geometrik fonksiyonlar teorisinde genis bir uygulama alanma sahip olan Blaschke ¢arpimi
birim dairede tanimli smirh bir analitik fonksiyondur. Sonlu Blaschke carpimi asagidaki

sekilde tanimlanir:

n

B(2) = zP 1_[ Z- & (1.2)

1——c,z
k=1 k

B(z) fonksiyonu birim daireyi kendisine doniistiiren bir analitik fonksiyon olup, sadece
Co) C1,-++,Cpn Noktalarinda sifira sahiptir.|z| = 1 i¢in ise |B(z)| = 1 esitliginin saglandig1
aciktir. Bu ¢, ’larin bazilar1 tekrarlanabilir. Ornegin, bir c,, p kez tekrar ediyorsa bu

durumda B(z) fonksiyonunun c; noktasinda p. mertebeden sifir1 vardir.

Bu tezde sonlu Blaschke carpimlar1 incelenmis ve bu carpimlarin farkli bigimlerde ifade
edilebildigi gosterilmistir. Sonlu Blaschke ¢arpimlarinin en belirgin 6zelligi, birim gember
lizerindeki tiim noktalar i¢cin modiillerinin 1 olmasidir. Buna karsilik, sonsuz Blaschke

carpimlari i¢ fonksiyonlar olup, sinirda sonsuz sayida noktada limit degerlerinin modiilii 1

olmayabilir (Markushevich, 2005).

Bu c¢alismada, belirtilen esitsizlikler daha genis fonksiyon smiflarina genellenmistir.
Ayrica agisal limitin varhigma dair sartin yer almasi, agisal limit ile ilgili olan Julia-Wolff

teorisinin uygulanmasini gerektirmistir.

Julia-Wolff Lemma: f:U — U analitik fonksiyonu 1 € dU noktasinda f(1) € dU agisal

limitine sahip ve f(0) =0 olsun. Bu takdirde f'(1) agisal tiirevi mevcuttur ve 1 <



|f'(1)| < co’dir (Pommerenke, 1992).

Julia-Wolft teorisi, agisal limitlerle ilgili olarak Schwarz Lemmasi'nin giiglii bir sekilde
uygulandigr alanlardan biridir. Schwarz Lemmasi, bir fonksiyonun belirli smir
noktalarindaki bilyime hizin1 kontrol etmeye yarayan onemli bir aragtir. Julia-Wolff
teorisinde de, bir fonksiyonun agisal limitlerinin mevcutlugu ve biliylime &zellikleri

incelenirken Schwarz Lemmasi kritik bir rol oynar.

Bu tezde, asagidaki boliimde verecegimiz yeni bir smif i¢in Schwarz Lemmasi’nin

uygulamasi ve Schwarz Lemmasi’nin sinir versiyonlari incelenmistir.



2. SCHWARZ LEMMASI’NIN FARKLI BiR UYGULAMASI

Bu boliimde, tanimlayacagimiz yeni bir fonksiyon smifi i¢in Schwarz Lemmasi’nin nasil
uygulanabilecegini gosterecegiz. Amacimiz, verilen analitik fonksiyonun Taylor
serisindeki ikinci terimin katsayisi i¢in bir st sinir elde etmektir. Ayrica fonksiyonun
acisal limitin var olmasi kosulu altinda, sinir noktasinda agisal tiirevleri igin bir alt sinir

bulmay1 amacliyoruz. Bu sonuclar1 géstermek i¢in kullanacagimiz smifi tanimlayalim.

S, U birim diskinde analitik olan h(z) = z + b,z? + b;z3+. .. fonksiyonlar smifini

gostersin. Ayrica M(a, 0), z € U ve baz1 |6] < g icin

Z(p+1+ p+1—2ae7|)|byq| <1—|1—2ae® (2.1)
p=1

kosulunu saglayan tiim h(z) € S fonksiyonlarinin igerildigi alt sinif olsun. Burada

0 < a < cos@’dr. h(z) € M(a,0) ve

2aet _ __ zh'(2)
o b @ =55

9(2) =

olsun. Burada f(z) =1+ b,z + (2b; — b2)z + (b3 — 3b,b; + 3b,)z3 + --+ seklindedir.
9(z) fonksiyonu birim diskte analitik ve 9(0) = 2ae™ — 1’dir. Simdi z € U igin

|9(2)| < 1 oldugunu gosterelim. 9(z) ve f(z) fonksiyonlarimn tanimlarimdan

2ae™0 _2ae™® —f(2)  2ah(z) — e"zh'(z)

YO=Z 1T T T e

elde ederiz. h(z) fonksiyonun a¢ilimini son esitlikte g6z Oniine alalim. O halde

2a(z + X1 bpr2P*t) — e92(1 + X1 (p + 1)bpy12P)

[9(2)| = eiez(l + Z;;l(p + 1)bp+1zp)




_|2ae™® =1+ 35, (2ae™ — (p + 1))byi12P
1+ ZZO=1(p + )by, 12P*!

ve

|1 —2ae=®| + X5, |p + 1 — 2ae™||by4|

[9(2)| < ~
1- p=1(p + 1)|bp+1|

(2.2)

sonucu elde ederiz. (2.1) esitsizliginden,

|1-2ae"?| <1 —Z(p +1+|p+1—2ae¥|)|bys|
p=1

oldugu ag¢iktir. Bu ifadeyi (2.2)’de gbz Oniine alirsak |z| < 1ligin |[9(z)| < 1 sonucuna

ulasiriz.

U(z) = 9(0)

(U(Z) =

1-9(0)9(2)
fonksiyonu ele alalm. Bu fonksiyon analitik olup w(0) =0 ve z € U i¢in |w(2)| <1
kosullarin1 saglamaktadir. Dolayisiyla bu kosullar altinda w(z) fonksiyonuna Schwarz

Lemmas1’n1 uygulayabiliriz. Bu taktirde

N U ()]
O T =

elde edilir. Ayrica [9(0)| = |2a — €| ve [9'(0)| = 2al|f*(0)| oldugu igin

2a|f"(0)]
- <1
1—|2a—ei?2 ~

ve buradan da

1-— |2a—ei9 2
2a

If"(0)] =



sonucu elde edilir.

1-[2a— e"9|2 =1—(4a% —4acosO+1) =4acos O — 4a? = 4a(cos O — a)
ve |f'(0)| = |b,| oldugundan
|by| < 2(cos 6 — a)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla h(z) fonksiyonunun Taylor a¢ilimindaki ikinci katsay1

olan b, i¢in asagidaki lemmayi elde etmis olduk.
2.1 Lemma Eger h € M(a, 0) ise

|by| < 2(cos 6 — a) (2.3)
esitsizligi saglanir.

zh!(2)
h(z)

Simdi 1 — fonksiyonunun sifirdan farkl: sifirlarin1 dikkate alalim ve

w(z)
0(z) = Z—(;
=11 —-7¢;z

fonksiyonunu dahil edelim. w(z) fonksiyonunun Schwarz Lemmasi'nin kosullarmi
sagladigim biliyoruz. w(0) = 0 kosulundan @(0) = 0 alinir. Ayrica ©(z) fonksiyonuna
birim dairede maximum modul prensibi uygulanirsa |z| < 1 icin |@(z)| < 1 elde edilir.
Bu taktirde @(z) fonksiyonunun da Schwarz Lemmasi’nin kosullarmi sagladigi goriiliir.

Hiikiim geregince |0'(0)| < 1 elde ederiz. Dolayisiyla

_9(z) - 9(0) 1

Y73 Y n Z—C;
1= 909 T { —

0(2)




_ —2ae™(b,z + (2b; — b,*)z% + ++) 1
T 14 byz+ (2bs — by2)z2 + o — |1 — 2aei® |2 + (2ae® — 1)(byz + (2b; — b, 222 + ) [, 12_—C£Z
—-i0 2

@(z)= —2ae (b2+(2b3—b2 )z+...) 1

Z 1+bz+(20,-b?) 7 +...—‘1—2aei9‘2 +(2ae” —1)(b22+(2b3 ~b,’)z* +) 11[2;_0,

i-1 1—CiZ
2a|b
16 (0)] = b <1

(1—-11-2ae®2) [T, lc;| —

ve

.n12

(1— |1 - 2ae®| )l_[?zllcil L

|b,| < > a =4 2(cos€—a)1_[|ci|
i=1

esitsizligi elde edilir.

Boylece asagidaki lemmayi elde ederiz.

2.2 Lemma Eger h € M(a,0) Ve ¢1, ¢y, ., Cp y 1 — %;)Z) fonksiyonunun sifirdan farkli

olan sifirlar1 ise

n
Ib,| < 2(c059—a)1_[|ci| (2.4)
i=1

esitsizligi saglanir.

zh'(2)
h(z)

Bu lemma, 1 — fonksiyonunun sifirlar1 dikkate alindiginda b, katsayisi i¢in daha

giiclii bir iist sinir saglar.
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3. TEMEL SONUCLAR

Bu bolimde, M(a,6) smifi i¢in sinirda Schwarz Lemmasi’nin ¢esitli versiyonlarini
tartisacagiz. Ayrica farkli bir analitik fonksiyon smifinda agisal limitin varligi kosulu
altinda birim diskin smir noktasinda agisal tlirevin modiilii i¢in tahminler elde edecegiz

(Akca ve Ornek, 2024).

3.1 Teorem h € M(a, 0) olsun. Ayrica 1 € U noktasinda h(z) fonksiyonu h(1) agisal

a

limitine sahip ve h'(1) = h(1) olsun. Bu taktirde

cos 6
zh'(2)\ cosf —a
@) Y (3.1)
h(z) v 2 cos?0
esitsizligi elde edilir.
fspat.'
_ 9(2)-9(0) _ 2ae”% _ zZh'(2)
©@) = Sewe PO =Te @ =55

seklinde yazalim. w(z) fonksiyonun tiirevini aldigimizda

1-19(0)I7
w'(z) = ————9'(2)
(1-9(0)9(2)
elde ederiz. Ayrica h'(1) = Coieh(l), 9(0) =2ae™® —1,9(1) = ™% ve |w(1)| =1

oldugundan w(z) fonksiyonu Lemma 1.2’nin kosullarmi saglar. O halde 1 < |w'(1)]

esitsizligi saglanir. Buradan hareketle

1 - [9(0)|? 1—[2ae™® —1] If" (DI

1< o'/ 1)] = ————— 9" (1) = 2
|1-9(0)9(1)

|1 — Qae=® —1)e~2i0|2 * |f(D)]?
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__ 4a(cosb-a) |f’(1)| 2cos?0 |f (1)|

T (2a-2cos 6)2 ( a )2 cosf—-a
cos@

(1) cosO —«a
ffl= 2 cos% 8
ve
zh'(2)\ >cos@—a’
h(z) ) _|— 2 cos? 6
elde edilir.

3.2 Teorem Teorem 3.1'in kosullar1 altinda

(3.2)

zh' (2)\ - 1 2(cos 8 — a)?
h(z) ~ c0s?2602(cos6 —a) + |b,|

esitsizligi saglanir.

Ispat: w(z) fonksiyonu daha dnce tanimladigimiz gibi olsun. Lemma 1.2'den

2
m_ lw’ (D] = cosf—a |f €9]

|b|

elde edilir. Ayrica |w'(0)| = 205 6-a) oldugundan
2 - 2 cos? @ D]
1+ |b, | _cose—af()
2(cos 8 — a)

ve
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()] 1 2(cos 8 — a)?
~ cos?2602(cos6 — a) + |b,|

saglanir.

h(z) fonksiyonunun Taylor a¢ilimindaki b; katsayisini hesaba katarak Teorem 3.2’deki

esitsizligi asagidaki sekilde kuvvetlendirebiliriz.

3.3 Teorem Teorem 3.1'in kosullar1 altinda

zh'(2)\ _cosf—al N 2(2(cos 8 — a) — |b,)? 3.3)
h() )|~ 2cos'6 4(cos 6 — a)? — |b,y|? + |2(2b; — b3)(cos 6 — a) — b3e'?| '

esitsizligi saglanir.

Ispat: w(z) fonksiyonu yukarida verildigi gibi ve ¥(z) = z olsun. Maksimum prensibi

geregi, z € U icin |w(2)| < |¥(2)|olur. Bu durumda

5(2) w(z) 1<19(Z)—19(0)>
7Z) = = —
Y(2) z\1-9(0)9(2)
1 —2ae”(byz + (2b; — b2)z? + )
T Z14 byz+ (2b; — bD)z2 + - — |1 — 2ae~ |2 + (2ae~® — 1)(byz + (2bs — b2)z% + ---)

B —2ae™®(byz + (2b; — b2 )z + )
14 byz+ (2b; —b2)z2 + - — |1 — 2aei|2 + 2ae® — 1)(byz + (2b; — b2)z2 + -+-)

esitligi saglanir. Bu fonksiyon birim diskte analitik ve modiilii birden kiigiiktiir. Ozel halde

2a|b2| |b2|

(01 = 1—|1—2ae|? :2(c059—a)S1 (3.4)

ve
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|2(2b; — b2)(cos @ — a) — b2e™ |
4(cos 0 — a)?

|¢'(0)| =

saglanir.

_ $@ - ¢(0)
1-¢(0)¢p(2)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon sinirda Schwarz Lemma’sinin kosullarini

sagladigindan dolay1

2 oy =T le@F 1+ 16(0]e’()  «W)¥'(A)
EAFIO]R (1)|_|1—W¢(1)|2|¢ W= @ifram ~ v m

1+ ¢(0)] w(l)‘ ‘w (1) @] _1+1[¢0)]

= T 160170 [0(D) ~ #D| = T= g ('@ - 1#' WD

2(cos @ — a) + |b,| [ 2 cos?
= - If Ml-1
2(cos @ —a) — |by| \cos 6 —

elde edilir. Ayrica
|2(2b; — b2)(cos 6 — a) — b2e™|

|p*(0)] 4(cos 0 — a)?
1’ (0)] = = ¢ )’
1—1¢(0)] 1_( |b, | )
2(cos0 — a)
3 |2(2b5 — b2)(cos 6 — a) — b2e™|
B 4(cos B — a)? — |b,|?
oldugu i¢in
2 2(cos 0 —a) + |b,y| [ 2cos*6
2 PRTTE lf' (V-1
|2(2b; — b5)(cos 6 — a) — b5ei®| ~ 2(cos 0 — a) — |b,| \cos O — a

1+

4(6059 —a)? —|b,|?
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2(2(cos 0 — a) — |b,|)? - 2 cos% 0 ) — 1
4(cos 0 — a)? — |by|? + |2(2b; — b2)(cos @ — a) — b2ei®| = cos O —a f')

ve

|f,(1)|26050—a< 2(2cos 6 —a) — |b,|? )

1 -
2 cos? 6 + 4(cos 0 — a)? — |by|2 + |2(2b; — b2)(cos 8 — a) — bZe'?|

zh!(z
h(z)
dikkate almarak (2.3) esitsizligi baska bir sekilde giiclendirilebilir. Bu durum asagidaki

sonucu elde edilir. 1 — ) fonksiyonunun z = 0’dan farkli sifirlar1 varsa bu sifirlar

teorem ile verilmektedir.

3.4 Teorem Teorem 3.1°in kosullar1 saglansin. Ayrica c¢;,¢y,...,Cpy, 1— %
fonksiyonunun sifirdan farkl sifirlar1 olsun. Bu taktirde
! n
zh'(2) cosf —a 1—|¢l?
= >2—1+ ) —
h(z) 2 cos?0 |1 —¢|?
z=1 i=
n 1 2
n 2 (2(cos 8-a) [T7lcil=1bal) — (3.5)
(((z(cos 0-a)) [T, lcil) —|bz|2)+n?=1|ci| 2(cos e—a)<2b3—b§+b2 z;;l%)—bgei@
esitsizligi saglanir.
Ispat: w(z) fonksiyonu yukarida tammlandigi gibi olsun ve ¢y, ¢y, ..., cp, 1 — ZZ (S)

fonksiyonunun U'da sifirdan farkl: sifirlari olsun. Ayrica

n

Z—C
(Z)=Zl_[ .
1—-ciz

i=1

fonksiyonunu diistinelim. Maksimum modiil ilkesine gore, her z € U i¢in |w(z)| < |A(2)]

esitsizligi saglanir. O halde s(z) fonksiyonunu tanimlayalim:
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() = w(z) 9(z) —9(0) 1
TG T \1-0090)) Z . 2=
—CZ
3 —2ae™®(b,z + (2b; — b3)z%+...) 1
1+ byz+ (2bs — b)z2+...—[1 — 2ae'®|? + 2ae'® — 1)(b,z + (2bs — b3)z%+...) z []™ ) 1 —Ci
=11-¢z
3 —2ae (b, + (2b; — b2)z+...) 1
14 byz+ (2bs — b3)z%+... —|1 — 2ae®®|? + (2ae® — 1)(b,z + (2b; — b3)z?+...) [T 11_01_
L —C;Z
—2ae” 0 (by+(2b3—b3)z+...) 1

 14byz+(2b3-b3)z2+..~[1-20e®|" + (20010 ~1) (boz+(2b3~b3) 22 +..) [Ty el
U

Ozel halde,

|b, | 1
2(cos 0 — a) [T, ¢l

|s(0)] =
ve

2(cos@ — a)|2b; — b5 + b, =1 o — be!
l
4(cos 0 — a)? T, lcl

Is"(0)| =

esitlikleri elde edilir. Asagidaki sekilde bir yardimei fonksiyon tanimlayalim:

s(z)—s(0)
r(z) = 1-5(0)s(2)’

Bu fonksiyon smirda Schwarz Lemmast’nin kosullarini sagladigindan dolay1

2 Lo 1=ls) 1+ 1s(0)]
IENE OIS lr' (D] = 00D "I < 707 5]

(lo'(MI =&MW (3.6)

ifadesi elde edilir. Ayrica kolayca gosterebiliriz ki



— . 2 .
|2(cos€) - a) (2b3 — b3+ b, {‘=1%) — b%e“g’
l

|s"(0)] B 4(cos 0 — a)? [Ii-,lcl
1-[s(0)? |b, | 1
1= (2(6059—a)H 1lcl|)

7' (0)| =

2

n

]_[m

—_ . 2 .
2(cos 0 — a) <2b3 b3 + b, ?:1#) — b%e‘9|

l

( (2(COSQ—C¥))H 1|Cz) - |b2|2)

ve

LIOE 1+le_' -

esitlikleri saglanir. Boylece, buldugumuz bu ifadeleri (3.6)’da yerine yazarsak

2

PP _
2(cos 6 —a) (2b3 — b7 + b, ?:1%) — bie'®
L

(((2eos 6 - )Tyl ) = Ib, )

1+ 1%, lal

2(cos 8 — ) [TV ]c;| +|b 2 cos? —lc
_ 2 ) [Ty lcil + byl ’ -1 Z L=l
2(cos @ — a) [T,lc;l = |by| \ cos 6 — 11— ¢l

ve

(2(cos 8 — ) [1L1leil = |b,1)?

2 1—|c:|? .
(((Z(COS 0 — a))]_[?ﬂlcil) - |b2|2> + [T, lcil [2(cos 6 — @) (Zb3 b+ 31, %) — bZeit

cos B —

o 2cos”6 2 cos? 6 |f D1 le—lcl

esitsizligi elde edilir. Bu da bize (3.5) esitsizliginin saglandigin1 gosterir.

16
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LS) fonksiyonunun sifirdan

3.5 Teorem Teorem 3.1'in kosullar1 saglansin. Ayrica 1 — ne

baska sifir1 olmasin ve b, > 0 olsun. Bu taktirde

|2(2b; — b2)(cos 6 — a) — b2e'?| < 4 |(cosl9 —a)b, ln( (3.7)

( )

Ispat: b, > 0 ve ¢(z) fonksiyonu Teorem 3.3’deki gibi olsun. (3.4) esitligi gdz dniinde

bulundurulup, In ¢ (z) fonksiyonunun analitik oldugu bir dal segilirse

b,
¢ (0) = in (Z(COSH — a)) <0

olur.

Ing (z) —Ing (0)

12) = s @D T Ine (0)

fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyon Schwarz Lemmasi’nin kosullarin1 saglar. Boylece

12in ¢ (0)]
ling (0) +In¢ (0)?

1=1q'(0)| =

RO ‘4)'(0)
60|~ 2ine (0) [ $(0)

|2(2b5 — b2)(cos @ — a) — bZe|

_ 4(cos 0 — a)?
B b, b,
2In (2(cos 6 — a)) 2(cos0 — )

esitsizligi saglanir. Buradan da

_ b
32 _ —_ ph2,i0| < — —2)|
|2(2bs — b2)(cos 8 — a) — bZe'®| < 4 |(COS‘9 a)b, In (2(c059 - a)

elde edilir.
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4. SONUCLAR

Sonug olarak, bu g¢alisma analitik fonksiyonlarin bir alt smifi olan M(a, ) smifinin
analizine yoOnelik birka¢c Onemli katki sunmaktadir. Schwarz Lemmast ve smir

degiskenlerinden yararlanilarak, calisma bu siniftaki fonksiyonlarin Taylor agilimindaki

katsayilar i¢in yeni iist smirlar tiiretmektedir. Ek olarak, 1 — %;)Z) fonksiyonu i¢in sifir

olmayan sifirlar hesaba katilarak daha giiclii smirlar elde edilmektedir. Bu bulgular,
Ozellikle smir noktalarindaki agisal limitleri ve tiirevleriyle iliskili olarak, analitik
fonksiyonlarm birim disk i¢indeki geometrik davranislarinin daha derin bir sekilde
anlasilmasina katkida bulunmaktadir. Sonuglar klasik esitsizlikleri genisletmekte ve
analitik fonksiyonlar teorisi ile geometrik fonksiyonlar teorisi arasindaki etkilesime iligskin
yeni bakis acgilar1 sunmaktadir. Bu baglamda calisma, analitik fonksiyonlarin smnir
davranislar1 ve kompleks analizdeki uygulamalari iizerine yapilacak ileri calismalar igin bir

temel olusturabilir.



19

KAYNAKLAR

Ahlfors, L. V. (1979). Complex analysis (3. bask1). McGraw-Hill.

Akca, N. T. and Ornek, B. N. (2024). Applications of Schwarz lemma for the class M(a,
0), Bulletin of International Mathematical Virtual Institute. 14(1), 105-114.

Akyel, T. and Ornek, B. N. (2016). Sharpened forms of the Generalized Schwarz
inequality on the boundary, Proceedings-Mathematical Sciences, 126(1), 69-78.

Atli, G. and Ornek, B. N. (2021). Some Results Concerned With Hankel Determinant For
NV (a) Class, Communications of the Korean Mathematical Society, 36(4), 715-727.

Aydmoglu, S. (2020). Applications of the Jack's lemma for the holomorphic functions
Yaymlanmis Yiksek Lisans Tezi, Amasya Universitesi Fen Bilimleri Enstitlsd,
Amasya.

Azeroglu, T. A. and Ornek, B. (2013). A refined Schwarz inequality on the boundary,
Complex Variables and Elliptic Equations, 58(4), 571-577.

Beardon, A. and Minda, D. (2004). A multi-point Schwarz-Pick lemma. Journal d’Analyse
Mathématique, 92(1), 81-104.

Beardon, A. F. and Carne, T. K. (1992). A strengthening of the Schwarz-Pick inequality,
American Mathematical Monthly, 99(3), 216-217.

Boas, H. P. (2010). Julius and Julia: Mastering the Art of the Schwarz lemma. The
American Mathematical Monthly, 117(9), 770-785.

Dineen, S. (1989). The Schwarz lemma. Oxford University Press.

Dubinin, V. (2004). The Schwarz inequality on the boundary for functions regular in the
disk, Journal of Mathematical Sciences, 122(6), 3623-3629.

Krantz, S. G. (2011). The Schwarz lemma at the boundary, Complex Variables and Elliptic
Equations, 56(5), 455-468.

Markushevich, A. 1. (2005). Theory of functions of a complex variable, American
Mathematical Society Vol.296, 1,5.

Mercer, P. R. (1997). Sharpened versions of the Schwarz lemma, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 205(2), 508-511.

Mercer, P. R. (2006). Schwarz-Pick-type estimates for the hyperbolic derivative, Journal
of Inequalities and Applications, 2006, 1-6.



20

Ornek, B. N. (2013). Sharpened forms of the Schwarz lemma on the boundary, Bulletin of
the Korean Mathematical Society, 50(6), 2053-2059.

Osserman, R. (1999). A new variant of the Schwarz—Pick—Ahlfors lemma, Manuscripta
Mathematica, 100(2), 123-129.

Osserman, R. (2000). A sharp Schwarz inequality on the boundary, Proceedings of the
American Mathematical Society, 128(12), 3513-3517.

Ornek, B. N. and Diizenli, T. (2018). Boundary analysis for the derivative of driving point
impedance functions, IEEE Transactions on Circuits and Systems II: Express Briefs,
65(9), 1149-1153.

Pommerenke, C. (1992). Boundary behaviour of conformal maps, Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften, 299.

Unkelbach, H. (1938). Uber die Randverzerrung bei konformer Abbildung, Mathematische
Zeitschrift, 43(1), 739-742.



21

OZGECMIS
Kisisel Bilgiler
Adi-Soyadi . Nurbanu Tugge AKCA
Egitim Derecesi Okul/Program Mezuniyet Yih
Lisans Anadolu Universitesi 2020
Yabanca Dili
Ingilizce

Bilimsel Faaliyetler (Yayinlar, Bildiriler, Katildig1 Projeler)

1-) Ornek B. N. and Akca N. T. (2024). Applications of Schwarz lemma for the class M(a,
0), Bulletin of International Mathematical Virtual Institute 14(1), 105-114.



	Yüksek Lisans Tezi Kabul ve Onay Sayfası
	ÖZET
	1. GİRİŞ
	2. SCHWARZ LEMMASI’NIN FARKLI BİR UYGULAMASI
	4. SONUÇLAR
	ÖZGEÇMİŞ

