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Sayfa Sayisi 78

OZET
SEDENIYONIiK MATRISLER

Tezin birinci bolimiinde c¢alismanin temelini olusturan Cayley-Dickson
sedeniyonlarinin tanimi yapilmis ve cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Sedeniyonik
fonksiyonlar tanitilmis ve regiilerlik sartlar1 incelenmistir. Daha sonra kompleks,
kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili sedeniyonlar incelenmistir. Sedeniyonlarin
kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik olarak alt1 tipte eslenik gosterimi
incelenmistir. Eslenik gosterimleri ve norm 06zellikleri kullanilarak sedeniyonlarin
kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili matris gosterimleri incelenmistir.

Ikinci boliimde sedeniyonik katsayili matrislerin tammi  yapilmustir.
Sedeniyonik matrisler kiimesi iizerinde toplama, ¢ikarma, ¢carpma, eslenik, transpoz,
eslenik transpoz, ters alma ve iz islemleri tanimlanmis ve cebirsel Ozellikleri
arastirilmistir. Sedeniyonik matrisler iizerindeki vektér uzaylar1 ve modiil yapilar
arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Sedeniyon, Hiper Kompleks Sayilar, Sedeniyonik Matrisler
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ABSTRACT

SEDENIONIC MATRICES

In the first part of this thesis, Cayley-Dickson sedenions, which form the basis
of the study, are defined and their algebraic proporties are examined. Sedenionic
functions are introduced and their regularity conditions are examined. Afterwards,
sedenions with complex, quaternionic and octonionic coefficients were investigated.
Six type of conjugate represantions of sedenions as complex, quaternonic and
octonionic have been studied and matrix representations of sedenions with complex,
quaternionic, and octonionic coefficients have been studied by using these conjugate
notations and norm proporties.

In the second cheapter, matrices with sedenionic coefficients are defined. On
the set of sedenionic matrices, addition, substraction, multiplication, conjugate,
transpose, conjugate transpose inverse and trace operations were defined and their
algebraic proporties were investigated. Vector space and module structures on
sedenionic matrices are investigated.

Keywords: Sedenions, Hyper Complex Numbers, Sedenionic Matrices
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GIRIS

Hiper kompleks sayilar matematik literatlriinde olduk¢a onemli bir yere
sahiptir. Hiper kompleks sayilar birim eleman iceren fakat birlesme ve degisme
0zelligi bulunmas1 zorunlu olmayan, gercel sayilar iizerinde sonlu boyutlu cebirler
olarak tanimlanmistir. Caligma iki ana boliimden olugsmaktadir. Birinci bdliimiinde
Cayley-Dickson streci sonunda elde edilen 16 boyutlu reel katsayili sedeniyonlar
detayl1 bir sekilde incelenmistir. Tkinci boliimde ise literatiirdeki calismalardan farkl:
olarak sedeniyonik katsayili matrisler tanimlanmis ve buradan hareketle sedeniyonik

katsayili matrislerin, standart matris teorisindeki cebirsel 6zellikleri arastirilmistir.



1. GENEL BILGILER

1.1. Literatur Ozeti

1843 yilinda Irlandali matematik¢i W.R. Hamilton tarafindan kuaterniyonlar
kesfedilmistir. Bu kesif zaman icerisinde beklenenden daha biiyiik etkiler yaratmustir.
Ingiliz matematik¢i Arthur Cayley ve Amerikali matematik¢i Leonard E. Dickson
1919 yilinda oktoniyonlarin kuaterniyonlar {izerinde nasil iki boyutlu bir cebir
olabilecegini gostermistir. Cayley-Dickson siireci olarak bilinen bu yontem “ikiye
katlama ingas1” olarak bilinir. Bu yontem R cisminden baslayarak boyutu 2™ olan
cebirler tiretmek i¢in kullanilir. Reel sayilara bu siire uygulandiginda kompleks sayilar
(boy(C) =2 =2), kompleks sayillara  uygulandifinda  kuaterniyonlar
(boy(H) = 22 = 4), kuaterniyonlara uygulandiginda oktoniyonlar
(boy(0) = 23 = 8), oktoniyonlara uygulandiginda sedeniyonlar
(boy(S) = 2* = 16) elde edilir. Bu siirece gore bu yontemle elde edilen her cebir
iiretildigi bir alt cebiri icerdiginden bu cebirler arasindan RcCcHcOCS iligkisi
vardir. Kompleks sayilar hem degisimli hem birlesimlidir. Kuaterniyonlar degisimli
degil fakat birlesimlidir. Oktoniyonlar ise ne degisimli ne de birlesimlidir fakat
alternatiftir, esnektir ve iistel birlesimlidir. Sedeniyonlar ise degisimli, birlesimli,
alternatif ve esnek degildir. Sadece iistel birlesimlidir. Ayrica Cayley-Dickson
stireciyle Gretilen cebirlerde, sedeniyonlardan itibaren tiretilen her cebir sifir bolen
eleman igermektedir. Bu yiizden sedeniyonlar bolim cebiri degildir. Sedeniyon
kelimesi Latince on alt1 anlamma gelen “sedecim” kelimesinden tliremistir.
Literatlrde sedeniyon terimi tim 16 boyutlu cebirsel yapilari ifade etmek icin
kullanilir (Cawagas, 2004). Bu cebirsel yapilara Ornek olarak Conway-Smith
sedeniyonlar1 ve J.D.H Smith tarafindan tanimlanan oktoniyonlar1 kapsayan cebir
verilebilir. Conway-Smith sedeniyonlarinin Cayley-Dickson sedeniyonlarindan farki
carpimsal norm Ozelligi saglamasidir (Conway-Smith, 2003; Cawagas, 2004). Bu
caligmada sedeniyon terimi ile Cayley-Dickson siireci sonucu elde edilen reel katsayili
sedeniyonlar kastedilmektedir. Sedeniyonlar konik sedeniyonlar, béluntuli
sedeniyonlar, hiperbolik sedeniyonlar, Fibonacci sedeniyonlari, Lucas sedeniyonlar1

olmak tizere gesitli tanimlamalara sahiptir (Carmody, 1988; Catarino, 2019;



Musés, 1980; Moreno, 1998). Sedeniyonlar son yillarda cebirsel ozellikleri
aragtirilmasi ve teorik fizikteki uygulama alanlar1 agisindan 6n plana ¢ikmaktadir.
Perrin Sedeniyonlar ve Tribonacci sedeniyonlar sirasiyla (Tagyurdu-Akpinar, 2020)
ve (Soykan, vd., 2020) tarafindan ¢ahsilmistir. k-pell ve Fibonacci-lucas
sedeniyonlar1  sirastyla  (Catarino, 2019)  ve (Bilgici, vd., 2017) tarafindan
caligilmistir. Padovan, pell-padovan, perrin sedeniyonlar1 ve Horadam sedeniyonlar1
sirastyla (Akpmar, 2021) ve (Cimen, vd., 2019) tarafindan g¢alisilmistir. Ayrica
C,H,O katsayili sedeniyonlar (Bektas, 2021) tarafindan ¢alisilmistir. Sedeniyonlarin
baglica kullanim alanlar1 topoloji, clifford cebirleri, sicim teorisi, izafiyet teorisi,

kuantum teori, yapay zeka teorileri, birlesik kiitle ¢cekim-elektromanyetik teoridir.

1.2. Reel Sedeniyonlar ve Ozellikleri

Tanim 1.1. Sedeniyonlar degisimli, birlesimli, alternatif ve esnek olmayan fakat iistel
birlesimli olan 16 boyutlu cebirdir. Bu 6zelliklere ek olarak sedeniyonlar sifir bolen
eleman icerdiginden boliim cebiri veya kompozisyon cebiri degildir. Reel katsayili
sedeniyonlarin kiimesi S ile gosterilir. E;, = {e; €S | i =0,1,2,...,15} kiimesi $’nin
standart tabani, e, reel birim ve e,, e,, ..., e;s sanal birimler olmak tzere her X reel

sedeniyon E; ¢ kiimesindeki baz elemanlarinin lineer birlesimi olarak

15 15
X =2xpey + 2161 + -+ X565 = inei = Xo€g + Z xie;
i=0 i=1

seklinde yazilir.

Buradan reel katsayili sedeniyonlar1 kiimesi ise
15
S = {X = inei |[i=0,12,..,15i¢cinx; € R

i=0

olarak tanimlanir. Ayrica e; sanal birimleri asagida verilen ozellikleri saglar
(Imaeda-Imaeda, 2000).

eo =1vei#0igineye =eey = ¢

i # 0icin eje; = ()% = —1
i#jveij#0icinee =—e

i



Tamm 1.2. VX € S sedeniyonu igin x,e, sedeniyonun reel (skaler) kismudir.
Re(X) =S, olarak gosterilir. %1% x;e; sedeniyonun imajiner (vektérel) kismudur.
Im(X) =V, olarak gosterilir. Bu durumda bir X sedeniyonu skaler ve vektorel kistm

cinsinden X = S, + V, olarak ifade edilir.

Tamm 1.3. X € S icin, X = X1 x;e; olarak yaziliyorsa sirf sedeniyon ya da piir

sedeniyon denir.

Tanmmm 1.4. X € S icin, X = Zi1=50 O0e; =0 + 0 olarak yazilan sedeniyona sifir

sedeniyonu denir ve O ile gosterilir.

Tamm 1.5.¥Y X = Y35 26, =S, + V,, Y = D15, g = S, + V; sedeniyonlari igin

Ps:S XS =S
XY - X DY = (S +V,) B (S, +V,)
= (Sx‘l'sy)-l' (VZ‘l'V—yj)
= (Sx+y) + (Vx+y)

veya

15
XDsY = Z(xi + yie
=0

olarak tanimlanan isleme sedeniyonik toplama islemi denir (Imaeda-Imaeda, 2000).

Teorem 1.1. XX = Y2 xiei, Y = X2 wiei, 2 = X2, zie; ve 0s= X2 Oe;
sedeniyonlar1 i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

1L XBs YDBsZ=XDs (Y Ds 2)

2. 0D X =X D05 =X

3. X @5 Y = 04 olacak sekilde Y € S vardir.

4. X Ds Y=Y D X



fspat .

15 15
L(XDs Y DBs 2= (Z(xi + 4i) ei) Ds Zziei
i=0 i=0
15
= Z((xi +ye; + zie;)
i=0
15
= Z(xi +yitz)e
i=0
15
= Z(xiei + (yi + z0)e)
i=0
15 15
= ) xie; Ds < (gi + z1) ei)
242,
=X @D (Y Bs 2)

oldugundan S kiimesi @ islemine gore birlesme 6zelligini saglar.

15

15
2. OS @S X = z Oei @S inei
i=0

i=0
15

= Z(xi + 0)e;

i=0
15

i=0
=X
elde edilir. Benzer sekilde X @4 05 = X oldugu gosterilir. @ islemine gore S
kiimesinin birim eleman1 vardir ve 04 sedeniyonudur.

3. X @ Y = 0 olsun. Bu durumda
15
XDs Y ZZ(xi +yi) e = 0
i=0
olur. Buradani = 0,1,2, ...,15 igin x; + ¢; = 0 olur ve ¢; = —x; elde edilir. Boylece,

15
Y=-X =) (~x)e
i=0



ifadesi bir sedeniyondur. Benzer sekilde Y @3 X = 0O olacak sekilde Y = =X € S

sedeniyonu vardir.
15
VX = Z x;e; sedeniyonu icin X @ Y = 04 yapan Y sedeniyonuna X

1=0

sedeniyonunun toplamsal tersi denir ve Y = —X olarak yazilir.

15
4. XDs Y= Z(xi + yi) &
i—0

15

= Z(% + x;) g
i=0

=Y Gas X

oldugundan S kimesi @ islemine gore degisme dzelligini saglar.
Sonug 1.1. (S,8,) yapis1 Abel gruptur.

Tamm 1.6. A€ R,V X = Y15 xe; = S, + V, sedeniyonu igin
e: RXS->S
AX) > AeX =Ae (S, +V,)
=A-S,+AeV,

veya
15

Ae X = ZO\- x;)e;
i=0

seklinde tanimlanan isleme S kiimesi tlizerinde skalerle carpim islemi denir. Burada

e: RxS — Sislemi bir dis islemdir.

Teorem1.2.¢: R X S — Sdisislemi VA,A;,A, € RveV X = X215 xie,
Y = X5, yie; sedeniyonlari igin asagidaki dzellikler saglanir.

Ae(X ©sY)=AeXDs AeY

2. A +N)e X =0 e X P e X

3 A A)e X =20 X)

4. 1, e Rolmak Gzere 1; ¢ X = X

=



fspat:
1. VAERveVX,Y € Sicin

(Z xie; @, i wi)
(

(x; + y) el)
15
i=0

( 0 )el) o (Z Oy el)
=Ae (Z(xiei)) DsAe (Z(’yﬁ@i))
i=0 i=0

=Ae X DAY

Ae (X @sy)=

= )e

elde edilir.

2. V2,2, ERveX €Sigin

AL +2)e X =, +2,)e ( xlel)

(Z(Ou +A2) ;) 61)
15
= <Z(}\1xl + Azxi) ei)

= (i(hxi) ei) D5 <i()\2xi) ei)
=2 ® (i(x@ﬂ) DAy e (i(xiei))

=X e X DsAy e X

elde edilir.



3. V2,2, ERvVeV X €Sicin

15
A 2) e X =(A1-2y) e (Z xiei)

i=0
15

= (Z ((7\1 ) )\z)xi)ei)
i=0

- (2@1 (4 -xi))ei)
=2 e (Z(QZ -xi))ei)

i=0
=2 (A0 X)

elde edilir.

4. 1,, R cisminin ¢arpmaya gore birim elemani ve V X € S i¢in

15
1)\ o X = 1)\ L4 (Z xiei>

i=0

= (125:(12\ ' xi)ei)

i=0
15

= E Xi€i
i=0

=X

Sonug 1.2. S kiimesi tizerinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢carpim islemlerine gore

S kiimesi {R, +,'} cismi iizerinde vektor uzayi belirtir. {S,Bq, R, +,-,¢} yapist vektor

uzayidir. Cayley-Dickson sureci ile Uretilen cebirler 2™ boyutlu R vektor uzaylarina

izomorftur (Soykan, vd., 2019).

Teorem 1.3. {S,® R, +,,o} vektor uzayr {R®,[+],R,+,,[-]} vektor uzayna

izomorftur. Burada [+] islemi R®’daki iki vektdriin toplama islemi, [-] islemi ise

A € R skaleri ile R daki bir vektdriin ¢arpimi olan dis islemdir.



Ispat: ¥V A € RveV X = X135, xie;, Y = Y15, yie; sedeniyonlar1 verilsin.
@: S - R
X = @(X) = (%0, %1, X3, X3, X4, X5, X, X7, Xg, Xo, X10) X11, X12, X13, X14) X15)

seklinde bir ¢ fonksiyonu tanimlansin.

1. ¢ fonksiyonu lineerdir.

15
OO +Y) = ¢ (Z(xi + ) ei)
i=0

= (2o + Yo, X1 + Y1, o) X15 + Y15)
= (xO; xll ""x15)[+] (/y'OJ ’5’/’1: ---1%15)
= @0 [+]e(Y)

ve

15
(s ) = (Z(x-xi) ei)
i=0

= xg+A-20+ -+ A x45)
= Al ](xg, 24, v, 215)
= Al (X)

oldugundan ¢ lineer fonksiyondur.

2. @ fonksiyonu birebirdir.

15 15
@(X) = (Y) olsun. @ (Z X ei> = <Z Y ei) elde edilir.
i=0 i=0

@ fonksiyonunun tanimindan (xg, %4, ..., %15) = (%0, %1, -, %15) €lde edilir. Sirali on
altililarin esitliginden Vi = 0,1, ...,15 igin x; = ¢; elde edilir. Buradan X = Y elde

edilir. ¢ fonksiyonu birebirdir.

3. @ fonksiyonu ortendir.

boy(S) = 16, boy(R®) = 16 ve @ birebir oldugundan ¢ Ortendir.



Tamm 1.7. X = Y15, x;6;, Y = 213, 1ie; sedeniyonlari verilsin.

RS X S>S

XY ->X QY=

15

Siae

i=0

15
Qs z yiei
i=0

olarak tanimlanan isleme sedeniyonik carpim islemi denir. iki sedeniyon ¢arpilirken

tanimdan anlagilacag1 lizere swayla tim elemanlarmin carpilip toplanmasi ile

hesaplanir. Bu ylizden E; 4 baz elemanlarinin ¢arpiminin tanimlanmasi gerekmektedir.

Baz elemanlarinin ¢arpim tablosu asagidaki gibidir (Imaeda-Imaeda, 2000).

Tablo 1. Sedeniyonik Baz Elemanlarinin Carpim Tablosu

ee € € e €3 e, €5 € €; €z €y €9 €17 €13 €13 €14 645
€ € €& €, €3 €& €& €s €y €g €9 Eq9 €11 €12 €13 €14 Eg5
€4 €, —€ €3 —€, €3 —€, —€; €5 €9 —€g —€1; €9 —€;3 €15 €5 —€yy
€; €, —€3 —€ € € € —€ —€; € €33 —€g —€ —€u, —€5 € Eg3
€;3 €3 € —€ —€ € —€ €5 —€ €4 —€9 €y —€ —€5 €1y —€;3 €
€, €y —€5 —€ —€; —€ € & €3 €1 €13 €14 €15 —€g —€ —€p —€
€s €s €4 —€; € —€ —€ —¢€3 €, €13—€1p €15 —Cyy €9 —Eg €11 —€10
€ € €7 €4 —€5 —€ €3 —€ —€ €147 €;5 —€ E53 €0 —€11 —6€g €9
€; €, —€ €65 €&, —€3 —€ € —€ €15 €1y —€3 € €11 € —€ —E
€3 €3 —€9 —€190— €11 €12~ €13 — €14 —€15 —€ € €; €3 €4 €s €6 €,
€ €9 €3 —€11 €190 €13 €1 €15 =614 —€; —€p —€3 €, —6€s €4 €, —€
€10 €10 €11 €g —€9 —€1y —€15 €15 €13 —€ €3 —€ —€ —€ —& €, €s
€11 €11=€10 € €g —€15 €14 —€13 €1, —€3 —€ € —€ —€ € —€65 €
€12 €12 €13 €14 €15 €3 —€9 —€107€1; —€, €5 & €, —€ —€ —€ —€
€13 €13 =€12 €15 —€14 €9 €3 €11 =€ =65 —€, €7, —€ €1  —€ €3 —6
€14 €14 €15 — €12 €13 €19 €11 g €9 —€; —€; —€ €s €, —€3 —€¢ —€
€15 €15 €14 €13 =€12 €11 €19 —€9 €5 —€; €5 —€5 —€4 €3 €, —€ —6€

X =215, xiei, Y = 212, yie; sedeniyonlarnm Tablo 1.e gore carpim islemi

15

X®sY =

i=0

z xie; | Qs

15
Yi€j
i=0

= (XoYo — X1Y1 — XYz — X3Y3 — XalYs — XsYs — Xele — X747 — XgYs

—XoYo — X10%10 — X¥11%11 — X12%12 — X13%13 — X14Y14 — X15%15)€0

+(xoy1 + X140 + X2Ys — X3Yo + XaYs — XsYs — XeY7 + X746 + XY

10



—X9Y1 — X10%11 T X11Y10 — X12%13 — X13Y9 + X14Y15 — X15Y14)€1
+(XoY2 — X143 + X290 + X3Y1 + X4Ys + XsY7 — XeYs — X7Ys + XgY1o
+X9Y11 — X10Ys — ¥11Y9 — X12%14 — X¥13Y15 T X14Y12 + X15U13)€2
+(Hoys + X142 — KoY + X3Yo + KoYy — XsYs + XeYs — X7Ys + XgY1q
—X9Y10 + X10Yo — X11Ys — X¥12Y%15 + X13Y14 — ¥14Y13 + X15U12)€3
+(XoYs — X1Ys — XaYe — X3Y7 + Xatpo + XsYr + XY + X7Y3 + XYz
+29Y13 + X10Y1a T X11Y15 — X12Ys — X13Y9 — X14Y10 — X15Y11)€4
+(Hoys + X14a — XYy + X3Ys — Xatp1 + XsYo — XYz + XY + XpYi3
—X9Y12 + X10Y15 — ¥11%14 T X12%9 — X13Ys T X14Y11 — X15%10)€5
+(XoYe + X143 + XoYs — X3Ys — XaYy + XsYs + XeYo — X7Y1 — XeY1a
FX9Y14 — X10Y13 T X11%12 + X12%11 T X13Y10 — X14%9 — X15Y8)€6
+(Xoyr — X1Ye + XoYs + X3y — Xal3 — XsYo + XeY1 + X7Yo + XaY1s
+X9Y14 — X10Y13 T X11%12 + X12%11 T X13Y10 — X14Y9 — X15Y8)€7
+(xoys — X1Yo — X2Y10 — X3Y9 — Xal12 — XsY13 — XeW14 — X7Y15 + Xelo
T2X9Y1 + X10Y2 + X11Y3 T X12Ya T X13Ys + X1aYe + X15Y7)es

+(X oYo + X 1ys — X 2Y11 T X 3%10 — X aY13 T X s5Y12 T X 6Y15s — X 7%14
—% g1 + XoYo — X10Y3 T X¥11Y2 — X12Ys + X13Ya + X14Y7 — X15Y6)€9
+(XoY10 T X1Y11 T X2Ys — X3Yo — Xal14 — X¥sYis + XeY12 + X7%13
—XgYz + XYz + X10Yo — X¥11Y1 — X12Ye — X13Y7 + X14Ys + X15Ys)e10
+(XoY11 — X1%10 T X2Yo + X3y — XaY1s T XsYia — XeY13 + X7Y12
—XgY3 — XYz T X10Y1 T X11%0 — X¥12%7 + X13Ys — X14Ys + X15Ya)€11
+(XoY12 T X1%13 T X2%14 + X3Yss + XaYg — XsYo — XeYr0 — X7%11
—XgYs + XoYs + X10Ye T X¥11Y7 + X120 — X13Y1 — X14Y2 — X15Y3)€12
+(XoY13 — X1Y12 T X2Y15 — X3Y1a + XaYo + XsYg + XeY11 — X7%10
—XgYs — XoYq T X10Y7 — X¥11%6 + X12%1 + X13Y0 + X14Y3 — X15Y2)e13
+(XoY14 — X1%15 — X2Y12 T X3Y13 + XaYr0 — XsY11 T XeYs + X7
—Xgle — XoY7 — X1oYa T X11Ys + X12Y2 — X13Y3 + X14Yo T X15Y1)€14
+(XoY1s + X1%14 — X2Y13 — X3Y1z2 + XaY11 + XsY10 — XeYo + X7Ys

—XgY7 + Xole — X10%s — X11%a T X12Y3 + X13Y2 — X14%1 T X15Y0)e€1s

olarak hesaplanir.

Sonug 1.3. Sedeniyonik ¢arpim islemi birlesimli degildir.
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Sonug 1.4. (S,0,,Q,) yapisi halka degildir.

Sonug 1.5. {S,®s, R, +,-,¢,Q} yapist degisimli olmayan bir cebirdir.

Teorem 1.4. Sedeniyonik carpim iglemi asagida verilen ti¢clii dongiileri saglar
(Imaeda-Imaeda, 2000).

15 15 15
XQsY = (Z xiei> Qs (Z %ei) = Z fijviex
i=0 =0 k=1

Burada e;, ej, e € Eqg, f;; = 9 Ve y§ cisim parametresidir. y§ € {~1,0,+1} ve
€6 = Yi2oVEex seklinde yazilir. Buradaki dongiileri saglayan swali igliilerin

indisleri (i, j, k) olmak Gzere tim tglilerin listesi Tablo 2.”de belirtilmistir.

Tablo 2. Uclu Sedeniyonik Dénguler

(1. k)
(1,2,3),(1,4,5),(1,7,6),(1,8,9),(1,11,10),
(1,13,12),(1,14,15),(2,4,6),(2,5,7),(2,8,10),
(2,9,11),(2,14,12),(2,15,13),(3,4,7),(3,6,5),
(3,8,11),(3,10,9),(3,13,14), (3,15,12), (4,8,12),
(4,9,13),(4,10,14), (4,11,15),(5,8,13),(5,10,15),
(5,12,9),(5,14,11),(6,8,14), (6,11,13),(6,12,10),
(6,15,9),(7,8,15),(7,9,14),(7,12,11),(7,13,10)

Tanmim 1.8 VX = Zilzso xie; =S, + V,:, Y= 211250 yiei =S, + @ sedeniyonlari
icinS, =S, VeV_x) = V_y: sart1 saglaniyorsa veya Vi = 0,1, ...,15igin x; = y¢; oluyorsa
X ve Y sedeniyonlar1 esit sedeniyonlardir denir ve X = Y ile g0sterilir
(Imaeda-Imaeda, 2000).

Tanm 1.9.¥V X = Y15 xie; =S, + V,, Y = Y15, yie; = S, + @ sedeniyonlari i¢in
sedeniyonik toplama ve skaler ile carpim islemlerinden
X & EYP=X-1Y

= (S, +V;) - (Sy'l'@)

= (S, =5,) + (Vo = V)

= (Sx—y) + (Vx—y)

12



veya
X @s (_y) =X - y

= ixiei + (i (—%)ei)
= i=0

i

15
= Z(xi — Yi)e;
i=0

olarak tanimlanan isleme sedeniyonik ¢ikarma iglemi denir.(Imaeda-Imaeda, 2000)

Tamm 1.10.¥ X = Y15, xie; = S, + V, sedeniyonu igin

:SoS

15
X - X = x46 —inei

i=1

=S, ~V,
olarak  tanimlanan isleme sedeniyonun standart eslenik islemi denir
(Imaeda-Imaeda, 2000). X sedeniyonuna X sedeniyonunun eslenigi denir. Eslenik
islemi hiper kompleks sayilarda olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Bu boliimde standart
eslenik tanimi ve ozellikleri incelenmistir. Daha sonraki bdliimlerde sedeniyonlarin

0zel tanimli eslenikler incelenecektir.

Teorem 15, VX, YeS ve VAER i¢in asagida verilen eslenik Ozellikleri
saglanir. (Imaeda-Imaeda, 2000)

1. X@s‘y:x@sy

2. X=X

3. AeX =AeX

4 X Q@ Y+X Q.Y
5 X®sY=7Qs X
6. 5, = XL T 1T

13



Tamm 1.11.¥ X = Y15, x;6; ve Y = Y15, yie; sedeniyonlari icin skaler (i¢) carpim
islemi

<,>:$xS-R

1 _ —
XY > <XY>=2((X QY s (X ®:Y))
15

=XoYo t X1Y1 + -+ X5Y15 = Z Xili

i=0

olarak tanimlanir (Imaeda-Imaeda, 2000).

Tamm 1.12. ¥V X = %13, x;e; sedeniyonu igin norm islemi skaler (i¢) arpimdan

I Il:S->R

X - x|l = /X®SJ?=

olarak tanimlanir (Imaeda-Imaeda, 2000).

Teorem 1.6. V X,Y,Z € S sedeniyonlari i¢in skaler (i¢) ¢arpimin asagidaki
ozellikleri saglanir (Imaeda-Imaeda, 2000; Chan-Dokovic; 2006).

1. <X, Y>=<TY, X >

2. <X, X>=|X|I*>=0

3. < XQsY,Z2>=<Y,XQZ>=<X,Z2Q;Y >

Teorem 1.7. V X, Y € S sedeniyonu i¢in asagidaki norm ozellikleri saglanir.
1. |[X) =0, ]IX|| =0 & X = 0

2. 11X ®s Yl < Xl + 1Yl

3. Nxl = ll=xIl = X1l = I-XIl

4. ||X]|| = 1 ise X birim sedeniyondur.
5

[|X]] # 1 ikenn = ﬁ birim sedeniyonu elde edilir.

6. 11C112 + IY11% =5 (X @ YII? + 11X = YII»)

14



Tanim 1.13. X # 0g sedeniyonu icin X @ Z = Z Q¢ X = 0y sartmi saglayan
Z + 04 sedeniyonuna X sedeniyonunun sifir bdleni denir. Cayley-Dickson sureci goz
oniine alindiginda S cebirinden itibaren bu siiregle iiretilen cebirler sifir bolen eleman

icermektedir (Smith, 1994; Imaeda-Imaeda, 2000).
Sonug 1.6. S cebiri boliim cebiri degildir.
Teorem 1.8. e,, ep, €c,eq € Ejgicin1 <a<6, 9<d<15 9<b<15,

—9>d=>—-15 ve c > a olmak lzere (e, + ep) Q; (e, + eq) = 0, sart1 saglanir.

Bu kosulu saglayan baz eclemanlarmin listesi Tablo 3.°de verilmistir.

(Gillard-Gresnight, 2019; Imaeda-Imaeda, 2000).

Tablo 3. Sedeniyonlarin Sifir Bélen Listesi

€,,€ph,€c, 64

{e1, €10, €5, €14}, {e1, €10, €7, €12}, {€1, €10, €6, —€13}, {€1, €11, €6, —€12},
{e1,e11,es,e15}, {e1, €11, 67, —e13}, {er, e1z, €2, €15}, {eq, €12, €3, €14},
{e1, e1z, €6, €11}, {e1, €12, €7, —e10}, {e1, €13, €6, €101, {e1, €13, €7, —€14},
{ei1,e13, €7, €11}, {e1, €13, €3, €15}, {e1, e1q, €2, €13}, {eq, €14, €4, —€11 }
{e1, e1a, 3,610}, {e1, €14, 65, €10}, {e1, €15, €3, €13}, {eq, €15, €2, —€12},
{e1,e15,eq, 610} {e1, €15, 65, —eq1},{€2, 9, €4, €15}, {€2, €9, €5, —€14 },
{ez €0, 66,13}, {€2, 69,67, —€1,}, {€2, €11, €5, €12}, {ez, €11, €4, —€13},
{ez, €11, 67, —e1a} {€z, 12,3, €13}, {ez, €12, 65, —€11 }, {ez, €12, €7, €9},
{ez,e13,e3,—ez}, {ea, €13, €4,€11 ), {e2, €13, €6, —€9}, {€2, €14, €5, €9},
{ez €14, €3, —e15},{€y, €14, 67,11 1, {ez, €15, €4, —€0}, {e;, €15, €3, €14},
{ez, e15,66,—€11}, {3, €9, €6, €12}, {€3, 69, €4, —€14 }, {€3, €9, €5, —€15},
{es,e1z,e5,e10), {€3, €12, 6, —€9}, {€3, €14, €4, €9}, {€3, €13, €4, —€10},
{es,e1s, 5,69}, {e3, €13, €7, —€9}, {€3, €15, €6, €10}, {€3, €14, €7, —€10},
{es e, €7,€10},{€4, €9, €6, —€11}, {€4, €10, €5, €11}, {e4, €10, €7, —€9},
{es €11, 66,69}, {€4, €11, €5, —€10}, {4, €13, €6, €15}, {eq, €13, €7, —€14},
{es, €14, €7,€13},{€4, €14, 65, —€15}, {eq, €15, €5, €143, {e4, €15, €6, —€13),
{es,e12,€7,e14}, {5, €12, 66, —€15}, {es, €15, €6, €12}, {es, €14, €7, —€12 ),
{es €11, €7, €10}, {€6, €10, €7, —€11}, {es, €13, €7, €12}, {es, €10, €7, —€13),
{e1,e11,e4, €14}, 611,66, €15}, {eq, €15, €5, €14}, {€4, €14, €5, —€45}

Tamm 1.14. ¥ X # 04 sedeniyonunun ¢arpimsal tersi X ~1 olmak lzere

X

X'=
112

olarak tanimlanir (Imaeda-Imaeda, 2000; Brown-Rice, 2021; Bektas, 2021).
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Tanim 1.15. Sedeniyonlar cebiri boliim cebiri olmadigi i¢in herhangi iki X, Y

sedeniyonu igin % seklinde bolme islemi tanimlanamaz. Fakat sag ve sol bolim

islemleri tanimlanir. Oktoniyonlari sag ve sol boliimlerine benzer olarak X, Y # O

sedeniyonlari igin

R;:§->9S
(x»y) - Rl (x'y) =x®s y_1

islemine X sedeniyonunun Y sedeniyonu ile sagdan boliimii,

R,:§$->S§
XY >R, XY =Y Qs X

islemine X sedeniyonunun Y sedeniyonu ile soldan boliimii olarak tanimlanir.

Tanim 1.16. Kompleks sayilarin kutupsal gosterimlerine benzer olarak bir X reel

sedeniyonu i¢in kutupsal gésterimi asagidaki gibi tanimlanmustir.

T~ X = X5 xie
15 i
Z Xi€j E
i=1 :
B L 1e !

v

Sekil 1. Bir Sedeniyonun Reel Eksen ve Uzaysal Eksene Iz Diisiimii

Sekil 1.’de gosterilen koordinat sistemi temsili olarak R x R!®> = R® uzayidir.
X sedeniyonunun reel eksenle iz diisiimii S, = xoe, Ve R!® eksenine iz diisiimii

V, = X5 x;e;, X sedeniyonunun reel eksenle yaptigi aci © ve X sedeniyonun

normunu R'®°da ||W|| =||X| = ’Zilfo(xi)z olarak yazlir.

16



/ 15 N2

cosO =—— ve sin0

= olmak lizere
11| (11|

0€o0 211=51xi3i
= il (nxn+ Xl )

\nxn ||x|| 5 (e /

= - /’“060 e PHGD°)
Wﬂ'fEEE |m|/

21131 Xi€j

Burada cos 6, sin 0 ifadeleri yerine yazilirsa X sedeniyonunun kutupsal gésterimi

X =|X]|| - (cos®+n"-sin0)

olarak elde edilir.

Tanmim 1.17. Sedeniyonlar cebiri birlesimli olmadigindan linecer doniistim

tanimlanamaz. Fakat sirasiyla sol ve sag dontistimler asagidaki gibi tanimlanir.

VX, Y € S sedeniyonlar1 i¢gin
L,:S—S
X = LM =XQ:Y

ve

R,:S— S
X =LY =7YUR:X
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Tamm 1.18. ¥ X € S sedeniyonu icin L, ve R, doniisiimleri dikkate alinirsa bir X

sedeniyonunun sol ve sag matris gosterimi asagidaki gibi elde edilir.

Lx(eo) =X ®s €o

= Xp€y + X181 + x5, + x363 + X464 + X565 + X565 + X765 + xgeg

tx9€9 + X10€10 + X11€11 + X12€12 + X13€613 + X14€14 + Xi5€15
Lx(el) =X ®s €

= Xg€1 — X169 — X683 + X368, — X4€5 + Xs€4 + Xg€7 — X765 — Xg€g

tXg9€g + X10€11 — X11€10 T X12€13 — X13€12 — X14€15 T X15€14
Lx(ez) =X ®s €

=Xg€y t X163 — X80 — X381 — X4€6g — X5€7 + Xg€4 + X765 — Xge€q

—Xg€11 T X19€g + X11€9 + X12€14 + X13€15 — X14€12 — X15€13
Lx(e3) =X Qs ez

= Xg€3 — X1y + X1 — X360 — X4€7 + Xs€g — Xg€s + X7€4 — Xg€qq

tX9€10 — X10€9 T X11€8 + X12€15 — X13€14 T X14€13 — X15€12
Ly(es) = X Qs ey

=xg€y4 t X165 + X360 + X387 — X4y — Xs€1 — Xg€y — X763 — Xg€qy

—X9€13 — X10€14 — ¥11€15 T X12€g + X13€9 + X14€19 T X15€13
Ly(es) = X Qs es

= Xp€5 — X184 + Xp€7 — X3€5 + X481 — X5€y + Xg€3 — X765 — Xg€q3

tX9€12 — X10€15 + X11€14 — X12€9 T X1363 — X14€11 + X15€10
Lx(e6) =X Qs €

= Xp€g — X167 — Xp€4 + X3€5 + X465 — Xs€3 — Xg€p + X761 — Xg€1s

tX9e15 + X10€12 — X11€13 — X12€10 + X13€11 T X148 — X15€9
Lx(e7) =X ®s €7

= Xp€7 + X1€c — Xp65 — X3€,4 + X463 + Xs€y — X1 — X780 — Xg€qs

—X9€14 T X10€13 + X11€12 — X12€11 — X13€10 T X14€9 T X15€8
Lx(es) =X ®s €g

= Xp€g + X169 + X610 + X311 + X615 + X3 + Xge14 + X7€15 — Xg€

—X9€1 — X10€2 — X11€3 — X164 — X1365 — X14€5 — X15€7
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Lx(e9) =X ®s €9
= Xp€g — X1€g T Xz€11 — X3€19 + X4€13 — X5€12 — Xe€15 T X714 + Xgey
—X9€y T X10€3 — X116 + X265 — X13€4 — X147 + X566
Ly(e10) = X Qs €10
= Xg€19 — X1611 — X268 + X369 + X414 + X5€15 — Xe€12 — X7€13 T Xg€y
—Xg€3 — X10€9 T X11€1 + X1266 + X13€7 — X144 — X15€5
Lx(ell) =X ®s €11
= Xg€11 T X1819 — X269 — X363 + X4€15 — X5€14 t+ X€13 — X7€13 + Xge€3
tX9€; — X10€1 — %1169 + X1267 — X13€¢ + X145 — X15€4
Lx(elz) =X ®s €12
= X0€1p — X113 — X614 — X3615 — X4€g T X5€9 t+ X9 T X7€14
tXg€y — X9€5 — X10€6 — X1167 — X12€0 T X13€61 + X14€; + Xi5€3
Lx(613) =X ®s €13
= Xg€13 T+ X112 — X615 T X3€14 — X489 — X5€g — Xc€11 T X7€19
txges + X9y — X10€7 + X1166 — X12€12 — X13€9 — X14€3 T+ X15€;
Ly(e14) = X s eq4
= Xo€14 + X1€15 T X2€15 — X313 — X4€19 T X5€11 — Xg€g — X7€9
txgeg + X9€7 + X10€4 — X1165 — X126 + X13€3 — X14€0 — X156
Ly(e15) = X Qs e55
= Xo€15 — X114 + X613 + X361 — X4€11 — Xs€19 T Xe€9 — X7€3
txge; — X9€g + X19€5 + X11€4 — X123 — X136 T X481 — X156

ve

R,.(ep) =€y Q; X
= Xxp€y + X181 + X6, + X363 + x4, + X5 + X565 + X765 + xgeg
txX9€9 + X10€10 T+ X11€11 T X12€12 T Xy3€13 + X 14614 T X515
R.(e;) = e ®s X
= X061 — X160 + Xy63 — X36y + X465 — Xs€y — Xg€y + X566 + Xg€q
—Xg€g — X10€11 + X11€10 — X¥12€13 T X13€12 + X14€15 — X15€14
R.(e2) =e; ® X
= Xp€y — X163 — X2y + X361 + X6 + X7 — Xg€y4 — Xq€5 + Xgeq

tTX9€11 — X10€g — X1169 — X¥12€14 — X¥13€15 T X14€13 + X15€13
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Rx(eS) = é€3 ®s X
= Xg€3 t X1€y — X1 —X36) + X467 — Xs€g + Xg€5 — Xy€4 + Xg€qq
—Xg€109 T X10€9 — X116g — X12€15 + X13€14 — X14€13 + X15€12

R.(ey) = e, Q. X
= Xp€y — X165 — Xp€g — X3E7 — X4€g + Xseq + Xgey + X763 + Xgeqy
tX9€13 + X10€14 + X11€15 — X1283 — X13€9 — X14€19 — X15€11

R.(es) =es @, X
=Xg€s t x1e4 — X387 + X360 — Xy€1 — Xs€y — Xg€3 + X6, + Xgeéq3
—Xg€1p T X10€15 — X11€14 T X12€9 — X13€g + X14€11 — X15€10

R,.(e5) =€ Q. X
=Xg€g t X167 + X364 — X385 — Xy€y + Xse3 + Xgeg — X761 + Xgeqy
—Xg€15 — X10€12 T X11€13 T X12€19 — X13€11 — X¥14€g T X15€9

R.(e;) =e; Q. X
= Xg€7; — X1 + Xp€5 + X384 — Xy€3 — Xs€y + Xge1 — X765 + Xgéqs
tX9€14 — X10€13 — X11€12 T X12€11 + X13€10 — X14€9 — X15€g

R,.(eg) =eg ®, X
= X0€g — X1€9 — X610 — X3€11 — X4€12 — X5€13 — Xe€14 — X7€15 — Xg€y
+x9e1 + X106 + 1163 + X164 + X135 + X146 + X15€7

R,.(e5) =g ®; X
= Xo€g T X1€g — Xz€11 T X310 — X4€13 + X5€12 T X€15 — X714 — Xg€y
—X9€y — X10€3 T X116 — X265 + X13€4 + X14€7 — X566

R (e10) = €19 Qs X
= Xg€19 T X111 + X268 — X369 — X414 — X5€15 + Xe€12 T X713 — Xgey
tX9€3 — X089 — X11€1 — X1266 — X13€7 + X14€4 T Xy5€5

R.(e11) = €11 @ X
= Xp€11 — X110 T X269 T X363 — X4€15 + X5€14 — Xe€13 T X7€1; — Xge3
—X9€p + X10€1 — X11€9 — X12€7 + X136 — X14€5 T Xi5€4

R.(e12) = €1, @ X
= Xp€12 T+ X113 + X614 + X3€15 + X3 — X5€9 — Xe€19 — X7€11

—Xg€y T Xg€s5 T X106 T+ X1167 — X12€9 — X131 — X146 — X15€3
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R.(e13) = €13 Qs X

= X0€13 — X161z T X2€15 — X3€14 T X469 — X5€g + €11 — X7€19 — Xge€s

—Xg€y + X10€7 — X116 — X12€12 — X13€0 T X14€3 — X15€3

R.(e14) = €14 Qs X

= X0€14 — X1€15 — X2€12 T X3€13 T X410 — X511 T Xe€g + X7€9

—Xg€e — X9€7 — X10€4 T X1165 T X127 — X133 — X14€¢ T X156

R.(e15) = €15 Qs X

= Xp€15 T X1€14 — X213 — X3€13 T X411 + X519 — X6€9 + X763

—Xg€y + X9€g — X1p€5 — X1164 T X123 + X136 — X14€1 — X15€

oldugundan ve S = Sp{E;¢} oldugu goz Oniine alinirsa sedeniyonlarin sirasiyla sol

ve sag reel matris gosterimleri sirastyla [S]ke16 Ve [S]Rex16 0OIMak lizere

Xg —Xy

X1 Xy

A2 A3

X3 —Ay

Xy X5

X5 —Xy

Xg —X7

[S]]i'6x16 = *7 e

g Xy

X9 —Xg

X14 M5

X5 —X1g

ve

*o —H
Xy ZXo
Xz —X3
X3 —X3
Xy —Xg
X5 Xy
Xe —X7
[S] 1R6 = T
X16 xg —%s

B g
%10 ~*n
*11 %10
%12 %13
%13 ~*12
X34 —¥1s
%15 14

olarak elde edilir.

—Xz Xz
—X3 A3
Ao —H
X Ay
Xe A7
&y A
—Xy g
Xy Ty
X0 Ay
11 —Xqp

Hyg —H11 g Ag

Xyz =1z —Ayy —Hgs
Xz Mp —Hs Xy

X1z —Xy3
X1z Xy
—&y X3
X3 X
EL xq
Xy ED)
—Xs —X7
—¥7  Xg
Xy X
x5 Xy
—F1p T¥11
—%11 Fio
Xg —Xg
%xq xg
¥14 X1
X5 X4
—%12  ¥13
—x13 ~%12

—Xg —Xg
—X5 Xy
Xg —A7
—X7 A
Lo —a
L Xy
Xz —X3
X3 Xz
Xz M3
X1z —Hq2
X4 A5
X15 —F14
—Xg Xg
—Xq —ap
—Xp 11
—11 "0
—Xy —Xg
X~y
X —X7
X7 —Xe
Xg X1
—%1 *o
—&2 *3
—X3 X2
—%*12 —¥y3
%13 X2
—%14 ~¥15
—x15  F1a
xg X9
g *g
X9 —F11
%17 —*10

—Xg —X7 —xg
Xy —Xg  —Xg
Xy X5 —xqy
Xs M4 gy

2 A3 gy,
Tz Xy gy,
E 1 _x,

—y EZ R
T4 M5 oz

—¥15 X4 E

—Hp —d3 Xy

13 —X12 g
X0 11 Xy

—X11 Lo X5

—xg —HXg Xg
Xg g X7
—%e —X7 —Xg
—x7 Xe ZXg
Fa o X5 g0
X5 —Xy Z1;
Xy X3 X1
—%3 % P
Foo T oy,
*1 *g X1g
—¥4 15 gy
*15 THL gy
X2 X3 —xp
—¥13 F12 —xg
—¥10 —¥11 —xy
F11 TF10 —pg
xg Fo —xg
—&g ¥ —x,
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—F10 —ry
11 x99
Xg Xg

—Xg Xg
K14 —His

—&15  A1g
X1z —Xa
X1z X1z

—X; —A3
X3 —X
Xg Xy
—X Xo
—Xg —X7
_x_? xﬁ
Xy —As
R
—%10 —¥n
—¥11 *10
xg X9
X9  — X
X1 X15
¥15  ~¥1g
—¥i12 *13
—%313 —¥12
*2 *3
—X3 Xz

£ —X

Xy -

Xg X7

E4 —Xg

—xy ¥
—xs —,

—*12
X13
K14

Xg
—xg
—10
—x1

—x,

—X12
—¥13

—¥15
—xg

*10

*11
Xy
—xs

— %y
*o

X1

x3

13 —Xyy g5
12 —Xi5 oxyy
15 —X12 —x1q
X4 X3 —Xpy
Xa X1 any
*8 —xy g0
11 xg —xg
—Xi10 xg Xg
X5 —%g —H7
—xy —X7  ¥e
Xy Ty X5
X5 X5 —xg
L Xy Xy
fo —xy Xy
X3  xp —x
—rz X Xy
—X13 TH¥1g4 —Hig
¥12 ¥15 —H1a
%15 —¥13 ~¥i3
X14 ~&13 X1z
—¥y TX10 —¥n
—%g %11 ~¥10
—¥11 —Xg X9
¥10 —x9 g
X5 Xe X7
Xy X7 —%g
—%7 L2 *5
X % Xy
Xy  TXz X3
B x3 —%3
%3 o *1
Xy, & *o




1.3. Sedeniyonlarda Fonksiyon Teorileri

Bu bdliimde bazi 6zel sedeniyonik fonksiyonlar tanimlar1 ve bu fonksiyonlarin
regiilerlik sartlar1 incelenmistir. Daha sonra sedeniyonik degiskenli regiiler
fonksiyonlara ornekler verilmistir. Cauchy-Riemann diferansiyellenebilme sartlar1
hiper kompleks degiskenli fonksiyonlar i¢in uygulandiginda pek ¢ok kisitlayict ve ilgi
cekici olmayan durumla karsilasilmustir. Ilk olarak  kuaterniyonlar igin
(Fueter-Helvetici, 1935) tarafindan gelistirilen regiiler fonksiyonlar ve sartlar1 daha
sonradan Cayley-Dickson cebirleri i¢in genellestirilip gelistirilmistir.

1.3.1. Sedeniyonik Fonksiyonlarda Regulerlik

Imaeda K. ve Imaeda M. tarafindan sedeniyonik fonksiyonlarin regiilerlik sartlar1 16
boyutlu Euclid wuzaymnda fonksiyonun integralinin varyasyonlar1 cinsinden
tanimlanmistir (Imaeda-Imaeda, 2000).

Z = Y15, zie;; x; € R olmak lizere sedeniyon degiskenli F(Z) fonksiyonu igin S*°

kapali hiper yiizeyi lizerinde bir integral verilsin.

S15] = F(Z)dZ
IIS%5] fs @)

S5 hiperyiizeyinin yiizey elementi, dZ; dz; nun diferansiyelleri cinsinden ya da yonlii

kosinis y; ve hacim elementi do cinsinden yazilir.

15 15
dzZ = Z 0zie; = z v;doe;
u=0 u=0

S15 hiperyiizeyinde Stokes teoremi kullanilirsa J[S*>]’i, V¢ kapal yiizeyi iizerinde

hacim integrali olarak

J[S™°] = f (DF(2))dv
v1ié

seklinde yazilir. Burada
D= Zﬁszo die;i, dV =[5, dz; olarak yazilir.

Sx> ylzeyi lzerindeki bir Z noktasinm komsulugunda S3>’ten S§>’e tamimli sonsuz

kiiclikliikte bir yiizey verilsin. Bu iki ylizey tarafindan kapatilan hacim

8V = fSA_SB dv?® € R bigiminde yazilir.
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Burada

st PlsEl-ilsEl] [y @Pav]
5 vt 5V = Jim ——y—— =DF(2)

Eger J[S], Z, noktasinda ylizeyin sonsuz kii¢iik degisim altinda sabit ise F(Z)

fonksiyonu Z, € S*> noktasinda sol regiilerdir.
8][s]

8S |Z=Z0

= DF(Z)|,=,, =0 Burada DF(Z) =0 olmas: S'5’in  seciminden

bagimsizdir. Sag regiilerlik kavramun da  benzer sekilde tanimlanir

(Imaeda-Imaeda, 2000).

1.3.2. Baz1 Ozel Tipte Sedeniyonik Fonksiyonlarda Reguilerlik

Sedeniyonik degiskenli bazi regiiler fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanmustir.

1.3.2.1. Analitik Fonksiyonlar
(z) = uxo, %) + iv(xg, x)
z = Xo + ix kompleks degiskeninde i = v —1, piir sedeniyon ile yer degistirirse

15
YR
i>——

Burada

X= / ]1=51 X;2 olur ve fonksiyon asagidaki forma doniisiir.

121 v(xo, X)x;€

GX) = u(xq,x) +

ve burada X sedeniyonik degiskendir.
F(X) = D’G(X); D = DD = Y13, §;°

fonksiyonu sol regiilerdir (Imaeda-Imaeda, 2000).

1.3.2.2. Polinom Fonksiyonlar

Sedeniyonik degiskenli bir F fonksiyonu verilsin.

15 n

F,(X,T) = M = z(xoej _ x-)

2 i)

j
j=1
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Burada X = Y15, xe;, T = ]1=51 tje; €S olarak tanimlanir.
F,(X,T) fonksiyonu kuvvet alma isleminin birlesme 6zelligi goz 6niinde alinirsa,
t)’da kuvvet serisi olarak yazilir.
n
FaX,T) = 0 oy (o X, e Xy 020
(nr)

Buradan = ]1=51 n; Ve Py non, .0, iS¢ sedeniyonik degiskenin polinom fonksiyonu

1
]:Pnlnzn?,...nls (XO’ Xl’ R X15) = az(xoekl - Xkl) b (Xoekn - an)
(kr)
Yukarida belirtilen serinin (k) = (kq, ..., ky), {kq, ..., kp} = {1,2, ...,15} tiim olasi
permiitasyonlaridir ve V 1,2, ...,15 i¢in her defasinda n4, n,, ...,n;5’e karsilik gelir.

Buradan haraketle F,,(X, T) Ve P, n.n,. n, Polinomlari sagdan ve soldan D-regilerdir

(Imaeda-Imaeda, 2000).

1.3.2.3. Ustel Fonksiyon
Sedeniyonik degiskenli bir F fonksiyonu verilsin. F(X) = Zjlfl(xoej —Xj) olmak

Uzere sedeniyonlarda Ustel fonksiyonunu EXp[iF(X,T)]=in—n'Fn(X,T) olarak

tanimlanir. Bu fonksiyon sagdan ve soldan D-regllerdir (Imaeda-Imaeda, 2000).

1.3.2.4. Cauchy Tipi Cekirdek Fonksiyonu

X degiskeninin H(X)=ﬁ fonksiyonu icin 2N(= m) boyutlu Cayley-Dickson

cebirlerinde asagidaki ifadeler kolayca gosterilebilir.

C,HX)

DO = (™ €

Z+

02

P olarak tanimlanir ve
X5
1

Burada C, = (—=1)"2"n![]i_,(m — 2k) ve D = DD = X3,

burada m boyutlu Cayley-Dickson cebirlerinde D™H(X) sagdan ve soldan
D-regulerdir (Imaeda-Imaeda, 2000).
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1.4. C,H,0 Katsayih Sedeniyonlar ve Ozellikleri

Cayley-Dickson siireci ile elde edilen cebirlerde RcCcHcOCS iliskisi
oldugundan sedeniyonlar kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili olarak
ifade edilebilir. Bu bolimde bu ifadelerdeki islemleri ve cebirsel Ozellikleri

incelenmistir.

1.4.1. Sedeniyonlarin Oktoniyonik Katsayih Olarak Gosterilmesi
X = Y15, xe; sedeniyonu verilsin. e;eg = eq, e,€5 = €19, €365 = €11, €185 = €12,
eseg = €13, €¢€g = €14, €7€g = €15 oldugundan sedeniyonlar iki farkli oktoniyon
cinsinden
X = (xpeq + x161 + 2565 + 2363 + 246, + xXs€5 + xXge6 + x7€7)
+(xgey + xgeq + X0z + Xq1€5 + X164 + X13€5 + X466 + Xi5€7)eg
olarak ifade edilir. Burada
01 = xgeq + x161 + X365, + X363 + x84 + X565 + x6€6 + 2,6, € O
0, = xgey + x9eq + x1p€y + X163 + X124 + X365 + X466 + x15€7; €E O
ve e = eg denirse X reel sedeniyonu oktoniyonik katsayili olarak
X = 0,4+0,e
seklinde yazilir. Oktoniyonik katsayili sedeniyonlarm kiimesini S ile gosterilir.

Yukaridaki ifadeler g6z 6niine alinirsa Sg klimesi

Sp = {X = 0,40,¢ |0,,0, € 0,e? = —1}
seklinde tanimlanir (Bektas, 2021).

Tamim 1.19. 04,0,,05,0, € O ve X = 0; + 0,¢, Y = 05 + 0,e 0lmak lizere
Do: So X So = So
X, Y) > X Do Y = (0,+0,¢) B, (03+0,¢)
= (01 + 03) ®, (0, + O4)e
olarak tanimlanan igleme Sg kiimesi lizerinde toplama igslemi denir. Burada + islemi

kisaca oktoniyonik toplama islemini temsil etmektedir (Bektas, 2021).
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Teorem 1.9. 04, 0,, 05,0,, 05,04 € O olmak Gizere X = 0, + O,¢,Y = 03 + O e Ve
Z =05+ 0ge € Sg olmak fiizere oktoniyonik katsayilt sedeniyonlar asagidaki

ozellikleri saglar.

1L XD, Y)DBsZ=X D, (YD, 2)

2. 0P, X=X P, 0, =X

3. X B, Y = 05 olacak sekilde Y € S vardir.
4 XOo Y=Y Do X

Ispat :

L (X DoY) Do Z = ((01 + 0,8) D, (03 + 0se)) By (05 + Oge)
= ((01 + 03) + (0, + 0)e) D, (05 + Oge)
= ((01 + 05 + 05) + (0, + 04 + 0¢)e)
= (01 + 0,) D, ((05 + 05) + (04 + 0g)e)
= (01 + 05¢) D, ((05 + 048) B, (05 + 0ge))
=X D, (Y D, 2)

So kimesi @, islemine gore birlesme 6zelligi saglar.

2. Sg kumesi tzerinde toplamsal birim eleman Og, = 0g + 0ge = 0 olarak yazilr.

Burada 0 oktoniyonik toplamsal birim elemandir.
0 Do X = (0g + 0ge) B, (01 + 0z¢)
= (0p + 01) + (0g + 0y)e
=04 + 0ze
=X
Benzer sekilde X @, 05 = X oldugu gosterilir. Sg kiimesi @, islemine gore birim

elemani vardir ve Og, = 0g + Oge = 0 sedeniyonudur.

3. X®,Y =0 olsun. O halde X &, Y = (0, + 03) + (0, + 0,)e = 0g + O0ge
olur. Buradan 0; + 0; = 0g ve (0, + 0,)e = 0g elde edilir. 0; = -0, ve
0, = —0; olur. Yani Y =—-X = —0; —0,e ifadesi oktoniyonik katsayili
sedeniyondur. Benzer sekilde Y @, X = O olacak sekilde Y = —X € Sy vardur.
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4. XGBO y == (01 +03) + (02 +04)e
= (03 + 01) + (0, + 0z)e
=Y Do X

oldugundan Sy kumesi @, islemine gore degisme 6zelligi saglar.
Sonug 1.7. (Sg,D,) yapist Abel gruptur.

Tamm 1.20. 01,0,,05,0, E O ve X = 0; + O,e,Y = 05 + O e ve e? = —1igin
®o: So XS = So
XY 2 X QoY = (0, + 0,8) ®, (03 + Oe)
= (0,03 — 0,0,) + (0,03 + 0,0;)e

olarak tanimlanan isleme Sg kiimesi lizerinde ¢arpma islemi denir (Bektas, 2021).
Sonug 1.8. (Sg,D,,Q,) yapist halka degildir.

1.4.2. Sedeniyonlarin Kuaterniyonik Katsayih Olarak Gosterilmesi
X = X135, xie; sedeniyonu verilsin. eje, = e, e,e, = €4, €165 = €9, €463 = €7,
€,eg = €19, €36g = €11, €161y = —€q3, €613 = —€14, €361, = —€15 oldugundan

sedeniyonlar dort farkl kuaterniyonik sayi cinsinden

X = xgey + X161 + x5, + 2363 + (2460 + X561 + X665 + x7€3)e4
+(xgeg + x9eq + x19€; + x1163)eg + (X260 — X381 — X465 — Xy5€3)€15

olarak ifade edilir. Burada

Q1 = Xp€p + x84 + x5, + x3e5 € H

gy = X4y + xs€1 + xg€5 + x,65 €EH

gz = Xgey + x9eq + X196y + x1163 €EH
(4 = X12€9 — X136 — X146, — Xq5€3 € H

Ve e,, eg, €1, Sanal birim olmak tUzere X reel sedeniyonu kuaterniyonik katsayili olarak

X =qq +qzes + qzeg + queqx = qi€4i-4

0

4
1=

seklinde yazilir.
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Kuaterniyonik katsayili sedeniyonlarin kiimesini Sy ile gosterilir. Yukaridaki ifadeler

g0z Oniine alinirsa Sy klimesi;

Sw = {X =qy + Qg4 + Qs€g + Qs€12 |1, 92,93, 94 € H,i =1,2,3,4 ¢ = —1}
olarak tanimlanir (Bektas, 2021).

Tamim 1.21.i = 1,2,3,4icinq;, p; € H, X{;qi€si_s V€ i1 Pi€si—a € Sy iGN
@®n: Sy X Sy — Sy

4
X, Y) - XBnY = Z(Qi + Pi)esi-a
=1

olarak tanimlanan isleme Sy kiimesi tizerinde toplama igsleme denir. Burada + islemi

kisaca kuaterniyonik toplama islemini temsil etmektedir.

Teorem 1.10.i=1,2,3,4i¢in q;, p;, t; € H; X = Xt qi€si—a,Y = D Pi€ai—s V€
Z =Yt tiesi—s € Sy olmak Uzere kuaterniyonik katsayili sedeniyonlar asagidaki

ozellikleri saglar.

L (X®y POy Z2=XDn (YBn 2)

2. DL X=X Dy 0s=X

3. X @By Y = 04 olacak sekilde Y € S vardir.
4 XOn Y=YOn X

fspat .

1L.(X@nY)Bn 2= (Z(Qi + pi)e4i—4) ®n <Z tie4i—4)

i=1

4
= Z((Qi + pi)esi—s + tie4i—4)
im1

4
= Z(Qi + pi + tiesig
i=1

= (2(‘11341—4 + (p; + ti)e4i—4)>
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= (i Qi34i—4> ®n <i(pi + ti)e4i—4>

=X &y (Y Dy 2)

oldugundan Sy kiimesi @y, islemine gore birlesme 6zelligini saglar.
2. Sy kuaterniyonik katsayili sedeniyonlar kiimesi tizerinde toplamsal birim eleman

Os, = Oy + Ope, + Oyeg + Oyey, =05 olarak  bulunur.  Burada O

kuaterniyonik toplamsal birim elemandir.

4
0s by X = (Z(O]HI + %)341—4)
=1
4
= Z qi€4i-4
=1

=X
olarak bulunur. Benzer sekilde X @), 05 = X oldugu gosterilir. @y, islemine gore Sy

kiimesinin birim eleman1 vardir. Bu birim eleman Og, sedeniyonudur.

3. X &, Y =05 olsun. Budurumda

4
X @Y= (Z(Qi + pi)e4i—4)
i=1
4
= Z Opesi-a
i=1

olur. Buradani = 1,2,3,4 igin q; + p; = Oy elde edilir. H abel grup oldugundan
pi=—q; elde edilir. Y=-X=-—q;—qye4s—qzeg—qQue;, Iifadesi
kuaterniyonik katsayili sedeniyondur. Benzer sekilde Y @), X = 0y olacak sekilde
Y = —X € Sy vardrr.

4
4. X Dn Y = Z(Qi + DPi)ési—qg
i=1
4
= Z(pi + qi)esi—s
i=1
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=YD, X

oldugundan Sy kiumesi @y, islemine gore degisme 6zelligi saglar.

Sonug 1.9. (S ,D4,) yapist Abel gruptur.

Tamm 1.22.i=1,23,4icinq;, p; € H, X = X qi€qi-s, Y = Xi1 Di€si—a
kuaterniyonik katsayili sedeniyonlari i¢in
Qn: Su X Sy = Sy
(X, Y) > X ®nY = (q1p1 — 92P2 — q3P3 — q4P4)
+(q1P2 + q2P1 + 3P4 — qab3les
+(q1Ps — 92P4 + q3P1 + qab2)es
+(q1P4 + 92P3 — 93Pz + qsP1)ér2

olarak tanimlanan isleme Sy kiimesi iizerinde ¢arpma islemi denir (Bektas, 2021).

Sonug 1.10. (Sy ,P1,Q4,) yapist halka degildir.

1.4.3. Sedeniyonlarin Kompleks Katsayih Olarak Gosterilmesi
X = X135, xie; sedeniyonu verilsin. eje, = e3, eje, = €5, €164 = —€7, €165 = €9,
€1€14 = €15, €119 = —€11, €161z = —e13 oldugundan sedeniyonlar sekiz farkl
kompleks say1 cinsinden
X = (%o +x161) + (%3 + x3€1)e; + (x4 + x5€1) ey + (X6 — x7€1) €6
+(xg + x9e1)eg + (X109 — X11€1)€10 + (X12 — X13€12)€12 + (K14 + Xi5€1)e14
olarak ifade edilir. Burada
7z, =%y + x4 €EC
Z, =%, +x3 €EC
Z3 = x4 + x5e1 €EC
Zy = X — X761 €EC
Zs = Xg + x9e4 € C
Zg = X190 — X¥1161 € C
Z7 = %15 — X136 € C
Zg = X14 + X15e1 € C

Ve e,, ey, €, g, €10, €12, €14 S€deniyonik sanal birimler olmak Uzere
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X sedeniyonu kompleks katsayili olarak;

X = Zq + Z,€5 + Z3€4 + Z4€¢ + Zgég + Z6€10 + Z7€12 + Zg€14

8

= Z Zi€2i—3

i=1
seklinde ifade edilir. Kompleks katsayili sedeniyonlarin kiimesi S ile gosterilir.

Yukaridaki ifadeler géz 6niine alinirsa S¢ kiimesi

8
S¢ = {X = Zziezi—z |Vi=1,2,..,8icinz; € Cvee? = —1
i=1

olarak tanimlanir (Bektas, 2021).

Tamim 1.23.i=1,..,8icinz;, w; € C; X = X8, zie5_5,Y = X8 wiepi_,

kompleks katsayili sedeniyonlar1 verilsin.

@C:S(c XS(C —)S(c

8
(X, Y) > XOY = ) (utwes
i=1

olarak tanimlanan isleme S¢ kiimesi lizerinde toplama islemi denir (Bektas, 2021).

Teorem 1.11.i = 1,2,...,8 icinz;, w;, t; € C; X = X8, ziepi5, Y = X8, wieyi_, Ve
Z = Y8 | tieyi_, olmak iizere kompleks katsayili sedeniyonlar1 asagidaki ozellikleri
saglar.

L (X8 YD Z =XD (YD 2)

2. 0B X =XB.0,=X

3. X®. Y = 04 olacak sekilde Y € S¢ vardir.

4. XY =YbX
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fspat .

8 8

L. (X®:.YD.Z = (Z (Zi+Wi)321—z) D (Z ti€21—2)
=1
8

i=1

= Z((Zﬁ'wi)ezi—z + tiezi—z)

i=1

8
= Z(Zi‘l'wi + tiesi—z
i=1

8
= Z(Ziezi—z + (Wi + tezi—z)
i=1
8 8
= ziezi_z) GBC< (+w; + ti)em—z)
2 2

2. S¢ kompleks katsayili sedeniyonlar kiimesi iizerinde toplamsal birim eleman

Os, = »8  0ceyi_p = 0 olarak yazilir. Burada Oc kompleks katsayili toplamsal

birimdir.

8
00X = Z(Oc + Zi) ez,
i=1

8

Zi€2i—»

Benzer sekilde X@®.05 = X oldugu gosterilir. @, islemine gore S¢ kiimesinin birim

elemani vardir. Bu birim eleman Og_ sedeniyonudur.

3. X®.Y = 04 olsun. Bu durumda

8 8
Z(Zi+Wi)eZi—2 = Z Ocezi—2
olur.
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Buradani = 1,2, ...,8 i¢in z;4+w; = O elde edilir. C cisim oldugundan w; = —z; elde
edilir. Y = —-X = —Y8 , zie,_, ifadesi kompleks katsayili sedeniyondur. Benzer
sekilde YB X = 0O olacak sekilde Y = =X € S¢ vardir.

8
4. XB.Y = Z(Zi+Wi)321—2
i=1

8
= Z(Wi + zi)ez_
i=1

=YX

oldugundan S¢ kiimesi @ islemine gore degisme 6zelligi saglar.
Sonug 1.11. (S¢, ®.) yapist Abel gruptur.

Tanim 1.24.i=1,2,...,8icin z;, w; EC; X =XY8 7z, ve Y =28, wiepi_»

kompleks katsayili sedeniyonlar1 i¢in ¢arpim islemi

®C: S(C X S(c —>S(c

8 8
XY -XQ.Y = (Z Ziezi—z) R <Z Wi€21—2)
=1

i=1

= (2yWq — 2, Wy — Z3W3 — 24 W, — ZsW5 — ZgWe — Z; W7 — ZgWg)
+(z,Wy + Z, W, + 23Wy — Z, W3 + ZsWg — ZgWs + Z,Wg — ZgW5) e,
+(z, W3 — Z, Wy + Z3Wy + Z, Wy + ZsW, — ZgWg — Z,Ws — ZgWg) e,
+(z, Wy + Z, W3 — Z3W, + 2, W, + ZsWg — Zg Wy — Z,Wg — ZgWs ) eg
+(z,Ws — Z,Wg — Z3W, + 2, Wg + ZsW, + Z,W, + Z,W3 + ZgWg)eg
+(z,Wg + Z,We — 23Wg + Z, Wy — ZsW, + Z W, — Z, W, + ZgW3)eq,
+(z,Wy + 2, Wy + 23Ws — 2, W — ZsW3 + Zg W, + Z,W, + ZgW5) e,

+(Z]_W8 + 22W7 + Z3W6 + Z4W5 - 25W4 - ZGW3 - Z7W2 + 28W1)614
olarak elde edilir (Bektas, 2021).

Sonug 1.12. (S¢, D, Q) yapisi halka degildir.
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1.5. C,H,0 Katsayih Sedeniyonlarin Ozel Tanimh Eslenikleri

Bu kisimda sedeniyonlarin Tanim 1.10°da verilen eslenik tanimindan farkli
olarak kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili sedeniyonlarin her biri i¢in
6 farkli tipte eslenik tanimlari incelenmistir. Bu eslenik tanimlarinin garpim
ozelliklerinden yararlanilarak sedeniyonlarin kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon

katsayili matris gdsterimleri incelenmistir.

1.5.1. Sedeniyonlarin Kompleks, Kuaterniyonik ve Oktoniyonik Eslenik
Gosterimleri ve Norm Ozellikleri
Tanim 1.26. 721 = Xy + %1€1,Zy = Xy + X3€1,Z3 = X4 + X5€q1,Z4 = Xg — X7€4,
Zs = Xg + X9€q, Zg = X9 — X11€1, Z7 = X13 — X13€12,Zg = X14 + X151 € C
q1 = Zi3=o €ixi, Qy = Ni_s €i-a%i, 3 = 2i1=18 €i—g¥i, g = Zil=512 €i—12%; € H
ve 0, = X7_,eixi, O, = X215 e;_gx; € O olmak lizere;
X =12 +2ye) +723e, +74€q + Zseg + Zg€qg + Z7€12 + Zg€qy
=q; t qze4 + q3€g + qeeq
= 0, + Ozeg

sedeniyonu verilsin.

1. C, H, O-katsayili sedeniyonlarin 1. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon
eslenikleri;

X' =7, + Zpe, + Z3e, + Zaeg + Zgeg + Zge1g + Zy€1p + Zgeya,

2y = X9—€1Xq, ..., Zg = X14—€1 X5

X' = + qQpes + Gzeg + Qe

Q1 = %o — Nizq €% , -, 0z = X12 — Nio11 €i—10%

X! =0, + 0,4

0, =X — 2i_; €i%i,0, = Xg — 212 ej_gx; seklinde tanimlanr.

Burada C, H, O katsayili sedeniyonlarin sirasiyla kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon

eslenikleri bulunurken hepsi i¢in standart eslenik tanimlar1 kullanilmistir

(Bektas, 2021).
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2. C,H, O-katsayil1 sedeniyonlarin 2. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon
eslenikleri

X? =2, — 2,6, — 236, — Z4€5 — Z5€g — Z€10 — Z7€12 — Zg€1a

X? = qq — Q264 — q3€s — Qse12,

X? =0, — 0,eg

seklinde tanimlanir.

Burada C, H, O-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks, kuaterniyon ve

oktoniyon eslenikleri bulunurken, standart eslenik tanimlamalar1 kullanilmamistir.

Kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik birimler isaret degistirerek Oniine (-)

gelmistir (Bektas, 2021).

3. C,H, O-katsayili sedeniyonlarm ikili kompleks, ikili kuaterniyon ve ikili
oktoniyon eslenikleri sirasiyla,

X3 =17 — 76, — 7364 — 7466 — Z5€g — Zg€10 — Z7€12 — Zg1s

X3 =q — Qzes — G365 — Qabr2

X? =0, - 0ze4

seklinde tanimlanir. Burada C,H, @-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks,

kuaterniyon ve oktoniyon eslenikleri bulunurken, eslenik tanimlamalar1 sirasiyla

kullanilmis ve kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik birimler isaret degistirerek

onune (-) gelmistir (Bektas, 2021).

4. C,H, @-katsayili sedeniyonlarin 1.tip kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik
standart eslenikleri sirasiyla,

X* =71 — 2,6, — 7364 — 2466 — Zs€g — Z€10 — Z7€12 — Zg€1s

X* =q1 — qzes — q3€5 — Qsé12,

X* =0, — 0,eq4

seklinde tanimlanir. Burada C,H, O-katsayili sedeniyonlarm, sirasiyla kompleks,

kuaterniyon ve oktoniyon eslenikleri bulunurken, reel kisimdaki kompleks sayi,

kuaterniyon ve oktoniyon eslenik tanimlar1 kullanilmig ve vektor kisminda kompleks,

kuaterniyonik ve oktoniyonik  birimler isaret degistirerek Oniine (-) gelmistir

(Bektas, 2021).

35



5. G, H, O-katsayili sedeniyonlarin 2.tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon standart
eslenikleri sirasiyla,

X5 =2, — 736, — 736, — Z3€6 — Z5€g — Z€10 — Z7€12 — Zg€1a

X5 = q; — Qes — Gze5 — Qzér2)

X5 =0, — 0,¢eg

seklinde tanimlanir. Burada C,H, © katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla eslenikleri

bulunurken, reel kisimdaki kompleks say1, kuaterniyon ve oktoniyon eslenik tanimlar1

kullanilmamis fakat vektér kismida kompleks, kuaterniyon ve oktoniyonlarm ayri

ayr1 eslenikleri alimmustir (Bektas, 2021).

6. O-katsayili sedeniyonlarin anti-oktoniyon eslenigi X® = 0, — O;eg seklinde
tamimlanir. Burada eslenik tanimlanirken, X = 0; + O, eg, Sedeniyonunda O; ve
0, oktoniyonlarmin siras1 degistirilip kompleks say1 eslenigi kullanilmustir. X6 =

Y = 0, — 0, eg seklindedir (Bektas, 2021).

Teorem 1.12. Sedeniyonlarin modiil ve eslenikleri ile ilgili asagidaki ozellikler
saglanir (Bektas, 2021).

X = 04 + O,eg oktoniyonik katsayili reel sedeniyonu verilsin.
1. X+ X! =2Re(0,) + 2Re(0,)eg

XXt = (1101117 = (02)%) + (0,0, + 0,0;)eg

X+X?% =20,

XX? = ((01)% + 10,11%) + (0,0, — 0,01)eg

X+ X3 =20, = 2Re(0;) + 2Im(0,)eg

XX3 = (|0, 112 + (0,)%) + (0,0, — 0,0;)eg

X + X* = 2Re(0,)

XX* = ([10117 + 110,117

X+ X% =20, + 2Im(0,)eg

10. XX3 = ((01)% + (02)?) + (0,0, — 0,0,)eg

11. X+ X8 = (01 + 0,) + (0, — 0y)eg

12. XX = (0,0, + 0,0,) + (110,11> — 0,%)eg

© © N o g B~ DN
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Teorem 1.13. O,Pe€ 0, qe H, z€ C ve eg €S icin asagidaki ifadeler saglanir
(Bektag, 2021).

(Oeg)eg = O(egeg) = —0, egleg0) = (egeg)0 = —0
Oeg = €50, eg(Oeg) = eg(eg0) = —0

(OP)eg = (PO)eg

(0e,)P = (OP)eg

(Oeg)(Peg) = PO

eiq=13e;,1<i<15

qe; = €q,1<i<15

ei(qe;) = ei(eg) =—q, 1 <i<15

ei(qe]-) = ei(e]-q) = (eie]-)q, 1<ij<15

10. ¢;(ze;) = ¢;(ez) = -7, 1 <i< 15

© ©®© N o g ~ w0 b E

11. ei(z¢;) = ei(ez) = (eigj)z, 1 <1i,j < 15

Teorem 1.14. X, X4, X, € S sedeniyonlar1 i¢in ifadeler saglanir.

=1
1. Xl =X,1<i<5
__6
2. X6 =-X
3. X, +%X, =X, +%,,1<i<6

4. XX, %X, %, 1 <1< 5 6zellikleri saglanir (Bektas, 2021).

1.5.2. Sedeniyonlarin Kompleks, Kuaterniyonik, Oktoniyonik Matris Gosterimi

Bu boliimde dnceki boliimlerde tanimlanan S¢,Sy ve Sg kiimeleri ve cebirsel
ozellikleri goz Oniine alinarak kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon katsayili yazilan
sedeniyonlarin Teorem 1.12. ve Teorem 1.13.’te verilen ¢arpim 6zellikleri kullanilarak

0zel matris gosterimleri incelenmistir.

1.5.2.1. O-Katsayih Sedeniyonlarin Matris Gosterimleri

0,0, E0OveX=0; +0,e5 € Sy sedeniyonu verilsin.

RX:S_)S

X - Rx(Z) = ZX doniisiimiine S kiimesi tizerinde sag doniisiim denir.
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LX:S_>S

X — Ly(Z) = XZ doniisiimiine Sg kiimesi tizerinde sol doniisiim denir.

Sedeniyonlar cebiri birlesme 6zelligini saglamadigindan Rgxve Ly doniisiimleri lineer
doniisiimler degildir. Buna ragmen bu doniisiimlerin ¢carpim seklinde kullanilmasinin
nedeni Teorem 1.12. ile verilen 6zelliklerin carpim seklinde olmasidir. Buradan
hareketle asagida verilen ifadelerin bazi 6zel durumlar1 temsil ettigi sOylenebilir.
Oktoniyon katsayili sedeniyonlar RyVve Ly doniisiimleri goz 6niine alindiginda 6zel sag
ve 0zel sol olmak tizere iki farklh 2x2 tipinde matris ile temsil edilir. Sirasiyla bu

matrisler:

seklindedir (Bektas, 2021).

1.5.2.2. H-Katsayih Sedeniyonlarin Matris Gosterimleri

X =q; +qzes + qseg + que12 € Sy Sedeniyonu verilsin.

Ry:S > S
X - Ry (Z) = ZX doniisiimiine Sy kiimesi lizerinde sag doniisiim denir.
Ly:S—> S

X — Ly(Z) = XZ doniisiimiine Sy kiimesi lizerinde sol doniisiim denir.

Kuaterniyonik katsayili sedeniyonlar Ryve Ly doniisiimleri gézoniine alindiginda 6zel

sag ve 0zel sol olmak tizere iki farkli 4x4 tipinde matris ile temsil edilir.

a1 492 ds 4da
R _ | %2 @ —qs Q3|
[ Sulaxe = {Xr = G Q. O - :d1,92,q3,94 € H
—q2 —93 dz Qi1

ve
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A1 92 4d3 9qs

[ Sulixa = XL = —_qqu —ch qgl _(123 :d1,92,q3,94 € H

—qs4 Q3 dz 91

seklindedir (Bektas, 2021).

1.5.2.3. C-Katsayih Sedeniyonlarin Matris Gosterimleri
X =Y8 . ze5_, € Sc sedeniyonu verilsin.
Rx:§$—> S

X - Rx(Z) = ZX
dontistimiine S¢ kiimesi lizerinde sag doniisiim denir.
Lx:$S—-S

X - Lx(Z) = XZ

dontistimiine S¢ kiimesi tizerinde sol doniisiim denir.

Kompleks katsayili sedeniyonlar RxVve Ly doniisiimleri g6z 6niine alindiginda 6zel sag

ve 0zel sol olmak {izere iki farklh 8x8 tipinde matris ile temsil edilir. Sirasiyla bu

matrisler:
(o G L T L L \
Z; 2y 1y —I3 1g —Is —Ig Iy
23 —Zy4 L1 Iy Z; 1g —Zs —Zg
[Sclie = { Xr = ;4 _2_3 __ZZ _Z_l Zg_~Z7 Zs I :7; EC}
5 A3 Z7 Zg Z1 7y Z3  Z4
Ze Zs T1lg I —Z; 11 TZ4 13
2, 7 T~k % 4§ —h
\ Zg —Z; Ig Is —Zy —I3 Zp I %
ve
( Zy TZIZ TZ3 TI4 TIs TLg TZ7 TIg )
/Zz Z1 —Z4 Z3 —Z¢ Zs Zg _27\
| 23 Z4 Z1 —Z; —Z7; —1g Zs  Ze |
[S(C]Iéx8 = 3 XL = I ;: Zig ;3 Zlg ng _EZ _2326 _;i I 1Z; € C;
Ze —Zs Zg Iy Z; 74 Z, I3 )
Z7 Zg —1Iy Zg Z3 TZ4 Zy Z3
\ Zg —Z7 —Z¢ —Zg Zs I3 -7y 7 J

seklindedir (Bektas, 2021).
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu kisim ¢aligmanin orijinal boliimiidiir. Sedeniyonik katsayili matrislerin reel,
karmasik, kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili matris formlari aragtirimstir.
Sedeniyonik matrislerin toplami, ¢arpimi, eslenikleri, transpozu, eslenik transpozlari,
izi ve tersi iglemleri tanimlanmis ve cebirsel Ozellikleri aragtirilmigtir. Daha sonra

sedeniyonik matrisler kiimesi Gizerindeki cebirsel yapilar arastiriimistir.

2.1. Sedeniyonik Matrisler ve islemler

Tamm 2.1. aly € R olmak Uizere 35, = Y15, alie; € Sicin A = [Hg¢)mxn (1 < s < m,
1 < t < n) seklinde tanimlanan matrislere sedeniyonik matris adi verilir. Bu sekildeki
matrislerin kiimesi M, (S) ile gosterilir. m = nicin M,(S) karesel sedeniyonik
matrislerin  kimesidir. Sedeniyonik matrisler reel, kompleks, kuaterniyonik ve

oktoniyonik katsayili olarak sirasiyla asagidaki gibi ifade edilir.

1. Asedeniyonik matrisi, A = [dg] = [2i5; aliei| = [a%] + [ale; + -+ + [alP]ess
seklinde yazilir. Burada A, = [a%], A; = [al]e,,..., A;s = [alY]e;s € Mpun(R)
ve (1 <s <m,1 <t < n)olmak lizere sedeniyonik matrisler 16 adet reel matrisin

toplami cinsinden
15
Ag+A ++As=A= ZAiei

i=0

olarak yazilir.

2. :&1 = AO + Alel, AZ = AZ + A3€1, Ag = A4_ + A561, A4 = A6 - A761,
As = Ag +Age;, Ag = Ajg— Ajrer, Ay = Ay — Agzey,
Ag = Ay + Ajse; € M, (€) olmak iizere A = Y15, A, e; sedeniyonik matrisi 8

adet kompleks katsayili matrisin toplami cinsinden

A=A, +Ae, +Ase, + Aseg + Aseg + Ageqo + Aseq, + Ageqy

olarak yazilir.
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3. Kl = AO + A161 + Azez + A3e3, Kz == A4 + A561 + A662 + A7€3,
Kg = A8 + A961 + A1062 + A1133 ve
K‘l‘ = A12 - A13 e — A1432 - A1533 € Man (]H[) Olmak Uzere K = lezso Al €;

sedeniyonik matrisi 4 adet kuaterniyonik katsayili matrisin toplami cinsinden

~

A= Kl + K264 + 1368 + A4312 Olarak yaZIhr.

4. Kl = AO + A161 + Azez + A3e3 + A4€4 + A5€5 + A6e6 + A7€7,
K2 = Ag + Age; + Ajpe; + Ajres + Ajpe, + Agzes + Ajpes + Ajse; € M mxn (0)
olmak (izere A = Y15, A, e; sedeniyonik matrisi 2 adet oktoniyonik katsay1l1

matrisin toplami cinsinden
A=A, +A,eg olarak yazilir.

2.1.1. Sedeniyonik Matrislerin Esitligi
Tamm 2.2. & = [dg], B = [bst] € Mpyn(S) (1 <s<m, 1<t<n)olmak lzere
Vs, ticin dg = by, ise bu iki matris esittir denir ve A = B yazilir. Esit matrisler reel,

kuaterniyonik, oktoniyonik cinsten asagidaki gibi ifade edilir.

-

1. A=Y!5 A;e;, B=X15B;e € Mpy,(S) birer sedeniyonik matris olmak (izere

A = B olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vi = 0,1, ...,15 icin A; = B; olmasidir.

2. A=A, +Ase; +Aze, + Aseg + Aseg + Agerg + Aseqn + Ageyy,
B =B, + B,e, + Bse, + Byeg + Bseg + Bgeyg + Byep + Bgegs € Mpyn (S)
kompleks katsayil1 sedeniyonik matrisler olmak iizere A = B olmasi igin gerek ve

yeter sart Vi = 1, ...,8 icin A; = B; olmasidur.

3. K = Kl + K264 + K3€8 + K4€12 ve E = §1 + §284 + Egeg + §4612 € Man(S)
kuaterniyonik katsayili matrisler olmak iizere A = B olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

vi=1,2,3,4 ic¢in Ki = Ei olmasidr.
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4. A= Xl + Xzes ve B = ﬁl + §238 € Mp,xn (S) okyoniyonik katsayili matrisler

olmak izere lizere A = B olmas1 i¢in gerek ve yeter sart i = 1,2 icin A; = B;

olmasidir.

2.1.2. Sedeniyonik Birim Matris ve Sedeniyonik Sifir Matrisi

Tamm 2.3. A = [3g] € M,(S) sedeniyonik matrisi verilsin. A, =1, € M,(R) ve
Vi = 1,..,15 icin A; = 0 ise A matrisine sedeniyonik birim matris denir ve A =1,
ile gosterilir.

Tamm 2.4. A = [dg] € Mpyn (S) sedeniyonik matrisi verilsin. Vg =0 ise A
matrisine sedeniyonik sifir matrisi denir ve A = 0,,,, = 0 ile gdsterilir. m = n olmasi
durumunda 0,,, = 0,,’dir. Sifir matrisi reel, kuaterniyonik, oktoniyonik cinsten

sirastyla asagidaki gibi ifade edilir.

1. Reel katsayill matrisler cinsinden 0y, = 2t 0e; € Myn(S) olarak ifade

edilir.
2. Kompleks katsayili matris cinsinden
Opxn = 0 + Oe, + Oy + Oeg + Oeg + 0eyg + 0y, + 0e1s € My (S)

olarak ifade edilir.

3. Kuaterniyonik katsayili matrisler cinsinden

Opxn = 0 + Oey + Oeg + 0e;, € My, (S) olarak ifade edilir.

4. Oktoniyonik katsayili matrisler cinsinden 0y, = 0+ (:)68 € M,xn(S) olarak

ifade edilir.
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2.1.3. Sedeniyonik Matrislerde Toplama Islemi ve Ozellikleri
Tamm 2.5. & = [dg] ve B = [bg| € Mppyn(S) (1 <s <m, 1<t <n) sedeniyonik

matrisleri verilsin.

®: Mixn (S) X Mmxn (S) - men(S)
(K' E) ~A®B= [ést Ds Bst]

/ 511 @s b11 512 @s b12 51n @s bln \
— 521 @s b21 522 @s b22 52n @s b2n
a\iml Gas bml émz @s me émn @s bmn mxn

seklinde tanimlanan isleme sedeniyonik matrisler {izerinde toplama islemi denir.
Sedeniyonik matrislerin toplami reel, kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik cinsten

sirastyla asagidaki gibi ifade edilir.

1. A=Y Aje;, B=Y!5,Bie; € Myn(S) vei=0,1,..,15 A;,B; € Mn(R)

olmak tizere sedeniyonik matrislerin reel kombinasyonlari cinsinden toplami

15
K+E :Z(Al +Bl)€1
i=1

olarak yazilir.

2. A

—

A, +Ase, + Aze, + Ae + Aseg + Ageqo + Aseqn + Ageqy,

ow]

= B; + B,e, + Bze, + B,eg + Beeg + Beegp + Boegy + Bgeqs € My, (S) ve
i=1,..,7 icinA; B; € M, (C) olmak lizere sedeniyonik matrislerin kompleks

kombinasyonu cinsinden toplam1

7
A+B =Z(Ai + B)en
i=1

olarak yazilir.
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3. K = Kl + Kz@;l_ + ngg + 312A4,E = El + §234 + Egeg + §4612 € men(S) ve
i=1,23,4 icinA; B; € M,,(H) olmak lizere sedeniyonik matrislerin

kuaterniyonik kombinasyonu cinsinden toplami

K + E = (Kl + El) + (Kz + §2)34 + (K3 + §3)68 + (K4 + §4)612

4
= Z(Kl + Ei)e4i
i=1

olarak yazilir.

4. A=A, +A,eq, B=B, + Byeg € M., (S) Ve i=12 icin A, B; € My, (0)
olmak tizere sedeniyonik matrislerin oktoniyonik kombinasyonu cinsinden

toplami

K+§=(K1+§1)+(K2+§2)e8

olarak yazilir.

2. AQ0=0@DA=A

3. A@ B =B ® A = 0 olacak sekilde bir B = —A € M,,,,,(S) vardur.
4., AGB=BDA

fspat:

1. A®B)®CT=([4s] D [bs]) B [Tl
= (&5t ®s bst) B Tt
= [5st Ds (Bst Ds Cst )]
= [45] @ ([bst Bs Tst])
=A®(B®C)

oldugundan M, (S) kiimesinde @ islemine gore birlesme 6zelligi saglanir.
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[N
D>(
I

] My () igin

= [dst] © [0st]

Benzer sekilde 69 = A oldugu gosterilir. My, (S) kilmesinin toplamsal birim

elemani vardir ve 0 = [Og] € My (S) matrisidir.

U:J(
O(

olsun. V A = [45], B = [bgt] € Mpyn (S) igin

olur ve buradan g @ b = 0 olur. (S,@®,) Abel grup oldugundan by, = — 3, elde
edilir. Buradan B = —A € M4, (S) elde edilir. Benzer sekildle B@ A =0
esitliginden de B = —A € M4, (S) olarak bulunur. M, ,(S) her elemann @

islemine gore ters eleman1 vardir.

oldugundan @ islemine gore degisme 6zelligi vardir.
Sonug 2.1. (Mp,xn (S),D) yapisi Abel gruptur.

2.1.4. Sedeniyonik Matrislerde Carpma Islemi ve Ozellikleri
Tamim 2.6. & = [d5] € Mpyn(S), B =[ D] E Mpyp(S) (1<s<m, 1<t<n,

1 < r < p) matrisleri igin
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&: Mpn (S) x Mnxp S) - Mmxp ©)
55)~ 95 -[Y 58,5
t=1 mxp

olarak tanimlanan isleme sedeniyonik matrislerin ¢arpimi denir.

n

Z dgt ®s by = B (1 < s <m,1<r < p) olmak iizere,
t=1

n

€11 = Z dgg ®s btl =dqq ®s byq @s dgp ®s b,y @s @s dip ®s bny
t=1

n

Cip = Z dge ®s bt2 =dyq ®s by, @s dgp ®s by, @s @s dip ®s bny

t=1

E1p = Z?:lélt Qs Btp = d; ®s B1p Ds d12 Qs B2p Ds ... Ds d1n O Bnp olarak
yazilir. O halde

29 | = (Emp) = C

dm1 dm2 " dmn \Bnl an bnp/
olarak hesaplanir.

Teorem 2.2. Sedeniyonik matrislerde ¢arpma islemi i¢in asagidaki dzellikler saglanir.

1. A € My (S),B € M,,,(S) veC € Moxp(S) sedeniyonik katsayili matrisleri
verilsin.

(A®B)®C+AQ® (B® C) (Genellikle)

2. A€ M, (S) ve B,C € M, (S) sedeniyonik katsayili matrisleri verilsin.

AQ(B®C)+AR®B®AR C (Genellikle)

3. A EM,(S)veB,Ce Mpxm (S) sedeniyonik katsayili matrisleri verilsin.

(BOC)®A+BRA®CQ® A (Genellikle)
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4. A,B € M,(S) sedeniyonik katsayili matrisleri verilsin.
A ® B # B ® A (Genellikle)

Sonug 2.2. M, (S) kimesi ® islemine gore genel olarak birlesimli ve degisimli
degildir.

Sonug 2.3. (M40 (S),D,Q) yapist halka degildir.

Not 2.1. Sedeniyonlarda birlesme 6zelligi saglanmadigindan iki sedeniyonik matrisin
kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon kombinasyonu cinsinden ¢arpma islemleri ifade

edilemez. Fakat reel kombinasyonlar1 cinsinden ¢arpim ifade edilebilir.

A=3150A16 € Mpyn(S), B = X123 B;ei € My (S) Ve Aj € My (R),

B; € Myxp (R) sedeniyonik matrislerinin reel kombinasyonu cinsinden ¢arpimi

15 15
A®B= (ZAiei> X® (ZBiei>
i=0 i=0

= (AoBo — A1B; — A;B; — A3B; — A4By — AsBs — AgBs — A7B; — AgBg
—AgBg — A19B1o — A11B11 — A15By; — AgsBig — AyyBiy — AisBis)eg
+(AyB; + A;By + A,B; —A3B, + A,Bs — AcB, — A¢B, + A;B; + AgBy
—AgBy — A1oB11 + A11Big — A13B13 — AizBo + A1yBis — AisBisdes
+(AyB, —A;B; + A,By + A;B; + A B¢ + AcB, — A¢B, — A;Bs + AgBy,
+AgBy1 — A1oBg — A11Bg — A1pB1s — A13Bis + A1sB1z + AssBis)e;
+(AyB; + A;B, — A,B; + A;By + A,B;, —AcBg + AgBs — A;B, + AgBy4
—AgByg + A1gBg — A11Bg — A12Bis + A13Bis — A14Biz + AisBia)es
+(AyB, — A;Bs — A,Bg — A3B, + AyBy + AsB; + A¢B, + A;B; + AgB;,
+AgBy3 + A1oB1s + A11Bis — A1pBg — A13Bg — A1Big — A1sBiidey
+(AyBs + A;B, — A,B, + A;B, — AyB; + AcBy — A¢Bs + A;B, + AgBy3
—AgBy; + A1oBis — A11Biy + A1aBg — AysBg + A1B1y — AgsBio)es
+(AyB¢ + A;B; + A,B, — A;Bc — A,B, + AcB; + AgBy — A;B; — AgBy,
—AgBys — A1oBiz + A11Big + A1pBig — AizByy — AgyBg + AjsBoles
+(AoB; —A;Bg + A;Bs + A3B, — A Bz — AsB, + AgB; + A;Bj + AgBys
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+AgB1y — A1oBys + A11Biy + A1pByg + AizBig — AyBy — AgsBgles
+(AoBg — A1Bg — A;B1g — A3Bg — AyBy; — AsBiz — AgBiy — AsBys
+AgBy + AgB; + A1gB; + A11Bs + A1;By + Aj3Bs + AyBg + AjsBy)eg
+(AoBg + A1Bg — A;By; + A3Byg — AyBiz + AsByy + AgBis — A7Byy
—AgB; + AgBg — A1oBs + A11B; — A13Bs + AizBy + A1y By — AgsBele
+(A¢Byo + A1Byy + AzBg — A3Bg — AyByy — AsBys + AgBiz + A7Bys
—AgBs + AgB3 + A1oBy — A11By — A13Bg — Ai3By + A1uBy + AgsBs)er,
+(A¢By1 — AyBio + AzBg + A3Bg — AyBys + AsByy — AgBis + A7By;
—AgB3 — AgBy + A1oB; + A11Bo — A13B7 + A3Bg — Ay Bs + AgsBules
+(A¢Byz + AiBis + AzB1y + AgBys + AyBg — AsBg — AgByo — A7Byy
—AgBy + AgBs + A1oBg + A11By + A13Bo — A3By — AyyBy — AgsBiler,
+(A¢Bys — A;Biz + AzBys — A3Byy + AyBg + AsBg + AgByy — A;Byy
—AgBs—AgBy + A1oB; — A;1Bg + A13B1 + A13Bo + AiyBs — AgsByless
+(A¢Bys — A1Bis — AgByp + A3Bys + AyByg — AsByy + AgBg + AsBy
—AgBs — AgB; — A1oBy + A11Bs + A13B; — A13Bs + A1y B + AisBi)ery
+(A¢B1s + A;B1y — ABy3 — A3Byp + AyByy + AsByg — AgBg + A7Bg
—AgB7 + AgBg — A1oBs — A11By + A13Bs + A13B; — A1uBy + AisBoless

olarak hesaplanur.

2.1.5. Sedeniyonik Matrislerde Eslenik Islemi ve Ozellikleri

Tamm 2.7. A = [dg] € Mpyn(S) (1 < s <m, 1 <t <n)olmak lizere
M (S) = M (S)
K- A =[5

15

— i

- [ astei]
1=0

15

— 40 i

= dgt — [ astei]
i=1

seklinde tanimlanan isleme sedeniyonik matrislerde eslenik islemi denir.
Sedeniyonik matrislerin reel, kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili

matrislerinin eslenikleri sirasiyla agagidaki gibi tantmlanmaigtir.
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1. A =35 A e € My (S) reel katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A matrisinin

eslenigi A olmak Uizere,

15 15
X — i _ 0 i
A= Z astei] - [ast - z astei]

15
= [a] - Z[aist]ei

15
= Ao — Z Aje;
i=1

olarak hesaplanir.

2. A=A, +Aje, + Aze, + Aseg + Ageg + Agery + Ajeqp + Ageyy €
M nxn (S) kompleks katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A matrisinin eslenigi A
olmak Uzere,
A, =Ap+Ae;, A,=A,+Aze;, A;=A,+Ace;, A,=A;—Ae,
As=Ag+Ace;, Ag=Ajp—Ape;, A=A, —Aie Ve
Ag = Ayu +Ajse; € My (€) oldugundan

K = Al + Azez + 3364 + 3466 + 3568 + A6610 + A7612 + A8814

= (Ag + Are; + (Ay + Azey)e, + (Ay + Aser)e, + (Ag — Aseeg
+(Ag + Ager)eg + (Ajg — Ajre1)eqo + (Arp — Ajze)err + (Agy +Agser)ery)

15
ZAi €
i=0
15
= Ao — z Aje;
i=1

= (Ag —Aje) — (A + Azeye, — (Ay + Aser)ey — (Ag — Aseq)es
—(Ag + Ager)eg — (Ajg — Ajre1)eqo — (Ajp — Ajzeg)ern — (Agy + Ajseq)eqy

= Ay — Aye, —Azey — Aseg — Aseg — Ageg — Ajeqp — Ageqy

olarak hesaplanir.
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3. A=A, +Aje, +Azeg +e1,A, € My (S) kuaterniyonik katsayili
sedeniyonik matrisi verilsin. A matrisinin eslenigi A olmak izere;

A=Ay +Ae; +Ae, +Azes

A, = A, +Ace; +Age, + Aseg

A; =Ag+ Age; +Ajge; +Ajqes

A, =A, —Ajze; — Ajge; — Ajse; € My, (H) oldugundan

=

A = Kl + K264 + ngg + 312K4

= (AO + A161 + Azez + A3e3) + (A4 + A5€1 + A662 + A7e3)€4

+(Ag + Agey + Ajge; + Ajres)eg + (Ajp — Ajze; — Aje; — Agses)ess

15
i=0
15
= Ao — Z Aje;
i=1

= (A —Aje; —Aye, —Aze;) — (AL + Asey + Agey + Aqezde,
—(Ag + Agey + Ajge; + Ajres)eg — (Agp — Ajze; — Ajse; — Agses)ess

= K1 - K234 - Kses - K4e12

olarak hesaplanur.

4, A= Kl + Kzeg € M,,,n (S) oktoniyonik katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A
matrisinin eslenigi A olmak Uzere,

Ay = Ay +Aje; + Ayey + Ases + Agey + Ases + Ageg + Aqey Ve

A, = Ag + Agey + Agges + Agres + Appes + Ajses + Arses + Arser € My (0)

oldugundan

K = Xl +X268

=Ay+Ae; +Aye, + Azes +Ayey + Ases + Ageg + Asey

+(Ag + Age; + Ajpe, + Ajres +Ajpey + Ajzes + Ajges + Ajser)eg

15
i=0
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15
= A — zAi €i

i=1
= (Ag —Areq — Aze, —Azes —Aje, — Ases — Ageg — Aqeq)

—(Ag + Age; +Ajpe, + Ajres +Ajpey +Ajzes + Ajges + Ajser)eg

== Xl - Xzeg

olarak hesaplanir.

Teorem 2.3. VA B € M4, (S),C € M, (S) ve A€ S icin asagidaki ozellikler

saglanir.

1. A=A

2. AQA=AQRQA

1. A=Y!5 A e € Mpy, (S) olmak lizere A= A, — 215, A e; oldugundan

ﬁ=ZAiei

i=0

elde edilir.

2. A=[ag] EMpn(S) (1<s<m, 1 <t<n), A=Y Ae € S olmak lizere

elde edilir.
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3. A=Y15Ae,B =315, B; e € My, (S) matrisleri verilsin.

i=0
15
- AO + BO - (Z(Al + Bl)el)
i=1
15 15
=A0 _ZAlel‘l'Bo_ZBlel
i=1 i=1
—A+B
elde edilir.
4, A=Y15 A6 € Mpyn(S),C = X15,Cie; € My, (S) matrisleri verilsin.

. _ 15 15
ARC= (Ao _ZAiei)® (Co _Zciei>
=1 =

15
= AgCo— ) (AC)
i=1

—(AoCy +A1Co— -+ Ai5Cia)ey

ve
15
K®CT=A0Co — ) (AC)
i=1

—(A0C1 +ACp + - — A15C14)31

—(AoCis + A1Ciy + -+ A15Cp)egs

elde edilir. Iki ifade esit olmadigindan (A ® C) # & @ C olarak bulunur.
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2.1.6. Sedeniyonik Matrislerin Transpozu ve Ozellikleri

Tamm 2.8, A =[3g] € Mpen(S) (1 < s <m,1<t<n)sedeniyonik matrisi
verilsin. At = [ 3] € M, (S) seklinde tanimlanan matrise A matrisinin devrigi
(transpozu) denir. Sedeniyonik matrislerin reel, kompleks, kuaterniyonik ve

oktoniyonik katsayili matrislerinin transpozlari sirasiyla asagidaki gibi tanimlanmustir.

~

1. A =315 A e € My, (S) reel katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A matrisinin

transpozu At olmak tizere; A = [ dg] € M (S), 3 = 212, ale; icin

15

At — i
A = Z Ats€i

i=1

15
t
i=0

olarak bulunur.

2. A=A, +Aje, + Aze, + Aseg + Ageg + Agesy + Aseqy + Agery € Mpn (S)
kompleks katsay1li sedeniyonik matrisi igin A matrisinin transpozu At olmak (izere;

AL=Ap+Ae;, Ay =A,+Aze;, A, =A,+Asey, Ay = Ag— Asey

As = Ag +Agey, Ag = Ajg—Agseq, A; =Ap, — Az ve

Ag = Ayu + Ajse; € My, (€) oldugundan

At = (A, +Ase, + Agey +Ageq + Ages + Agerg + Ager, + Agers)
= (Ao +Are; + (A; + Azee; + (Ay + Asedes + (Ag — Aseqdeg
+(Ag + Age)eg + (Arg — Arrer)ero + (Ar; — Agzer)ery + (A + Agser)ers)’
= A"+ Ar"e; + (A" + Aster)es + (A + Aster ey + (As' — Aty )es
+(A8t + A9te1)68 + (Alot - Alltel)elo + (A12t - A13t31)312
‘|‘(A14t + A15te1)e14
=R, +A, e, +As e, +A, e+ As g+ Ag ey + Ay €15 + Ag €14

elde edilir.
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3. A=A; +Aje, +Azeg + Ase;; € My, (S) kuaterniyonik katsayili sedeniyonik

matrisi verilsin. A matrisinin transpozu A® olmak (izere;

Kl = AO + A161 + A262 + A333, KZ = A4 + A561 + A662 + A7e3,
Ks = Ag + Age; + Ajpe; + A1133'A4 = A1; — Ajze; —Ajse; — Ajsez € My, (H)

oldugundan

A= (A, +Aze, +ABzeg + 7\4612)t
=(Ayg+Ae; +Aye, + Azes + (Ay + Aseq + Age, + Ajez)e,
+(Ag + Age; + Ajge; +Ajre3)eg + (A — Ajzer — Asey — Agsezlers)”
= +A'e; + Ay e, + Agtes + (A4t +As'e; +Agle, + A7te3)e4
+(A8t + A9t31 + A10t32 i A11t33)38 + (A12t - A13t31 - A14t32 - A15t33)312
=&, +A, e, +Ase5+A, €1,

elde edilir.

4, A= Zl + Kzeg € M,,,n (S) oktoniyonik katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A
matrisinin transpozu A® olmak Uzere;

A=Ay +Aje; + Ayey + Ases + Agey + Ases + Ageg + Aqe, Ve

A, = Ag + Acer + Ajoes + Arres + Apsey + Arses + Araes + Arses € My (0)

oldugundan

— = = t
AAt = (Al + Aze8 )
=(Ag+Ae; +Ase, + Azes + Ase, + Aces + Ageg + Ase,
+(Ag + Age; + Ajpe, +Ajjes + Ajpey + Ajzes + Ajgeq + A1587)88)t

~ t ~ t
:Al +A2 68

elde edilir.
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Teorem 2.4. VA B € M,;n(S),V C € M, (S) ve A € S icin asagidaki ozellikler

saglanir,
1. (A+B) =At+B

2. (A) =&

3. AQA) =AQA

4. (AQT) #CT QAR

fspat .
1. K = 11=50 Ai €i, E = lezso Bi A € men (S) olmak Uzere

15
- (S )
i=0
15
= Z(Ai + Bj)'e;
i=0
15 15
= Z Aitei + Z Bitei
i=0 i=0

=A"+B'
elde edilir.

t

2. A = [dg] € My, (S) olmak iizere;

E

(A" = [H]t
=

~ i

elde edilir.

3. A=[3g] € My (S) ve A € S olmak lizere;
A®A) = A® [

= D\® Eits]

=AQ® [&]

=A® At elde edilir.
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4. A € Mpyyn(S) ve C € M, (S) olmak lizere;
15 15 t
- -\t
(A®C) = (ZAi 31) X (Z o 31)
i=0 i=0

15
= oA+ ) (A€
i=1

+(C1tA0t + COtAlt + = C14tA15t>€1
+(C2tA0t - CgtAlt + + C13tA15t>62

+(CysAg" + Cia'Ar  + -+ Co'AsDess

ve

15 15
TR = (Z ¢ ei> ® (Z A ei)
i=0 i=0

15
= Co'Ayt + Z(citAit) e
i=1

+(C0tA1t + CltAOt + e C15tA14t)61

+(C0tA2t - CltAgt + + ClstAzt)ez

+(Co'Ags' + C1" A + -+ + Ci5* A Dess

olarak elde edilir. Buradan (A ® C)t + C' ® At olarak bulunur.
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2.1.7. Sedeniyonik Matrislerde Eslenik Transpoz ve Ozellikleri

Tamm 2.9, A= [ds] € Miyn(S) (1 <s <m,1 <t<n)sedeniyonik matrisi

verilsin. (X)t = (Fgs)t € Mpym (S) seklinde tanimlanan matrise A matrisinin eslenik
transpozu denir. Sedeniyonik matrislerin reel, kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik

katsayili matrislerinin eslenik transpozlar1 sirasiyla asagidaki gibi tanimlanmusgtir.

~

1. A =Y!5 A e € My, (S) reel katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A
matrisinin eslenik transpozu (A)t olmak (izere, A matrisinin eslenigi

A = A, — Y15, A, ¢; oldugundan

o 15 t
(A) = (AO 3 ZAi ei)
i=1
15
= A" - Z Ai'e
i=1

seklinde hesaplanir.

2. K = Al + Azez + 3364 + K4e6 + Ases + A6610 + A7612 + A8814 € Man(S)

kompleks katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A matrisinin eslenik transpozu
(A)t olmak lizere, A matrisinin eslenigi

A=A —Aye; —Aszey —Ayseg — Aseg — Ageqg — Aseqn — Ageqy

oldugundan

= t = P P —~ —~ —~ —~ —~ t
(A) = (A1 — Aze; —Azey — Ayeq — Aseg — Ageqg — Aszeqp — A8314)

— \t
= —~ t ~ t ~ t ~ t ~ t ~ t -~ t
:(A1) —Aye;—Azes— Ay e —Aseg—Ageg— Ay e —Ag ey

elde edilir.

3. A=A, +Ae, +Azeg +Ae;; € My (S) kuaterniyonik katsayili
sedeniyonik matris verilsin. A matrisinin eslenik transpozu (X)t olmak tzere,

A matrisinin eslenigi A = A; — A,e, — Azeg — Aseq, oldugundan
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(K)t = (K_l — K234 - KBeS - A4312)t
- (K_l)t - Kztect - A3t«98 - A4t€12

elde edilir.

~

4, A= Xl + Xzeg € M,n (S) oktoniyonik katsayili sedeniyonik matrisi verilsin. A
matrisinin eslenik transpozu (X)t olmak Uzere,

A matrisinin eslenigi A= 7\1 - 7\2 eg oldugundan

elde edilir.

Teorem 2.5. VA, B € M4, (S),V C € M,,,.(S) sedeniyonik matrisleri ve A € S reel

katsayili sedeniyonu i¢in asagidaki ozellikler saglanir.

[EEN
o un
>
g
>
\/ﬂ
I
/N
(|
\/ﬂ
g
>

N

elde edilir.
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= [atso] - [atsl]el > [ats1 ]315
15
= A" - Z Ai'e
i=1
oldugundan
=\t ==
(&) = (=)
elde edilir.

elde edilir.

4. A € Mpyyun(S) ve C € My, (S) olmak tizere

¢ 15 15 t
(K ® E) = (Z Ai 61) ® <z Ci ei)
i=0 i=0
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15
= CytA,t — Z(CitAit)
i=1

_(CltAOt + CotAlt + et C14tA15t)31
_(CztAOt - C3tA1t + + C13tA15t)32

—(Cy5'Ap" + Cya"As" + -+ Co A5 Dess

ve

.t .t 15 15
(C) ® (A) = Z Cit € ® Z Ait €
i=0 i=0

15
= Gt = ) (A e
i=1

_(COtAlt + CltAOt + + C15tA14t)61
_(AOtCZt + CltAgt + A C15tA13t)62

_(CotA15t - C1tA14t + et ClstAot)els

elde edilir. Buradan (K R C)t * (C)t Q (X)tolarak bulunur.

2.1.8. Sedeniyonik Matrislerin Tersi

Tamm 2.10. Herhangi bir A € M,,(S) icin A ® B = I, ise B sedeniyonik matrisine A
sedeniyonik matrisinin sag tersi denir. B@® A = I, ise B sedeniyonik matrisine A
sedeniyonik matrisinin sol tersi denir. Sag ve sol terslere sahip ve bu tersleri esit olan

A matrisine tersinir matris denir ve A matrisinin tersi A~! ile gosterilir.
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2.1.9. Sedeniyonik Matrislerde iz islemi ve Ozellikleri
Tamm 2.11. A =[3g] =215, A;e; € M,(S) olmak iizere A sedeniyonik Kare
matrisinin esas kosegeni iizerindeki elemanlarin toplamma A matrisinin izi denir ve

iz(A) ile gbsterilir.

15
A= Z A, ¢; € M, (S)sedeniyonik matrisinin izi
i=0
n
[2(8) = ) 4
r=1
n 15
-5 ()
r=1 \i=0
n
- Z(érr" ta et d)
r=1
n n n
=D (") + ) (@) + ot ) (E™)
r=1 r=1 r=1
veya

iz(A) = iz(A,) + 1z(Ae; +1z(Ay)e, + - + [z(Ar5)ess

15
= Z 1z(A)e;
i=0

olarak hesaplanir.

Teorem 2.6. A= Y15 A;e;,B =X15,B;e; € M,,(S), A € Sicin asagidaki dzellikler

saglanir,
1. iz(A® B) = iz(A) @, iz(B)

2. 1z2(AQ®B) # iz(A) ® iz(B)

3. Z(A®B)#iz2(BQA)

4. iz(A @A) # iz(A) ®s A veya iz(A ® A) # A Q, iz(A)
5. iz(AY) = iz(A)
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fspat .
1. K = le=50 Ai €i, E = 211=50 Bi e € MH(S) olmak Uzere

15
iz(A®B) = iz( (A; + Bl)el)
2
15
= (Z iZ(Ai + Bi)ei)
i=0
15
= (Z(IZ(AI) + iZ(Bi))ei)
i=0
15 15
= (iZ(Ai)ei) ®D; < (iZ(Bi)ei>
(ewn)a
= iz(A) @, iz(B)
elde edilir.

2. A=Y15 Ae;, B=YX! B¢ €M,(S) olmak iizere

Sedeniyonik matrislerin reel kombinasyonlarinin carpimindan;

15
iz(A ® B) = iz(A,B,) — iZ( AiBi)
2

+iz(AgBy + A,By + A,Bs — A;B, + A,Bs — AB, — AgB, + A, B, + AgBo
—AgB; — A1oB11 + A11Big —A12B13 — Ag3Bg + A14Bis — AisBig)e

+iZ(AOB15 + A1B14_ - A2B13 - A3B12 + A4B11 + A5B10 - A6Bg + A7B8
_A8B7 + A9B6 - A10B5 - AllB4 + AlZB3 + A13BZ - A14Bl + AlSBO)615
ve

15 15
iz(A) = z iz(A)e; ve iz(B) = z iz(B;)e; oldugundan
i=0 i=0
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15
iz(F«) Qs iZ(E) =1z(AyB,) — Iz <z AiBi)

+1Z(A0B1 + A1B0 + A2B3 — A3B2 + A4B5 - AsB4 - A6B7 + A7B6 + A8B9
_A9B1 - A10B11 + A11B10 - A12B13 - A13 B9 + A14BIS - AISBI4)el

+1Z(AOB15 + A1B14 - A2B13 - A3B12 + A4Bll + ASBIO - AGBQ + A7B8
—AgB7 + AgBg — A1oBs — Ay11By + A1Bs + Ai3By — A1yBy + AgsBo)ess

elde edilir. Reel katsayili matrislerde Iz fonksiyonunda iz(A ® B) # 1z(A) &, iz(B)

oldugundan bulunan fonksiyonlar her zaman esit degildir. Bu yiizden

iz(A ® B) # iz(A) ® iz(B) dir.

3. Sedeniyonlar  degismeli  olmadigmdan  1z(A ® B) # Iz(B ® A) genelde

Saglanmaz.

4, AeSveA=[dy] =25 Aie; € My(S) vel Qs A = [A ® dg] olmak iizere

zZA®A) = Zn:)\@érr = i?x@ (iairrei)
r=1 r=i

r=1

n
= ) 2@, @ +ak + - +ald)
r=i
n
= ZO\ ®s a(r)r + }\®s a%r + et }\®s a%rS)
r=i
n n n
= ZO\ ®s alqr) + ZO\ ®s all‘r) + et ZO\ ®s all‘f?)
r=i r=i r=i
n n n
=A ®s Z(alqr) + A ®s Z(all‘r) +--+A ®s Z(all‘l?
r=i r=i r=i

= A Qs iz(Ag) + A ®; (Iz(AD)es + -+ A Qs (1z(As5))ess
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15
— 1 ®. Z iz(Ase;)
i=0

elde edilir.

5. A =[dg] = M,(S) matrisi i¢in iz(A) = X", &, olarak yazilir. Ayrica s = t igin
[dg] = [ 3] oldugundan At = [ 3] matrisinin izi 1z(AY) = ¥P_, ., seklinde

bulunur. Béylece iz(A') = iz(A) elde edilir.
2.2. Sedeniyonik Matrisler Uzerinde Cebirsel Yapilar

2.2.1. R Cismi Uzerinde Vektor Uzay1 Yapisi
Tamm 2.12. A € Rve A = [dg] € M4, (S) olmak iizere bir reel say1 ile sedeniyonik
matrisin ¢arpimi
O : RXMpyn(S) = My (S)
(LA) > AQA=20 [dg]
= [A &s¢)mxn
olarak tanimlanir. A € R ve 3 € S oldugundan Adg € S olur. Yani AA € M, 4, (S)

olup; © islemi bir dis islemdir.

Teorem 2.7. A, B € M, (S) ve A1, A, € R icin asagidaki 6zellikler saglanr.
L. MORBRDB) =, OADAL OB

2. M+ OA=MAD LA

3. MM OA=L00, 04
4

1,, R cisminin birim eleman1 olmak tizere 1, © A=A

Ispat :
1. A, B € M, (S) ve A; € R olsun. Bu durumda
MOMB®B)=4 O[3 @ [by])

=2 O [dg + by

= [ A (&5t + bst)]
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= [A3ge + 1D

= [A3s] D [Mbg]

A O[] + AL O [bgy]
=L OADA OB

elde edilir.

2. A€ M, (S) ve Ay, A, € Rolsun. Bu durumda
M +2) QA=A +2A)dg]
= [ 35 + Az35]
= [A385] D [A284t]
=X O [Es] © A, O [d4]
=LOADA OA
elde edilir.

3. A€ M, (S) ve Ay, A, € Rolsun. Bu durumda
(M122) O A= [(A422) 3]

= A (Az450)]

= O [(Azds0)]

=4 O A O [GED

=4 O, O4)

elde edilir.

4. A € M, (S) olmak lizere 1,, R cisminin birim eleman1 olsun. Bu durumda
1, © A = [1,3,]
= [dal
=A
elde edilir. Diger taraftan (M, (S),@®) yapisiin Abel grubu oldugu daha 6nceden

gosterilmistir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.4. {M ;40 (S),®, R, +,-,©O} yapis1 vektor uzayidir.
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Tamm 2.13. A = [ dg] € Mpyn (S) Ve 3, = Y15, ale; olmak iizere

511 512 51n
K= 521 522 52n
éml 5m2 5mn mxn
1 0 0 e, O 0 ez O 0
K=ty | 900 Yvab| Q0 Yeewait| 000
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 € 0 0 €15
+otady |9 0 N+ata|? O 0 +otals [0 9 0
0O 0 - 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0]
bl (900 0 a9 0 T Yaeraty 00 T Y
1 0 0 e; 0 0 e;s O - 0]
0O 0 - 0 0 0 0 0 0 0]
e R A L A .
0 0 e 1 _0 0 cee el _0 0 cee e15_
yazilir. Buradan
1 0 0 €1 0 0 €15 0 0
Muxa(S) = Sptsiy =sp{[? O 0 91,10 0 o 9 |0 0 0
0 0 0 0 0 L0 0 0
0 0 11170 0O € 0 0 €15]
0 0 oo o - 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 [0 0 0 [0 O 0]
0 0 0] 10 O 0 0 0 0
1 0 0 €1 0 0] €15 0 0]
o0 - o010 0 - 1 00 - 0
oo - ollo o -« o0 00 - 0
o o0 - 1 0O 0 - e 0 0 - egs

elde edilir. Bu durumda S; sisteminin lineer bagimsiz oldugu gosterilirse, S; sisteminin

R cismi Uzerindeki M4, (S) vektér uzaymm bir bazi oldugu gosterilmis olur.
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d11, 912> --»91n,921, 9225 -+ 920 Am1, Am2s - Amns F11, Y125 > F1ns 21, 1225 - T2n, T'm1, Fm2s - Tmno

t11»t12» ""tln' t21, tzz, ...tzn, tml' thJ tmn € R I(}Iﬂ

1 0 0 e, 0 -+ 0 e;s 0 - 0
Q11 O O 0 +r |00 0 +otty | 00T 0
0 0 0 0 ~ 0 0 0 0
0 O 1 0 0 €1 0 0 €15
L o A B e R R T F A
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0
+ot g |0 O Y O T R 0
1 6 0 e; 0 6 e;s 0 6
0 0 07 0 0 1 0 0 0
+o+ qun |0 O o T R I 7
0 0 1 0 0 €1 0 0 €15
= 0,5 Olsun.
Buradan
(i1 + g€ + -+ t5€15  (qp + 126 + -+ 1185 " Qqp tIpe; + -+ tpeys
qz1 + I"2191“" 1615 gz + 7228 + B PSS 7 Gan + Iznéq + o+ tanys
Qmi + i€t + -+ thmi€is dmz F mz€1 + -+ tmz€is * Qmn F 'mn€ + - + tan€is
Opnuxn
olur. O halde

d11,9125 > 91n,921, 9225 =+ 92n» Am1, Am2 - Amn F11, F125 > F1ns 21, T225 <. T2n, T'm1, Tm2s - Tmny

t11, t12s oo tino t21, t22s oo ton, tmis tmzs - tmn = 0 elde edilir. S; lineer bagimsizdir.

Sonug 2.5. R cismi Gizerinde M4, (S) vektor uzayi igin

1. S, sistemi lineer bagimsizdir.

2. Mpxn(S) = Sp{S;} oldugundan S; matris sistemi My, (S) vektor uzaymm
standart bazidir. Boylece boy(M 5, (S)) =16mn elde edilir.
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2.2.2. C Cismi Uzerinde Sol (Sag) Vektor Uzay1 Yapisi

Tamm 2.14. 7z € C ve A = [ d5] € Myyn (S) olmak iizere bir kompleks sayi ile bir

sedeniyonik matrisin sol ¢arpimi
z0O A=z O [ds] = [zas¢]mxn

seklinde tanimlanir. z € C ve i € S icin zd g € S seklindedir. zZA € My, (S) olup

O: CXMpyn (S) = Mpyn (S)
(Z; K) -z0 A= [Zést]mxn

islemi bir dis islemdir.

Teorem 2.8. A, B € M, (S) Ve z,,z, € C icin asagidaki 6zellikler saglanir.
2,0(A+B) =2z, 0OAPz, OB

2. (z1+2,)A=72,0ADz, OA

3. (212;) OA#72,O(z, OA)
4

1,, C cisminin birim elemani olmak tizere 1, © A = A

=

fspat .

1. A,B € M,,,(S) ve z, € Colsun. Bu durumda

2, O (A+B) =2, © ([ds] ® [ bst])
=7z, 0 [ést + Bst]
= [ 21 (3t + bgr) ]
= [zlﬁst + Zlﬁst]
= [ z135¢] D [21bs:]
= 7, O [ds] + 21 O [bgt]
=z, OA+z, OB

elde edilir.

2. A€ M, (S) ve z4,z, € C olsun. Bu durumda
(1 +22) O A =[(zq + 2,)d5]

= [z185; + Zp3]
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= [z135] D [z235]
=2z, O [ds] B 2, O [Eg]
=z, OA+2z,OA

elde edilir.

3. A€ M, (S) ve z;,z, € Colsun. Bu durumda

(2122) © A = [(212,)3]
# [21(z,34) ]
=12y O [(z2d50)]
=12, O (z; O [EID
=z, © (Zz ©) 7\)
Sedeniyonlar birlesme ozelligini saglamadigindan (z,z,) O A # z; © (zz O K)

bulunur.

4. A € M, (S) olmak lizere 1,, C cisminin birim eleman1 olsun. Bu durumda

1,0 A= [1zést]
[

elde edilir.
Sonug 2.6. {M,xn (S),D, C, +,-,O} yapisi sol vektor uzayi degildir.

Tamm 2.15. 7z € C ve A = [ dg] € Mpyyn (S) olmak iizere bir kompleks sayi ile bir

sedeniyonik matrisin sag ¢arpimi
AQO z=[d4] ©z=[dsZ]xn seklinde tanimlanir. z € C ve i, € S igin 3z € S

seklindedir. Yani Az € M., (S) olup
O Mpxn ($)xC - men(S)

(K: Z) - A Oz= [éstz]mxn

islemi bir dis islemdir.
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Teorem 2.9. A, B € M4, (S) Ve z4, 2, € C igin asagidaki 6zellikler saglanur.
1. (A®B)Oz,=2,0ADz, OB

2. Az, +2,)=2, OADz, OA

3. AQ (17) # (A0 z) Oz,
4

1,, C cisminin birim elemani olmak tizere A O 1, = A

fspat .

1. A,B € M,,,,(S) ve z, € Colsun. Bu durumda

(K D E) Oz = ([ést] S [Bst]) Oz

elde edilir.

2. A€ M, (S) ve z4,z, € Colsun. Bu durumda

AQ (21 +2,) = [Es(z1 +2,)]
= [dgzq + dge22]
= [a521] @ [Es2:]
= a5 Oz + [ds] O 2,
=A0 zZ, + AQO Zy
elde edilir.

3. A€ M, (S) ve z4,z, € Colsun. Bu durumda

AO (z12;) = [35¢(212;)]
# [(35¢21)Z2)]
= [(@sz1)] © 2,
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= ([Es)] © z1) O z,
= (7\ © 21) Oz,
elde edilir. Sedeniyonlarda birlesme ozelligini saglamadigindan

AQ (212,) # (AO z;) O 2, bulunur.

4. A€My (S) olmak fizere 1, C cisminin birim elemant olsun.
K(Dlz=[éstlz]

= [ést]

o

elde edilir

Sonug 2.7. {M,,xn (S),D, C, +,-,O} yapisi sag vektor uzayi degildir.

2.2.3. H Halkas1 Uzerinde Sol (Sag) Modiil Yapisi
Tamm 2.16. q € H ve A = [ 4] € M, (S) olmak Uizere bir kuaterniyon ile bir
sedeniyonik matrisin sol c¢arpmi q® A=q O [ds] = [qAsc)mxn  seklinde

tanmimlanir.

q € Hve i, €Sicin qig € S seklindedir. Yani qA € My, (S) olup

O : HxXMpyn (S) = My (S)
(q: K) - q © A= [qést]mxn

islemi bir dis islemdir.

Teorem 2.10. A, B € M, (S) Ve q4, q, € H igin asagidaki 6zellikler saglanir.
12 OAD®B) =9, 0ADq OB
2 (1 +d)OA=q0ADq OA
3. (1192) OA#7q O (6 OA)
4

1q, H halkasmin birim eleman1 olmak {izere 14 OA=A

=
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fspat .
1. A B € M, (S) ve q; € Holsun. Bu durumda

1 O A+B)=q; O ([4] + [bs])
=q, O[3 + by
= [ a1 (s + bs)]
= [ qudg + q1bge]
= [ a:3a] @ [a1bs]
= a1 O [3] + a1 O [by]

=q; OA+q; OB
bulunur.

2. A€ M, (S) ve qq,q, € H olsun. Bu durumda
(41 +a2)A = [(q1 + qz)ag]

= [q1ds + g

= [q;dsc] D [q2ds]

= qq[ds] D q,[dse]

= 1A q,A
bulunur.

3. A€ M, (S) ve qq,q, € H olsun. Bu durumda
(4192) © A = [(4192)3s]
# [91(q2850)]
=q; O [(qz80)]
=q; O (g2 O [EDD
=q: O (QZ © Z)
sedeniyonlar birlesme ozelligini saglamadigimdan (q;q,) O A # q; © (qz O] K)

olarak bulunur.
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4. A € My, (S) olmak tizere 14, H halkasinmn birim elemani olsun. Bu durumda
q O A =[143]
= [ést]

= A olarak bulunur.
Sonug 2.8. {M,xn (S),®, H, +,-,O} yapisi sol modiil degildir.

Tamm 2.17. q € H ve A = [ 4] € My (S) olmak iizere bir kuaterniyon ile bir
sedeniyonik matrisin  sag carpmi A Q® q = [d] © q = [E5q]mxn seklinde
tanimlanir. ¢ € H ve 3, € S icin d,q € S seklindedir. Yani Aq € M., (S) olup
O Mipyn (8) x H = Mpy (S)

(K' q) - K Q q= [éstq]mxn
islemi bir dis islemdir.

Teorem 2.11. A, B € M,,,,n (S) Ve q4, q, € H icin asagidaki 6zellikler saglanr.
1. A®B)Oq;=90ADq OB
2. AO(@1+9) =9 OADq, OA
3. AO(Mma) * A0 a)Oq,
4

14, H halkasinin birim elemani olmak tizere AO 14 = A

Ispat
1. A,B € M,,,(S) ve q; € H olsun. Bu durumda
A®B) 0 a = (4] @ [ba]) O
= [5st + Bst] Oaq
(3s¢ + bt )q1]

astqq + bstql]

[
K
[
= e

=] 3a5q:] D stql]
1©q & [Bst] Oaq
=A Oq &b B OXH

elde edilir.
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2. A€ Mpy(S) ve qq,q, € H olsun. Bu durumda
AQ (91 +92) = [3se(q1 + q2)]
dstqy + d5eq2]
std1] D [astq2]

J ©q, B [as] O q;
=A0q D®AQq,

(

= [a
= [
= [4
elde edilir.

3. A€ My, (S) ve q4,q, € H olsun. Bu durumda
A QO (4192) = [45¢(q192)]
# [(Est91)92)]
= [(E5:9)] O q;
= ([@EsD] © a1) O qz
= (A0 a1) Oa,
sedeniyonlar birlesme 6zelligini saglamadigmdan A © (q;q;) # (Z\ O] ql) Oq;

olarak bulunur.

4. A € M., (S) olmak lizere 14, H halkasinm birim elemani olsun. Bu durumda
AQ 14 = [d514]
= [5st]

> (

elde edilir.

sonug 2.9. M4, (S),®, H, +,,O} yapisi sag modiil degildir.

Not 2.2. Oktoniyonlar ve sedeniyonlar kiimeleri halka yapisina sahip olmadigindan S

iizerinde modiil yapis1 arastirilamaz.
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3. TARTISMALAR VE SONUCLAR

Calismada ilk olarak sedeniyonlar ile ilgili literatirde var olan bilgiler
verilmistir. Bu bilgilerden yararlanilarak (S,@) yapisinin Abel grup oldugu ve S
kiimesinin {R, +,-} cismi {izerinde 16 boyutlu vektor uzayi oldugu gosterilmistir. S
kiimesinden R® uzayina bir doniisiim tanimlanarak S ile R® vektor uzaymin izomorf
oldugu gosterilmistir. Diger Cayley-Dickson cebirlerinden farkli olarak S kiimesi sifir
bdlen elemanlari incelenmistir. § bolme cebiri olmadigindan ters eleman 6zelliginden
yararlanilarak sag ve sol bolme islemleri tanimlanmistir. Daha sonra oktoniyonlar
cebirindeki kutupsal gosterime benzer olarak sedeniyonlarin kutupsal gdsterimi elde
edilmistir. Sedeniyonlar iizerinde sag ve sol doniisiimlerden bir reel sedeniyonun
sagdan ve soldan reel matris gdsterimleri elde edilmistir. Ilk boliimiin ikinci kisminda
sedeniyonik fonksiyonlarm tanimi yapilmistir. Daha sonra sedeniyonik fonksiyonlarin
regiiler olmas1 i¢in saglamasi gereken sartlar incelenmis ve bazi Ozel tipteki
sedeniyonlarin regiilerlikleri incelenmistir. Ugiincii kisimda reel sedeniyonlarin
kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik katsayili gésterimleri incelenmistir. Sq, Sy,
S¢ kiimeleri tizerindeki cebirsel islemler incelenmis ve bu kiimelerin abel grup oldugu
gosterilmistir. Dordiincii kisimda reel sedeniyonlarin kompleks, kuaterniyonik ve
oktoniyonik olarak sirasiyla 6 farkl tipte 6zel eslenik tanimlar1 ve norm 6zellikleri
incelenmistir. Sedeniyonlarm kompleks, kuaterniyonik ve oktoniyonik olarak sag ve
sol matris gosterimleri incelenmistir.

Tezin ikinci boliminde sedeniyonik katsayili matris tanimlanmistir.
Sedeniyonik matrisin reel, kompleks, oktoniyonik katsayili matris gdsterimleri elde
edilmistir. Sedeniyonik matrisler kiimesi ilizerindeki toplama, ¢ikarma ve g¢arpma
islemleri tanimlanmistir. Reel matrislerdeki g¢arpma ve toplama islemlerinin
ozelliklerinin sedeniyonik matrislerde saglanmadigi gosterilmistir. (M, (S),D)
yapisinin abel grup oldugu gdsterilmistir. Sedeniyonik matrislerde eslenik, transpoz,
eslenik transpoz islemleri tanimlanmig ve sirasiyla bu islemlerin reel, kompleks,
kuaterniyonik ve oktoniyonik olarak ayni islemler tanimlanmstir. Sedeniyonik kare
matrisler lizerinde iz islemi tanimlanmig ve cebirsel 6zellikleri arastirilmistir. Reel
sayilardaki iz isleminin pek ¢ok 0Ozelligini saglamadigi sonucuna ulagilmistir. Son

olarak sedeniyonik matrisler kiimesinin R cismi {izerinde vektdr uzayr oldugu
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gosterilmis ve bu uzayn tabani tanimlanmistir. C cismi tizerinde vektor uzayi olup
olmadig1 arastirildiginda vektor uzayr olmadigi sonucuna ulasilmistir. Benzer sekilde

H halkasi tizerinde modiil 6zelliklerini saglamadigi sonucuna ulagilmistir.

3.1. Oneriler

Bu tez caligmasinda ayrintili bir sekilde incelenen sedeniyonik matrisler i¢in
reel katsayili adjoint matrisleri arastirilabilir. Reel adjoint matrislerinden yararlanarak
sedeniyonik katsayili lineer denklem sistemleri arastirilabilir. Sedeniyonlarin sifir
bolen elemanlarmin uygulama alanlar1 lizerine arastirmalar yapilabilir. Sedeniyonlarin
Cayley-Dickson siireci ile tekrar ikiye katlanmasi ile elde edilen 32 boyutlu-

trigintaduonions- hiper kompleks sayilari igin benzer ¢aligmalar yapilabilir.
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