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OZET
Yiksek Lisans Tezi
SEGMENT LEMMA VE UYGULAMALARI
SAYED ABDUL HANNAN SADAT
Matematik Anabilim Dal
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitusu
Damisman: Prof.Dr. Vakif CAFER
2019, 70 Sayfa

Bu tez c¢alismasinda segment lemma ve uygulamalari (segment polinomlarinin
kararlilg1), ele alinmustir. Iki kararli polinomlari birlestiren polinom segmentlerinin
kararlilik problemi birgok uygulamaya sahiptir. Kenar Teoremine gére (The Edge
Theorem), bir polinomlar politopunun Kkararli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul politopun
u¢ noktalarimi birlestiren polinom segmentlerinin kararli olmasidir. Bu polinom
segmentlerinden kararlilik smirinda koke sahip olan bir kenar, segment lemma ile
belirlenir. Hurwitz segment lemma ile gergel ve kompleks katsayili polinomlar aileleri
incelenmistir. Schur segment lemmalar ele alinmis ve 6rneklerle agiklanmstir. Iki kararli
monik polinomun konveks kombinasyonlarinin kararliliklart Hurwitz matrisi yardimiyla
incelenmigstir. Gergel ve kompleks katsayili kararli polinomlar ailesine Sturm dizisi
uygulanmis, kompleks katsayili kararli polinomlar i¢in bir algoritma verilmistir. MObius
dontistimii ele alinmis, bu doniistimiin yardimiyla [p;(z), p,(z)] Schur kararli polinom

segmenti, [p;(z),P,(z)] Hurwitz kararli polinom segmentine doniistiiriilmiistiir. Sektor

kararlilikta gergel katsayili polinomlar z = set1G® dontigiimilyle kompleks katsayili

polinomlarla degistirilmistir. Glrbiz kararli polinomlar politoplari insa edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Polinomlar politopu, Hurwitz ve Schur segment lemma, Konveks

kombinasyon, Mdbius doniisiimii, Sektor kararlilik.
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In this thesis, segment lemma and its applications (stability of segment polynomials)
are discussed. The stability problem of polynomial segments connecting two stable
polynomials has many applications. According to the Edge Theorem, the necessary and
sufficient condition for a polynomial polytope to be stable is that the polynomial segments
joining the extreme points of the polytope are stable. From these polynomial segments, an
edge having a root at the stability boundary is determined by the segment lemma. The
families of real and complex coefficient polynomials were examined by Hurwitz segment
lemma. Schur segment lemmas are discussed and illustrated by examples. The stability of
convex combinations of two stable monic polynomials with the help of Hurwitz matrix is
investigated. Sturm sequence is used for the family of real and complex coefficient stable
polynomials and an algorithm for stability of polynomials with complex coefficients is
given. The Maobius transformation is discussed, with the help of this transformation Schur
stable polynomial segment [p,(z), p,(z)] is transformed into Hurwitz stable polynomial
segment [p;(z),P,(z)]. The polynomials with real coefficients in the sector stability

problem have been reduced to complex coefficient polynomials by the transformation z =

set1 @™ Robust stable polynomial polytopes are constructed.

Keywords: Polynomial Polytope, Hurwitz and Schur Segment Lemma, Convex
Combination, Mobius Transformation, Sector Stability.
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1. GIRIS

Kontrol sistemin ¢ikti fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin, girdi fonksiyonunun
Laplace doniisiimiine oranina o sistemin transfer fonksiyonu denir. Sistemin matematiksel
modelinin diferansiyel denklemle verildigini varsayarsak onun transfer fonksiyonu bir
rasyonel fonksiyondur, yani iki polinomun oranit bi¢imindedir. Paydadaki polinomun
kararli olmasi sistemin performansi agisindan ¢ok énemlidir. Cok boyutlu sistemlerde ise
sistem matrisinin karakteristik polinomunun kararliligi sistemin performansi i¢in ¢ok

onemlidir.

Kararlilik kavrami ilk defa 1892 yilinda Rus Matematik¢i A. M. Lyapunov tarafindan
lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerle ifade edilebilen sistemlerin denge
noktalar1 i¢in tanimlandi. Bu sistemler i¢in kararlilik Lyapunov matris denklemi denilen
denklemin pozitif belirli ¢6ziimiiniin varligina indirgenmis oldu. Sonraki yillarda kararlilik
problemleri bir¢ok sistemler i¢in arastirildi ve halen de arastirilmaya devam etmektedir. Bu
sistemlere drnek olarak polinomlar ailesi, polinomlar politopu, matrisler politopu vs. gibi

aileleri gostermek mumkuandur.

Bu tez ¢alismasinda biz polinomlar politopunun arastirilmasinda 6nemli olan segment
lemmanin ¢esitli versiyonlarini ele alacagiz.
IR gergel sayilar klimesini, C ise kompleks sayilar kiimesini gostersin. n boyutlu

gercel (kompleks) vektorler uzayi ise IR™(C™) ile gosterilsin.
a; €IR veya aq; € C (i =0,1,,n) ve a, # 0olmak lizere
p(s) = ag + a;s + a;s? + +a,s" (1.1)

fonksiyonuna n. dereceden gergel veya kompleks polinom denir. Bu polinomun yani sira
kompleks duzlemde basit baglantili agik bir D kiimesi verilsin. Eger (1.1) polinomunun

tim kokleri D de ise bu polinoma D-kararli polinom denir. Eger D bolgesi,
- sol acik yar1 dizlem ise D-kararliliga Hurwitz,
- acik birim diske ise D-kararliliga Schur,

- sol acik yar1 diizlemde bir sektdr ise D-kararliliga sektor kararlilik denir.[1,2]



Her bir n X n boyutlu matrise n. dereceden bir monik polinom olan ve bu matrisin
karakteristik polinomu denilen polinom kars1 geldigi i¢in yukaridaki tanimlar bir matris i¢in

de verilebilmektedir.

(1.1) polinomunun Hurwitz kararlilig1 literatiirde daha ¢ok arastirilmistir. Ornegin,
Routh algoritmasi ve Routh-Hurwitz matris kriterini gostermek mimkumdur. Routh-

Hurwitz matris kriterini ifade edelim.

Tamm 1.1 (1.1) gercel polinomu verilsin. n X n boyutlu

Apn-1 Qan-3 Qn-s 0
an An-2 Qn-4 0
0 An-1  Aan-3 0
yr 0 an  Qu_o 0
Ho)=| o o 4., 0
0 0 a0

O O az ao nxn

matrisine (1.1) polinomunun Hurwitz matrisi denir.[1]

Teorem 1.1 ([1]) (1.1) gergel polinumunun Hurwitz kararli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul H(p) matrisinin n tane bas minorlerinin pozitif olmasidir.
(1.1) in gergel olmasi durumunda katsayilarin ayni isaretli olmasi gerekli kosul olup,
yeterli degildir. Ornegin, p(s) = s3 + %SZ + %S +§ polinomu p(s) = (s + 1)(s? — %s +

%) gibi carpanlara ayrilir ve kokleri s; = —1, sp3 = i + i\/lli dir ve s,, sz kokleri sag

yari1 diizlemdedir. Simdi 6nemli iki teoremi ifade edelim.

Teorem 1.2 (Orlando formuld [3]) a, > 0 olmak lzere (1.1) polinomu verilsin ve
S1,S2, ., Sp gercel veya kompleks sayilari onun kokleri olsun. O zaman H(p) matrisi

Hurwitz matrisini gostermek izere
n(n-1) 1
det Hp) = (~1) 7 @ rags || Gits)
1<i<ksn

Teorem 1.3 (Koklerin parametreye gore siirekliligi [4]) g € Q parametresine bagl

derecesi invaryant olan



p(s,q) = ag(q) + a;(q)s + ax(q)s* + +a,(q)s™ (1.2)

ailesi verilsin ve a;(q):Q — C (i =0,1,2,...,n) slrekli olsun. O zaman n tane dyle
si(g):Q — C (i =0,1,2, ...,n) surekli fonksiyonlar1 vardir ki her i i¢in s;(g) sayst (1.2)

polinomunun kokuddr.

Yukarida vurguladigimiz gibi literatlirde Hurwitz kararlilik diger kararlilik ¢esitlerine
gore (6rnegin, Schur, sektor) daha ¢ok arastirilmistir. Ancak, belli doniisiimler yardimiyla
bu problemler Hurwitz problemine doniistlrilebilmektedir. Bunu 4 ve 5 bolimlerinde ele

alacagiz.

q € Q olmak (zere bir (1.2) ailesi verilsin. w € IR olmak Ulzere p(jw,Q) =
{p(jw,q):q € Q} c C kiimesine bu ailenin w frekansma karsi gelen deger kiimesi denir.

Sifir1 igermeme prensibi ise soyle ifade edilmektedir.([1,2])

p(jw, q) ailesi invaryant dereceli, Q bir kutu, a;(q) (i =0,1,...,n) fonksiyonlari
stirekli olsun ve bu ailede en az bir kararli polinomu mevcut olsun. Her g € Q icin p(s, q)
nun kararlt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her w > 0 i¢in 0 € p(jw, Q) olmasidir. Sifirt

icermeme prensibi koklerin siirekliligi 6zelliginden elde edilmektedir.

Simdi sonlu boyutlu uzayda konveks kombinasyon, konveks zarf, segment, politop

gibi kavramlar1 tanimlayalim.
C c IR* bos olmayan kiime verilsin.

Tanmmm 1.2 ([5]) C kiimesinin konveks zarfi, bu kiimeyi igeren tim konveks kiimelerin

arakesiti olarak tanimlanmaktadir. Bagka bir degisle

m
convC =3¢t + A,¢% ++ +1,,,c™; ¢, ¢?, c™EC, 4; =0V, ZAL- =1 me€ N}
i=1

olarak tanimlanmaktadir.

Bu tanima gore kiimenin konveks zarfi bu kiimedeki tiim sonlu tane noktalarin konveks

kombinasyonlarindan olugsmaktadir.



Tamm 1.3 m tane p!, p?%,, p™ € IR¥ noktalar1 verilsin. Bu noktalarin konveks zarfina
IR* uzaymda bir politop denir. pt, p?+, p™ noktalarma ise bu politopun iiretecleri
(generator) denir.

Diizlemdeki politoplar i¢in bazen poligon terimi kullanilmaktadir. Eger m = 2 ise

conv{p?, p?} kilmesine p! ve p? noktalarm birlestiren segment denir.

Tamim 1.4 (Kose noktas1) P bir politop, p € P olsun. Eger p noktast P kiimesinden olan

higbir dogru pargasinin i¢ noktasi degilse bu noktaya kdse noktasi denir.

Tamm 1.5 (Politopun kenari) P politopu verilsin, p't ve p‘2 kose noktalar1 olsun.

Her p®,p? € P igin p® & [p™, p'2], p® & [p™, p%2] olmak tzere [p% p?1n [pit,p"] = 0
ise [p'1, pz]'ye kenar (edge) denir.

P, ve P, politop ise Py + Py, P; N Py, = P, conv(Py U P,) kiimeleri de birer politoptur.
Lemma 1.1 (politoplarin afin doniisiimii [1]) P = conv{pi} c IR¥ politopu verilsin.

T:IR** — IR¥2 afin-lineer doniisiim olsun. O zaman TP = {Tx:x € P} kiimesi de IR*2

uzayinda bir politoptur. Eger y noktas1 TP politopunun kenar1 lizerinde bir nokta ise P
politopunun bir x kenar noktasi vardir ki Tx = y.

Q ={(q1, . q0) EIR*:a; < qy < by, ..., ap < qp < b,} kiimesine R¢ uzayinda bir
kutu (box) denir. Eger Q bir kutu ve a;(q):Q — IR (i =0,1,2,...,n) fonksiyonlar: afin-
lineer ise (1.2) ailesine polinomlar politopu denir ve

P ={p(s,q):q €Q} (1.3)
gibi gosterilir. (1.3) politopu P = conv{p?, p? p3, ...,p™} politopun 6zel halidir, burada
p'(s) (i = 1, ...,m) polinomlar1 n. dereceden polinomlardr.

Tanmm 1.5 x € [a, b] olmak Uzere Fy(x), F;(x), ..., E,(x) gergel polinomlarmn bir sonlu
dizisi verilsin. Eger

a) Fy(a) # 0ve Fy(b) # 0,

b) Her x € [a, b] igin F,(x) # 0,

c) Birx € [a, b] icin Fy(x) = 0 ise F,(x) # 0;

4



Fk(X) =0ise Fk—l(x) ' Fk+1(X) <0, 1< k<n-1
kosullar1 saglaniyor ise bu polinomlar dizisine Sturm zinciri denir.[4,6]

Iki tane Fy(x) ve F;(x) polinomlar: verildiginde onlarn olusturdugu Sturm zinciri
Euclidean algoritmasi ile elde edilebilir.
Fo(x) = Q1 (x)F;(x) — F>(x),

Fi(x) = Q2(x)F(x) — F3(x),

Freo1(x) = Qp(x)Fi(x) — Fyey1 (),

Fn—l(x) = Qn(x)Fn(x)-
Eger F;(x) = F'y(x) ise asagidaki teorem gegerlidir [4].

Teorem 1.4 Fy(x) gercel polinom ve F;(x) = F'y(x)olsun, [a,b] araligi verilsin ve
Fy(a) - Fy(b) # 0 olsun. O zaman F,(x) polinomunun [a,b] de Var(a) — Var(b) tane
farkli sifirlart vardir, burada Var(t) sayist Euclidean algoritmasindan ortaya c¢ikan

Fy(t), Fy(t), ..., E,(t) dizisindeki isaret degisimlerinin toplam sayisidir.

Bu teorem yardimiyla herhangi polinomun herhangi kapali araliktaki kokleri sayisi

hesaplanabilir.

Teorem 1.5 (Edge teoremi [7]) Derecesi sabit olup n olan bir polinomlar politopu verilsin.
Bu politoptaki polinomlarin hepsinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu

politopun tiim kenarlarini kararli olmasidir.

Kamt: =) P politopu Glirbiiz (Robust) kararli olsun. Bu politopun her kenar1 onun alt

kiimesi oldugu i¢in kenarlar da kararhdir.

<) P Politopunda tiim kenarlarin kararli oldugunu varsayalim. Olmayana ergi yontemini
uygulayalim. Bu politopta en az bir kararsiz elemanin bulundugunu varsayalim. Derece

sabit oldugu icin sifirt igermeme prensibini uygulayabiliriz. Oyle w, € IR vardir ki 0 €

P(jw.) ={p(w): p(s) € P}.



Yukaridaki lemma ya gore P(jw,) gOrintd kimesi kompleks dizlemde bir
poligondur. (konveks ¢okgendir) Siireklilikten dolayr goriintii kiimesinde Oyle bir kenar
vardir ki y = 0 noktasini igermektedir. O zaman yukaridaki lemma ya gore P politopunda
Oyle kenar vardir ki bu kenarda s = jw koOklne sahip polinom bulunmaktadir. Ancak
politopun tiim kenarlar1 kararli oldugu i¢in bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla P politopu

kararhidir.



2. SEGMENT LEMMALAR
2.1. Gergel Polinomlar igin Hurwitz Segment Lemmalar. Geometrik Yorum.

Segment lemma 2.1 ([2,8]) 6:(*) ve §,(-) keyfi polinomlar olsun (bu polinomlar kararl
olmak zorunda degil). O zaman Oyle bir Ae€[0,1] vardir ki (1 —A)8;() + A8,()

polinomunun bir jw koki var (w > 0)

61 ()83 (w) — 67 (w)67 (w) = 0, (2.1)
At 61 ()63 (w) <0, (2.2)
67 ()67 (w) < 0. (2.3)

Kanit: Oyle 1€[0,1] ve w > 0 vardr Ki
(1 =6, (w) + 18,(jw) = 0 (2.4)
Burada 8, (jw) = 65 (w) + jws{ (w) ve 8,(jw) = 65(w) + jwds (w) dir.
(1 =67 (@) +jws} () + (85 () + jwds (w)) = 0 (2.5)

Simdi (2.5) denklemin ‘in sifir olmast i¢in denklemin reel ve kompleks kismi ayri ayr1 sifir

olmasi gerekiyor. Yani
(1 =165 (w) + 185 (w) =0/ 67 (w) (2.6)
(1 =67 (w) + 267 (w) = 0/ =67 (w) (2.7)
(2.6) ve (2.7)’yi gosterilen ifadelerle ¢arpip toplarsak asagidaki esitligi elde ederiz:
67 ()63 (w) — 67 (w)67 (w) = 0 (2.8)

A ve1l— A sayilar1 negatif olmayan sayilar olduklar i¢in (2.6), (2.7) den (2.2), (2.3) elde

edilmektedir.
Tersi i¢in iki durum vardir.
Duruml: Farz edelim ki bir w > 0 icin
67 (@)63 (w) — 87 (w)67(w) = 0, 67 (w)65(w) <0, 67(w)63(w) <0
saglansin , ancak 65 (w) = 85 (w) = 0 saglanmasin. O zaman

R HO)
"~ 8¢ (w) — 85 (w)

A €01 = (1-1)8(w) + 185 (w) =0



83 ()67 (w)

Bw) =g

07 (w) #0

(1 - D87 (@) + 283 (w) = 87 (w) + A(65 (w) — 67 (w))

(@) [65()8(w)
57(@) — 85(@) | 6¢ (@)

=67 (w) + =67 (w)l

_ 500y 4 1@ [65(@)7(@) - Sf(w)é‘f(w)l

52 (@) — 6% () [ 5% (@)

—67 (w) (65 (w) — 65 (w))
67 () — 63 (w)

=67 (w) +

= 0.
Durum2: Farz edelim ki 6yle w > 0 vardir ki
67 ()67 (w) — 65 (w)67 (w) =0,

(1-2)67(w) + 169 (w) =0

(1 -8 (w) + 265 (w) =0 otomatik

85 (w) = 85(w) = 0 saglansin. O zaman {
saglanmaktadir. Buradan

Ornek 2.1 §;(s) =s*+ 553+ 652 +4s+11 ve 6,(s) = s* —4s3 —7s2 —55—19
polinomlart verilsin. Oyle bir A¢[0,1] var midirki (1 — 1)8;(s) + 8,(s) polinomunun bir

jw kokinun olup-olmadigini arastiralim.
CoOzum:
51(s) =s*+ 652+ 11+ s(5s% + 4)
5,(s) = s* — 752 =19 + s(—4s% —5)
s = jw aldigimizdan asagidakini yazabiliriz
5:(w) = w* — 6w? + 11 + jw(—5w? + 4)
5,(jw) = w* + 7w? — 19 + jw(4w? — 5)

Burada



68 (w) = w* — 6w? + 11, 62 (w) = —5w?% + 4,
8% (w) = w* + 7w? — 19, 89(w) = 4w? — 5.
61 ()87 (w) — 65 (w)87 (w) = 0.
Bu denklemin koklerini bulalim:
(w* — 6w? +11)(4w? — 5) — (w* + 7w? — 19)(—5w? + 4) = 0,
(4w® — 29w* + 74w? — 55) — (—5w® — 31w* + 123w? — 76) = 0,
9w® + 2w* — 49w? + 21 =0,
w12 = +1.6217j,  ws, = +1.3976,  wse = +0.6739.
w3 = 1.3976 > 0 koki bir pozitif koktir. Bu kdk
8¢ (w)65(w) <0 ve 67 (w)d3(w) < 0"1saghyor mu?
(w* —6w? + 11)(w* + 7w? — 19) = w8 + w® — 50w* + 191w? — 209 <0
= —4.6796 < 0 ve
(=5w? + 4)(4w? — 5) = —20w* —41w?> —-20<0
= —16.2218 < 0 dir.
Simdi wgs = 0.6739 > 0 i¢in 67 (w)d5 (w) < 0 ve §7(w)d3(w) < 0’y1 uyguluyoruz.
(w* —6w? +11)(w* + 7w? — 19) = w8 + w® — 50w* + 191w? — 209 <0
= —132.4350 <0 ve
(=5w? + 4)(4w? = 5) = —20w* —41w?>—-20<0 = —5.5051<0 dir.

Dolayisiyla, (1 — A)8,(s) + A8,(s)’nin w > 0 olmak tizere iki tane kokii vardir ve sonugta
[61(5), 82(s)] segmenti kararsizdir.

Ornek 2.2 6,(s) = s>+ 65* + 253+ 45?2+ 225+ 21 ve 6,(s) =s°—3s*+4s3 —
552 — 30s — 40 polinomlar1 verilsin. Oyle bir A2¢[0,1] var midirki (1 — 1)8;(s) + 8,(5)

polinomunun bir jow kékunin var olup olmadigini gosterelim.

Cozim:



8:1(s) = 6s* + 452 + 21 + s(s* + 2s% + 22),
8,(s) = —3s* — 552 — 40 + s(s* + 452 — 30).
s = jw yazarsak
5;(jw) = 6w* — 4w? + 21 + jw(w* — 2w? + 22),
5,(jw) = —3w* + 50w? — 40 + jw(w* — 4w? — 30)
elde ederiz. Burada
68 (w) = 6w* — 4w? + 21, 6% (w) = w* — 2w? + 22,
8% (w) = —3w* + 50?2 — 40, 62(w) = w* — 4w? — 30,
67 ()87 (w) — 65 (w)87 (w) = 0.
Lemmadaki ii¢ kosulu saglayan w > 0’1 bulmak icin &¢(w)d82(w) — 6¢(w)éL(w) = 0
denklemini ¢ozelim:
(6w* — 4w? + 21)(w* — 4w? — 30) — (—3w* + 5w? — 40)(w* — 2w? + 22) = 0,

[6w® — 2808 — 143w* + 36w? — 630]

—[-3w® + 11w® — 116w* + 190w? — 880] = 0,

9w® — 39w® — 27w* — 154w? + 250 = 0.
Bu denklemin koklerini buluyoruz:

w15 = £2.3060, w3, =—0.7393 + 1.2664j, wse = +1.0629
ve wyg = 0.7393 + 1.2664.

w; = 2.3060 > 0 i¢in &7 (w)d5(w) <0 ve §7(w)d5(w) <0 saglanmaktadir:

(6w* — 4w? + 21)(—3w* + 5w? — 40)

= —18w?® + 42w® — 323w* + 265w* — 840 < 0 = —1.6642¢ + 04 <0

ve

(w* — 2w? + 22)(w* — 4w? — 30) = w8 — 6w® — 28w? — 660 < 0
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= —911.4996 < 0 dir. Simdi wg = 1.0629 > 0 i¢in de kosullar saglanmaktadir.
5i(w)d5(w) <0
—18w® + 42w® — 323w* + 265w? — 840 < 0 = —921.6362 <0
ve
52(w)63(w) <0 = w®—6wb—28w?—-660<0
= —698.6559 <0

dir.

Segment Lemma 2.2 ([2]) §,(t) ve 6,(t) n-inci dereceden bas katsayilari ayni isaretli
olan iki Hurwitz polinom olsun. O zaman [§;(t),,(t)] segment polinomu Hurwitz

kararlidir & asagidaki ii¢ kosulu saglayan w > 0 sayist bulunmamaktadir:

1. 61 ()87 (w) — 85 (w)67 (w) =0, (2.9)
2. 5¢(w)8¢(w) < 0, (2.10)
3. 59 ()88 (w) < 0. (2.11)

Kamt: [5;(t),5,(t) ] bir polinom ailesi olsun. Bu durumda,

1) Ailede kararli vardir.
2) Aile gurblz kararli olmasaydi en az bir 1,€(0,1) icin (1 —A,)6,(t) + A,6,(¢t)
kararsiz olurdu.
A=0-21=21,

gecisinde 6yle Ae(0,1) vardir ki (1 — Z)6l(t) + 16, (t)’ nin jow kokii vardir.

Simdi ise bunun geometrik anlamini agiklayalim. (Sekil 2.1).

11



67 (w63 (w™) <0
83 (") p--------- 82(w")8%(w*) < 0,

62(w) _ 63(w")
55(w) 5@

tan @ =

67 (@")

> © 57 (w8 () — 85 (0D (@) =0

83 (")
& |argd,(jw*) —argd,(jw*)| = 180°.

Yani args;(jw*) =6 ve

62(1'0)-*3 _______ G argb,(jw*) = —(r—60) = -m+6.

Sekil 2.1. Segment lemma. Geometrik yorum

Ornek 2.3
5;(t) = t* + 6t3 + 15t + 18t + 10,
5,(t) = t* + 8t3 + 24t? + 32t + 20
Kararli polinomlardir. O zaman [§; (t), §,(t) ] segmenti kararli midir?
Cozim:
8,(t) = t* + 15t2 + 10 + t(6t% + 18),
5,(t) = t* + 24t% + 20 + t(8t% + 32).
t = jw icin agagidakini yazabiliriz.
5:(jw) = w* — 15w? + 10 + jw(—6w? + 18),
5,(jw) = w* — 240w? + 20 + jw(—8w? + 32),
[6,(w),6,(jw) ] = {(1 = 1)6;(jw) + 16,(jw) = 0: A€[0,1]3},
61(jw) = 6 (w) +jwd? (w),

8,(jw) = 85 (w) + jws; (w).
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61 ()82 (w) — 85 (w)87(w) = 0,
(w* — 15w% + 10)(—8w? + 32) — (w* — 24w? + 20)(—6w? + 18) = 0,
—2w® —10w* — 8w? —40 =0
denkleminin koklerini buluyoruz, yani
wy, = 22361, w3, =-1%j, wseg=1%}.
ve 67 (w)d5 (w) < 0ve 67 (w)d5(w) < 0 y1saglayan en az bir gergel w var midir?
Denklemi saglayan w gergel sayist bulunmadigindan segment kararhdir.
Ornek 2.4
5;(t) = t5 +9t* + 33t3 + 63t2 + 64t + 30,
8,(t) = t° + 7t* + 21t3 + 33t2 + 28t + 10
kararli polinomlardir. O zaman [8;(t), 6, (t) ] kararli midir?
CoOzum:
5, (t) = 9t* + 63t2 + 30 + t(t* + 33t2 + 64),
8,(t) = 7t* + 33t% + 10 + t(t* + 21t> + 28)
t = jw oldugundan asagidakini yazabiliriz
5:(jw) = 9w* — 63w? + 30 + jw(w* — 33w? + 64),
8,(jw) = 7w* — 33w? + 10 + jw(w* — 21w? + 28).
Burada 6¢(w) = 9w* — 63w? + 30, 62(w) = w* — 33w? + 64,
8¢ (w) = 7Tw* — 33w? + 10 ve §2(w) = w* — 21w? + 28
dir.
61 ()82 (w) — 65 (w)87(w) = 0,
(9w* — 63w? + 30)(w* — 21w? + 28) — (7w* — 33w? + 10)(w* — 33w? + 64) =0,

(9w® — 252w° + 1605w* — 2394w? + 840)
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—(7w® — 264w® + 1547w* — 2442w?% + 640) = 0,
208 + 120° + 58w* + 48w? + 200 = 0.
Simdi denklemin koklerini buluyoruz.
Wi, =—-1%2j, w3s=1%2j, wse=—-1%jve w;g=1=%].

Denklemi saglayan w > 0 gergel sayis1 bulunmuyor. Dolayisiyla [8;(t), 6, (t) ] kararlidir.

2.1.1. Gergel polinomlar i¢in Schur segment lemmalar

Segment lemma 2.3 ([23]) p1(2) ve p,(z) baskatsayilar1 ayni isaretli n. dereceden
iki Schur kararli polinomu olsun. [p;(2),p2(2) ] segmentindeki bir polinomun birim

cember Uzerinde kokii olmasi igin gerek ve yeter kosul 6yle bir z, noktasinin varligidir ki

|Z0| = 1 ve
P1(20)p2(207") — p2(20)p1(20™1) = 0, (2.12)
p1(20)
[Pz(zo)] N (2.13)
ve
P1(20)
PilZo)|
Re [pz (ZO)] <0. (2.14)

Kamt: =) 3z, vardir ki |zy| = 1 ve 3 1,€[0,1] i¢in

A.p1(20) + (1 — A)p2(20) = 0 (2.15)
ve

Ap1(Z2o™) + (1= 2)p(z,7) =0 (2.16)
olur. (2.15) ve (2.16)’dan asagidakini yazabiliriz:

A _ p2(2o) ve Ay _ p2(zo™h)
A —1)  pi(20) A -1 pi(ze™h)

R Ay _ p2(2o) _ P2(zo™")
A =1 p1(z0) p1(2071)
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= p1(20)P2(20™") = P2(20)p1(2,™") = 0. (2.17)
(2.15)’yi kompleks ve reel kisimlara ayirarak ve A,€[0,1] oldugundan sunu yazabiliriz:
Re[p,(zp)] - Im[p2(20)] — Im[p1(2p)] - Re[p,(2o)] = 0. (2.18)
Farz edelim ki p; = a; + jb; ve p, = a, + jb, olsun. Buradan asagidakini yazabiliriz:
a,b, —a,b; =0,
a;a, <0 ve bib, <0,

P1_ 4 +jb,
P2 a, +]'b2.

Bu kesrin pay ve paydasinin paydanin eslenegi ile ¢carpalim:

& _ a,a; + byb, + j(azb; — a;b,)

0 as + b2 '
a,a, + b.b a,b; —ab
Re&]=—1§ EZSO:Im&F—Z; =
P;(Zo)

&) 32|zl =1; A= €[0,1], alalim.

p; (z0) — 01 (20)

1= a, +jb,
a +jb, —(a; +jby)

_% (az —aq) + by (b, — by) jbz (a; —ay) — ay(b; — by)
(a; —aq)? + (b, — b1)2 (a; —ap)? + (b, — b1)2

b,(a, —ay) — ay(b; — by) ay(a, —ay) + by(by — by)
Burada = 0 ve ancak < 1dir.
(az —ay)? + (b — by)? (az —a;)? + (b, — by)?

Gercgekten, a? — a,a, + b — byb, < a3 — 2a,a, + a? + b% — 2b, b, + b?
= a?—a,a, — bb, + b? > 0.

Dolayisiyla 41 = 0ve A < 1 dir.

Ornek 2.5

p1(z) =23 + 152241224+ 0.5 ve
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p(z) =23 —1.222 + 1.1z - 0.4

polinomlar1 Schur kararli polinomlardir, [p,(2), p,(z)] segmentinin kararli olup olmadigini

arastiralim.
P1(20)p2(20™") — P2(20)P1(20™ ") = 0,
(z3 4+ 1.5z + 1.2z + 0.5)(—0.4z3 + 1.1z> — 1.2z + 1)
—(z3-1.2z2 + 1.1z - 0.4)(0.5z3 + 1.2z> + 1.5z + 1) = 0,
—0.9z% — 0.1z° — 0.64z* + 0.64z2 + 0.1z + 0.9 = 0
Bu denklemin koklerini buluyoruz:
Zo12 = *1, Zg34 = 0.2424 £ 0.9702j, Zzy56 = —0.2980 + 0.9546;.

Burada, |zo 34| = 1 ve |zo56| = V1 = 1dir.
Simdi zy = zp3 = 0.2424 + 0.9702j icin uygun sayilar1 yaziyoruz:

p1(z03) = —1.2032 + 1.1276j,

p2(zo,3) = 0.2554 — 0.2394;.

p1(z03) —1.2032 + 1.1276)
pa(zo3)  0.2554 — 0.2394;]

, pay ve paydayi, paydanin eslenegiyle carparak

asagidakini yazabiliriz:

p1(z03) —0.5772—0.0001j  0.5772

pr(z05) 01225 01225 V=0
P1(Zo.3)l 0.5772 lpl(zos) |
= Re = SOVGIm =0 dir.
Ipz (20,3) 0.1225 p2(z00)

Simdi zy = zyp5 = —0.2980 + 0.9546; kokiinii ele alalim:
p1(z5) = —0.3031 — 0.3235j,

P2(z05) = 1.0474 + 1.1172j.
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p1(zo0s5)  —0.3031 — 0.3235)
py(z05) 1.0474+1.1172j°

Burada, pay ve payday1, paydanin eslenegiyle ¢arparak asagidakini yazabiliriz:

p1(z05) ~ —0.6789 —0.0002j  —0.6789 0.0002 _  0.6789 0i <0
pa(z05)  (10474)2+ (11172)2  2.3452 234527 ~ ~ 23452 =

p1(2o5) 0.6789 pi(zos)| . .
l——2.3452S0Ve1m[ = 0 dir.

- e lpZ (ZO,S) B Pz(Zo,s)
Simdi uygun A, € (0,1) sayilarini bulalim.

A.p1(z0) + (1 — 1)p2(20) = 0,

A p1(zo™") + (1 = A)pa(2o™H) = 0.

- (%) (20,3)
P1 (20,3) — P2 (20,3)

Ap1(Ze) + (1 —A)pa(29) =0 = A, =

_0.2554 —0.2394j
~ —1.2032 + 1.1276j

Pay ve payday1, paydanin eslenigiyle carparak yazabiliriz:

—0.6998 + 0.0001j  0.6998

- 3.9962 = 39962 ~ 01751

Simdi z,™! = zy, = 0.2424 — 0.9702; igin A, bulabiliriz:
p1(zo™1) = —1.2032 — 1.1276,
p2(2o™1) = 0.2554 + 0.2394;.

p2(zo"") B 0.2554 + 0.2394;
p1(zo™D) —p(zo™1)  —1.2032 — 1.1276j — (0.2554 + 0.2394; )

Ay =

_0.2554 +0.2394/
"~ 1.4586 + 1.3670j’

pay ve paydayi, paydanin eslenigiyle carparak yazabiliriz:

__0.6998+00001) _0.6998 00001 _ . . . . .
"~ (1.3505)% + (1.4407)2  3.9962 ' 399627 ) =Ua/ok
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Simdi z, 5 = —0.2980 + 0.9546j i¢in A, buluyoruz:
p1(z0,5) = —0.3031 — 0.3235],
p2(2o5) = 1.0474 + 1.1172j.

1.0474 + 1.1172)  1.0474 + 1.1172)

/‘l* = - - )
—0.3031 — 0.3235j — (1.0474 + 1.1172j) 1.3505 + 1.4407j

Yukaridakilere benzer, pay ve paydayi, paydanin eslenigiyle ¢arpalim:

—3.0241 — 0.0002j  3.0241 0.0002

- F - = 0.7755 — 0j = 0.7755.
A = " 13505)7 + (14407)7 _ 38995 389957 O/ °> 70/ = 07755

7y~ = 756 = —0.2980 — 0.9546j icin de A, buluyoruz:
p1(zo™Y) = p,(—0.2980 — 0.9546j) = —0.3031 + 0.3235,

p2(zo™1) = p,(—0.2980 — 0.9546)) = 1.0474 — 1.1172j.

1.0474 — 1.1172j 1.0474 — 1.1172j

A* = B ~ )
—0.3031 + 0.3235] — (L0474 — 1.1172))  —1.3505 + 1.4407;

Pay ve payday1, paydanin eslenigiyle carpiyoruz

_ 30241 00002 oo
*~ 3.8995 ' 3.89957 ~ ' j = 0. [0,1],

Sonug olarak, [p;(2),p,(2)] segmenti [0,0.1751) U (0.7755,1] kiimesinde Kkararli,
[0.1751,0.7755] araliginda ise kararsizdir.

Simetrik ve simetrik olmayan ayrisma

Verilen p(z) polinomunu simetrik h(z) ve simetrik olmayan g(z) polinomlarinin toplami

olarak yazabiliyoruz.

p(z) = apz™ + ap_1z" 1+ +ayz + ag = h(z) + g(2), (2.19)

1
h(z) = E(P(Z) +2"p(z ™))

ve
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1
92 =5 (p(2) - z"p(z™).
Ayrica,

h(z) = apz™ ++a1z+ay ve g(z) = frz™ + +1z + Py,

a; + an_; a; — Ay
a; = LTM’ B; = lT"l, i =01 n. (2.20)

Bu ayrisma bir polinomun Hurwitz durumundaki cift ve tek ayrismasi gibidir. Simdi bu

ayrismay1 kullanarak asagidaki lemmay1 verelim:

Segment lemma 2.4 p,(z) ve p,(z), n-inci dereceden iki polinom simetrik ve simetrik

olmayan ayrigsmali bigiminde verilsin:

p1(2) = hi(2) + g1(2) ve py(2) = hy(2) + g2(2).

Oyle A € [0,1] ve byle z, vardir ki |zo| = 1ve Api(zp) + (1 — Dpy(z9) =0

h1(z0)g2(20) — g1(20)h2(20) = 0, (2.21)
zy""hy(20)h2(2) < 0, (2.22)
2y "91(20)92(20) = 0 (2.23)

saglanir.
Kamit:=) z, = e/% sayis1 Ap;(2) + (1 — 1)p,(2) = 0’ 1n bir kokii olsun. O zaman

A(h1(zo) + 91(20)) +(1- A)(hz(zo) + 92 (Zo)) = 0. (2.24)

Burada, |z¢| = 1 oldugu i¢in asagidakini yazabiliriz:

p (zO‘3h1(z0> + zO‘?gAzO)) +(1-2) (zﬁhz (20) + 20295 (z@) —0.  (225)
simdi

1
h(z) = > (apz" +ap_1z" P+ tajz +ag +agz” + ayz"t + +ay 1z +ay)
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1 _
=5 [(an +20)Zo" + (Anog + 212" T+ +(@g + an_1)Z0 + (a0 + an)]

_n 1 n n_ _n
Zy 2h(zy) = 2_ [(an + ag)zp2 + (ap—1 + a1)zy2 R +(ao + an)z 2]

U=y

[(an +a,) (cos%@ +jsin20) +- +(ag + ay) (cos%@ —jsinﬁe)]

2 2 2

n n
= (a, + ao)cosEH + (ap,_1 + a;)cos (E - 1) 0+

Sayis1 gergektir ve

1 n n—-1
9(zp) = > [(an —a9)Zg + (Apn-1—a1)zg  ++(a; —an-_1)zo + (ap — an)]

1 n n_ _n
=—= [(an — )02 + (An-1 — a1)Zo2  + +(ao — an)Zo 2]
2z, 2
_n 1 n_o..n n_..n
Zy 29(zp) = 5 [(an —ag) (COSEH +]smEH) ++(ap — a,) (60529 —]smze)]

=j [(an — ao)singe + (a,—1 — ay) sin (2 — 1) 0 +]
Ssayisi ise sanaldir.
Boylece (2.25) yi tekrardan soyle yazabiliyoruz:

A <ZO_2h1(ZO) +jzo_g . 91§Zo)> +(1-2) <Z0_§h2(Z0) +jzo‘§ 92 520)) =0. (2.26)

n n n n
Zy 2hy(zy) Ve zy zh,(zy) reel kisimlar, z, 2g,(z,) Ve z, 2g9,(z,) ise sanal kisimlardir.

Son esitlikten

A2y 7hy(zg) + (1 — ) <z0‘§h2 (zo)> —0, (2.27)

-g 91(20) _n g,(20)

A Zy J + (1 - A) Zy 2 =0 (228)

yazabiliriz. z; # 0, A = 0 ve (1 — 1) = 0 oldugu i¢gin
h1(20)g2(20) — g1(20)h2(20) = 0.
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_n _n _ a-4 _
Azy 2hi(z9) + (1 —2) <Zo 2h2(20)) =0 = 2zy "h(z) =— 1 zy "hy(2o),

zy""hy(29) 2 (2) = — a ;A) zy "hy(20) - ha(29) < 0

Benzer sekilde z,™"g,(29)g2(z9) = 0 saglanmaktadir.

&) Iki duruma ayracagiz. a) Kabul edelim ki

h1(20)g2(20) — g1(20)h2(20) = 0, 2 "h1(20)h,(20) <0, 2o~ "91(20)92(20) = 0,
ancak h,(z,) = h,(z,) = 0 saglanmasin. O zaman

i h,(zo)
hy(zo) — hy(20)

1 (2.29)

tanimlarsak (2.24) saglanir ve hem de kolaylikla gdsterebiliriz ki A€[0,1] dir. Gergekten,
)l(h1(zo) + 91(20)) + (1 - /1)(}12 (zo) + .92(20)) =0,

h,(zo)

h
2(%0) o) (h1 (20) + 91(20)) + <1 T hy(zg) — h1(20)> (h2(20) + g2(20))

hy(z9) — hy(z

_ hy(20)(h1(20) + 91(20)) — by (20) (h2(20) + g2(20)) _

hy(2o) — hq(20) 0

Ote yandan, h,(z,) Ve h,(z,) kompleks sayilar oldugu i¢in
hi(zo) = a; +jby Ve hy(zp) = a; + jb,.

1= a, +jb,
a, + jb, — (ag + jb,)’

Pay ve paydayi, paydanin eslenigiyle ¢arptigimizda

az2 —a,a; — byb, + bz2 . azb, — a1 b,
(a; —ay)? + (by — by)? J (a; —ay)? + (b — by)?

1=

a2b1 - a1b2 =0.

a,? — a,a, — byb, + by,* -
(az - (11)2 + (bz - b1)2 B

= A=
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= a,%—a,a, — b.b, + b,> =0 dir.
b) Kabul edelim ki
zZy " (h1(20)92(20) - 91(Zo)h2(20)) =0,
hi(zp) = hy(z9) =0, 2y7"g:1(20)g2(2zy) = 0.
ancak g,(z,) = g,(z,) = 0 saglanmasin. Bu durumda

_ 92(2o)
92(20) — 91(2o)

€ [0,1] (2.30)

sayisi (2.24) 1 saglanmaktadir.

Eger g1(z9) = g,(2p) =0 ise, 0 zaman A =0 yada A =1 (2.24) i sagliyor. Boylece

lemmanin kanit1 sonlanmis oluyor.

Ornek 2.6 p;(z) =2z%+1.52%2 + 1.2z + 0.5 ve p,(z) = z3 —1.2z2 + 1.1z — 0.4
polinomlar1 Schur kararli ve her biri ayr1 ayr1 olarak asagidaki gibi simetrik ve simetrik

olmayan bi¢imde yazilabilir.
p1(z) = hi(2) + g1(z) ve pa(2) = hy(2) + g2(2).
Yani
hy(z) = 0.75z% + 1.352z%2 + 1.35z + 0.75,
g1(z) = 0.25z3 + 0.15z%2 — 0.15z — 0.25,
h,(z) = 0.3z3 — 0.05z% — 0.05z + 0.3,
g2(z) = 0.7z% — 1.15z% + 1.15z — 0.7.
hi(2)g,(2) — g1(2)h,(2)
polinomunun birim ¢gember iizerinde kokii olmasi igin gerek ve yeter sart
(20) "1 (z0)h2(20) < 0 Ve (29)7"91(20)92(20) = 0

olmasidir.

h1(2)g2(2) — 91(2)h(2) = 0
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= 0.45z° + 0.05z% + 0.32z% — 0.322%2 — 0.052 — 0.45 =0
Denklemin kokleri

ZO,1,2 = il, 20’3’4 = 024‘24‘ i 09702], ZO,5,6 = _02980 i 09546]

Zy

z)""h Z)h (Z) 7))~ (Z (Z)
Zo3 = 0.2424 4 0.9702j (20) " h1(20)ha (2o (20)"91(20)92(20

. —0.4898 0.0874
Zys = —0.2980 + 0.9546j —0.9546 0.5651
Zge = —0.2980 — 0.9546j —0.9546 0.5651
Burada z, = zy3 Ve zy = zy 4 iGin
h,(z
A = 2(Z0) 1751

h,(z0) — hyi(2o)
Ancak zy = zy5 Ve zy = Zge IGIN

h, (Zo)
A, = = 0.7755
2 hy(z¢) — hy(2o)

Boylece, Schur segment lemma’dan elden edilen sonucu tekrarlamis oluyoruz.

Trigonometrik versiyon: p(z) n-inci dereceden bir gercel polinom olsun. ve

p(z) = h(z) + g(2) (2.31)
z 2h z Z_% Z
p(z) = 2z2 < () + 9 )>. (2.32)
2 2
Burada

1 a, a n a n
>z Zh(z) = 722 + 2 72! e +7lz_(5_1) + 702_5 (2.33)

1 n n n
>z Zg(z) = %22 +— P z2 ' '+%Z_(E_1) + %z_f (2.34)

ai,ﬁi ER ve a; = a,_; Ve ,Bi = _.Bn—i (l = 0,1,2,3,'"). Z = eje ise
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e’ %eh(eje )

> = h*(0)
7 g(e")
e z2g\e -
> =jg’(6)
Burada
n n
a,cos =0 + a,_4 cos (— — 1) 0+ +an eger n ¢ift ise
x 2 2 2
h*(6) = n n 9 (2.35)
ancosie + a,_q1 cos (E - 1) 0+ +C¥nT+1 cosi eger n tek ise
ve
- n - n ~ . .
,anmze + fn_qSin (E — 1) 0+ +ﬁ§+1 eger n ¢ift ise
g*(6) = . . 0 (2.36)
,anmze + fn_q Sin (E — 1) 0+ +ﬂ§+1 smi eger n tek ise
Yazabiliriz
. .6
p(e’?) = e’"z(h*(6) + g7(0)) (2.37)
. .0
p(e’?) =e’"z 5(0). (2.38)

Simdi segment lemmanin diger versiyonunu agiklayabiliriz.

Segment lemma 2.5 p,(z) ve p,(z) n -inci dereceden iki polinom olsun. ve
0 2 pe -
p1(e’?) = 2¢/"2 (h*1(6) +jg",(8)),

pa(e7) = 2¢/2 (h*,(6) + jg", (6))

olsun p;(z) ve p,(z)’nin birlesiminden elde edilen segmentin birim ¢ember iizerinde en az

bir kokii vardir & 3 0 € [0,21) vardir

h*1(0)g*,(8) — g%, (6)h*2(6) =0,
h*1(6)h*,(0) < 0,
9",(8)g,(6) < 0.
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Kamt: =) z, = e/%, Ap;(2) + (1 — Dp,(2) = 0 nin bir koki olsun.

O zaman

1[2e3(h(0) + jg*l(B))] +(1-2) [Ze""g(h*z(e) +jg*2(0))] = 0 dir. Buradan

. 0 . 6
2272171 (6) + (1 — 2) 2e/™2h",(6) = 0 / g*,(6)

6

. 6 .
22e’"z2g* (6) + (1= 1) 2¢’"2g",(6) = 0 / —h*1(6)
= h*1(0)g*,(8) — g*,(B)h*,(0) =0
ve h*{(8) = —% h*,(6) ve g*1(9) = —1;—/1 g*2(6) yi yerinde koydugumuzda

= h*1(0)h",(0) <0 ve g*,(8)g",(0) < 0 elde ediliyor.

2.1.1.1. Kompleks polinomlar igin Hurwitz segment lemma
Kompleks segmentin kararliligi [9,10] da incelenmistir.
p1(s) = (ao +jbo) + (ay + jby)s + (az + jby)s? + +(an_q + jbp_1)s™ ' +s"
=a(s) +jb(s) (2.39)

p2(s) = (co +jdo) + (c1 +jdy)s + (c; + jdy)s? ++ +(cpq + jdp_1)s™ 1 + s"

= c(s) +jd(s) (2.40)

kompleks polinomlart verilsin.
p1(s) = a;(s?) + sa,(s?) + j(by(s?) + sby(s?)), (2.41)
p2(s) = ¢ (%) + scy(s2) + j(d1(s2) + sdy(s?)) (2.42)

yazalim. s = jw ise asagidakileri yazabiliriz:

p1(jw) = a;(w) + jw a(w) + j[by(w) + jw by (w)], (2.43)
p2(jw) = c;(w) + jw cz(w) + j[d;(w) + jo dy(w)]. (2.44)
r1(jw) =a;(w) —wby(w) + jlw az(w) + by (w )], (2.45)
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p2(jw) =ci(w) —wdy(w) +jlwc(w) +di(w)]. (2.46)
(2.45) ve (2.46)’ in gergel ve kompleks kisimlarina
Alw) = a;(0) —w by (w), B(w) = waz(w) + by (w),
Cw)=c(w)—wdy(w) ve D(w)=wc,(w)+d(w)
diyelim. O zaman asagidaki sekle gore s = jw kokiiniin var olmas1 igin
A(w) - C(w) <0,
B(w) - -D(w) <0,
A(w)D(w) — C(w)B(w) =0

saglanmalidir. (Sekil 2.2).

B(w) f----------

C(w)

D(w)

Sekil 2.2. Kompleks katsayili polinomlarda Segment lemma

[p1(w), p2(jw)] = {(1 = O)p:(jw) + tp,(jw), t € [0,1]}

Segment lemma 2.6 [p,(s),p,(s)]’nin s = jw koki vardir &
A(w)D(w) — C(w)B(w) = 0, (2.47)

A(w) - C(w) <0, (2.48)
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B(w) - D(w) < 0. (2.49)

kosullarin saglayan w € IR vardir.

Kamt: [p,(s),p,(s)] ailesinin s =jw daki deger kiimesi kompleks diizlemde z; =

( A(w), B(a))) ve z, = ( C(w), D(a)))’yi bilestiren dogru pargasidir.

=) 3t €[0,1] icin (1 —t)p,(w) +tp,(jw) =0 dolayisiyla [z;,z,] segmenti sifiri
igeriyor. Yani boyle bir durumda asagidaki dort bi¢imden biri gerceklesiyor. (Sekil 2.3).

Al Z1

\ 4
v

V) Z2

v

Tzz

Sekil 2.3.. Kompleks katsayuli polinomlar igin farkl: durumlar
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Ornek 2.7
p1(s) =s3+ 652+ (12 —j)s+(7—)) ve
p2(s) = s° + (5—))s* + (9 —4)s + (5 - 5)
kararl1 polinomlar1 verilsin. [p;(s), p2(s)] segmenti kararli midir?
Cozim:
p1(s) =s3+ 652+ 12s+7 + j[—s — 1],
p2(s) =s3+552+9s+ 5+ j[—s? —4s — 5]
Bu polinomlar1 sdyle yazalim:
p1(s) = 652+ 7 +s(s? +12) + j[-1 + s(-1)],
p2(s) =552+ 5+ 5s(s2+9) + j[-s? =5+ s(—4)].
Simdi s = jw yazalim:
p1(jw) = —6w? + 7 + jo(—w? + 12) + j[-1 + jo(-1)],
p2(jw) = =5w% + 5 + jo(—w? + 9) + j[w? — 5 + jw(—4)].
Buradan
p1(w) = —6w?+w+7+j(—wd+ 120 — 1),
p2(jw) = —50w% + 4w + 5 + j(—w* + w? + 9w — 5)
elde ederiz. Bu 6rnekte

Alw) = —6w? +w +7, B(w) = —w?+ 12w — 1,
C(w) =—-5w?+4w+5 ve D(w) = —w?+ w? + 9w — 5 dir.

Alw) D(w)—-C(w) Blw)=0 =
(—6w? +w+7)(—wd+w? +9w —5) — (—5w? + 4w + 5)(—w? + 120 — 1) = 0.
Bu denklemin sadelestirerek koklerini bulalim:
w® —3w* + 503 — 7w? + 20w — 30 = 0,
w, = 2.6289, wy3=1=x2j, w,s=—0.8145 + 1.2724j.
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w; = 2.6289 € IR igin A(w) C(w) <0 ve B(w)- D(w) < 0 esitsizliklerin her ikisi

saglanmalidir.
Alw) C(w) = (—6w? + w + 7)(-5w? + 4w + 5)
= 30w* — 29w3 — 61w? + 33w + 35

Burada w = w, yazarsak 606.1908 elde ederiz. Yani (2.48) saglanmamaktadir.

Dolayisiyla segment kararhidir.

Ornek 2.8
p1(s) = s* + (8—j)s® + (24 — 5j)s? + (32— 9j)s + (15— 5j) ve
p2(s) =s*+ (7 —j)s3 + (19 — 6j)s? + (23 — 13j)s + (10 — 10§)
kararli polinomlari verilsin. [p; (s), p,(s)] segmenti kararli midir?
C0Ozum:
p1(s) = s* + 8s3 + 2452 + 325 + 15 + j[—s3 — 552 — 95 — 5],
p2(s) = s* + 753 + 1952 + 235 + 10 + j[—s3 — 6s% — 13s — 10].
p1(s) = s* + 2452 + 15 + s(8s%2 + 32) + j[-55%2 — 5 + s(—s? — 9)],
p2(s) = s* +19s% + 10 + s(7s% + 23) + j[—6s% — 10 + s(—s? — 13)].
Simdi s = jw igin
p1(jw) = w* — 24w? + 15 + jw(—8w? + 32) + j[5w? — 5 + jw(w? — 9)],
p2(s) = w* — 19w? + 10 + jw(—7w? + 23) + j[6w? — 10 + jw(w? — 13)].
p1(jw) = w* — w3 — 24w? + 9w + 15 + j[-8w? + 5w? + 32w — 5],
p2(jw) = w* — w3 — 190w? + 13w + 10 + j[—7w3 + 6w? + 23w — 10].

Burada A(w) = w* — w® — 24w? + 9w + 15, B(w) = —8w3 + 5w? + 32w — 5,
C(w)=w*—w?>—19%?+ 13w + 10 ve D(w) =—-7w?+ 6w? + 23w — 10
dir.
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A(w) D(w) —C(w) B(w) =0
(w* — w3 — 24w? + 9w + 15) (—7w3 + 6w? + 23w — 10)
—(w* — w? —19w? + 13w + 10)(—8w? + 5w? + 32w —5) = 0
Bu denklemi sadelestirerek koklerini bulalim. Yani
w” + 6w® —4w* + 25w3 — 24w? — 100 = 0,
w; = 1.5874, wy3=1+2j, ws5=—1%2j, ws; =—0.7937 + 1.3747]
dir.
w; = 15874 € IR icin A(w) - C(w) <0 ve B(w)-D(w) < 0 esitsizliklerini kontrol

etmeliyiz.

Alw)  C(w) = (w* — w3 — 24w? + 9w + 15) (w* — w3 — 19w? + 13w + 10)

=wé —2w” —42w° + 65w° + 459w* — 508w3 — 408w? + 285w + 150,
ancak bu ifadenin sonucu w = w; igin 429.4595 dir ve (2.48) saglanmamaktadir.

Dolayisiyla segment kararlidir.
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3. KONVEKS KOMBINASYONLAR

Gergel polinomlarin konveks kombinasyonlarinin Hurwitz kararligi problemi [11 —

24] yaymlarinda incelenmistir.

"= {fu(x) = (x —x)(x —x2) =+ (x —xp):Re(x;) <0, (i =1,2,+,n)}
karali polinomlarin ailesi ve VA€[0,1] icin F,(x,1) = Af,(x) + (1 — 1) gn(x)  olsun.
Farz edelim ki g,,(x) polinomunun ters Hurwitz matrisi mevcut yani H1g,, (x) var olsun.

W = —H(f,) H '(g,) matrisini géz Oniine alalim, bu matrisin dzdegerleri Q(W),

QW) =, QW) Y1 (W), Yima2 (W), ¥ (W) olsun. Oyle ki
Im(Q;(W)) =0 ;o ((=12-m)
Im(yyW))#0 ; (i=m+1,m+2,,n); 0<m<n.
Teorem 3.1 f,(x), gn(x) € G™ olsun. O zaman her A€[0,1] i¢in E,(x,A) € G" &
QW) <0 (=123"m) (3.1)

Kamit: =) Varsayalim ki F,(x,4) € G™ (V1€[0,1]). Routh-Hurwitz kriterinden sunu

yazabiliriz:
det (H(F)) =det(HQAf, + 1 =Dg)) =0,  (e[0,1]) (3.2)
6te yandan H~1(g,,) mevcuttur.
det (HE,(x,A)) # 0 = det (AHf,,(x) + (1 —A)Hg,(x)) # 0
= det(AH(f) - H™*(gy) + (1 = DI) - detH(gy) # 0 ; detH(g,) # 0

= det(AH(f) - H™1(gn) + (1= )I) # 0

1-2
> detl (H(fn) H1(g,) + T’) £0 (1€ (01])
= A" det (H(fn)-H-l(gn) +%1) %0
) 1-2 1-2
=>det<H(fn)-H 1(gn) +TI)¢O ; OC=T, x€ [0, 0)

> det(W—x1)#0
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Buradan W nin sifir veya pozitif 6zdegeri yoktur.
<) Gergel d6zdegerlerin hepsi negatif olsun yani (3.1) saglansin, 0 zaman
[/.(x), gn ()] = Af,(x) + (1 — 1) g, (x)’in VAe[0,1] igin kararli oldugunu gosterelim.
o= 0ise det(W—ol) #0,yada det(xI—W)#0,x=8+1ve g =—1 dir.
det((B+DI—-W)#0 =>det((BI+U—-W))+#0
= det((BI + (I + H(fo) - H™"(gn)) # 0
= det((BI + (I + H(f,) - H'(gy)) - detH(gn) # 0

= det ((x =1)H(gy) + H(gn) + H(fp)) # 0

= det (x H(g,) + H(f)) # 0
1—4
= det (TH(gn) + H(fn)> #0

= det(AH(f,) + (1 —=D)H(g,)) #0 5  VA2e[0,1]
= det[HIAf + (1 —=21)g)] # 0 ; V2e[0,1] (3.3)

A degistikge kokler siirekli degisiyor yani A = 0 icin A(f;,) + (1 — A)H(g,,) kararl, dyle
Ao €[0,1] wvardir ki bunun i¢in A4 f, + (1 — Ay) g, Kararsiz ve bir A = A; i¢in A, f, +
(1 —21)gn nin jw ve -jw kokleri vardir ki Orlando formiiliinden ¢eliski oldugunu

kolayca gorebiliriz. Yani

detlH(E)] = (-1 % @ eap [ ] Gt

1<i<ksn

nn-1)
= det[H(F)] = det[H(A; fu + 1= A)g)l = (D" 7 -a,"""-a,- 1_[0 =0

Buise det [H(A; fn, + (1 — A1) gx)] # 0 olmasiyla celigkidir.

Ornek 3.1 f(x) =x3+2x2+3x+4 ve g(x) =x3+x%+2x+1 polinomlarin1 goz

oniine aliyoruz. Burada f(x), g(x) € G3, teoreme gore asagidakileri yazabiliriz:
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2 10
H(f(x))=[4 3 2
0 0 4

1 1 0
, H(g(x)) = [1 2 1],
0 0 1

2 1 01 [2 -1 1 3 -1 1
W=—H(f)-H‘1(g)=—[4 3 2 -[—1 1 —1]=—[5 ~1 3],
004 lo o 1 0 0 4
1+3 -1 1
det(l-w)=| 5 1-1 3
0 0 A+4

=(A+4)A2+22+2)=0=> A, (W) =—4, A,(W)=—-1—1i, 2;(W)=—-1+1.
W matrisinin reel 6zdegeri negatiftir. (1, (W) = —4), yani yukaridaki teoremden dolay1
VA€[0,1] icin F(x, 1) = Af(x) + (1 — A)g(x) polinomu kararlidur.

Teorem 3.2 ([14]) pi(s) = ag + a;s ++ +a,_15"" L + a,s™ Ve p,(s) = by + bys +

+b,_1s™ 1 + b,s™ iki Hurwitz polinomu olsun ve kabul edelim ki
ay = by, a, = b, a, = by
O zaman [p,(s),p,(s)] segmenti kararhdir.
Kamt: {(1 —A)p,(s) + Ap,(s) : s =jw, A€ [0,1]} deger kiimesini giiz 6niine alalim.
pi(jw) = ay + ajjo + ayj?w? + azj3w3 + ajtw* +-,
D, (jw) = by + byjw + byj2w? + b3j3w3 + byjtw® +--.
p1(w) = (ag — ayw? + agw* +) + j(a 0 — azw3 + asw® ++),
po(jw) = (ay — ayw? + ayw* ++) + j(byw — byw® + bgw® +-).

w = 0 iken deger kiimesi daima y-eksenine paralel bir dogru pargasidir. (Sekil 3.1).
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4 Im
impl ® pl(]w)
Imp, ® p2(jw)
Rep; = Rep, Re

Sekil 3.1. Segmentin reel kisimlarimin s = jw da esitligi

w = 0 i¢in deger kiimesi ay = by # 0 gibi tek noktadan olugmaktadir. Olmayana ergi

yontemini uygulayalim. Eger bir

@(s) € [p1(s),p2(s)] (3.4)

kararsiz olsaydi siireklilige gore bir baska ¢,(s) € [p,(s),p2(s)]’nin s = jw, koki

olurdu. Bu durumda

0=9i(w,) € [p1(w.),p:(jw.)] (3.5)

saglanmaktadir. p;(s) ve p,(s) kararli olduklar1 i¢in p,(jw,) ve p,(jw,) yodnl saat
yonunin tersidir. Bu ise [p; jw.,), p2(jw,)] segmentinin daima y-eksenine pararlel kalmasi
ile ¢elismektedir. (Sekil 3.2).
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¥y 9 P1(jw.)

p2(jw.) b

Sekil 3.2. Segmentin hareket yonu

Teorem 3.3 ([14]) p,(s) Ve p,(s) n-inci dereceden iki polinom olsun. ve
a, = by, az = b3, as = bs,
saglansin. Eger p,(s) Ve p,(s) kararli ise o zaman [p;(s), p2(s)] segmenti kararlidir.
Kanit: s = jw i¢in sunlar1 yazabiliriz:
pi(jw) = ay + ajjw + ayj?w? + azj3w? + ajtw* +--,
po(jw) = by + byjw + byj?w? + b3jiw® + byjtw* +-.
p1(jw) = (ag — aza)z + a4a)4 +) +jlayw — a3a)3 + a5(u5 4,
p(jw) = (by — byw? + byw* ++) + j(a 0 — azw? + asw® ++)

w € [0, ) iken deger kiimesi daima x-eksenine paralel bir dogru pargasidir. (Sekil 3.3).
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) ) p1(jw)
mp4 = 1Imp; ° ®
p2(jw)
Rep, Rep, Re

Sekil 3.3. Segmentin sanal kissmlarinin s = jw da esitligi

w = 0 olunca deger kiimesi a, = by # 0 gibi tek bir noktadan olusuyor. Yukaridaki

teoreme benzer sekilde (olmayana ergi yontemini uygulayalim). Eger bir

@(s) € [p1(s), p2(s)] (3.6)

kararsiz olsaydi siireklilige gore bir baska ¢@,(s) € [p1(s),p2(s)]’'nin s = jw, Kokl

olurdu. Bu durumda

saglantyor. p,(s) ve p,(s) kararli olduklari i¢in p;(jw,) ve p,(jw,) ydnu saat yoninin
tersidir. Bu ise [p;(jw,),p,(jw,)] segmentinin hep x-eksenine paralel kalmasi ile
celigiyor. (Sekil 3.4).
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p2(jw.)

Ml .
( p1(w.) Re

Sekil 3.4. Yatay Segmentin hareket yoni

Sturm zinciri

p1(s) ve p,(s) n-inci dereceden iki polinom olsun. O zaman  p;(s) = a(s) +

sb(s) ve p,(s) = c(s) + sd(s) olarak yazabiliriz. Burada
a(s) = ag + a,s% + azs* 4+,
b(s) = a; + azs? + ass* +,
c(s) = by + bys% + bys* +--,

d(S) == bl + b352 + b5$4 +---

s =jw, j2=-1, x = w? alirsak asagidakileri yazabiliriz.
P1(jw) = a(jw) + jw - b(jw) = ag — a,w* + ayw* — +jw(a; — azw® + asw* —),
p2(jw) = c(jw) + jo - d(jw) = by — b,w? + byw* — +jw(by — byw? + bsw* —).
a(x) = ag — a,x + a,x? —-,
b(x) = a; — azx + asx? —-,

¢(x) = by — byx + byx?* —-,
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d(x) = by — b3x + bgx? —-.
p1(jw) = a(x) + jw - b(x),
p2(jw) = é(x) + jw - d(x).
Eger tp; (jw) + (1 — )p,(jw) = 0 ise
t (a0 +jo - b)) + (1 - ) (6G) +jw - d(x)) = 0. (3.8)

(3.8) in sifir olmas1 demek, reel ve kompleks kisimlarin ayr1 ayri sifir olmasi demektir.

Yani
ta(x) + (1 —t)é(x) =0 (3.9)
th(x)+ (1 —-t)d(x) =0 (3.10)

(3.9) ve (3.10) denklemlerinden asagidakiler yazilabilir

t )
1-t  alk)
t d(x)
1-t  b(x)
veya
4(x)d(x) — b(x)e(x) = 0. (3.11)

Bundan dolay1 asagidaki iki asamay1r goz Oniinde alarak tp,(s)+ (1 —t)p,(s),
(t € [0,1]) in kararli olup olmadigini kolayca sdyleyebiliriz.

1) Dért tane a(x) =0, b(x) =0, &(x) =0 ve d(x) =0 denklemlerinin pozitif
kokleri (varsa) bulunur.

2) Bu koklerden olusan (xq, x5), (x5, X3), (X3, X4),, (X—1, X)) araliklar1 iginde Oylesi
var mudir ki o aralikta 4(x)é(x) < 0 ve d(x)b(x) < 0 esitsizliklerinin her ikisi
saglansin? Eger Oyle aralik yoksa [p;(s),p,(s)] segmenti kararhdir. Eger oyle
araliklar varsa her Oyle aralikta (3.11) in pozitif kokii olup olmadigina bakiyoruz,

pozitif Kokl varsa kararsiz, pozitif kokii yoksa kararlidir.
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Ornek 3.2
p1(s) =s*+ 553 + 3s? + 25 + 1,
p2(s) =s*+s3+5s2+s+3

polinomlar1 kararlidir, [p;(s),p,(s)] = tp;(s) + (1 — t)p,(s), (t € [0,1]) segmentinin

kararli olup olmadigini inceleyelim.
s =jw, j?2=-1, x = w? aldiigimizdan dolay1 asagidakileri yazabiliyoruz
p1(s) = 14352 + s* + s(5s5%2 + 2),
p2(s) =3 + 552 +s* + s(s? + 1).
a(x) =1-3x + x?,
b(x) = 2 — 5x,
¢(x) =3 —5x + x?,
dix)=1—x.

Simdi a(x), b(x), é(x) ve d(x)'ninkoklerini ayri ayri bularak sirasiyla araliklar

biciminde yazacagiz.
da(x) in kokleri = {2.618 , 0.382},
b(x) in koki = {0.4},
¢(x) in kokleri = {4.303 , 0.697},
d(x) in koki = {1}.

ve (0.382,0.697), (0.697,1), (1,2.618), (2.618,4.303) gibi dort tane araliklar elde
edilmektedir.

a(x)d(x) — b(x)é(x) =0,
(1-3x+x)(1-x)—(2-5x)(3—-5x+x%)=0

= 4x3 —23x%2+21x-5=0
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denkleminnin kokleri = {4.687, 0.658, 0.406} Burada gortyoruz ki x € [0.4 , 0.697]
oldugunda  d@(x)é(x) < 0ved(x)b(x) <0 dir. Hem de 4x3 —23x2+21x—5=0
denkleminin kokleri [0.4, 0.697] araligindadir. Dolayisiyla segment kararsizdir.

Simdi Sturm dizisi uygulayarak ayni sonucu elde edecegiz.
fo(x) = 4x3 — 23x% + 21x — 5,
filx) = 12x? — 46x + 21,
f2(x) = 554x — 303,

fa(x) = 87354.

f0(0.4) = 4.976, £,(0.697) = —0.1822,
f1(0.4) = 4.5200, £1(0.697) = —5.2323,
f2(0.4) = —298.6, £>(0.697) = 83.1380,
£5(0.4) = 87354, £:(0.697) = 87354,

Simdi f; (i = 0,1,2,3) fonksiyonlarinin [0.4, 0.697] araligin iki ucundaki degerlerinin
isaret degisimleri farkimi aldigimizda eger isaretlerin degisimi farki sifir ise o zaman

segment kararlidir. Eger sifir degilse o zaman segment kararsizdir. Bu 6rnekte,
V(0.4)—-V(0.697) =2—-1=1.
[saret degisimi farki sifir olmadig igin segment kararsizdir.

Ornek 3.3 py(s) =s*+ 553+ 1052+ 55+ 1 ve py(s) =s*+ 253+ 1552+ s+
3 kararli polinomlardir. [p;(s),p,(s)] = tp:(s) + (1 — t)p,(s), (t € [0,1]) kararh

midir?

Cozum: p,(s) = 1+10s%2 + s* + s(552 +5) ve p,(s) =3+ 1552 + s* + 5(2s%2 + 1).
Yukaridaki érnekte oldugu gibi benzer sekilde s = jw, j%= -1, x = w? aldigimizda

asagidakileri yazabiliriz.
a(x) =1—10x + x?,

b(x) =5 — 5x,
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¢(x) =3 —15x + x2,
d(x) = 1-2x.
a(x) in kokleri = {9.899, 0.101},
b(x) in koki = {1},
¢(x) in kokleri = {14.797, 0.203},
d(x) in koki = {0.5}.

Simdi koklerin yardimiyla araliklar yaziyoruz.

(0.101,0.203), (0.203,0.5), (0.5,1), (1,9.899), (9.899,14.797).

Burada goriyoruz ki x € (0.101,0.203) ve x € (9.899,14.797) olunca a(x)¢é(x) <0
ancak x € (0.5,1) oldugunda d(x)b(x) < 0 dir.

a(x)d(x) = b(x)é(x) =0 = (1 —10x 4+ x2)(1 —2x) = (5=5x)(3—5x + x2) =0
= 3x3—59%x?+78x—14=0
Denklemin kokleri = {18.257,1.196,0.214} bu kdékleri higbiri (0.101,0.203),
(9.899,14.797) ve (0.5, 1) araligina diismediginden segment kararlidir.
Simdi Sturm dizisini uyguluyoruz.

(fo(s)

£.05) = fo(s) = Q1 f1(s) — f2(s)
{ 2 Eg = fi(s) =0, f,(s) — f3(s) oldugundan dolay1
22 - h0 =0 A6 - 4O

fo(x) = 3x3 — 59x2 + 78x — 14,
fi(x) = 9x% — 118x + 78,
£,(x) = 205.8519x — 156.4444,

f2(x) = —6.4801.
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Simdi bu zinciri [0.101, 0.203] ve [9.899, 14.797] araliklarina uyguluyoruz.

£,(=0.101) = —22.4829, £,(0.203) = —0.5722,
£1(=0.101) = 90.0098, £,(0.203) = 54.4169,
£>(=0.101) = —177.2354, £,(0.203) = —114.65605,
f3(=0.101) = —6.4801. £3(0.203) = —6.480.1

Buradan yazabiliriz Ki

V(=0.101) —v(0.203) =2—-2=0.

£,(9.9) = —2.1135, £,(14.8) = —2.0576,
£,(9.9) = —208.1100, £,(14.8) = 302.9600,
£,(9.9) = 1.8815, £,(14.8) = 2.8902,

£:(9.9) = —6.4801. £:(14.8) = —6.4801.

= V(99)-V(148)=2-2=0.
Dolayistyla segment kararlidir.

Ornek 3.4

p1(s) = 6s® + 235> + 84s* + 13853 + 22652 + 151s + 140 ve
po(s) = 35% + 20s° + 78s* + 19353 + 34052 + 3585 + 240

gibi kararli polinomlar verilsin. tp;(s) + (1 — t)p,(s), (t € [0,1] ) kararli midir?

C0Ozim:
p1(s) = 65° + 84s* + 22652 + 140 + s(23s* + 13852 + 151),
po(s) = 35 + 78s* + 34052 + 240 + s(20s* + 193s2 + 358).
s =jw, j2=-1, x = w? aldigimizda asagidakileri yazabiliriz

a(x) = —6x3 + 84x? — 226x + 140,
b(x) = 23x% — 138x + 151,
¢(x) = —3x3 + 78x2 — 340x + 240,
d(x) = 20x? — 193x + 358.

a(x) in kokleri = {10.677, 2.420, 0.903},
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b(x) in kokleri = {4.560, 1.44},
é(x) in kokleri = {20.716, 4.409, 0.876},
d(x) inkokleri = {7.145, 2.505 }.

x € (0.876,0.903), x € (2.505,4.409) ve x € (10.68,20.716) iken a(x)é(x) <0
dir. Ancak x € (2.420, 2.505) iken a(x)é(x) <0 ve d(x)b(x) < 0 dir. Yukaridaki
(3.11) denklemi soyledir:

—51x5 + 630x* — 384x3 + 12272x% — 23468x + 13880 = 0

Bu denklemin kokleri {3.9489 + 3.1263j, 1.7618 + 2.9005j, 0.9315} dir. Buradan
acikca gorebiliriz ki (3.11) denkleminin higbir koki (2.420, 2.505) araligina diismiiyor,

dolayistyla segment kararlidir.
Sturm yontemini de uygulayalim:
fo(x) = —=51x° + 630x* — 384x3 + 12272x% — 23468x + 13880,
fi(x) = —255x* + 2520x3 — 11529x2 + 24544x — 23468,
f>(x) = (1.0e + 0.3)(0.2920x3 — 1.6665x? + 6.6468x — 2.2840,
f3(x) = (1.0e + 0.4)(—0.0352x2 + 0.1686x + 1.5140),
fa(x) = (1.0e + 0.4)(—1.7923x + 1.3806),
fs(x) = —16230.
f0(2.420) = —8.1333e + 0 3,
f1(2.420) = —4.6211e + 03,
f2(2.420) = 8.1799¢ + 03,
f3(2.420) = 1.7159e + 03,
f2(2.420) = —2.9568¢ + 04,
f5(2.420) = —16230.

f0(2.505) = —8.5317e + 03,
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f1(2.505) = —4.7592¢ + 03,
f2(2.505) = 8.4988¢ + 03,
£3(2.505) = 1.7155¢ + 04,
f1(2.505) = —3.1091e + 04,
f5(2.505) = —16230.

Buradan V(2.420) — V(2.505) = 2 — 2 = 0 dir, dolayisiyla segmentin kararliligi bir

daha kanitlanmis olur.

Kompleks durum

p1(s) ve py(s) kompleks katsayili polinomlar verilsin ve bu polinomlar kararli

olsun. [p,(s), p2(s)] segmenti kararli midir?
p1(s) = (ag +jb o) + (a; + jby)s + (az + jby)s? ++-= a(s) + jb(s),
p2(s) = (co + jdo) + (c1 + jdy)s + (c; + jdy)s? ++=c(s) + jd(s).
a(s), b(s), c(s) ve d(s) gercel polinomlarini gift ve tek kisimlara ayiralim:

a(s) = ac(s) + say(s)
b(s) = be(s) + sbo(s)
c(s) = ce(s) + 5¢0(s)
d(s) = de(s) + sdy(s)

Burada s = jw, j2 = —1, koyarsak

a(s) nin ¢ift ve tek kisimlari igin
d,(w?) = ag — a,w? + ag0* — -,
ao(w?) = a; — azw? + asw®* —-

ifadelerini elde ediyoruz. Benzer ifadeleri b(s), c(s) ve d(s) nin de ¢ift ve tek kisimlari

icin yazabiliriz.
tlac(s) + sa,(s) + j(bo(s) + sb,(s))]

+(1-1¢) [ce(s) + sc,(s) +j(de(s) + sd, (s))] =0

44



denklemini yazalim. Konveks kombinasyonun kararsizligi i¢in bu denklemin s = jow koki

olmalidir. Bu denklemde s = jw yazarsak
tlae(jw) + jw - a,(jw) + j(be i) + jo - by(jw))]
+(1 = [c.(jw) +jw c,(jw) +j(de (o) +jw - do(jw))] = 0,
t|ae(@?) +jo - @o(w?) +j (be(w?) + jo - By(w?))]
+(1 = D[E(0*) +jw - 6, (w*) + j(de(@?) + jo - do(w?))] = 0,
ta.(w?) + jw - 8y(0?) + jhe(w?) — w - by(w?)]

+(1 = [ (W) +jw - 6, (w?) +jdo(0*) — @ - do(w?)] = 0

elde ederiz. Reel ve sanal kismini ayri1 ayri sifira esit alarak

& (w?) —w-d,(w?) t
_ =— ve
de(w?) —w - by(w?) 1-t

w - &y (w?) + d,(w?) B t

w-d,(w?) + b (w?) 11—t

bulunur. Yukaridaki iki esitlikten
WCe(W?) 8o (@?) + €, (WH)be(w?) — w?dy(w?) 8o (w?) — wd,y(wW?)b, (w?)

~08,(0?)E,(w?) = B (w?)de (w?) + W?ho(W*)Eo (W) + why (wH)d (w?) =0 (3.12)
yazabiliriz. Gercel durumdakine benzer olarak

Ce(@?) — w - dy(w?),

e (w®) — @ bo(w?),

@ & (0?) +d,(0?),

w4, (w?) + be(w?)

polinomlarimin gergel koklerini kiiciikten biiylige dogru siralayip uygun esitsizlikleri

kontrol ediyoruz.

Ornek 3.4
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p1(s) = s+ (4 — 5j)s? — (2 + 14j)s — (8 + 6)),
p2(s) =s3+(5—j)s? — (13 — 2j)s — (11 + 3j)

kompleks polinomlari kararlidir. [p;(s), p2(s)] = tp;(s) + (1 — t)p,(s), (t € [0,1])

kararli midir?

Cozim:
p1(s) = s + 45?2 — 25 — 8 + j(—5s% — 14s — 6),
p2(s) = s3+ 552+ 13s + 11 + j(—s? — 25 + 3).
a(s) = s +4s®>—-2s—8 a(s) = 4s?> -8+ s(s?-2)
b(s) = —5s5%> — 145 — 6 R b(s) = —5s% — 6 + s(—14)
c(s) =s3+5s2+13s + 11 c(s) =552+ 11+ s(s?>+13)
d(s) = —s>—2s+3 d(s) = —s?+ 3 +s(-2)
a.(s) = 4s? — 8,
a,(s) = s? —2.
b.(s) = —5s% — 6,
b,(s) = —14.
c.(s) = 552 + 11,
c,(s) = s2+13.
d.(s) = —s?+3,
d,(s) =—2.
s = jw,j? = —1,yazarsak
d,(w?) =—-4w? -8 ; d,(w?)=—-w?-2.
bo(w?)=5w?—6 ; b,(w?)=—14.

éo(w?) = -5w?+11; ¢,(w?)=—-w?+13.
d,(w?) = w?+3 ;o dy(w?)=-2
elde ederiz. Simdi polinomial denklemleri ve onlarin gergel koklerini yazalim.
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() —w-dy(w)=0=> —5w*4+11-w(-2)=0 = —5w?+2w+11=0,
kokleri = {1.697, —1.297);
G,(w?) —w-b,(w?) =0 = —4w?-8-—w(-14)=0 = —4w?+14w—-8=0,
kokleri = {2.781,0.719};
w t(w)+d(w)=0 = w(-w?+13)+w?+3=0
= —w3+w?+ 13w +3 =0, kokleri = {4.236,—3,—0.236};
w-8,(w?) +b,(w?) =0 =2 w(-w?—2)+50*-6=0
= —w3+5w? — 2w — 6 =0, kokleri = {4.177,1.678,—0.856};
w(=5w? +11)(~w? = 2) + (=5w? + 11)(5w? — 6) — w?(-2)(~w? = 2)
—w(-2)(50% = 6) — w(—4w? — 8)(—w? + 13) — (—4w? — 8)(w? + 3)
+w?(-14)(—w? + 13) + w(-14)(w?> +3) =0
= w®—9w* +39%03 —8w? + 28w —42 =0
Denklemin kokleri = {2.4359 + 3.4684j, 4.0425, 0.0428 + 0.7593j }.

Yukaridaki denklemlerin koklerini artma sirasiyla yaziyoruz.

—e——o °
-3 —1.297 —-0.856 —0.236 0719 1.678 1.697 2.781 4.177 4.236

Burada goriiyoruz ki soldan 2’nci, 3’lincii ve 4 lincii araliklarda

Ce(@?) — w - do(w?) w & (w*) + do(w?)
= ve =
de(w?) —w-by(w?)  w-8,(w?) + be(w?)

negatiftir. Yani

—S5w? + 2w+ 11
—4w?2 4+ 14w — 8

<0 ve

—w3+w?+ 13w + 3 -
—w3+5w2 —-2w —6

dir.
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w5 —9w* + 39w3 — 8w? + 28w — 42 = 0 denklemin kokleri esitsizlikleri saglayan

araliklara denk gelmedigi i¢in segment kararhidir.

Simdi Sturm zincirini uygulayalim:

dir.

fo(w) = w° —9w* + 39w3 — 8w? + 28w — 42,

fi(w) =5w* —36w3 — 1170w% — 162w + 28,

fo(w) = —2.6400w> + 6.4800w? + 35.9200w + 31.9200,

f3(w) = —126.7906w? + 424.3802w + 258.8843,

fa(w) = —22.6427w — 27.1088,

fs(w) = 430.9420.
fo(=1.297) = —328.8048,
f1(=1.297) = 529.6273,
£,(—1.297) = 1.9925,
£:(=1.297) = —504.825,
f(=1.297) = 2.2588,

f5(—=1.297) = 430.9420.

fo(—0.856) = —155.0730,
f1(—0.856) = 277.6666,
£>(—0.856) = 7.577,
f5(=0.856) = —197.2892,
f,(—0.856) = —7.727,

f5(—0.856) = 430.942.

V(=1.297) — V(—0.856) = 0

fo(—0.856) = —155.0730,
f1(—0.856) = 277.6666,
£,(—0.856) = 7.577,
£2(—0.856) = —197.2892,
f,(—0.856) = —7.727,

f5(—0.856) = 430.942.

f0(—=0.236) = —53.6607,
f1(—=0.236) = 73.2371,
f»(—0.236) = 23.8385,
f3(—0.236) = 151.6688,
f1(—0.236) = —21.7651,

f5(—0.236) = 430.942.

V(—0.856) — V(—0.236) = 0



dir.

fo(=0.236) = —53.6607, £0(0.719) = —51.4588,
f1(—=0.236) = 73.2371, £1(0.719) = —40.0383,
f>(—0.236) = 23.8385, £,(0.719) = 60.1151,

f5(—0.236) = 151.6688, £5(0.719) = 498.4679,
£,(—=0.236) = —21.7651, £,(0.719) = —43.3889,
fs(—0.236) = 430.942. £5(0.719) = 430.9420.

V(—0.236) — V(0.719) = 0

dir. Dolayisiyla ele aldigimiz kompleks segment kararlidir.

49



4. MOBIUS DONUSUMU

Lemma4.l([1]) z = E doniistimii sol a¢ik yar1 diizlemi agik birim diske

doniistiiriir. (Sekil 4.1).

-
o\

s=x+jy<0

VA

s — duzlemi z — diuzlemi

Sekil 4.1. Sol agik yar: diizlemin a¢ik birim diske doniigmesi

Kamt: Eger |z| < 1 ise Re(s) < 0 dir. Gergekten,

s+1 |s + 1]
o= <1 e
s—1 |s — 1|

o JE+1)2+y?2 < J(x—-1)2+y2 e x> +2x+1+y2 <x?—2x+1+y?

S 4x<0 ©x<0.

<1le|s+1|<|s—1]

<) Doniistimde s’y1 bulursak s = E olur. Re(s) < 0 ise |z| < 1 dir. Gergekten,

z=x+jy, x2+y?<1 ise

x2 =1+ y? 2y (x*=1+y?)
— —j = R = <0
S (x—1)% +y? ](x— 1)? +y? e(s) (x=1)?%2+y?
+

= x?+y? <1
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olur.
Teorem 4.1 p(z) polinomu n-inci dereceden Schur kararli polinomdur & p(s) =
(s— 1)"p(§) polinomu Hurwitz kararlidir.

Kamt: =) p(z) Schur kararli olsun. (s)’nin Hurwitz kararli oldugunu gosterelim. s;

sayis1 p(s)’ nin herhangi bir kdki olsun. §(s;) = 0 ise

s;+1
. — 1" (l ): ,

s; # 1 dir. Gergekten,
p(2) = apz" + ay_1z"t + +ayz + aq

(si + D" (si + D71 (si +1)

| 2t S - AN gt
(si—1) [an G 1" +a, G =Dl + +ay -

+ aO = 0,
Ap(si + D"+ ap_1(s; + D (s; — 1)+ +ag(s; — 1" =0 ve s; =1 olsaydt

a, 2" =0 = a, =0 olurdu, ancak p(z) polinomu n. dereceden oldugu i¢in a, # 0

olmalidir.

si+1 s;+1
p( )=001urzi= —

alirsak,
S;i — 1 S

yukaridaki Onermeye gore

p(z;)) =0 ve |z]|<1 = Re(s;) <0 elde edilir.
Teorem 4.2 z = :—1 olmak Uizere eger Re(s) =0 ise |z| = 1 dir.
Kanit: s = % z = x + jy olsun.

x2—1+y? x2—1+y?
= =
(x—=1)2+y? (x—1)2+y2

=0>=>x2+y?2-1=0, x*+y?2=1

= |z| = 1.

Teorem 4.3 s = E |z| = 1ise Re(s) = 0 dir.
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s+1| _ [|s+1]
s=1l |s—1]

Kanlt:SZ%, |z| = =1 |s+1]| =|s—1]

S ls+1f=s—-1? o(x+1)?+y?=(x-1)?*+y? ©@4x=0x=0
Re(s) =0
Teorem 4.4 p(z) » p(s) =(s—1)"p (g)’yi kars1 koyalim. O zaman [p;(z), p,(2)]
segmenti Schur kararhidir & [p;(s),p,(s)] segmenti Hurwitz kararlidir.

Kanit: (1 — 1)p;,(2) + Ap,(2) Schur kararli & (1 — 1) p;(s) + AP, (s) Hurwitz kararli?

1 1
(A= DB +Aas) = (1= s = Dy (S) 446 = 17y (S
1
= (s= D" = Dpy + Apy] (2:’_1>

ve aranan sonu¢ Teorem 4.1 den elde edilmektedir.
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5. SEKTOR KARARLILIK

Pratikte 6ne ¢ikan bir¢ok problemde kararlilik bolgesi bir sektor bolgesi olmaktadir.
Bdyle problemleri direkt arastirmak yerine belli doniisiimler yardimiyla verilmis problemi
kompleks katsayili baska polinomlarin Hurwitz kararlilifina doniistiirmek daha c¢ok
kullanilmaktadir. Kullanilan doniisiimler sektdr bolgesinin donmesidir ve verilmis sektor

problemi iki tane Hurwitz problemine doniismektedir.

P={p(,q) : qeQ} gercel katsayil1 polinomlar ailesi, D, p(s,q) nun kokleri
igin verilsin. Elimizdeki reel katsayili gurblz D- kararlilik problemini (degismez sol yari
duizlem) kompleks katsayili giirbiiz kararlilik bicimine doniistiirebiliriz. ilk énce D yi iki

yar1 diizlemin arakesiti bigiminde yaziyoruz; diger bir degisle D = D* n D~ yazabiliriz.
Burada

D ={z€eC: m—¢ <4z<2m— ¢} alt yar diizlem ve

Dt={z€eC: p<Bz<m+ ¢} list yar1 diizlem
dir.
Simdi goriyoruz ki P glrbiz D kararl ancak ve ancak P giirbiiz D* kararli ve P girbiiz
D~ kararhidir. Bu yiizden, biz girbiiz D™ kararlilik ve gurbliz D~ kararliligin1 ayri ayri
inceleyebiliyoruz. p(s,q) = Y™, a; (q)s' reel katsayili polinom ise ve z = setiG=9)
dontisimii p(s, g) polinomonu, kompleks katsayili polinoma déniistiiren bir déniisiimdiir.

Kararlilik kiimesi ise sol yar1 agik diizleme doniismektedir (Sekil 5.1).
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Im{

Sekil 5.1. Sektor kararlilik

T
2

p(z,q) =p (Zej(g_d)), q) = ay(q) + a,(q) zej( _¢) + +a,(q) z”ej"(g“ﬁ)

= ay(q) + a,(q@)[sin¢ + jcos plz ++ +a,(q) [cos(? —n¢) +jsin (% —n d))] z™.
Teorem 5.1 ([1]) p(s,q) = ag(q) + a,(q) s ++ +a,(q) s™ ailesi ve D sektori verilsin.

s = Zej(§—¢) , Pz,q)=p (Zej(g_d)),Q),

. PG =p(ze/(*79),q)

olmak Uzere p;(z, q) ve p,(z, q) kompleks polinomlari tanimlansin. O zaman p(s, q) ailesi

D sektor kararlidir & P, (z, q) ailesi ve p,(z, q) ailesi Hurwitz kararhidur.

Kamt: s, € C, p(s,,q) = 0 olsun.

p(z.q) =p (z*e’(g_"b),q) =0,

Rez, <0,

Yukaridaki sekilden yazabilirizki ©— ¢ < args, <m+ ¢,
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3w

T
E < argz, < 7,

(g—¢)+g<args*<(g—qb)+37ﬂ,
m—¢ <args, <2m— ¢.

T

Simdi eger s, = Z*ej(d)_?) ise

T < < 3n
> argz, ok
T N T y < T 4 3
gty args.<¢-—5+5
= ¢ <args.< ¢ +m,
ve kanit sonuclanmaktadir.
Im A Im A
D+
) N \\
/ ¢ Re
D_

Sekil 5.2. Yar: diizlemler D~ ve D¥
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6. GURBUZ KARARLI POLITOPLAR

Bu bblimde Segment Lemma ve Kenar Teoremi kullanilarak Hurwitz anlaminda
giirbiiz kararl1 politoplar insa edilecektir. Once kompleks durum icin bir érnek ¢ozuliip,

gercel durum icin genel sonuclar verilecektir.

Ornek 6.1
p1(s) =s*+ (7 +j)s® + (18 + 7j)s? + (18 + 14))s + (6 + 8)),
p2(s) = s* + (7 + 2j)s3 + (18 + 9j)s? + (19 + 16j)s + (7 + 9)),
p3(s) =s*+ (8+j)s>+ (22 +3j)s*+ (28 +j)s + (13 — )

polinomlar1 kararhidir. P = conv{p,(s),p2(s),p3(s)} politopu kararli midir?

Cozum: Kenar Teoremine gore [pi(s),p2(s)], [p1(s).p3(s)] ve [p.(s),ps(s)]
segmentlerinin ¢l de kararli ise o zaman P = conv{p,(s),p,(s),p3(s)} politopu da

kararlhidir.
p1(s) = s* + 753 + 1852 + 185 + 6 + j(s3 + 7s%? + 14s + 8),
p2(s) =s* +7s3 + 1852 + 195 + 7 + j(2s® + 9s? + 165 + 9),
p3(s) = s* + 853+ 2252+ 285+ 13 +j(s® +3s2 + s —1).
Bu (¢ polinom diger bir bigimde boyle yazilabilirler:
p1(s) =s* + 1852 + 6 + s(7s? + 18) + j[7s? + 8 + s(s? + 14)],
p2(s) = s* + 1852+ 7 + s(7s? + 19) + j[9s%2 + 9 + s(25% + 16)],
p3(s) = s* + 2252 + 13 + s(s? + 28) +j[3s? — 1 + s(s? + 1)].

Bir segment iizerindeki polinomun kararsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart segmentin bir

s = jw kokunin olmasidir. Dolayisiyla her bir polinomda s yerinde jw yazalim:
p1(w) = w* + w3 — 18w? — 14w + 6 + j[-7w3 — 7w? + 18w + 8],
p(jw) = w* + 2w3 — 18w? — 16w + 7 + j[—7w3 — 9w? + 19w + 9],
p3(jw) = w* + w3 — 22w — w + 13 + j[-w? — 3w? + 28w — 1].

Bu polinomlar i¢in segment lemmadaki gergel polinomlari yazalim:
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Alw) = 0* + w3 — 18w? — 140w + 6, B(w) = —-7w3—7w? + 18w + 8,
C(w) = w* +2w3 - 18w? — 16w + 7, D(w) = —7w3 — 9w? + 19w + 9,
E(w) =w*+w?—-22w?>—-—w+13, F(w)=-w3-3w?+ 28w —1.
Once [p;(s), p,(s)] segmentinin kararli olup olmadigini inceleyelim.
A(w)D(w) — C(w)B(w) =0
denkleminde degerleri yerine koyalim:
(w* + w3 — 18w? — 14w + 6)(—7w3 — 9w? + 19w + 9)
—(w* + 203 —18w? — 16w + 7)(—7w3 — 7w? + 18w + 8) = 0,
5w® + 6w® + 6w* — 4w? — w? — 10w — 2 = 0.
Son denklemin kokleri soyledir:
w; =1, w,=-02, w3s=12j, wsg=-1%.

Reel kokler i¢cin A(w)C(w) <0 ve B(w)D(w) < 0’nin saglanip saglanmadigina

bakiyoruz.
A(w)C(w) = (w* + w2 — 18w? — 14w + 6)(w* + 203 — 18w? — 16w + 7)
= w8+ 3w’ — 34w° — 84w> + 293w* + 559w3 — 10w? — 194w + 42.

Bu esitsizligin sol tarafi w; =1 i¢in 576 ve w, =—0.2 igin 76.4215 oldugundan
dolay1 [p;(s),p,(s)] segmenti kararhidir. Birinci esitsizlik saglanmadigi igin ikinciye

bakmak gerekmiyor.
[p1(s), p3(s)] segmentinin kararli olup olmadigina bakalim.
A(w)F(w) — E(w)B(w) =0,
(w* + w3 — 18w? — 14w + 6)(—w® — 3w? + 28w — 1)
—(w*+ w3 — 2202 —w+13)(—7w3 —7w? + 18w + 8) =
6w’ +10w® — 122w° — 2w* + 3w3 — 107w? — 44w — 110 = 0

denkleminin koklerini buluyoruz:
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wq = _50576, Wy, = 4‘1635, w3 = _13500, (1)4,’5 = 0.6196 i 07611],
we7 = —0.3309 % 0.7484.

Reel kokler icin A(w)E(w) <0 ve B(w)F(w) < 0’nin  her ikisinin  saglanip

saglanmadigina bakiyoruz.
AWE(w) 0= (0* + w? —18w? — 14w + 6)(w* + w3 — 22w? — w + 13)
=wd+ 2w’ — 39w® — 55w° + 400w* + 345w3 — 352w? — 188w + 78 < 0.
®, = —5.0576 igin —2.7917¢ + 03 < 0 dir.
B(wF(w)<0 = (w*+ wd—-220w%—w+13)(—w3 — 3w? + 28w — 1)
= 7w® + 28w® — 193w* — 252w3 + 484w? + 234w — 9 < 0.

Son ifade w; = —5.0576 i¢in —5.7992¢ + 04 < 0 dir. Dolayisiyla [p,(s), p3(s)] segmenti

kararsizdir.
Simdi [p,(s), p3(s)] segmentini inceleyelim:
C(w)F(w) — E(w)D(w) =0,
(w* 4+ 203 — 18w? — 16w + 7)(—w?® — 3w? + 28w — 1)
—(w*+ w3 —220w? —w +13)(—7w3 — 9w? + 19w + 9) = 0,
Bu denklemi sadelestirerek koklerini bulalim:
6w’ + 11w® — 124w° — 108w* + 26w3 — 117w?% — 26w — 124 = 0,
wy = —5.1217, w, =4.1700, w3z = —1.5148, w,s = 0.6352 £ 0.7347j,
wg 7 = —0.3186 + 0.7588;.
w1 = —5.1217 i¢in yukaridaki iki esitsizliklerin saglanip saglanmadiklarina bakiyoruz.
C(w)E(wq)
= w® + 3w’ — 38w’ — 79w° + 398w* + 403w> — 372w? — 215w + 91
= —188.9190 < 0,
D(wq)F(wy)
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= 7w’ + 30w° — 188w* — 311w>3 + 514w? + 233w — 9
= —-54676e+04 <0

Dolayisiyla [p,(s), p3(s)] segmenti de kararsizdir.

Sonugta [p1(s),p2(s)] kararli, [p,(s),p3(s)] ve [py(s),p3(s)] segmentleri kararsiz
oldugundan dolay1 P = conv{p;(s), p2(s),p3(s)} polinomlar politopu kararsizdir. (Sekil
6.1).

£

. Kararsiz -

",
Py (=) Kararsiz P (s)

Sekil 6.1. Kararsiz politop

Ornek 6.2
p1(s) = s* + (8 + 4j)s® + (18 + 25j)s? + (7 + 49j)s + (—10 + 30)),
p2(s) =s*+(5+)s3+ (10 + 3j)s? + (10 + 4j)s + (4 + 2j) ve
p3(s) =s* + (7 +j)s3 + (18 + 5j)s% + (22 + 8j)s + (12 + 6))

polinomlar1 kararlidir. P = conv{p4(s), p2(s), p3(s)} politopunun kararli olup olmadigini

iceleyelim.

Cozim: [p1(s),p2(s)], [p1(s),p3(s)] ve [p,(s),ps(s)] segmentleri kararli ise o zaman
Kenar Teoremine gore P = conv{p1(s),p2(s),p3(s)} de kararlidir.

p1(s) = s* + 853 + 1852+ 7s — 10 + j(4s3 + 2552 + 495 + 30),
p2(s) = s* + 553 + 1052 + 10s + 4 + j(553 + 352 + 45 + 2),
p3(s) = s* + 753 + 1852 + 225 + 12 + j(s3 + 552 + 85 + 6).

Bu ii¢ polinom diger bir bigimde s6yle yazilabilir:
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p1(s) = s* + 1852 — 10 + s(8s% + 7) + j[25s% + 30 + s(4s? + 49)],
p2(s) = s* +10s? + 4 + s(55% + 10) + j[3s% + 2 + s(5s5% + 4)],
p3(s) = s* +18s% + 12 + s(7s%? + 22) + j[55% + 6 + s(s? + 8)].

Bir segment Uzerindeki polinomun kararsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart segmentin bir

s = jw kokunin olmasidir. Dolayisiyla, her bir polinomda s yerinde jw yazalim.
p1(jw) = 0* + 4w3 — 18w? — 49w — 10 + j[-8w3 — 25w? + 7w + 30],
p2(jw) = w* + 5w — 10w? — 4w + 4 + j[-5w3 — 3w? + 10w + 2],
p3(jw) = w* + w3 — 18w? — 8w + 12 + j[—7w? — 5w? + 22w + 6].
Burada
A(w) = w* + 4w3 — 18w? — 49w — 10, B(w) = —8w> — 25w? + 7w + 30
C(w) = w* + 503 — 10w? — 4w + 4,

D(w) = —5w> — 3w? + 10w + 2,

E(w) = w*+ 0’ —18w? —8w + 12, F(w) = —7w° — 5w? + 22w + 6.

Once [p;(s), p,(s)] segmentinin kararli olup olmadigini inceleyelim.
A(w)D(w) — C(w)B(w)
=3w’ +42w°® + 126w° — 6w* — 123w3 — 68w? — 106w — 140 = 0.
Bu denklemin kokleri
w; = —9.6850, w, = —4.0398, w; =1.2950, w,s = —0.9928 + 0.4237j,
wg7 = 0.2077 + 0.8645)

dir. Yukaridaki 6rnege benzer olarak gercel kokler icin A(w)C(w) <0 ve B(w)D(w) <
0°nin her ikisinin saglanip saglanmadigina bakiyoruz.

A(w)C(w) = w® + 9w’ — 8w® — 183w> — 87w* + 528w3 + 244w? — 156w — 40,
w; = —9.6850 icin A(w;)C(w,) = 1.3244e + 07 > 0,
w, = —4.0398 icin A(w,)C(w,) = 2.1292¢ + 04 > 0,
ws = 1.2950 icin A(ws)C(ws) = 394.2851 > 0.
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Dolayisiyla [p;(s), p,(s)] segmenti kararhidir.
[p1(s), p3(s)]’ nin kararli olup olmadigin1 inceliyoruz.
A(w)F(w) — E(w)B(w)
=’ +2w° — 24w* — 6503 — 240w? — 358w — 420 = 0.
Bu denklemin kokleri soyledir:
w; = 3.8575, w,3 = 0.3640 + 2.5984j, w,5=—12j, ws, = —1.2928 + 1.2215j.
A(w)E(w)
= w® + 5w’ — 32w® — 147w" + 245w* + 1064w> + 356w? — 508w — 120.
w, = 3.8575 icin A(w;)E(w;) = 124.8099 > 0.
Dolayisiyla [p;(s), p3(s)] segmenti kararlidir.
Simdi [p,(s), p3(s)]’ nin kararli oldugunu gosterelim.
C(w)F(w) — E(w)D(w)
= 2w’ — 32w® — 30w® + 88w* + 16w> — 16w? — 40w = 0.
Bu denklemin kokleri soyledir:
w, =0, w,=—14.7870, w; = —2.3629, w,s = 1.0253 + 0.2485j,
wg; = —0.4504 + 0.5581;.
C(w)E(w)
= w® + 6w’ — 23w® — 112w° + 152w* + 216w3 — 160w? — 80w + 48.
w; = 0icin A(w,)C(w,) =48 >0,
w, = —14.7870 icin A(w,)C(w,) = 1.2036e + 09 > 0,
ws = —2.3629 icin A(ws)C(ws) = 3.9833¢ + 03 > 0.
Sonug olarark [p,(s), p3(s)] segmenti kararhdir.

[p1(5), p2(8)], [p1(s),p3(s)] ve [py(s),p3(s)] segmentinin lc¢lde kararli oldugundan
dolay1 P = conv{p1(s),p2(s),p3(s)} polinomlar politopu kararlidir.[1,2,7,24,25]
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Bundan sonra Hurwitz ve Schur segment lemmalar uygulanarak kararlilik
uzaylarinda politoplar insa edilecektir (bakimiz [3,4,7,24-27]). Bunun igin ikinci
mertebeden ¢arpanlarina ayrilmis kararli polinomdan yola ¢ikip smira kadar ismlar

uzatilacaktir ve bu 1sinlar sinira kadar kiimeden disar1 ¢cikmayacaktir.

Bu 1simlarin uglarin katarak politop olusturulacak ve bu politopun kalan kenarlarinin kararl
olup olmadig1 segment lemmalar yardimiyla test edilecektir. Eger tiim kenarlar kararli ise

Kenar Teoremine gore tanimlanan politop glirbiiz kararl olacaktir.

6.1. Hurwitz kararh politopun insasi
Tiim katsayilar1 pozitif olan
p(s) = (s + byps + ¢) - (s% + bys + ¢y), (n=2m)
veya
p(s) = (s + b)) (8% + byp_yS + Cp_q) - (s% + bys + ¢y), (n=2m-—1)
baslangi¢ polinomlarini alalim. b; ve c; katsayilarin sira ile sifir alip n tane

p1(s) = (5% + ) =+ (8% + bys + ¢y),
po(s) = (s? + bms? (8% 4+ bys +¢y), (n=2m)

Pu(s) = (82 + bys + cp) =+ (s + bys);
veya

p1(s) = (s+ bm)(SZ + Cp—1) (52 + bys + ¢q),

p2(s) = (s + b)) (s? + b'm_ls) (s + bys +¢y), (n=2m—1)
pn(s) = (s)(s? + bm_ls.+ Cm-1) (82 + bys + ¢;);
siir polinomlarini olusturalim.
Bu polinomlar yardimiyla
P = conv{p(s), p1(5), ..., pn(s)} (6.1)

politopunu tanimlayalim.
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Lemma6.l 1) p(s) = (s + ays + ay)(s? + azs + ay), (a; >0,i=1,2,3,4)

p1(s) = (% + ax)(s? + azs + ay),
p2(s) = (s + a;18)(s? + azs + ay),
p3(s) = (s? + azs + az) (s + ay),
pa(s) = (% 4+ ays + ay)(s? + a3s)

dordiincti mertebeden polinomlar olsun. Bu durumda [p(s), p1(s)), [p(s),p2(s)), [p(s),

p3(5)) ) [p(S);Pz}(S)): (P1(5),P2(5)): (P3(5),p4(5)), (P1(S),P3(S)) ve (pz(s),p4(s))

segmentleri Hurwitz kararlidir.
2) p(s) = (s?+ a5+ ay)(s?+ azs + a,)(s + as), (a; > 0,i =1,2,3,4,5),
p1(s) = (52 + ay)(s? + ags + ay) (s + as),
p2(s) = (s? + ay8)(s% + ags + a,)(s + asg),
p3(s) = (s? + ays + @) (s? + ay) (s + as),
pa(s) = (s + ays + ay)(s? + azs)(s + as),
ps(s) = (s? +ay;s + ay)(s? +azs+ay) s
besinci mertebeden polinomlar olsun. Bu durumda [p(s),pi(s)), (i=1,..,5
(pl(s),p3(s)), (pz (S)'m(s)). (P1(5)'p5 (S)), (Pz(s)' Ps(s)) (Ps(s)' Ps(s)),(Pz;(S)'
Ps (s)) segmentleri Hurwitz kararlidir.
Kanit: 1) [p(s),pi(s)), (p1 (s),p2 (s)), (p3 (s),p4(s)) segmentlerinin kararliligi katsayilar
pozitif olan ikinci dereceden polinomlarin kararliligindan ¢ikiyor.
(p1 (s),p3 (s)) segmentinin kararliligi: A € (0,1) olmak zere (1 — A)p,(s) + Ap3(s) =

s+ (Aay — das + a3)s3 + (ay + ay)s? + (Aaya, — daya; + ayaz)s + aya, ve

dordiinct mertebeden b; + bys + b3s? + bys® + s* polinomunun kararlilik kosuluna gore

bybsbs — byb,* — by* = dayaz(a, — ag)?(1—2) = 0.
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(p2(5), p4(s)) nin kararhhg: (1 — Dp,(s) + Ap,(s) =
s[s3 + (a; + a3)s? + (Aay — Aa, + ayas + ay)s — Aajay + Aa,as + aa,)
ve Uglincli mertebeden by + b,s + b3s? + s3 polinomunun kararlilik kosuluna gére
b,b; — by = Aaya, + ai%as + ayaz? + azas(1— 1) > 0.
2. nin kanit1 da benzer yolla yapilmaktadir.

Teorem 6.1 P (6.1) politopunun kararhilig1 i¢in:

1. n = 2m olmasi durumunda @ tane

n-1)

2. n = 2m — 1 olmasi durumunda % tane kenarin kararlilig: test edilmelidir.

Agoritma 1.

1. Carpimlarmma ayrilmis p(s) kararli polinomu alinsin ve n tane p;(s),p.(s),
..., Pn(8) sinir polinomlar1 olusturulsun.

2. Tamm geregi  [p(s),p1(5)), e, [P(5), Pn (), (p1(5), P2(5)), (P3(5), Pa(s)), ...
segmentleri kararlidir. Kalan m(m — 1) veya (m — 1)(m — 2) tane segmentler icin
segment lemma uygulansin. Burda n=2m veya n=2m—1 dir. Eger bir
(pi(s),pj(s)) acik segmenti kararsiz ise t € [0,1] parametresine bagli olup bu
segmente paralel olan  [(1 —O)p(s) + tp;i(s), (1 — )p(s) + tp;(s)] kapali
segmenti olusturulsun.

3. [0,1] araligindan baslayip bu araligi yariya bolme yontemi uygulansin ve her
adimda segment lemma uygulanarak sinira miimkiin oldugu kadar yakin kararh
segmente ulasilsin.

4. Yeni olusan kararli segmentlerin u¢ noktalarin1 kullanip daha kiigiik yeni P c P

politopu olusturulsun. Bu politop giirbiiz kararli olacaktir.
Ornek 6.3

p(s) = (s?+10s +9)(s?> + s + 8),

polinomu verilsin. Bu polinoma karsilik gelen sinir polinomlar séyledir:
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p1(s) =(s2+9)(s?+s+8),

po(s) = (s2 +10s)(s> + s+ 8),
p3(s) = (s? + 10s + 9)(s? + 8),
pa(s) = (s? + 10s + 9)(s? + s).

Burada (P1(5)»P2(5)), (pl(s):pB(S))! (Pz(s),m(s)), (PZ(S):ZM(S)) ve (P3(S):P4(S))
segmentleri Hurwitz kararlidir. (p,(s),p4(s)) segmenti Hurwitz kararli olmadigindan

Algoritma 1’in 3) ve 4) adimlar1 uygulanarak yartya bolme yontemiyle 11 adimda ¢, =
0.908691 igin

p1(s) = (1 —tIp(s) + t.p:(s),
ﬁ4(5) = (1 - t*)p(s) + t*p4(5)

olmak uzere (P (s), B4(s)) kararlt segmenti elde edilir. Buna gére
P = conv{p(s), p1(5), 2 (5), p3(5), Da ()}
politopu giirbiiz kararlidir.

Ornek 6.4

p(s) =(s?+4s+3)(s?+s+5)(s+ 1),
polinomu igin sinir polinomlari

p1(s) = (s2+3)(s? +s+5)(s + 1),
p2(s) = (s? + 45)(s? + s + 5)(s + 1),
p3(s) = (s? +4s+3)(s?2+5)(s+ 1),
pa(s) = (s? +4s +3)(s? +s)(s + 1),
ps(s) = (s? +4s+3)(s?+s+5)s

olur. Bu polinomlar igin (pl(s),p4(s)) segmenti Hurwitz kararli degildir. Algoritma 1
kullanilarak 11 adimda t, = 0.946289 olarak elde edilir ve bu deger i¢in

P1(s) = (1 = t.)p(s) + t.ps(s),
ﬁ4(5) = (1 - t*)p(s) + t*p4(S)

olmak lzere (ﬁl (s),Dq4 (s)) Hurwitz kararli bir segmenttir. Bu durumda

P = conv{p(s), p1(5), p2(5), p3(s), a(s), ps ()}

politopu giirbiiz kararlidir.
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6.1.1. Schur kararh politopun insasi

Yansima katsayilar1 k; € (—1,1) (i = 1,2, ..., n) olmak Uzere

carpanlarina ayrilmis Schur kararli
a(s) = [s? + (kiky + ks + kp] - [s% + (kppo1km + km—1)s + k], (n = 2m)
veya
a(s) = [s% + (kiky + ky)s + kp] -+ [s% + (kpm—2kme1 + km—2)S + km_11[s + ki),
n=2m-1)
polinomlarini ele alalim.
k; parametrelerinin hepsini sira ile +1 alip n tane

ar(s) = [s?+ (ky + s+ ky] - [s% + (kmp—1kym + k;m—1)s + k],
aZ(S) = [52 + Zkls + 1] 00g [SZ + (km—lkm + km_l)S + km], (n — Zm)

a,(s) = [s?+ (kiky + ky)s + k] -+ [s% + 2kp_15 + 1],
veya

a;(s) = [s? + (ky + Vs +kp] - [s% + (km—zkm—1 + km—2)s + kpp_1](s + ki),
az(S) = [SZ + 2k15 + 1] [52 + (km_zkm_l + km_z)s + km_l](s + km),

an(;) = [s%+ (kyky + ky)s + ky] - [s* + (kyp—2km—1 + k;m—2)s + kpm—1](s + 1),
n=2m-1)

gibi sinir polinomlarini olusturalim. Bunlarin yardimiyla

S = conv{a(s), a;(s), ..., a,(s)}
politopunu tanimlayalim. S politopunda [a(s), a;(s)) segmentleri Schur kararlidir. Kalan
(ai(s), a; (s)) segmentlerinin kararlilik testi i¢cin Mobius doniigiimiinii uygulayarak goriinti
segmentlerinin Hurwitz kararliligini segment lemma yardimiyla test edebiliriz.
Agoritma 2.

1. Carpanlarina ayrilmis Schur kararli a(s) polinomu alinsin ve yansima katsayilari

+1 almarak n tane ay(s),a,(s),..,a,(s) smir polinomlari olusturulsun.
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[a(s),a;,(s)), ... [a(s), an(s)), (al(s),az (s)), (a3(s),a4(s)), ... gibi segmentler
Schur kararlidir.
2. Geriye kalan segmentlere Mobius doniisiimii uygulansin ve goriintii segmentlerine

Algoritma 1°deki 3), 4) adimlar1 uygulansin.
Ornek 6.5 k; =—-0.5, k, =0.3, k;=-0.8, k4= 0.7 katsayilar i¢in

a(s) = (s?+ (kiky + ky)s + ky)(s% + (k3ky + k3)s + ky)
= (52 = 0.65s + 0.3)(s? — 1.365 + 0.7)

Schur kararli polinomu ele alalim. Bu yansima katsayilarini sirayla +1 alarak

a,(s) = (s +1.3s + 0.3)(s? — 1.365 + 0.7),
a,(s) = (s> —s+1)(s?> —1.36s + 0.7),
as(s) = (s2 = 0.65s + 0.3)(s? + 1.7s + 0.7),
a,(s) = (s* —0.65s + 0.3)(s? —1.6s + 1)

sinir polinomlart bulunur. Bu polinomlar i¢in (az (s), a3 (s)) segmenti Schur kararli
degildir. Algoritma 2 uygulanarak bulunan t, = 0.6220703 sayis1 i¢in

a,(s) =1 —ty)a(s) + t.a,(s),
ds;(s) = (1 —t)a(s) + t.az(s)

olmak uzere (dz (s),ds (s)) segmenti Schur kararhdir. Sonug olarak
:ﬁ = COHV{a(S), a, (S), dZ (S), a3 (S), a4(5)}
giirbiiz Schur kararlidir.

Bu tezde elde edilen baz1 sonuglar [28] yayininda sunulmustur.
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