OZET

Senkronizasyon olgusu giinliikk yasamimizin pek ¢ok noktasinda mevcuttur. Bu olguyu
tanimlamak i¢in her biri  x= f(x),xe R™ diferansiyel denklemi ile kurulan n &zdes
mekanik veya biyolojik sistemi ele aldik. Daha sonra bu sistem i¢inde bazi etkilesimlerin
oldugunu kabul edip asagidaki n c¢iftli 6zdes sistem {izerinde calistik.

)'czf(x,.)+2g(xi,xj),i=1,...,n
j=1
f fonksiyonunun ve g, ciftlisinin hangi ozellikleri i¢in sistemin senkronize oldugunu

inceleyen pek cok literatiir vardir. Arastirdigimiz makalelerde yalnmizca lineer ¢iftlilerin cesitli
tipleri incelenmistir. Biz bu calismada onlarin elde ettigi sonucu genelleyerek n  ¢iftli 6zdes
lineer olmayan sistemler icin senkronizasyonu ele alacagiz.

Bu tez asagidaki sekilde organize edilmistir.1. Kisimda senkronizasyon hakkinda genel
bilgiler verdik. 2. Kisimda dinamik sistemler hakkinda bazi tanim ve 6zellikleri verecegiz.
3.Kisimda niftli 6zdes sistemlerin global ¢éziimleri i¢in senkronizasyonu inceleyecegiz. 4.
Kisimda f icin kesin yaklasimlar altinda yukardaki sistemin kompakt global etkileyicisinin
oldugunu gosterdik. 5. Kisimda elde ettigimiz analizleri uyguladigimiz bir biyolojik model
tanimladik.

Anahtar kelimeler: Senkronizasyon (es zamanlama), n 6zdes ¢iftli lineer olmayan denklem
sistemi, etkileyiciler, salinimlar.



ABSTRACT

The phenomenon of synchronization is present in many situations of our everyday life.In
order to describe this phenomenon, we assume to have n identical mechanical or biological

systems,each of which is modelled by an ordinary differential equation x = f(x), xe IR™.

We suppose that some interaction occurs among this systems and then we are lead to consider
n coupled identical systems

X =f(x)+ Zg(xi,xj); i=1l..n

j=1
There is a vast literature investigating which properties of f and of the couplings g,
guarantee that system synchronizes.In all the papers that I reserched ,only linear couplings of
various kind are considered.Our starting point is the paper of Schneider and Yanchuck,where
two linearly coupled systems are considered.In this thesis we shall generalize their result so as
to obtain synchronization for n identical nonlinearly coupled systems.

The thesis is organized as follows.In Chapter 1 we give general information about
synchronization. In Chapter 2 we recall some basic definitions and properties of abstract
dynamical systems.In Chapter 3 we consider the problem of complete synchronization of
global solutions of the n coupled identical systems.In Chapter 4 we prove that under certain
auxilary assumptations on f ,above system possesses a compact global attractor A ,which is

contained in the diagonal A = {(x,..., x)‘xe U ’"} .In Chapter 5 we describe a biological model

to which our analysis can be applied .

Keywords: Synchronization, n identical nonlinearly coupled systems,attractors,oscillators
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1. GIRIS

Gunluk yasamimizin pek gok noktasinda Senkronizasyonun etkileri gorilmektedir, ornegin
kalp atislarimizda ve biyolojik reaksiyonlarda (Gonze, Bernard, Watermann, Kramer ve
Herzel). Senkronizasyonun saatler Uzerindeki etkisi Christian Huygens (1665) tarafindan
gosterilmistir. Ayni zamanda mekanik ve elektriksel salinim ciftleri Gzerinde de uygulamalari
vardir. Senkronizasyonu tanimlamak icin n 6zdes biyolojik veya mekanik sistem oldugunu ve

bu sistemlerin her birinin
x=f(x),xeR"

diferansiyel denklemi ile kuruldugunu kabul edelim. Eger bu sistemler arasinda hichir
etkilesim yoksa her biri bagimsiz hareket eder. Simdi bazi etkilesimlerin oldugunu varsayalim
ve asagidaki n ciftli 6zdes sistemi dustnelim.

x = f(x) + zr;:lglvj(xl'xj)
x = f(x) + Zr;:lgz,j(xz’xj) (1.1)

X = f(Xn) + zrj]:lgn,j(xnixj)

(xf,...,x") baslangic noktasi verildiginde (1.1) sisteminin (@,(t),...¢,(t)) cozUmUni

n

baslangi¢ kosulu ile birlikte ¢, (0) = x",i =1,...,n seklinde gosteririz.

Eger t—>+o0 iken her i,j=1..n igin |p(t)—p;(t) >0 ise ((t),...0, () cozimii
senkronize olur deriz. Bunun anlami (1.1) sisteminin farkli kisimlari igin farkli baslangic
noktalari olsa dahi onlar asimptotik olarak 6zdes davranirlar. f ve g;; * nin hangi 6zellikleri
icin (1.1) sisteminin senkronize oldugu daha 6nce pek ¢ok kisi tarafindan arastirilmistir. Biz
n 6zdes lineer olmayan ciftlilerin senkronizasyonu icin genelleme yaptik. Calismalarimizi

kolaylastirmasi agisindan her i, j=1...,n i¢in g; ; = g olarak alalim.



2. ON BILGILER
2.1 Dinamik Sistemler ve Cekiciler

Bu bolimde dinamik sistemler hakkinda bazi tanimlar ve 6zellikleri verecegiz. Bu bilgiler
Temam (1988)’ In kitabindan yararlanilarak yazilmistir.

Tanim 2.1.1 : (X,d) Tam metrik uzay olsun. X Uzerindeki yari akiskani 7 ile

gosterelim. 7 Surekli bir fonksiyondur ve 7 : X xR" — X seklinde tanimlanmistir dyleKki;

1) 7(x,00=x ¥xeX
i) 7(x,s+t) =7(7(X,s),t) Vst>0.

Tanim 2.1.2 : Eger (X,d) bir metrik uzay ve = bir yar1 akiskan ise 7z nin bir ¢6zimu

u:la,B[— X fonksiyonudur ve
z(u(s),t) =u(s+t) ; Vse|a,p[, Vt=0
seklinde tanimlanmistir dyleki s+t e o, 8] ‘dir.

Tanim 2.1.3 : ] - oo, + o [ Aradiginda tanimlananz nin bir ¢dzimia “tam ¢ozim” olarak

adlandirilir. Eger u(0) =x ise u 'ya*“ x boyuncatam ¢6zim” denir.
Tanim 2.1.4 : Eger xe X ise @ — limit x noktalarinin bir kiimesidir ve w(x) seklinde
gosterilir. Bir y noktasinin y € w(x) olmasl igin gerek ve yeter sartt, — +ooiken (1,),

dizisinin var olmasidir, dyleki z(x,t,) = y.Buradan o (x) = J {7 (t.x)}

s>0 t>s
yazilabilir.

Eger B X ise

o(B) =[J{=(t.B)}

$>0 t>s

seklinde tanimlayabiliriz. Ayni zamanda bu ifade suna esittir; y € w(B) olmasl icin gerek ve
yeter sart B 'nin elemanlarindan olusan (x, ), ve sonsuzagiden bir t, dizisinin varolmasidir.

Oyleki:



y:Ikimﬁ(tk,xk)
Tanim 2.1.5 : Ac X olsun. Ancak ve ancak VvVt >0 icin z(t, A) = A oldugundaA invaryant

“‘tir deriz.

Onerme 2.1.6 : A’nin invaryant olmasi igin gerek ve yeter sart her x € A igin te]—oo,+oo[
araliginda u(0) =x kosulunu saglayan u(t) tam c¢Ozuminin varolmasidir. Oyle Kki

t € J-o0,+o0[ igin u(t) e A dir,

fspat : "<": z(tA)c A oldugu aciktir. Ayni zamanda xe A ise Xx=z(t,u(-t))
dir.Buradan Ac z(A) yazabiliriz. Bunu A= z(A) olmasl takip eder.

"=": Alzerinde bir x noktasl alaim. Her te[0,+oo[ icin z(t,x) € A oldugunu biliyoruz.
Hatta her T >0 icin y; € A vardir éyle ki #(T,y;)=x dir. Buradan [-T,0] (zerinde

u(t):z(t+T,y;) fonksiyonu tanimlayabiliriz.
t=0 icin u(0)=x
t=-T icin u(-T)=y;

elde ederiz. Bu tanimin tutarli oldugunu kontrol etmek kolaydir ve buradan u’ nun z'nin bir

tam ¢6zUmt oldugunu goéririz.

Onerme 2.1.7 : B< X oldugunu varsayalim dyle ki: B igindeki her (x) dizis ve her
t, — +oo dizis icin z(t.,X,) dizisinin yakinsak bir alt dizis vardir ve @(B) bostan farkli,

kompakt ve invaryanttir (sabittir).

fspat : @(B) * nin bos olmadigi asikardir. Simdi ®»(B) nin sabit oldugunu

gosterelim. y € w(B) olsun. O zaman
y= kﬁim 7t X,)

dir. Buradan;

z(t,y) = LLn;ﬂ(t +t.,X.) = 7(t,@(B)) c (B)



oldugu goralir. Simdi de w(B) < #(t,®(B)) oldugunu gosterelim. y € @w(B) olsun. Sabit bir

t>0icin z(t, —t,x, ) dizisini distnelim. Bu dizinin bir alt dizisi vardir dyle ki;
7t —t,X ;) >zeaw(B), j— +w

Buradan;

rlt, 7zt —tx ;) >7t2), j—o+0o

yazabiliriz. Diger taraftan

7z(t,7r(tk’j —t,Xk’j)):ﬂ(tk]j,Xk)—> y

Buradan y=7(t,z) elde ederiz. Dolayisiylaher t icin w(B) = z(t,»(B)) dir. Yani @(B) nin
sabit oldugunu elde ederiz. Son olarak w(B) nin kompakt oldugunu gosterelim. »(B) icinde
bir (y,) dizis aaim. y e w(B) ya yakinsayan (y, ) at dizisinin varoldugunu gostermek
istiyoruz. Her k igin (x, ;) dizis ve j—+oo iken (t,;);, t,; >+ diziS mevcuttur.

Oyleki:
Yo = j{i)rpw”(tk,jixk,j)

dir. Herk icin j(k) dizisi mevcuttur ve

1
d(yk’”(tk,j(k)’xk,j(k))) SE

yazabiliriz. Buradan (X ;,,) nin B iginde bir dizi oldugunu elde ederiz ve k — +oo iken

t, juo — oo oldugunu gorurtiz. Hipotez geregince bir (k) at dizisi aabiliriz, dyle ki;

ﬂ(tku!j(k,))’Xk,),j(k“)) -V, Yew(B)

Buradan

1
d(yku ’”(tku,j(ku)’xku,j(ku)) Sk_ -0, o>+

1%

Dolayisiyla'y, —y olur.



Tanim 2.1.8 : ## < X kimesininz 'nin globa cekicisi olmasi igin gerek ve yeter kosul
7 'nin sabit, kompakt ve VB < X sinirli kimesi i¢in ~Z 'nin B 'yi ¢ekmesidir,6yle ki
@(B) =7 ‘dr.

Teorem 2.1.9 : Global Cekicinin Varhgi Teoremi
(X,d) tam metrik uzay olsun ve S(t) bir yari grup olsun.

1. Sinirli bir absorbing (emici) kiimesi oldugunu kabul edelim. Her B < X sinirli kiimesi icin
Z gibi sinirli bir kiime mevcuttur, ve Vt>T icin S(t)B < Z olmasini saglayan pozitif T

mevcuttur.

2. Eger (X,),.n: X icinde bir sinirl dizi ve (t,) bir dizi ise dyle ki t, —+c0 , S(t,)x, nin

yakinsak bir at dizisi vardir.

Bu sartlar saglanirsa S(t) global ¢ekiciye sahiptir.

NOT : Eger X =R" ise, 2. kosulun saglanmasi icin 1. kosulun saglanmasi yeterlidir. Cunki
R™ deki her sinirli dizinin bir yakinsak alt dizisi vardir.

Ispat : & kimesini s = w(Z) seklinde tanimlayalim ve & 'nin globa cekici oldugunu
gosterelim. Onerme 2.1.7 ‘ye gore 5 bostan farkli, kompakt ve invaryanttir. Bir sonraki
adimda ' nin gektigini gosterelim.B < X sinirli olsun ve U ; & 'nin agik komsulugu olsun.
vt>T icin S(t)B cU sesitligini saglayan bir T >0 bulmaliyiz. Fakat ¢eliski ile bunun yanlis
oldugunu gosterebiliriz. Cunku t, — +o dizisi ve x, € B mevcuttur ve s(t,)x, €U 'dur. O

zaman 2.hipotez ile yakinsak bir alt dizi mevcuttur dyle ki S(tnj)xnj —X, j>+0.U ak

oldugundan X ¢U "dur. Ancak bu bir ¢eliskidir. Clinkli X € o (B)c w(z)=+# < U "dur.
Onerme 2.1.10: Y ukardaki hipotezden

Z:{x e X | X boyunca sinirli bir tam ¢6zim vardlr}

diyebilirz.

Ispat: Eger x e »7 ise bnerme 2.1.7 ve 5% * nin kompakt olmasi sayesinde x boyunca sinirli

bir tam ¢6zUm vardir.Tersine olarak eger x boyunca u(t) sinirli tam ¢6zUmi varsa



x=z(t,u(-t)) ,vt>0 elde edilirAncak B:={ u(t),teR } simirli bir kimedir.O halde

X € w(B) < #Z olur.

2.2 Adi Diferansiyel Denklemler

Bu bolumde diferansiyel denklemler hakkinda bazi teorem ve sonuglari inceleyecegiz.
Tanim 2.2.1: f:R™ — R" siirekli bir fonksiyon olsun.

[fO)-f(y)<L|x-y] V¥x,yeR"

kosulunu saglayan bir L > 0 sabit sayisi varsa f Lipschitz kosulunu saglar deriz.

Tanim 2.2.2 : f 'nintek tarafli global Lipschitz kosulunu saglamasi icin gerek sart
<f(X)-f(y),x—y> < I|x—y|2 vx,yeR"

esitligini saglayan bir | sabit sayisinin varolmasidir.
Teorem 2.2.2 : Temel Local Varlik — Teklik Teoremi:

E; X, , iceren R™ nin agik at kimes olsun. f :E — R"™ nin loca Lipschitz kosulunu

sagladigini varsayalim. O halde dyle bir a > 0 sayisi vardir ki:

x= f(x)
{X(O)=X0 1)

baslangi¢ deger probleminin [—a,+a] araligindatek bir u(t) ¢ozumu vardir.

Tanim 2.2.3 :u, ve u, la,b[ , ]a,b,[ araiklarinda (2.1) in birer ¢6zimi olsun. Eger

lab[ = a,.b,[ise u,; u,'inuzantisidir ve Ja,,b[ araiginda u, =u, dir.

Teorem 2.2.2 : u:]a,bl > R" (2.1)'in bir ¢dzimi olsun. O halde u'nun G gibi tek bir

maximal uzantisi mevcuttur éyleki;
a: ]a,ﬁ[ —>R"

seklinde tanimlanir.



Teorem 2.23 : a,feR ve u:|a, f/[—>R" x=f(x)’in bir maxima ¢dzimii olsun. O
zaman herhangi bir K — E kompakt kiimesi igin 6 >0 mevcuttur. Oyle ki her t > -6 ve

her t<a+46 icin u(t) ¢ K'dir.
Sonug 2.2.4 : E=R"olsun. o, Be RU{-x,+0} veu:]a, f[>R" x=f(x) in maximal
¢6ziimii olsun. Her 7 < 8 igin M(r):trrE?)(]|u(t)| seklinde tanimlayalim. Eger S <+ ise

fimsupM (7) =+

L3
dur.

Teorem 2.25 : f:R"™ — R" fonksiyonunun local Lipschitz oldugunu ve her x, € R™ igin
(2.1) maximal ¢ozimi u(t,x,) n her te[0,+oo[ icin tanimli oldugunu varsayaim. O halde

(t,x,) > u(t,x,) eslemesi R™ Uzerinde yari akiskan bir fonkisyon tanimlar.



3. SENKRONIZASYON
3.1 Cozimler Igin Senkronizasyon
f:R™ - R" sirekli bir fonksiyon olsun. f "nin loca Lipschitz oldugunu varsayalim, hatta

g:R"xR™ — R"™ local Lipschitz olsun. Bazi I, 8,y € R i¢in

(%, Y) =9 (X5 ¥), Xy — Xo) < B% = X,["
g(Xayl)_g(xay2)1Y1_y2>27|y1_y2|2 (1)
f ()= () x=y) <fx—y[

esitsizlikleri mevcuttur. Simdi asagidaki n degiskenli n tane diferansiyel denklem sistemini

dusUnelim. Ayni zamanda n ciftten olusan simetrik bir sistemdir.

%=1 00) + (%, %) + 9%, X) + ...+ (X, X,)
Xzzf(X2)+g(X2’X1)+g(X2’X3)+---+g(X21Xn) (3 2)

X, = F(X,)+9(X,, %)+ 9(X,, X,) +...+ 9(X,, X, 1)

Tanim 3.1.1 : W; IR"x..xIR" nin bazi at kiimeleri olsun, dyle ki her t >0 icin (3.2) nin
S

n times

zeW kosulunu saglayan ¢(z,t) ¢6zumui varolsun. Eger zeW igin t —» o iken
o (z.0) -, (2,1) >0 Vi, j=1..,n

saglanirsa sistem (3.2) tamamen senkronize olur deriz. Simdi sistem (3.2) nin t>0 igin
tanimlanan tim c¢cozimlerinin senkronize olmasi icin gereken kosullari verelim. Asagidaki
teorem Schneider ve Y anchuch(2003)* un makalesindeki 6nerme 3.1'in bir genellestirmesidir.

Teorem 3.1.2 : (3.1) esitsizliklerinin gecerli oldugunu ve her t>0 icin (3.2) nin
o(t) = (p,(1),..., ¢, (t)) ¢oziminun var oldugunu kabul edelim.

_ o)+ 4o (1)
o(t): .

olsun. ¢ =—I-(n-1) B +y icin



(@ (1),.... 0, () = (P(1),..., p(1))| < Ce ™

yaklasimi saglanir. « >0 kosulu altinda sistem (3.2) senkronize olur. Hatta g(x,x) =0 ise

a =—-l—ng seklinde segebiliriz.
Ispat : Sistem (3.1) in ¢(t) ¢ozimiicin
Vg ), e, (1) :|(¢1(t)!""¢n(t))_(5(t)"“!¢(t))|2

seklinde tanimlayabiliriz. Bu esitligi agarsak

. (t)_(mt) +...+¢n<t)]r

V(@l(t)ii(pn(t)): n

. (oz(t)_((/)l(t)ﬁgwn(t)j

<o1<t)+...+¢>n(t))2

n

+ (on(t)_(

elde ederiz. Biraz daha basitlestirmek icin

a®)-0,0),  aO-g (t)|2
Py B

Vie(t),...p,(1) =

Le0-00 | e0-0,0,
n n

Le®-a®) | e®-e.0)
n n

seklinde yazabiliriz. Uggen esitsizligi ve Cauchy-Schewarz esitliginden

VA®, 0,0 < Y00 -0, 0f

ij=1

esitsizligini elde ederiz.
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(R™M" ninbazi W alt kimeleri icin

i/j=1

seklinde yazabiliriz. Buradan W (¢,(t),...,¢, (1)) igin tirev hesaplarsak

d d & 2
V@000 = > [n 0 -0, 0)

i,j=1

n

= D 2Ap®) -0, 0,00 —¢; (1)

i,j=1

sonucunu elde ederiz. Islemleri kolaylastirmak igin ¢(t) = (¢,(t),...,@, (t)) diyelim. islemlere
devam edersek

d n
gtV () = 2y,

i,j=1

<<0i (0 —9;©). T (g 0) + Zn: 9(2 (1), . (1) = 9(@ (1), ¢, (1) - T (9, (1))

-3 (0, 0).0,0) + 90, )., (t»>

n

= Y 2, ()-, 1), F (,0) - T (o, (1)

i,j=1

n

-3 2,0~ 1), 90,0, 1) - 90, (1), 0, 1))

i,j=1

n

+ > 2(p () -0, ), 9(2,1). 0, (0)-9(p, ©). 0, (1)

ijk=1

elde ederiz. Buradan
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n

=3 2(0,0)-0,.9(5,0). %, 0)- 9 (0, V.0, )

i,j=1

n

== 2(p -0, 9(5 1.2 -9, .5 1)

i,j=1

n

= 2{0,0-0;0.9(0,©.9,)-9 (e, ()0, )

i,j=1

bulunur. Bitin agilimlar! yaptigimizda son olarak

SW () = Y. 2(0.0-0,0.F a0~ 1 (0, )

i,j=1

n

=2 2(p®) - ;1) 9(p; (). 0, ©) — 9, (V). 0 (1))

i,j=1

n

+ 27 2p (0, (1), 9(e (0.0 1) -9 (2, (). 0, (1))

i,j=1k=i

elde ederiz. Elde ettigimiz bu esitlik igin (3.1) kullanip yerine yazarsak

SWp) = Y. 2000 0)-0,0f + X 20-0la 00,0 - 3 27|00 -0, 0

i,j=1 i,j=1 i,j=1
cikar. Sonug olarak

SW (o) <21+ (0-95-7)|n -0, ©f

buluruz ve bu esitsizligi de diizenlersek

d

EW((ﬂl(t)) ----- 9, (D)) <=2aW (¢,(1), ... 0, (1))

olur. Eger g(x,x) =0 olarak alirsak a =—l-ng oldugu gorilebilir. Islemleri sonlandirmak

icin W ((t)) nin her iki tarafini e** ile carpip integre edersek
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g2 %vv (@) + €2 2aW (o(t)) < O

j;%(emw (9(s))) ds <0

e*"W (p(t)) -W (¢(0))<0
W (p(t) <e "W (p(0))

seklinde hesaplariz.

Sonug olarak

2

<W (p(0)) e

>

Pt)+...+o(t)
(A1), (t))—(fj

<W (O &

>

(1), 0, (1) =

((Z(t)+...+(ﬁ(t)j
n

Eger >0 iset > +oo iken
(@,(0), .0, (1) - @ (1),..2(1)| > O.
Dolayisiylainceledigimiz sistem (R™)" de tamamen senkronize olur.

3.2 Global Varlik icin Kosullar

Bir oOnceki teoremde (3.1) esitsizlikleri saglandiginda t>0 igin tanimlanan ¢Ozumlerin
senkronize oldugunu ispat ettik. Bu bdlimde her t >0 icin ¢bzimlerin varolmasini saglayan

kosullari verecegiz.

Yardimci Teorem 3.2.1 : Bazi K ,K, sabit sayilariigin
ZJ

2
X244+ X2< K{|xl —X,| H.t

|2

K1[|X1— x2|2 +"'+|Xn—1_ x [F+ Xt X

n

X+t X,
n

2
J (33

bagintisi vardir.
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Ispat : x,,...,x, icin asagidaki esitlikleri tanimlayabiliriz.

Kontrol  edersek (x,...,x,) = (z,,....Z,,,w) aamasinin igine fonksiyon oldugu

goraldr. (z,,...,z, ;,w) =(0,...,0) oldugunu kabul edelim.O halde

olur. Buradan x =x,=..=X,=0 elde ederiz. Dolayisiyla (x,....X,) —=>(z,...,Z, 1, W)

degiskenlerin degisimidir ve yardimci teorem saglanir.

Teorem 3.2.2 : (3.1) ssitsizliklerinin gegerli oldugnu kabul edelim. Hatta g(x,y) =-g(y, x)

olsun. Vt >0 igin (3.2) nin ¢(t) = (¢,(t),...,@,(t)) ¢0ziml mevcuttur.

Ispat : o(t) = (@,(t),...,@, (1)) (3.2)nin bir ¢ézimii olsun. v’yii sonradan segmek kosuluyla

ij=1

seklinde tanimlayabiliriz. Bir onceki bolumdeki gibi V (¢(t)) nin tlrevini hesaplarsak

(0.®), T (2;(1)+9(p; (D)., (1))

:|l\)
N C

SV o) = Y. 2(a0-9,0.6,0-6,0)+

n
i,j=1 i, jk=1
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sonucu ¢ikar ve buradan da

—V (o(1) = 22 <(/7. (1) —o;(®), T (o, (t))+z 9(o (1), (1))

i,j=1

i (Z10)) —Z 9(e; (0., (t))>

+ 2 (00, F 0, )+ 2 Y (00,90, 0.0,0)

ij=1 ij.k=1
elde ederiz.

Bu esitligi biraz dizenlersek;

SV (o) =25 (10 -0,0. T (40) - 1 ,0)

i,j=1

=Y 2(0,0-0,0).0(0,0).0,0) - (0, 0,1

i,j,k=1

223 (001 (0,0)+ 22 Y (00.90,0.0,0),

i,j=1 i,j,k=1

0

Buradaki problemi ¢zmek icin asagidaki islemleri yapabiliriz.

> (0.0 1(0,0))= 3 (20 -0,0). F (0,0))+ D {0,0. T (0,®))

i i,j=1 i=1

Bu denklemden 2":<(pi (t)—; 1), f (; (1)) ifadesini hesaplamaliyiz.

i,j=1

n

(0,0 = 0; 1), T (0, (1))

i,j=1

f
R

() -0, ), f(qo,(t»>+i<¢,(t) 0] f(w.(t))>j

ij=

H

[aN

i,j=

2
> (a0-0,0. F(0,))- (20 -0,0. (0 m}
=

(0.0 - ;). f(2.0) - f (9, 1))

Bu islemlerden sonra Z<(0i ®), f (o, (t))> ifades yerine asagidaki denklemi yazabiliriz.

i,j=1
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n n

PRIORICAG)) :—é Y {a® -1, F (@) - fo,))+ 2 {2,®). F (2, 1))

ij=1 i,j=1 i,j=1

Butln islemleri tamamladigimizda asagidaki esitligi elde ederiz.

%v (1) =23 (2.0, 0, T ()~ (o, V)

i,j=1

0 ®-0,0 +22 . (9,0, 1(0,0))

ij=1

+2nﬂzn_:

19
n2

CIORAORICIO) ERICAG))

n
u,j=1

flk bastaki kabuliimiizde v’ yii sonradan segecegiz demistik. Simdi v = 2n seklinde segersek

2—%=0 olur. Dolayisiyla Zn:<(pi(t)—(pj @), f (@ () - (o, (t))> nin katsayisini 0 olarak

u,j=1

elde ederiz.

Daha sonra islemleri devam ettirirsek ve gerekli acilimlari yaparsak asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

%v (0®) < 2083 | O -0, +4D (0, 1), T (0, 1)

n
i,j=1 =

IN

2083 |0, - 0,0 +43 (0,0, T (9, ) - 1 (O))

n
i,j=1 j=1

+43(0,(0),1(0)

IA

2083 0-0,0] 45 Jo, 0 + 43 1o, 0 + 2|1 (O |

IA

20l -0, +4 42 S, 0 + 21 OF

Yardimcl 6nerme 3.2.1' den yararlanarak Z‘(oj (t)‘2 yerine buldugumuz sonucu yazabiliriz ve
j=1

boylece



16

d( g 2 () + ...+ o ()]
sl Sino-af fpzeef)

S Z”ﬂzn: ‘wi t) -9, (t)‘z +4(£+%j K, (Zn: ‘(ﬂi 1) —o; (t)‘z +u|(p1(t) +'r'-]'+¢n (t)I ]

i,j=1

+2n|f (0

elde ederiz. Bu ifadeyi biraz daha genellestirelim. Bazi K,M > 0 sabit sayilar! icin esitsizlig;
asagidaki sekilde yazabiliriz.

d( < 2 () + ...+ 0 ()]
E[Z\coi(t)—co,-(t)\ +u|"’ — ”

i,j=1

o) + ...+ ¢, (1) 2} "
n

< K [Z [oi(®) =0, +0

Buradan parantez icindeki ifadelerin yerine degerlerini yazarsak

d—Vs KV +M
dt

oldugunu goéririz.

Bu denklemin her iki tarafi e ile carpilip integre edilirse

O —
o
&le
—_
rD\
S
~—~
S
—~
w
~
S
—~
w
N—’
N—r
~—~——
o
(%2}
IA
O —
CD\
P
o
o
g

elde edilir. Dolayisiyla

XI| <

e (p(1) -V (9(0)) <M [—%(e-“ —1)} <
olur ve sonug olarak

V(@010 (1) <6 (%w«ol(ox....% (o»j
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bulunur. Tekrar Yardimci Teorem 3.2.1'i g6z 6niine alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz.
2 2 i M
2 O + o, (O <KV (p(1) <Koe (7 +V(¢>(0))j

Buradan ¢(t) = (¢, (t),...,¢, (1)) ¢dzUmunin var oldugu gorulir. Sonug 2.2.4'ten yararlanarak

bu ¢6zimin [O, +oo[ araligindaki her t icin varolmak zorunda oldugunu sdyleriz.
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4, SENKRONIZE OLMUS SISTEMLER ICiN CEKICILER

Bu bolimde
Xi:f(xi)+ig(xi,xj); i=1..n (4.2
j=1

sisteminin global cekiciye sahip olmasini garantileyen kosullari verecegiz. Bir o©nceki
bolimde

g(x,y)=-09(y,x) (9(x,x)=0)
(f () - F(y), (x=y)) < £|x—y[ (4.2)
(90% Y) — 906D, (% = %)) < B% =X, [*

kosullari altinda (4.1) sisteminin her t > 0 igin bir ¢ozmi oldugunu gostermistik. Oncelikle

asagldaki yardimci teoremi verelim.

Yardimci teorem 4.1 : Daha 6nce sectigimiz v = 2n® igin

V) ) =Y % (0,0 + “I X, () + n+ X, (t)I

i,j=1

olsun. Daha sonra
iZ:,IXi ®f > 6—1nv (%, (t),..., X (1))

oldugunu gosterelim.

Ispat : Ucgen esitsizliginden yararlanarak asagidaki sekilde bir denklem yazabiliriz.

Z [0 -x, 0 < Z (% @+ ®)? sz[i % OF +|x, (t)‘zj £4ni|xi ©f

i,j=1

Daha sonra her iki tarafa u|w|2 ekleyerek islemleri devam ettirirsek

Z [ ® —x, O +vlw” < 4ni|xi O + oW

i,j=1
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cang o o070

< 4nZn:|xi Ol +%(|xi O]+t %, @)

1 2

< 4nZn:|xi (t)|2 +% (Zn]xi (t)|2)2 n%

<an3 I 0f + 03 0
< 4n_zn:|xi Ol +2ni|xi @[

<6n) |x (1)
i=1
sonucunu €l de deriz. Buradan

zn“|xi @[ 26—1nv (% (0), s %, (1)

i=1
oldugu gordl Or.
Bir sonraki teorem Schneider ve Y anchuck (2003)’ un teoreminin bir versiyonudur.

Teorem 4.2 : (4.2) esitsizliklerinin gegerli oldugunu kabul edelim ve <0 olsun. Hatta
4> 0,C >0 sabit sayilarinin oldugunu varsayalim oyle ki:

<f(x)x> <—ux’*+C (4.3)

olsun. O halde (4.1) sisteminin global ¢ekicis vardir.

Ispat : Global gekicinin varligl teoremine gore emici bir kiimenin varligini ispat etmek yeterli.

o(t) =(p,(1),....0,(t)) (4.1) sisteminin bir ¢bzimu olsun ve
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V(@,(0), 0, () = Z\co.(t) 0,00 +U|(/)1(t)+n+g0n(t)|

seklinde tanimlayalim. Daha 6nceki bollimlerde oldugu gibi v daha sonra segilecektir. TUm

araislemler yapilirsa

LV o)=Y 2[00 -0,0.6.0-6,0)

ij=1

F 200+ + 0, OO+ 6,0)

—V (o(t) = ZZ <¢. (1) —o; ), f (o (t))+Zg(<0. (). 9, (1))

i,j=1

10,00~ 3900, 0.0, 0))

> (90.9(0,0.0,0)

i,j,k=1

223 (0. F (o, ) +

i,j=1

3|I\)
N C

%v (o)

=23 (0,0~ 9,0 T (2, ) - T (0, 1)

i,j=1

+ i 2(0,®) = 9, ®),9(0, 0.0 () - 9 (0; (), 00, (1)

) n

L2 (2@, Tlo;0))+= D (2(1).9(p; ()., (1))

= n" ;i ix=

N

elde edilir. Daha sonra (4.2) esitsizliklerini kullanirsak

SV (o) =23 (00 -0, 0.1 0O~ Flo,0))+2 Y. Aln© 0,0

i,j=1 i,jk=1

223 (00 10,0) 2 > (n0.900,0.0,0)

i,j=1 n" k=1

0
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sonucu bulunur.

Daha 6nceki bolimde hesapladigimiz gibi

n

> (a0, Ho, @)= (20 - 0,0, T, )+ (0,0, T (0, @)

i,j=1 ij=1 i=1

yazabiliriz. Buradan da

Yo -0,0.1(¢,0))

IJ*

._\

I\)|H

( (0,0 -0, 0, o, (t))>+__i<¢>,- O-o,0). f (o (t))>J

3 (p. - ). f (o, (t»>—i_<¢>i -, ). f (o (t»>j

I\)|H

=5 200,01 OO 1(0,0)

denklemi bulunur. Sonug olarak

n

> (o). fp; )= 22<¢.(t) 2,0, T (@) (0, ))+ Y (0,0, (g, @)

i,j=1 i,j=1 i,j=1

elde ederiz. Buldugumuz sonucu yerine yazarsak

SV (o) - 22<¢.(t) 2,0). T (@,1) - (9, (1)

+2nﬂ2\<o. 0 -0, O +22 <¢>J (®). f (o, (1))
L3 (2 ®-0,0.F00)- Fo,0)

olur. Simdi tekrar v = 2n* segersek ve denklemde yerine yazarsak
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%v (o) <208 Dlp ) -0, O +4 (0, 1), (o, 1))

n
i,j=1 j=1

cikar. (4.3) bagintisinin saglandigini kabul edelim. O halde

> la®-p,0f +43 (a0 )

n
i,j=1 j=1

<208 3 [0~ 0,0 ~4u 3o, Of +4nC

%v ($(t) <2np

S <0 oldugunu distnursek bu ifadeyi biraz daha genellestirebiliriz.

d n 2
5V (0(0) <=4u Yle, @ +4nc
j=1
Y ardimci teorem 4.1’ den elde ettigimiz sonucu Ustteki denklemde yerine yazarsak
d

SV () <-4 6—1nv (o(t)) +4nC

elde ederiz. Herhangi bir pozitif A sayisini alalim ve izg—ﬂ olsun.
n

Dolayisiyla

d

EV (1)) £ = AV (p(t)) +4nC

yazabiliriz. Esitsizligin her iki tarafini e* ile carpip integre edersek

e %V (p(t) +e™ AV (p(t)) <e™4nC
t d t

j [— e’V (¢(S))j ds < j e’*4nCds

0 dS 0

eV (@, (t),....0, (1)) =V (¢,(0),...,0, (0)) <4nC (%(em _1))
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ifadesini elde ederiz. Bu esitsizligi biraz daha basitlestirebiliriz.

™V (p(t)) < 4nC (%(eﬂt —1)) +V (0(0))
_at 1 at —At
V(p(t) < e 4nC[z(e —1)j+e V (0(0))

<4nC G— e_z ]+ eV ((0))

sonug olarak
V(p(0) <™V (p(0)+ 4nC

elde ederiz. Yardimci teorem 3.2.1' den yararlanarak

olur. Buradan da yeteri kadar biytk t icin

1
o, (O] + ...+, (1) < 2-4nC.

elde ederiz. /1:2—21 olarak secmistik. Buldugumuz bu sonuca dayanarak asagidaki emici

kimeyi elde ederiz.

{(Xl(t), s %, (1))

n 2 _12n*C
X (D) <
Soff <22 }

Dolayisiyla (4.1) sistemi icin bir ¢ekici vardir.
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NOT: Eger @ :=—I—ng > 0ise (4.1) sistemi senkronize olur. Sistem (4.1)’in ¢ekicisi olan7 ,

icin sabit oldugundan 6nerme 2.1.10. ‘un de yardimiyla eger F X = f (x) denkleminin bir

cekicisi ise o7 = A(-7) diyebiliriz. Oyle ki A:R™ — IR" x...x IR™ seklinde tanimlanmistir
\_ﬁ——/

n defa
ve diyagonal eslestirmesi de x — A(x) =(X,...,X) seklindedir. Bunun anlami sinirli bir

kimedeki ¢cozimler icin “kolektif” bir senkronizasyon mevcuttur.

NOT: Emici kiime g’ yabagl degildir.
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5. BiYOLOJIK SALINIMLAR

Bizim biyolojik ritmimiz gindiiz ve gecenin degisimine baglidir. Daha agik bir dille gin
icerisinde aldigimiz 151k siddetine baglidir. Ornegin 1sigin siddeti zayif ise bir gesit icsel ritim
elde edilir. Bu goris vicudumuzun biyolojik salinimlarinin senkronizasyonuna baglidir.

(Ancak 1s1gIn siddeti guclu ise bu ifade dogru degildir.)

Biz bu gorusii Goodwin salinimlarini analize ederek destekledik. Goodwin (1965) hiicre
bolunmelerinin bagimsiz salinim sinyalleri icerdigini 6ne sirdi ve negatif geri beslenme
kontrol metotlarini inceledi. Ozel olarak salinim 6zelliklerini taslyan protein sentezleri igin
kesin modeller kurdu. Onun inceledigi ana model periyodik ¢ozime sahip degildir. Biz bu
modeli modifiye ederek periyodik olarak davrandigini gosterecegiz. Asagidaki tanimlamalar
J.D. Murray’ in (1977) kitabindan yararlanilarak yapilmistir.

Inceledigimiz modelde diizenleyici gen G taslyicl ribonikleik asit (mRNA) Uretir. Bunun
konsontrosyonunu X ile gosterelim. Bu (mRNA) ribozomlarla etkiserek enzim molekdllerini

olusturur. Bunun konsantrasyonunu da Y ile gosterelim. Daha sonra enzim S
konsantrasyonunun bazi substratlariyla bir reaksiyon katalize eder. Bu reaksiyonun triniiniin
bir bolimi gen represtrleridir. Bunlarin konsantrasyonunu da Z ile gosterelim. Bu represor
duizenleyici genin aktivitesini bastirmak icin ona geri beslenir. Bu da basit bir kapali devre
geri beslenme kontrol dongustdir. G genlerinin sayisini n ve onlarin represdr molekillerine
bagli olmayan fraksiyonunu f ile gostereim. Oyle ki fn ve (1- f)n represorlerle iliskili
genlerin sayilariyla ilgilidir. Sistem icinde reaksiyonlarin zamaninda denge noktasinda

olabilmesi icin digerleriyle yeterince hizli karsilastiriimalidir. Oyle ki
(- fn)n=afnz

Burada a reaksiyonun denge sabitidir. Bu denklemden bastirilmayan genlerin f fraksiyonu

f =(@+az)™ seklindeyazilir. (MRNA) oraninin f ile orantili oldugunu varsayaim. Boylece

(mRNA) konsantrosyonu igin

g X _ b

d 1+aZ
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denklemi yazilabilir. Burada a,b,c pozitif sabitlerdir. Ribozomlarin konsantrasyonunun

hissedilir bir sekilde degismemesi icin onlarin yeterli sayida oldugunu kabul edelim. Boylece

enzimlerigin
v =9 _ax —ev (5.2)
dt

denklemini yazabiliriz. Burada d ve e pozitif sabitlerdir. Z represorlerinin Y enzimleri ile

ilgili orantisini

. dz

Z=—=hY-0Z 53
m g (5.3)

seklinde yazariz. Denklemdeki h ve g pozitif sabitlerdir. Sistemi analiz etmek icin

denklemleri boyutsuz formdayazalim.

: 2,2 %
X:(hazdjsx, y= ha Y, z=al
b bd
. (5.4)
7 = (habd)?3t, a= ¢ },ﬁ= : T V= J 1
(habd)? (habd)? (habd)?3
Boylece
. 1 .
X =———0X, y =X-—PBYy, z=y-yz (5.5
1+z

modelini elde etmis oluruz. Elde ettigimizi sistem icin yapilan analiz sistem (5.1), (5.2) ve
(5.3) icin sinirli bir periyodik dongunin olmadigini gosterir. Simdi model (5.5)i modifiye
edelim ve tekrar biyolojik yorumunu yapalim. Griffith (1968) bu model i¢in bir modifikosyon
one surmustir. Oyle ki G duzenleyici genlerini etkisiz hale getirmek icin birden fazla Z
represor molekdlindn oldugunu varsayalim. Eger m tane represor mol ekl indn varoldugunu

dustndrsek (5.1) denkleminin yerine asagidaki denklemi elde ederiz.

X—b

= ——cX (5.6)
1l+az

Buradaki m "Hill katsayisi" olarak adlandirilir. Yeni sistemimizi su sekilde yazabiliriz;
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X

1+z

Eger =1, =1, 7:% ve m>8 olarak segersek yeni sistemimizin periyodik bir ¢dzimu

oldugu Murray (1977) tarafindan gosterilmistir. Bu yaklasimlar altinda

Z—y—lz
2

sistemini elde ederiz. Simdi bizim genel sonucumuzu bu probleme uygulayalim. f : R® — R®

fonksiyonunu tanimlayalim. Oyle ki:
(x,y,2) = (fi(x,¥,2), £,(x, ¥, 2), F3(x,¥,2))
oncelikle asagidaki 6zelliklerin saglandigini gosterelim.

Teorem 5.1 : f fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri sagladigini gosterelim.
1) f Lipschitz kosulunu saglar, dyle ki bazi L sabitleri igin

00, 2) = F(%9, D) < L|(X Y, D)~ (%,9.2)]

2) Bazi >0 ve C >0 tamsayilariigin

<f(x),x> <—ux’*+C

Ispat :Oncelikle Jacobien matrisini hesaplayalim.

m-1

1 . mz :

a+z")
Jf(x,y,2)=| 1 -1 0
0 1 1
2
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J f(x,y,z) matris sinirhdir. Dolayisiyla f : R® - R® fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar.

Simdi Lipschitz sabitini hesaplayabiliriz.
(hphz’hs) =h

alaim.

Ji [h]:(_hl mz’ - h31h1_h2’h2_%h3j

C(@+z")?

2

2 mz™* mz™ -1
Jf[hl | =h?+ h? +2hh,——— + h? + h?
‘ [ ]‘ hl ((1+Zm)2} 3 hl 3(1+Zm)2 hl 2

—2hh, +hZ +%h§ —h,h,
2 212 2 22 2 2 2 22 1 2 l 2 1 2
<hi+mhy +h”+mhy +h”+h) +hy +h2h2+2h3+§h2+5h3

<4h? +4h2 +(2m* +1)h?
m > 2 oldugunu biliyoruz. O halde

‘Jf[h]f§(2m2+ﬂﬂbhymr

1
seklinde yazabiliriz. Buradan Lipschitz sabitini L = (2m? +1)2 olarak hesaplariz.

2) £>0 ve C>0icin <f(x),x> <—ux*+C iddiasinin dogru oldugunu gosterelim.

( 1 —xx—yy—lzj (X,vY,2) :( 1 —x]x+(x—y)y+(y—lzjz
1+z™ T 2 ) 1+2z" 2

:—xz—yz—%zz+xy+yz+ —X

1+2z

Holder esitsizligini kullanarak, bazi ¢,6,7 sabit sayilari icin
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[EEN

11
ZexP+= Zy?
2 gy
11
7 < =5y += =1°
y y 55

IN

Xy

NI, DN

1

X < nx?+C
1+2z" g i

denklem sistemini olustururuz. Daha sonra buldugumuz bu degerleri denklemde yerine

yazarsak
1 1 11 1
f(x),X) < —XP—-y* —Z72%+ZexX’+=2y?+=0Yy?
(10029 Voot oty T
Al e
20 g
11 1
< -X*|1-Ze-n |-y 1-==-= 5
( ‘ "j y( 2 2 J

sonucunu elde ederiz. iddiamizin dogru olmas icin asagidaki esitsizliklerin saglanmasi

gerekir.

Bu denklem sistemini ¢ozdiglimizde;

1<§<§
2

<&<?2

2—-¢&
O<np<——
=73

elde ederiz. Eger ¢,5,n7 ‘y1 bu araiklar icinde segersek < f(x),x > <—ux®+C esitsizligini
saglayan u >0 sayisini bulabiliriz. Boylece iddiamizi kanitlamis olduk.
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Ispatladigimiz teorem tekil Goodwin salinimlarinin global ¢ekiciye sahip oldugunu garantiler.
n cifti Goodwin salimmlarinin neredeyse her ¢ozimu tekil Goodwin salinimlarinin
periyodik ¢ozimine senkronize olur. Numerik uygulamalar Li, Chen, Aihora (2006) ve
Schineder, Y anchuch (2003) makal el erinde 6rneklenmistir.



31

KAYNAKLAR

V.S. Afraimovich, S.N. Chow, JK. Hale, (1997),” Synchronization in Lattices of Coupled
Oscillators’ , Phys. D,103, no. 1-4, 442--451.

V.S. Afraimovich, H.M. Rodrigues, (Lisboa, 1995), “ Uniform Dissipativeness and
Synchronization on Nonautonomous Equations’, International Conference on Differential
Equations ,3--17, World Sci Publ., River Edge, NJ.

A.N. Carvaho, H.M. Rodrigues, T. Dlotko, (1998), “ Upper Semicontinuity of Attractors and
Synchronization”, J. Math. Anal. Appl. 220, no. 1, 13--41.

M. Gameiro, H.M. Rodrigues, (2001),” Applications of Robust Synchronization to
Communication Systems’, App. Anal. 79, no. 1-2, 21--45.

D. Gonze, S. Bernard, C. Waltermann, A. Kramer and H. Herzel, (2005),” Spontaneous
Synchronization of Coupled Circadian Oscillators’, Biophysical Journal ,89, 120.

B.C. Goodwin, (1965), “Oscillatory behaviour in Enzymatic Control Processes’, Adv. in
Enzyme Regulation , 3 425--438.

JK. Hale, (1998), “ Synchronization by Diffusive Coupling”, no.36, 17--31.

JK. Hale, (1997), “Diffusive Coupling, Dissipation and Synchronization” , J. Dynam.
Differential equations ,9, no. 1, 1--52.

K. Josic, (2000),” Synchronization of Chaotic systems and Invariant Manifolds,
Nonlinearity”,13 no. 4, 1321--1336.

K. Josic, (1998), “ Invariant Manifolds and Synchronization of Coupled Dynamical Systems”,
Physical Review Letters, 80, no. 14, 3053--3056.

[.S. Labouriau, H.M. Rodrigues, (2003), “ Synchronization of Coupled Equations of Hodgkin-
Huxley Type’, Dyn. Contin. Discrete Impuls. syst. Ser. A math. Anal., 10 ,n0.1-3, 463--476.

C. Li, L. Chen and K. Aihara, (2006), “ Synchronization of Coupled Nonidentical Genetic
Oscillators’, Physical Biology , 3, 33--44.

J.D. Murray, (1977),Lectures on Nonlinear Differential Equation Models in Biology,
Clarendon Press, Oxford,

J.D. Murray, ( 2003), Mathematical Biology. Spatial Models and Biomedical Applications,
Springer-Verlag, New York.

L. Perko, (2001), Differential Equations and Dynamical Systems, Springer-Verlag, New
York.

H.M. Rodrigues, (1996), “ Abstract Methods for Synchronization and Applications’, Appl.
Anal., 62, no.3-4, 263--296.



32

H.M. Rodrigues, L.F.C. Alberto, N.G. Bretas, (2001), “Uniform invariance Principle and
Synchronization. Robustness with Respect to Parameter Variation”, J. Differential Equations
169, no. 1, 228--254.

K.R. Schneider and S. Y anchuck, (2003),” Complete Synchronization of Symmetrically
Coupled Autonomous Systems’, Applicable Analysis ,82, no. 12, 1127--1143.

R. Teman, (1988), Infinite Dymensional Dynamical Systemsin Mechanics and Physics,
Springer-Verlag, New York.



OZGECMIS
Dogum tarihi
Dogum yeri
Lise

Lisans

Y Uksek lisans

09.08.1983
Corlu
1997-2001

2001-2006

2006-2008

2007-2008

33

Corlu Ticaret Borsasl Sliper Lisesi

Y ildiz Teknik Universitesi,Fen Edebiyat
Faklltesi,Matematik Boltmi

Yildiz Teknik Universitesi,Fen Bilimleri
Enstitlisi,Matematik Anabilim Dali

Universita Delgi Studi Di Trieste/italya
Tez caligmasi



	özet
	fATMA BURCU ÜSTÜNDAĞ.tezim

