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GIRIS Sehmus FINDIK

GIRIS

Akivis cebirleri ilk o6nce M.A. Akivis (Akivis, 1976) tarafindan
tanimlanmistir. Daha sonralari Hoffmann ve Strambach (Hoffmann ve Strambach,
1990) tarafindan gelistirilerek Akivis cebirleri olarak adlandirilmistir. Sabinin ve
Mikhaev (Sabinin ve Mikhaev, 1987) de hiperalgebra olarak adlandirdiklar
multilineer islemlerin bir hesaplanabilir kiimesine sahip ve su an Sabinin cebirleri
olarak bilinen cebirleri bulmuslardir. Sabinin cebirleri ve Akivis cebirleri arasindaki
iliski Shestakov ve Umirbaev (Shestakov ve Umirbaev, 2002) tarafindan
aciklanmistir. Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebiri birlesmeli olmayan bir
serbest cebirdir.

Biz bu calismamizda Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebirininin
yapisini, Akivis cebirlerinin lineerligini, bir serbest Akivis cebirinin nasil
kuruldugunu inceleyip Akivis cebirlerinin altcebirleri i¢in bir boyut formiiliinii
gelistirdik. Ayrica n-dereceli Akivis elemanlarinin baz elemanlarinin bulunmasi i¢in
bir yontem tanimladik.

Tezin ikinci boliimiinde calismamizin kaynagini olusturan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii béliimde Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebirleri insa
edilmis, Akivis cebirlerinin lineer oldugu gosterilmistir.

Dordiincti boliimde bir serbest Akivis cebirinin kurulusu verilmis, Akivis
cebirlerinin Schreier 6zelligini sagladig1 gosterilmistir.

Son olarak besinci bdliimde Akivis elemanlarmin olusturdugu alt uzaylarin
boyutunu veren bir formiil incelenmis, bu uzaylarin bir bazin1 bulmak igin bir

yontem gelistirilmis ve bununla ilgili 6rneklere yer verilmistir.
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2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1.Temel Bilgiler

Tammm 2.1.1: M degismeli bir grup ve ¢ bir halka olsun. Asagidaki
kosullarin saglanmasi durumunda M ye bir sol ¢-modiil denir. Her a,b e ¢ve

x,yeM igin

1) axeM

2) (a+b)x=ax+bx
3) (ab)x = a(bx)

4) a(x+y)=ax+ay
5) Ix=x

dir.

Tanim 2.1.2: 4 bir halka ve M,N iki A-modil olsun. M ile N nin Tensor

carpimi, 7 bir A-modiil ve g: M xN — T bilineer bir doniisiim olmak {izere

asagidaki ozelliklere sahip bir (7, g) ikilisidir.

a) Her P A-modillii ve her f:M xN — P bilineer donlisimii i¢in
f = f"og olacak sekilde bir tek f':T — P lineer doniisiimii vardir.
b) (T , g) ve (T !, g') a) Ozelligine sahip iki ¢ift iseler jog =g’ olacak

sekilde birtek j:7 — T’ izomorfizmi vardr.

T=M®N ile gosterilir ve 7 , x®y seklindeki elemanlar tarafindan

dogurulur.

T, “®” islemine gore asagidaki 6zelliklere sahiptir: Her x,y €T ve a e 4

i¢in
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1) (x+x')®y=x®y+x'®y R
2) x®(y+y'):x®y+x®y' ,

3) (ax)@y = x®(ay): a(x®y).

“®” islemine tensor carpimi denir. 7 = M ® N , tensor ¢carpimiyla birlikte bir

cebirdir. Bu cebire tensor cebiri denir.
K bir cisim olsun.

Tamm 2.1.3: C, K cismi iizerinde bir halka ve bir sol K-modiil olsun. Eger

her a € C veher x,y € C igin

a(xy) = (ax)y = x(ay)
ise C ye K cismi lizerinde bir cebir denir.
Tanim 2.1.4: R bir halka olsun. Her x,y,z € R i¢in
(x)z+(z)x+(zx)y =0
ise R ye Jacobi 6zdesligini sagliyor denir.

Tammm 2.1.5: L Jacobi 6zdesligini saglayan bir halka ve her x,y e L i¢in
xy =—yx olsun. Eger L, K cismi iizerinde bir cebir ise L ye K iizerinde bir Lie cebiri

denir. L nin cebir ¢arpimi genellikle x, y € L i¢in [x, y] olarak gosterilir.

Tanmim 2.1.6: X # O bir kiime, F' bir cebir ve i : X — F bir doniigiim olsun.

Her B cebiri ve her a: X — B doniisiimii i¢cin «:y oi olacak sekilde bir tek

w : F — B cebir morfizmi varsa (F,i) ¢iftine X iizerinde serbest cebir denir.
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Tanim 2.1.7: Bir serbest cebirin her alt cebiri serbest ise bu cebire Schreier

sinfindadir denir.

A bir cebir ve I, A nin bir ideali ise / < A yazacagiz.

Tanim 2.1.8: A4 bir cebir olsun. / sonlu iiretegli ve ,% sonlu tiretecli olacak

sekilde bir / < 4 varsa A ya residual sonlu denir.

Tanim 2.1.9: M bir cebir olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

U(M) cebirine M nin evrensel enveloping cebiri denir:

1) M den U(M) ye kanonik homomorfizm denilen bir £: M — U(M)

homomorfizmi vardir.

2) K cismi iizerindeki birim elemanli her B cebiri ve her ¢: M — B
homomorfizmi i¢in we =¢ olacak sekilde bir tek ¢:U(M)—> B

homomorfizmi vardir.

2.2.AKkivis Cebirleri

Tamm 2.2.1(AKivis cebiri): Bir Akivis cebiri bir V' vektor uzayidir dyle ki V,
asagidaki 6zellik saglanacak sekilde ters-simetrik bilineer bir [x,y] ¢arpim1 ve

tic-lineer bir A(x,y,z) ¢arpimi tarafindan donatilmistir:

[x.y1 2]+ [Iv. 2+ [lz.x] y]= 4w, . 2)+ Ay, z.2)+ Az x, p) +
- A(y, X, z)— A(x, z, y)— A(z, y,x).
Bu 6zdeslige Akivis 6zdesligi denir.
Bu cebirler 1976 yilinda M.A.Akivis tarafindan three-webs ’in lokal cebirleri

olarak tanimlandi.
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Tamm 2.2.2: B , herhangi bir F' cismi iizerinde herhangi bir birlesmeli
olmayan cebir olsun . Simdi, [x,y]=xy—yx ve A(x,y,z)=(xy)z—x(yz) olarak
tanimlayalim. O zaman bu islemlerle yukaridaki 6zdeslik saglanir, dolayisiyla B
vektor uzayi bu islemlerle birlikte bir Akivis cebiri olur ve bu Akivis cebiri 4k(B) ile

gosterilir.
Bunu daha agik gorelim:
i) [x,y] ters-simetrikdir?:

[xy]=xy—yx=-(yx—xy)=-[yx]

ii) [x,y] bilineerdir?: a,f€F ve x,y,z€ B i¢in,

[(ax+By),zJ=(ox+py)z-z(ax+y)
=(ax)z+(fy)z-z(ax)-z(fy)
=a(xz)tf(yz)-a(zx)-p(zy)
=o(xz-zx)Hfp(yz-zy)=a[x,z [+ py.z] .

iii) A(x,y,z) iig-lineerdir?: Bunu bir skaler i¢in kontrol etmek yeterlidir:

a,be K ve x,y,z,we B olsun.

A(ax+by,z,w)=((ax+by)z)w-(ax+by)(zw)
=a(x(zw))-ax(zw)+b(y(zw))-by(zw)
=aA(x,z,w)+bA(y,z,w)

iv) (1) 6zdesligi saglanir:
[[xay]aZ]Jr[[)’,Z]ax]Jr[[Z,x]ay]:[an/]Z‘Z[an/]+[)’,Z]x'x[VaZ]JF[Zax]y'y[Z,x]

=(xy-yx)z-z(xy-yx)Hyz-zy)x-x(yz-zy)+
+(zx-x2)y-y(2x-X2)
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=(x)z=x(yz) Hyz)x-y(zx)H(zx)y-z(xy)-(zy)x+
+tz(yx)-(x2)y+x(zy) - (x)zty(xz)
=A(x,y,2)tA(,z,x)+A(z,x,y)-A(z,y,x)-A(x,2,)-A(),x,2)

0),ii),iii),iv) 'den dolay1 B ,bir Akivis cebiri olur.

Tanmm 2.2.3: A4 bir Akivis cebiri olsun. 4 nin iizerinde tanimli oldugu
islemler Va,b,c € A igin [a,b]: A(a,b,c): 0 ozelliklerini tastyorlarsa 4 ya asikar

Akivis cebiri denir.

Bu caligmadaki tiim cebirleri (aksi belirtilmedigi siirece), birimli, birlesmeli

ve degismeli bir ¢ halkasi lizerinde diisiinecegiz.
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3.HER AKIiViS CEBIiRi LINEERDIR

Bu boéliimde Akivis problemi olarak bilinen ve herhangi bir Akivis cebirinin
uygun bir B cebiri i¢in, Ak(B) Akivis cebirine izomorfik olarak gémiilebilir oldugunu

sorgulayan problem incelenecektir.

3.1.AKkivis Cebirlerinin Evrensel Enveloping Cebiri

Bu kisimda Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebirlerinin varligin

inceliyecegiz.

Onerme 3.1.1: 4 , bir Akivis cebiri olsun. O zaman ¢ iizerinde bir U(4)
cebiri ve agagidaki evrensel ozellikle birlikte bir i: 4 > Ak(U(A4)) homomorfizmi
vardir:

Verilen her p: A — Ak(B) lineer temsili i¢in bir tek ,; :U(A) > B cebir
homomorfizmi vardir dyle ki p =io ; dir. Ayrica 4 nin lineer olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul i nin bir homomorfizm olmasidir.

Ispat: Herhangi bir V' , ¢-modiiliinii kullanarak V iizerinde birlesmeli

olmayan T {V} tensor cebirini kuralim:

TVi=relyer)® - er*e-.. ,n>1.

n—1
Ver=@reer®™ ve ueV®ile veV® carpimmi u-v=u®v
i=1
olarak tanimlayalim. Ornegin;
Ve —rev Ve =[re@er) |®[ " ®V)®V | dir. Dikkat edelim

ki alisildik birlesmeli 7(V) tensor cebirindeki ¢arpiminin tersine V& (V ®V) ile
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(V' ®V)®V uzaylarim farkli uzaylar olarak aliyoruz. Kolaylikla goriilebilir ki 7 {V}
cebiri asagidaki evrensel 6zelligi saglar:

V' den herhangi bir B cebirine tanimlanan her ¢ -lineer doniistimii,
T {V} den B ye bir ve yalniz bir tane cebir genisleme homomorfizmine sahiptir.
Ozel olarak ¥, X baziyla ¢ iizerinde bir serbest modiil ise, o zaman T{/}, X

tizerindeki birlesmeli olmayan serbest cebire izomorfik olur (Zhevlakov, Slinko,

Shestakov, ve Shirshov, 1982).

Simdi 4 bir Akivis cebiri olsun. T{4} cebirini ve onun bir / idealini
diisiinelim oyle ki 7, x®y—y®x—[x,y] ve (x®y)®z—x®(y®z)—A(x,y,z)

elemanlarindan olusan kiime tarafindan iretilsin. Burada x,y,ze A4 ‘dir.
U(4) = T{A% diyelimve i: 4 - U(4) y1

i(x) =x+1 diye tamimlayalim. O zaman kolaylikla kontrol edilebilir ki, U(A4) ve i

Onermenin iddia ettigi sonucu saglar. i

Burada U =U(4) nm, A ‘nin evrensel enveloping cebiri oldugu

goriilmektedir. 7 {A} cebiri bir pozitif Z -derecelendirme ye sahiptir:

A" = A® A®---® A olmak lizere

T{4}=@,_, 4% ,i<0i¢in4® =0

dir.

Bu derecelendirme T {A} icinde asagidaki sekilde artan bir siizgeg belirler:

hLclhc.cl,c.. T, =@ A%
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Yani, T{4}=|JT, ve I,T, T, dir.
k

i+j

Sonug olarak bu derecelendirme U, =T, +/ olacak sekilde U(4) iginde de
bir siizgece neden olur.
Dikkat edelim ki U , U, =T,+I1=@ A" +1=A4" +1=A+1=i(4)

tarafindan dogurulmustur. Ayrica U =U,_,U, olup siizge¢ yogun’dur.( Ciinkii

U U =U T +1= T{A% dir.).
Simdi de U siizgeglenmis cebir olmak iizere grU =®,_,(grU), cebirine bir

g6z atalim. Bu cebirin bilesenleri asagidaki sekilde tanimlanir:

n<0 icin gr(U), =0 , grU), =U, ve i>1 icin gr(U), J% dir.
i-1
Eger a=a+ U, e(grU), ve b=b+ U, € (grU)_/ ise 0 zaman

a-b=ab+U,,  €(grU),, di.

i+
Dikkat edelim ki i(4)=U, =(grU), dir. Yani i homomorfizminin
injektifligi problemi derecelendirilmis cebir olan grU(4) nin yapisina indirgenmis
olur. Genellikle bir siizgeclenmis cebir tarafindan iliskilendirilen bir
derecelendirilmis cebirden bahsetmek onun {izerinde g¢aligmaktan daha kolaydir.
Dolayisiyla bizim burada dikkatimizi grlU(A4)
ya ¢evirmemizde fayda vardir.
Oncelikle 4 Akivis cebirindeki islemlerin asikar oldugu durumu inceleyelim:
Ya,b,c € A igin [a,b]z A(a,b,c): 0 olsun. Bu durumda T{A} cebirinin / ideali

asagidaki homojen elemanlar tarafindan dogurulur:

a®b-b®a , (a®b)®c-a®(b®c) , Va,b,ced. 2)
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T {A} Z-derecelendirilmis oldugundan U(A4) = T(A% da Z-derecelendirilmis

olur. Bu durumda grU, U ya izomorf olur. Simdi bu cebirin tam olarak nasil

olusturulacagini aciklayalim.

X bir ¢g-modiil ve S(X) = z S'(X) onun simetrik cebiri olsun.

i—0
1<i<3  igin Vi(x)=s'(x) ve (>3 igin tiimevarimla
i-1 0
V'(X)=@V’'(X)®V'/(X) olarak tammlayalim. V(X)=@V'(X) direkt
7=l i=1

toplamin1  diisiinelim  ve V(X ) tizerindeki ¢arpim1  asagidaki  sekilde

tamimlayalim.v, e V'(X) ve v, e V/(X) igin;

Vl- 'Vj =

vy, eSY(X),  i+j<3
v, ®v, eV”-/(X), i+j>3

oyle ki burada ab yazilisi ile, a ve b ‘nin simetrik cebir olan S(X) igindeki

carpimi anlagilacaktir.
Onerme 3.1.2: 4 bir asikar Akivis cebiri olsun. O zaman U(4) evrensel

enveloping cebiri ve onunla iliskilendirilmis olan grU(A4) derecelendirilmis cebiri

yukarida tanimlanmis olan V' (A) cebirine izomorfiktir.

Ispat: A cebirini S'(A4) ile 6zdeslestirelim. Bu durumda 4 y1 V(4) nin bir ¢-
altmodiilii olarak kabul edebiliriz. Va,b,c € A i¢cin V(A) i¢cinde asagidaki esitlikler

vardir;

a-b—b-a=ab—ba=0, ve (a-b)-c—a-(b-c)=abc—abc=0.

10
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Dolayistyla 4 , Ak(V(A)) ‘nin bir asikar altcebiri olur ve A, V(4) y1
dogurdugundan, her a € 4 i¢in 7(i(a))=a olacak sekilde bir 7 :U(4)— V(4) cebir
epimorfizmi vardir.

Tersine olarak , her a,b,c € 4 i¢in U(A) i¢inde asagidaki esitlik vardir:

i(a)i(h) —i(b)i(a) = i([a,b]) =i(0) = 0, ve

(i(a)i(b))i(c) - i{a)i(b)(c)) = i(4(a.b.c))=i(0) = 0.

a — i(a) doniisimii, ab — i(a)i(b) ve abc — i(a)i(b)i(c) doniigiimlerine
k=23 i¢in S*(A4) dan U*(A4)= A% +1 ye dogru olacak sekilde genisletilebilir.
Kolaylikla goriilebilir ki tensdr carpimlarinin evrensel Ozellikleriyle birlikte bu

dontigiimler tiimevarimla bir i V(A) > U(A) cebir homomorfizmine genisletilebilir.

Aciktir ki i ver karsilikl1 olarak tersinirdir. Dolayisiyla i bir otomorfizmdir. O

halde V(4)=U(A) olur. O

Sonuc¢ 3.1.1: Her 4 Akivis cebiri i¢in derecelendirilmis cebirlerin dyle bir

T: V(A) — grU(A) epimorfizmi vardir ki her a € 4 i¢in 7(a) =i(a) ‘dir.

Ispat: I, (2) formundaki elemanlar tarafindan dogurulan ideal olmak iizere

V(4) nin T(A% cebirine izomorfik oldugunu gosterdik. Ote yandan her

a= i(a),l; =i(b) e (grU), i¢in grU icinde asagidakilere sahibiz:
ab—ba = i(a)i(b) - i(b)i(a) + U, =i([a,b]) +U, =U, =0 (Buradaki 0=0,,,, ).
Ve benzer olarak;

(abfe—albe)=i(A(a,b,c) =0 (Buradaki 0=0,,,, ).

11
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Simdi 7:7(A4) > grU dogal epimorfizmini diisiinelim dyle ki Va € A4 igin
7(a) =i(a)olsun. (2) elemanlarinin grU igerisinde sifira denk olmasiyla / ideali 7

‘nin ¢ekirdegi olur. Dolayisiyla grU , ¥(4) nin homomorfik goriintiisii olur. m

Ornek 3.1.1: A=¢-a bir boyutlu trivial Akivis cebiri olsun dyle ki
[a,a]: A(a,a,a)=0olsun. O zaman U(4), ¢ iizerinde asagidaki bazla birlikte bir

serbest moduldiir:

2 3
a,a ,a,

a*a’,a’a,aa’,
a’a’,a’a’,(a’a)a,(a’a)a,a(a’a®),a(a’a),a(aa’),

ceey

Oyle ki burada baz elemanlart birlesmeli olmayan kelimeler gibi

carpilmistir(uzunlugu 3 olan biitiin altkelimeler birlesmeli olacak sekilde).
3.2.AKkivis Cebirlerinin Lineerligi

A bir Akivis cebiri olsun. 4 bir serbest ¢-modiil iken U(4) ‘nin da aym

¢ -modiil yapisina sahip oldugu ve 4 nin lineer oldugu gosterilecektir.

Tammm 3.2.1: Eger bir Akivis cebiri uygun bir B cebiri i¢in Ak(B) Akivis

cebirinin i¢ine izomorfik olarak gomiilebiliyorsa bu Akivis cebirine lineerdir denir.

A bir Akivis cebiri, ve {ei} A nin ¢-modiil olarak bir baz1 olsun. V' (4) yi
tekrar gozoniine alalim ve {lizerine * carpimini tanimlayalim. a € Vi(A) ve

beV’ (A) olsun. Tanimu iki pargada verecegiz:

1. Eger i+ ;>3 iseozaman a*b=a®beV'/ (4).

12
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2. i+j<3 icin A ‘nin {ei} bazin1 kullanacagiz. Acik¢a goriiliir ki {ei},
V'(4) ‘nin da bazidir. Ayrica V>(A4) ve V7 (4), sirasiyla ee; (i < j) ve
eee, (i<j<k) bazlariyla serbest ¢-modiil olurlar. Simdi a*b

carpimt i + j <3 durumu i¢in asagidaki kurallarla tam olarak tanimlanir:

eee,,r<s<k,
(eres)*ek = erekes +A(er’es’ek)_A(er’ek’es)+er *[ S’ek]’rgk<s’

ekeres +er *[ s’ek]+[ r’ek]*es +A(er’es9ek)_A(er’es’ek)ﬁk SVSS,

eee, — A(e,,es,ek ),r <s<k,

. *(e . )= ee.e, —A(e,,,es,ek)+[er,es]*ek,s<r£k,
' ot eseker _es *[ek7er]_[es7er]*ek +
—Ale,,e,,e, )+ Ale,.e e )—Ale,.e,e )k <r<s.

(V(A)+,%) cebirini V'(4) ile gosterelim.

Teorem 3.2.1: A bir Akivis cebiri, ve {¢,} 4 nmn ¢-modiil olarak bir bazt

olsun. O zaman U(A4) evrensel enveloping cebiri, 7(4) cebirine evrensel gomme

doniisiimii olan &: 4 — V'(4),&(a)=a ile birlikte izomorfiktir.

Ispat: Oncelikle &: 4 — Ak(I7(A)) doniigiimiiniin bir cebir homomorfizmi
oldugunu gosterelim. Ak(I7(A)) icinde islemleri ({(a,b)=a*b—-b*a ve
(a,b,c) =(a*b)*c—ax(b*c) olacak sekilde yazahm. Ayni zamanda a € 4 ‘y1 da
g(a)e VI(A) ile belirleyecegiz. i< j olmak lizere e,e; A4 ‘mn bazindan gelen

elemanlar olsun. O zaman

13
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(e,e;)=e xe, —e *e =¢e, —(ee; —[e;,e]) =[e,e;],
Dolayistyla Va,b € A igin {a,b) = [a,b] elde edilir.

Benzer sekilde herhangi e;,e;,e, temel elemanlarinin (e,,e ,e,) islemi 6

ro g‘)

farkli durum da asagidaki sekilde incelendiginde (e, ,e_,e,)= A(e, ,e, ,ek) bulunur.

r? ?’

1. » £ s < k .Buradan hemen
(e e e,) :A(er,es,ek).
2. s <r <k .Budurumda

<erae > (e e +[€ es])*ek _er *(esek)
=ee.e, +[e e |*e —e.e.e, +A(er,es,ek)—[er,es]*ek
= A(er’es’ek)

3. s<k<r.O zaman
<er? v’ek> = (eser +[€r’€s ])*ek -e, *(esek)
=eee +[e, e |*e, +A(es,e,,ek)—A(es,ek,e,)wtes *[e ,e, |—eee +

+A(es,ek,e,)—A(es,e,,ek)vtA(er, e, )+e, *[e,,e ]+[e, e ]xe,

_A(er’ €,,€ )

14



3.HER AKIVIS CEBIRI LINEERDIR Sehmus FINDIK

4. r <k <s.Burada

(e e ,e.)=(ee)*e, —e, *(ee, +[e.e])

=eee + A(er,es,ek )— A(er,ek,es )+ e *[e.,e |—e.e.ce,

+A(er’ek’es)_er *[es7ek]:A(er7es’ek)
5. r <k <s.Bu durumda

(er,es,ek> = (eres)*ek _er *(ekes +[es’ek])
=eee +e *[e e |+[e e ]*e, +A(e,,es,ek)—A(e,,ek,es)—ekeres +
+Ale,.e;.e,)-[e,.e,]*e, —e, *[e,,¢]

=A(e e ek).

roCso

6. Ve son olarak k£ < s <7 olsun. O zaman

<er’esﬁek> = (eser +[er’es])*ek _er *(ekes +[esﬂek ])

=ekeser+es*[er,ek]+[es,ek]*er+A(e e ek)—

s2C

—A(es,ek,er)Jr[er,es]*ek —eee. +
+A(ek’es’ r)_A(ek’er’es)+A(er’€k’€s)+ek *[es’er]—l—[ek’er]*es _er *[es’ek]

=(le,,e, e,.) +(le,.e ].e,) + (e, e ] e,) — Z(Sga) ‘ A(ea(r)ﬂea(s)’ea(k))

oeSym {r,s,k}

=3.ve 1. den= A(e, e, ,e, ) bulunur.

Buradan Va,b,ce A igin (a,b,c>=A(a,b,c) bulunur. Dolayisiyla

EA—> Ak(V(A)) bir Akivis cebiri homomorfizmidir.

15
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Sonu¢ olarak, bir 7z:U(A4)— V(A4), z(i(a))=a olacak sekilde cebir
homomorfizmi vardir. I7(A) cebiri bir yogun artan {Vi |i = 1,2,...} slizgecine sahiptir,
oyle ki V.= Z;Zl V7 (A) dir ve kolaylikla goriiliir ki 7(U,) <V, dir. Buradan
7, ilgili derecelendirilmis cebirlerin bir homomorfizmi olan ve her a € 4 igin
7_z(i(a)) =q olarak tammlanan 7 : grU — ng7(A) homomorfizmini belirler. Fakat
ng7(A) = V' (A) oldugu kolaylikla goriiliir, ve Sonug¢l den her a € 4 i¢in 7(a) =i(a)
olacak sekilde bir 7:V(4) — grU derecelendirilmis cebir homomorfizmi vardir. Bu
durum, grU (A) ve V(A) nin derecelendirilmis izomorfik cebirler oldugunu
gosterir. Ozel olarak, grU (A) bir serbest Z-derecelendirilmis ¢-modiil olup,
kolaylikla goriiliir ki ¢-modiil olarak U(A4) ve grU (A) izomorfiktir. U(A4) i¢inde
{u,} bazin, {u_l} grU (A) nin derecelendirilmis bazi olacak sekilde segersek; o

zaman hemen {7(x,)}, ¢-modiil olan 7(4) ‘nmn bir baz1 olur, ve dolayisiyla

kerz =0 olup, 7 bir homomorfizm olur. m
Ispat boyunca Sonug1 ’i tamamlayacak olan asagidaki sonucu elde edilmistir:

Sonuc 3.2.2: A4, bir serbest ¢-modiil olan bir Akivis cebiri olsun. O zaman

grU(A4) derecelendirilmis cebiri, ¥ (4) ya izomorfiktir.

Sonuc 3.2.3: Bir serbest ¢-modiil olan her Akivis cebiri lineerdir.

Ornek 3.2.1: A=¢-a, [a,a]: 0 ve Ala,a,a)=a islemleriyle bir Akivis
cebiri olsun. O zaman U(A4), Ornek3.1.1 deki aym baz ve asagida kurallar1 verilen

* iglemi ile birlikte ¢ lizerinde bir serbest modiildiir.

2 2 3 2 3
a*a=a" , a *a=a , a*a’ =a —a,

16



3.HER AKIVIS CEBIiRi LINEERDIR Sehmus FINDIK

ve Ornek 3.1.1 “deki biitiin diger ¢arpimlar:
a,a’,a’,
a*a’,a’a,aa’,
a’a’,a’a’,(a’a)a,(a’a)a,a(a’a®),a(a’a),a(aa’),
.

Ornegin ,

a*(a*(a*a2>)=a*(a*(a3 —a>)=a*(aa3 —a2)= a(aa3)—a3 +a dir.

17
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4.SERBEST AKIiViS CEBIiRLERIi

Bu boélimde serbest Akivis cebirlerinin kurulusunu verip bu cebirlerin

Schreier cebirleri sinifinda oldugunu gosterecegiz.
4.1.Serbest Akivis Cebirlerinin Kurulmasi

X # O kimesi verildiginde X {izerindeki serbest Akivis cebiri asagidaki

sekilde olusturulur:

Her n pozitif tamsayist i¢in X, kiimelerini asagidaki sekilde tanimlayalim:

X =X,

n-1
x,=Ulx, xx,,)

p=1
M(X)= UX,, olsun.
n=1

Her a,beM(X) igin ae X,,beX, ve (a,b)e X, xX, olacak sekilde
p,q € N vardir. n= p +¢q olsun. O zaman (a,b) €X,xX, , olur

(a,b) nin X xX, 6~ den X, 6 i¢ine olan dogal injeksiyon altindaki
goriintiisiinii (ab) ile gosterelim.

ae X, olacak sekildeki p sayisina a min uzunlugu denir. Bunu /(a) ile

gosterecegiz. Uzunlugu 1 olan elemanlar X in elemanlaridir.

Uzunlugu 1 den biiyilik olan elemanlar i¢in /(a) <I(c) ve [(b) <I(c) olmak
lizere ¢ = abyazilir, I[(c) =1(a)+[(b) dir.
Simdi de ¥, = X olmak lizere , her n > 3 pozitif tamsayis1 i¢in Y, kiimelerini

asagidaki sekilde tanimlayalim:

18
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Y, = U(prquYr),vaqur:n,

p.q,r2l

M(Y)= 0 Y, olsun.

n=l1
Her a,b,ceM(Y) i¢cin acY,,beY, ,ceY ve (a,b,c)e Y, xY xY, olacak
sekilde p,q,r € N vardir. n = p+ g +r olsun.

(a,b,c) nin Y, xY, xY, den Y, i¢ine olan dogal injeksiyon altindaki

goriintiisiinii (abc) ile gosterelim.

aeY, olacak sekildeki p sayisma a nin uzunlugu denir. Bunu /(a) ile
gosterecegiz.

Uzunlugu 1 den biyiik olan elemanlar icin /(a)<I(d) , [(b)<I(d)
vel(c) < /(d)olmak iizere d = abcyazilir, [(d) =1(a)+1(b)+I(c) dir.

Simdi M =M (X)uM(Y) diyelim.

F herhangi bir cisim olsun. F iizerinde baz1 M olan vektdr uzayini diistinelim.
M deki carpimlar1 bu vektor uzayina genigletelim.

Boylece birlesmeli olmayan bir cebir elde edilmis olur. Bu cebire N diyelim.

I, N nin asagidaki formda olan elemanlar1 tarafindan {iretilen ideali olsun:

Q(a) = (aa)
A(a,b,c) = ((ab)c)+((bc)a) + ((ca)b)— (abe)— (bea) - (cab) + (bac)+(ach)+(cha)

F(X)= ]\% cebiri X kiimesi iizerinde serbest Akivis cebiridir.

Tanmim 4.1.1: C bir cebir olsun. M c C (altkiime) olsun.

alge <M> ile M tarafindan iiretilen altcebiri, idlc <M> ile de M tarafindan

tiretilen ideali tanimlayalim.
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Lemma 4.1.1: A bir Akivis cebiri, M de onun bir altkiimesi olsun. O zaman

asagidakiler dogrudur:

(1) algA <M> :( algU(A) <M> )ﬁA,
@) idly<M>=(idlyu<M> ) A

ispat: algy <M> 'min bir bazi hl,hz,...,hﬂ,... olsun.Bu baz1
fio Sy enn, fy,... elemanlariyla birlikte 4 'nin bir bazina genisletelim. O zaman
hl,h2,...,hﬁ,...,fl,f2,... . f,»... den gelen v, -kelimeleri U(4) 'min bir bazini
olusturur (Shestakov, 1999). Su aciktir ki 4, A,,..., hﬂ,...den gelen v, -kelimeleri

alguw) <M> i¢in bir baz olusturur. Bu, lemmanin ilk kismini ispat eder.

Simdi A, h,,..., hﬂ,... idly <M> 1icin bir baz olsun. O zaman
hl,h2,...,hﬂ,...,fl,fz,...,fy,... alfabesinden gelen ve 3i,h, 'yi igeren v,-kelimeleri
1dly4y<M> i¢in bir baz olusturur. Dolayisiyla 34, e idly)y<M> olup

AN 1dlyy<M> # O olacaktur. O

4.2.Serbest Akivis Cebirlerinin Altcebirleri

A=A4dk<X >, X = {xl,xz,...,xn} tizerinde bir serbest Akivis cebiri olsun.

Simdi 4 kiimesi lizerinde derece fonksiyonu olarak adlandiracagimiz d fonksiyonunu

tanimlayalim, dyle ki her x € X i¢in d (xl. ) =1 olsun.

Tanim 4.2.1: ue 4 ve u= Zki iken her i, icin d(k,)= d(kj) ise uyaA
nin homojen elemani denir.
u,w,v € Aelemanlari igin [u, v] #0 ve (u,v,w)#=0ise d [u, v] =d(u)+d(v)

ve  d(u,v,w)= du)td(v)+d(w) diye yazalim. O zaman, i>1 i¢in 4; derecesi i

olan homojen uzay olmak tizere 4, 4; altuzaylarinin direkt toplamidir. Yani;
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A=A, OA D D4, -

dir.

Boylece U(A) evrensel enveloping cebirinin serbest iirete¢ kiimesi X olan ve
birlesmeli olmayan bir serbest cebir oldugu sdylenebilir (Shestakov, 1999). Bu cebiri
F{X} ile gosterelim. d derece fonksiyonu, bir tek sekilde F {X } cebirine
genisletilebilir.

fed veya feU(A) ise 7 ile f nin en yliksek dereceli homojen kismini

gosterelim.

Simdi de serbest Akivis cebirindeki indirgenmis ve serbest kiimeleri

inceleyelim.

Tamm 4.2.2: {f,,....f,}, 4 da verilmis bir kiime olsun. Eger her i icin

Z galg,< Z,...,E, E,...,Z > ise { 1,...,fn} kiimesine indirgenmis kiime denir.
Tamm 4.2.3: F sonlu tiretecli bir serbest cebir ve {f,,..., f, } € F olsun. Eger

W(f,,...f,)=0

olacak sekilde sifirdan farli bir bagnti yoksa {f,,...,f,} kiimesine cebirsel

bagimsizdir denir. Aksi halde {f,,..., f,} kiimesine cebirsel bagimlidir denir.

Tamm 4.2.4: A cebiri iginde bir {g,,...,g,} kiimesi iirettigi alt cebir icin

serbest iiretec kiimesi ise bu kiimeye serbest kiime denir.

Teorem 4.2.1: Akivis cebirlerinin sinifi Schreier dir.
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Ispat: A bir serbest Akivis cebiri olsun. 4 da her indirgenmis kiimenin serbest
oldugunu gostermek yeterlidir (Lewin, 1968).

Varsayalim ki 4 nin bir indirgenmis { Leees fn} kiimesi serbest olmasin. Yani

{ Laenes fn} indirgenmis kiimesi cebirsel bagimli olsun

Buradan 71,72,...,7” de cebirsel bagimli olurlar. 4 iginde {71,72,...,7”}
sisteminin cebirsel bagimliligi, U(4)=F {X } de de cebirsel bagimlilig1 gerektirir.

U(A)=F {X } birlesmeli olmayan serbest cebir olup, bu sekildeki biitiin birlesmeli
olmayan cebirler Schreier oldugundan Ze alguu < Z,...,E,E,...,Z> olacak

sekilde  bir i vardir. 1<i<n icin f, €A  oldugundan

ZealgA<Z,...,E,E,...,7H> dir. Bu durum {f,,..., f,} kiimesinin indirgenmis

olusu ile ¢elisir. O

Tamm 4.2.5: P, bir F serbest cebirinin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki

doniisiimlere elemanter doniisiimler denir:

1) P nin elemanlarina uygulanan tersinir lineer doniisiimler.

2) Bir pe P igin

p=>p+h(pi.sp,) s Pioesp, € P={p}

seklinde tanimlanan doniisiimler.

Teorem 4.2.6 (Cohn, 1964): F sonlu bir X kiimesi iizerinde bir serbest cebir
olsun. O zaman F nin her otomorfizmi X e elemanter doniisiimlerinin ard arda

uygulanmasiyla elde edilir.

Bu sekilde elde edilen otomorfizmlere tame otomorfizm denir.
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Sonug 4.2.1: Sonlu iiretilmis serbest Akivis cebirlerinin otomorfizmleri tame

dir.
Teorem 4.2.2: Sonlu iiretilmis serbest Akivis cebirleri residual sonlu dur.

Ispat: f,,f,,... f, €A ve f¢& algs<f,frr. f,> olsun. O zaman
fealgum< fis foresf, > olur. F{X} cebirinin her sonlu dogurulmus altcebiri

residual sonludur (Kryazhovskikh, 1980).Ayn1 zamanda Schreier 6zelliginden dolay1

bu alt cebirler serbesttirler de. Sonug olarak bir sonlu dogurulmus B cebiri ile ¢

homomorfizmi vardir oyle ki o F {X } —> B ve
(p(f)eéalg3< (p(f1 ), gz)(f2 ),...,(p(fn)> dir. Buradan
o(f) e algue < of ) ol 12 )n0lf, ) >

oldugu goriliir.y = (p| shexs - Ak < X > Ak(B) homomorfizmini diisiinelim. O

zaman y(f) e algus<w(f, v (fs)w(f,)> olur. 0
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5.BIRLESMELI OLMAYAN SERBEST CEBIRLER ICIN BOYUT
FORMULLERI

Bu boliimde, Shestakov’un teoremini kullanarak Akivis elemanlar1 igin bir

ardisik boyut formiilii verecegiz.

5.1.Akivis Elemanlar

Bu kisimda birlesmeli olmayan serbest cebirlerde multiderecesi

(n) = (n,....,ny) e N¥ olan Akivis elemanlarinin olusturdugu 4, altuzaylarmin

bazlarini ve boyutlarini inceleyecegiz.

Tammm 5.1.1(Catalan sayillar1): C, katalan sayilar1 ve C(X ) ureteg

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanir:

c =1 [2”J, C(X)—ﬂ.

a 2x

Biz bunun degisik bir versiyonunu kullanacagiz:

=1+xC(X)

K _1(2”_2j—c K(X):—S_\/;_w

" onln-1

K, , n-inci dereceden bir ¢arpimin arasina konabilecek parantezlerin tiim

n 2

degisik yollarinin sayisidir. K ;=1 oldugu kabul edilecektir.

Ornek 5.1.1:
n=2i¢in: K,=1 (ab)
n=31¢in: K, =2 (ab)c , a(bc)
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n=4icin: K,=5 (ab)(cd),(a(be))d,a((bc)d),(ab)c)d,a(b(cd))

X bos olmayan sonlu bir kiime olsun dyle ki N € N olmak iizere;

X=X vX,u---UX, dylekiheri#ji¢in X,nX, =0 (1)

olacak sekilde N kiimeye pargalansin. Yani X,,X,,...,X, , X in bir pargalanisi
olsun. Simdi 1<i< N i¢in 7, = |X i| olarak tanimliyalim. W, F cismi lizerinde X

tarafindan tiretilen serbest cebir olsun.

Burada, W i¢indeki her w monomialini sirali N-li olarak diislinecegiz dyle ki
bu siralt N-li her X, den gelen w igindeki eleman sayilarini belirleyecek niteliktedir.

Omegin N =2, X:{a,b,c} , X, :{a} , X, :{b,c} icin w=caeW
monomialine karsilik gelecek sirali ikili (1,1) olarak bulunur. Ciinkii w icinde
X, = {a} danl, X, = {b,c} den 1 eleman kullanilmustir.

Bu sirali N-li w nun multiderecesi olarak adlandirilir. Multiderece ile N*
nin bir elemanim kastediyoruz. Ayrica her x e X, ye bir e, e NV multiderecesi
karsilik gelir dyle ki 1 <i< N i¢in e; =5, dir.

Simdi W,

w » butin (n)=(n,,n,,...,ny)e N multidereceye sahip olan

birlegsmeli olmayan monomialllerin  gerdigi kiime olsun. W yu, kendisini bir
multiderecelendirilmis cebir haline getiren sonlu boyutlu uzaylarin bir direkt toplami1

olarak yazabiliriz:

W= Q& W » Wo W, W,

(m)™" (n) = "7 (m)+(n)
(n)eNN

25



5.BIRLESMELI OLMAYAN SERBEST CEBIRLER
ICIN BOYUT FORMULLERI Sehmus FINDIK

Her neN" igin X(n)=n, +n, +---+n, yazacagiz. Eger W iginde bir w
monomiali  (n)-multidereceye sahipse 0 zaman 2.(n) ye w nun toplam derecesi

diyecegiz.

Ispat1 (Bremner, Hentzel ve Peresi, 2004) de verilen asagidaki énerme W nun

/4

n altuzaylarinin boyutunu belirlemesi bakimindan onemlidir. W, altuzaymin

boyutunu boyW,,, ile gosterelim.

Onerme 5.1.1: W nun W

.y altuzaylariin boyutu agagidaki gibi hesaplanir:

2(n)
boyW,,, :Kz(m[ R
1 N

N,y

Asagidaki kuvvet serisi de W nun W,

o altuzaylarimin boyutu igin Uretici

fonksiyondur:

ZboyW(n)xl.xz.....xN =K(rnx, +-+ryxy) .

(n)eN¥

Simdi W* ile W nun lizerinde kuruldugu vektor uzayi tizerindeki ikili ve
ticlii islemler altindaki cebiri gosterelim. Fakat buradaki ikili ve {i¢lii islemler yerine

komutatdr ve asosyator islemlerini kullanalim. O zaman W “ bir Akivis cebiri olur.

Tanim 5.1.1(Akivis elemanlar1): W nun bir 4 altuzaymm1 W nun Akivis

eleman1 tanimlayacagiz dyle ki 4, W* nin X tarafindan ikili ve ti¢lii islemleri ile
birlikte {iretilen altcebiridir.

Dolayisiyla A4 altuzayi direkt toplam pargalanigina sahip olup;

A, =AW, ve A= @ A4, dirve

(n)eN"

[A)>Am] S 4 [y > Ay Ay 1< 4

(m)> (m)+(n) > (m)+(n)+(p)
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ozellikleri vardir. Dikkat edilirse 4 nin W nim bir altcebiri oldugu kolaylikla

goriliir.
5.2.Hesaplanabilir Sonuclar

Bu kisimda, bir eleman tarafindan iiretilen ve birlesmeli olmayan serbest
cebiri ele alacagiz. Burada diisiik dereceler i¢in hesaplama teknigimizi agiklayacagiz.
Bu teknik, hesaplamalarin elle veya Maple gibi bir bilgisayar cebir sistemi ile
yapilabilmesini de saglamaktadir. 9 dereceden yukarisi igin teknik, hesaplama

acisindan etkisizdir.

Sadece bir trete¢ oldugu i¢in 4, yerine A, yazacagiz dyle ki 4, , direkt

toplam ayrigimi i¢indeki homojen uzaylari gosterecektir.

Onerme 5.2.1: X = {x} ise o zaman asagidaki boyutlar elde edilir:

boy4, =1 boy4, =0 boy4, =1

boy4, =1 boy4, =4 boy4, =7

boyA, =23 boyA4, =53 boy4, =157.
Ispat: 4, c A altuzayinin bir baz1: X

A, € A altuzayinin bir bazi: yok

A, € A altuzayinin bir bazi: [x, X, x]

A, € A altuzaymin bir baz: [[x, X, x], x] dir.

n=5 icin A, ‘in boyutunu hesaplamak icin bir ters simetrik ikili islem ve

bir iiclii islem igeren ve dereceleri n olan tiim olast monomialleri olusturacagiz.

Bu monomialler Akivis elemanlarinin olusturdugu altuzay: gerer. 7, ile n

dereceli Akivis elemanlarinin sayisin1 gosterelim. Komutator ve asosyatdrleri orijinal

birlesmeli olmayan ¢arpima dayanarak genigletelim. Bu genislemenin katsayilarini
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3

T,xK, matrisinde toplarsak; bu matrisin ranki boyAd, ‘i verir. Yani;

rank(T, x K ) = boyA, dir. Burada rank(T,xK)) T xK, nin rankini

n

gostermektedir.
Derecesi 5 olan Akivis elemanlarinin uzay1 4 eleman tarafindan dogurulur:
[[[x, X, x], x], x], [[x, X, x], X, x], [x, [x, X, x], x], [x, X, [x, X, x]]

Yukaridaki elemanlarin 14 birlesmeli olmayan monomialin bazina gore

genisleme katsayilarinin  bulundugu 7, x K, =4x14 matrisi, Tablol ‘de
gosterilmektedir:
Tablol:

!l -1t 60 -1 1. 0 0 O O -1 1 O -1

!l -1 0o 0 0 -1 1 0 0 O O O 0

o o0 o 1 -1 0 0 0 O -1 1 O 0

o o0 o o0 o0 o0 o 1 -1 0 0 0 -1 1

Simdi bu matrisin rankina bakalim:

1 -1
=11 -1 O:‘o 1‘zliO:mnk(TsxKS):4:>boyA5:4

S O =

tur.
Tablo1’deki matris olusturulurken kullanilan monomialler ise asagida her bir

kolona denk gelecek sekilde sirasiyla verilmistir:
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MONOMIALLER: GERENLER:

.(((xx)x)x)x 8.(xx)((xx)x

N—"

(e [l b}
[[x, X, x], X, x]
. (x(xx) x) [x [x ) x] x]
(x)e) o)

(

x(
(Gex))ox)  13.x(x((oex)x)) [, [, x,x]
( ) laax(x(x(xx)))

Ornek olarak birinci satirin olusumunu inceleyelim:

e, e, ok ] = (e e = (GG = (G e+ (el e +
= (o)) + (el o)+ ol G ) — (e},

Dolayisiyla birinci satirin  katsayilari; 1,(-1),0,(-1),1,0,0,0,0,(-1),1,0,1,(-1)
olarak bulunur. Bu katsayilara genisleme katsayilar1 denir.

Benzer yolla agagidaki sonuglara ulasiriz:

n T xK, rank(T, x K, ) =boyA,
6 7x42 7

7 23x132 23

8 54 %429 53"

9 162 %1430 157

*: Bu sayl1, en az sayida eleman igeren geren kiimesinin eleman sayist olup bu kiime

lineer bagimsiz degildir. O

Simdi derecesi 6 ve 7 olan Akivis elemanlarinin uzaylarinin bazlarini

gorelim:
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A, ‘nin bir bazu:

(.. x] x] x] 1]
Mx, x, x] x,x] x]
[lx. [x. x. x} x] x]
([, x, [, x, x ]} x]

A, ‘nin bir bazi :

fvxx) ]

xx[[xxx] ]

[, ] x} [, 2, 4]

[X, X, X], [X, X, x], x]

[[x, X, x], X, [x, X, x]]

[x, [x, X, x], [x, X, x]]

[
(.
(lx. ]
(lx. | x}x
[}
[x xh
I | x
[
[

n

[, . x} x} x, x]
[, [, x. <] x}+]
[, 3, [x, ) ]

Mx, x, x] x],x] x, x]
X, [, x,x] 1) x ] x]
x5, [[x, x, x ], x], x]]

[[x, X, x], X, x], X, x]

— — — ———

X, [[x, X, x], X, x], x]

X, X, [[x, X, )C], X, X]]

—

A, ‘in baz elemanlarin1 bulmak i¢in bir yontem:

[lx. [x. x. x] x] . ]
. x5 )
[xx[x [xxx],x]]
[[xx[xxx]]xx]
[, . x [xxx]l}

[x, x, [, x, [, x, x ]

Oncelikle 6rnek olmasi i¢in 4, A4, i¢in baz elemanlarini nasil buldugumuzu

aciklayalim: 4, ile baslayalim. n=6 sayisim1 5+1, 4+1+1 seklinde ifade edelim.

Burada amag, ikili ve iiclii toplamlar elde ederek daha dnce bulunmus olan daha

kiiciik boyutlardaki baz elemanlarindan faydalanarak istedigimiz boyuttaki baz

elemanlarin1 Uretmektir. Fakat toplamlari asagidaki kosullara uygun bigimde

segmeliyiz:

n >1 olmak tizere,

1. n:(n—1)+1
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bi¢ciminde biitiin olas1 toplamlar iki saymin ve ii¢ sayinin toplami olacak sekilde elde
edilir. Fakat toplamlarda bilesenlerden biri 2 olamaz. ikili toplamda &zel olarak
bilesenler ayn1 olamaz. Bu kurala gore 6 sayisi yalnizca 5+1 ve 4+1+1 seklinde ifade
edilebilir.

Simdi bu sayilarin anlamina bir géz atalim: 6=5+1 ile 6-dereceli baz
elemanlarinin 5-dereceli baz elemanlarinin 1-dereceli baz elemanlariyla komutator
islemi ile elde edilmesi; buna karsilik 4+1+1 ile de 6-deereceli baz elemanlarinin 4-
dereceli baz elemanlar1 ve 1-dereceli baz elemanlari ile 1-dereceli baz elemanlarinin

asosyator islemi yoluyla elde edilmesi anlasilacaktir. Yani,

5+1: 4+1+1:

(.. x] x] x] 5] ([Ix. x. x}x] x. x]
Mx, x, x],x, x|, x] [x, [, x, x ], x ] x]
{[ Lxxx]xlx] [, [l . x] <]

[x, X, [x, X, x]], x]

Burada dikkat edilecek birinci nokta, asosyatorlerin her durumunun

yazilmasidir. Dikkat edilecek ikinci nokta ise ilk olarak A4; ‘in boyutunu bulurken

karsimiza ¢ikacaktir:
8=4+3+1 esitliginde birbirinden farkli dereceden 3 baz elemani asosyator

islemine tabi olacaktir. Bunlar x , [x,x,x] ve [[x,x,x],x] elemanlaridir. x=a ,

[x, X, x] =b ve [[x, X, x], x] =c diye adlandirirsak Akivis 6zdesliginden,

[a,b,c] + [b,c, a] + [c, a,b]— [b, a,c] - [a, c,b] - [c,b, a] = [[a,b], c] + [[b,c], a]+ [[c, a],b]
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esitligine ulasiniz. Bu esitlik bize gerenlerden 9 tanesi arasinda lineer bagimlilik

oldugunu sdyler. Dolayistyla birisi elenir. 7, x K; = 54 x 429 matrisinin rankinin
54-1=53 olmasinin nedeni de bu durumdur.
Simdi de X = {x, y} olacak sekilde iki tiretegli Akivis cebirinin 1,2,3-

dereceden homojen alt uzaylarinin bazlarini bulalim.

Altuzay bir bazi
A(l) X,y
4 [x, y]

[X, X, )C], [X, X, y], [x, Y, X], b},x, X], [.X, y, yl

4 [vox, v}y, voxL v, vy e vl 6 e, v 5]

(3)

5.3.Akivis Elemanlari I¢cin boyut Formiilii

Simdi (1) esitligine X in genel durumu i¢in geri donelim.
X tarafindan fiiretilen serbest birlesmeli olmayan cebir igerisindeki Akivis
elemanlarmin ~ boyutunu  belirleyen bir ardistk  formiil  bulmak icin

Shestakov’un(Shestakov, 1999) sonucunu kullanacagiz.
S?(A4), A vektdr uzaymin d-inci simetrik derecesini gostersin. d >1 olmak

lizere V, vektor uzaylarini asagidaki sekilde tanimlayalim:

d-1
1<d<3iginV, =8%(4), d>4i¢nV,=@V,,®, 3)

i=l1

Simdi de direkt toplami asagidaki gibi kuralim:

VA =@V,

d>1
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V(A4) derecelendirilmis vektor uzayi, 3. Bolimde tanimlanan 7(A4)
birlesmeli olmayan cebiri i¢ine gomiilebilir.
Bizim i¢in burada sadece derecelendirme 6nem tasimaktadir.

Shestakov tarafindan Teorem3.2.1°de ifade edilmisti ki “4 Akivis cebirinin
birlesmeli olmayan evrensel enveloping cebiri , I7(A) birlesmeli olmayan cebirine
izomorfiktir. Eger A cebiri, X arafindan {iretilen serbest Akivis cebiri ise o zaman
V(A4), X tarafindan tiretilen serbest birlesmeli olmayan cebirdir.”

X tarafindan iretilen serbest Akivis cebiri i¢indeki boyutlarin belirlenmesi
icin Teorem3.2.1 ¢ e bagvuracagiz.
A mnin asagidaki sekilde bir multiderecelendirmeye sahip oldugunu

varsaylyoruz:

A= (‘D A<n>

(n)eNY

Yine varsayiyoruz ki (n) =(0,0,...,0)i¢in 4, = {0} dir, ve A, bir Akivis

cebiri olarak 4, alt uzaylan tarafindan dretilir. «a,, ile 4, nin boyutunu

(e)
gosterecegiz. 4, , Ureteg kiimelerinin boyutunu ise », = a,, ile gosterecegiz.
A derecelendirilmis cebir oldugundan, 4 nin evrensel enveloping cebiri olan

U(A) da derecelendirilmistir:

U(4) = @ U(A)(n)

(n)eN®

Amacimiz  boyU(A) i¢in r, ye bagh bir formiil bulmaktir. 4, bir serbest
Akivis cebiri odugundan Shestakov’un teoreminden dolayr U(A) bir serbest

birlesmeli olmayan cebirdir. Bu durumda boyU(4),,, boyutlari Onerme5.1.1°den
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hemen ¢ikacaktir. Buradan >(n) >2 olmak lizere a, boyutlari i¢in 7,...,7, ye

bagli bir ardisik formiil tanimlayabilecegiz.
Oncelikle 4 serbest degismeli, birlesmeli, derecelendirilmis vektér uzayi

icindeki (n)-multidereceli alt uzaylarin boyutlari i¢in tirete¢ fonksiyonunu ele alalim.

Eger (N")" =N" —{(0,...,0)} yazarsak; x = x/" ---x¥ igin

O
G(x,...,x,) = H [#(n)) dir.

(n)e(NN )* 1 - X

(3) esitligi ile birlikte G(x,,...,x,), U(A) evrensel enveloping cebir i¢in bir

irete¢ fonksiyonu olur.

v degiskeni ile, U(A) igerisindeki her bir terim yapilandirilirken 4 dan gelen

faktorlerin sayisini1 gosterelim. Buradan agagidaki esitlige ulasilir:

1 )
G(x),...,x,,y) = H ( j .

()
meety \ 1=y

Bu c¢arpim i¢indeki her bir faktorii bir formal kuvvet serisi olarak

genisletelim. d(n) = (dn,,...,dn, ) olarak yazarsak;

a, +d-1) ,.
G(x,...,x,,y) = H (1+Z( (n) . jxd( )de

(me(NY) >l

=1+ F(x,,..)y+ F(x,,..)y" + F,(x,...)y’ +2Fd(x1,...)yd .

d>4

Bu kuvvet serisi x,,...,x, ye bagl kuvvet serilerinin katsayilari ile birlikte y

ye bagl bir kuvvet serisidir. x> monomiallerinin katsayilar1, (n) e (N"V)* igin a,
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degiskenlerinin polinomlaridir. Simdi G den yola ¢ikarak asagidaki gibi yeni seriler

olusturacagiz:

H(x,s.onX,,¥) =1+ F(x,,..)y+ F,(x,,..)09" + Fy(x,,..)y" +

+Z(Z_Fd_i(xl,...>F;<x1,.-->]y" -

d=4 \ i=l
Bu formiil, (3) esitligindeki tirete¢ fonksiyonlaria bagli olan formiiliin farkl

bir versiyonudur. Bu noktada artik y nin ka¢ oldugu 6nem tagimadigi i¢in y=1

alabiliriz. Buradan asagidaki iirete¢ fonksiyonunu ele alabiliriz:

H(x,,.oox,) =1+ D A, x"

(n)eNV

Buradan  Teorem3.2.1’i  tekrar  yazabilmek igin  Onerme5.1.1%i

kullanabilecegiz.

Sonug 5.3.1: Asagidaki kuvvet serileri mevcuttur:

1+ Z 'A(n)x(n) =1+ ZKz(n)( Z(l’l) ]r(n)x(n) ,
v N

(m)eNV (meN’ n,...,n
Burada ) = 5" --.r¥ olarak almacaktir.

Bu sonug bize H(x,,...,x,) nin, I<i< N icin e, dereceli r, tane serbest

iiretec tarafindan {iretilen serbest, birlesmeli olmayan cebir icin bir iirete¢ fonksiyonu

oldugunu sdylemektedir. Bu denklemden ardigik olarak a,, boyutlarini ¢ikarabiliriz.

Bu sonugtan hareketle asagidaki 6nermeyi ispatsiz olarak verecegiz:

Onerme 5.3.1: a, , derecesi 1 olan a, =7 serbest iiretece sahip serbest,

birlesmeli olmayan cebir icerisindeki n-dereceli Akivis elemanlarinin boyutunu
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gostermek tlizere asagidakiler dogrudur.

Qo

:lrz—lr,
20 2
41
3703
65 , 5 4
=—7r ——r
24 4
_22 5 5 4
3 2

_2849 475 5 547

144 48

517 5 245 145 o 107 , 7

144

9 s
16

9 8

18

24 18

+—r’+—r’+-r,
2

6

1152 288

337865 , 5745 . 7357 , 580 , 107
= ro— re— r+ r’— r’+

576 144

196471 4 30625 , 15457 . 2173 5 1289 , 395 , 13
= re— r— r°+ r’— + ro+

25 4 S81 ,

648

Yukaridaki 6nermeyi 6rneklendirelim:

16

108

9

108

144 648

Ornek 5.3.1: Onerme 5.2.1° de =1 olmasi durumunda

boyA, =1
boyd, =1
boy4, =23

boy4, =0
boyA, =4
boy4, =53

36

boy4, =1
boy4, =7
boyA, =157.

1152”288 32

2

1

18

1

—-=r

8

2

b

1

+—r

9
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olarak verilmisti. Ornegin a, = boyA, =23 sonucunu kontrol edebiliriz.

Oncelikle =1 ise formiiliimiiz;

517 245 145 107 7 1 .
a, = - - + ——+— seklini alir.
9 8 18 24 18 6

. _4136 2205 580 321 28 12
[ ¥) 72 72 72 72 72

4469 -2813

a, = 23 .

a(r,n): boyA, gosterimi ile r iiretecli boyutu n olan Akivis elemanlarinin

olusturdugu altuzay1 anlayacagiz. Asagidaki veriler Onerme 5.3.1°den yararlanilarak

elde edilmistir:

n a(l,n) a(2,n) a(3,n) a(4,n)

1 1 2 3 4

2 0 1 3 6

3 1 10 35 84

4 1 31 180 603

5 4 188 1557 6816

6 7 894 11727 69970

7 23 5204 101700 808600

8 53 28809 870459 9340138

9 157 170404 7804590 112296324
10 410 1005973 70631487 1367436030
11 1192 6098390 652494738 16968464904
12 3307 37240375 6092322963 213007358919 .
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