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GİRİŞ 

 

Akivis cebirleri ilk önce M.A. Akivis (Akivis, 1976) tarafından 

tanımlanmıştır. Daha sonraları Hoffmann ve Strambach (Hoffmann ve Strambach, 

1990) tarafından geliştirilerek Akivis cebirleri olarak adlandırılmıştır. Sabinin ve 

Mikhaev (Sabinin ve Mikhaev, 1987) de hiperalgebra olarak adlandırdıkları 

multilineer işlemlerin bir hesaplanabilir kümesine sahip ve şu an  Sabinin cebirleri 

olarak bilinen cebirleri bulmuşlardır. Sabinin cebirleri ve Akivis cebirleri arasındaki 

ilişki Shestakov ve Umirbaev (Shestakov ve Umirbaev, 2002) tarafından 

açıklanmıştır. Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebiri birleşmeli olmayan bir 

serbest cebirdir.  

Biz bu çalışmamızda Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebirininin 

yapısını, Akivis cebirlerinin lineerliğini, bir serbest Akivis cebirinin nasıl 

kurulduğunu inceleyip Akivis cebirlerinin altcebirleri için bir boyut formülünü 

geliştirdik. Ayrıca n-dereceli Akivis elemanlarının baz elemanlarının bulunması için 

bir yöntem tanımladık. 

 Tezin ikinci bölümünde çalışmamızın kaynağını oluşturan temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiştir. 

 Üçüncü bölümde Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebirleri inşa 

edilmiş, Akivis cebirlerinin lineer olduğu gösterilmiştir. 

 Dördüncü bölümde bir serbest Akivis cebirinin kuruluşu verilmiş, Akivis 

cebirlerinin Schreier özelliğini sağladığı gösterilmiştir.  

 Son olarak beşinci bölümde Akivis elemanlarının oluşturduğu alt uzayların 

boyutunu veren bir formül incelenmiş, bu uzayların bir bazını bulmak için bir 

yöntem geliştirilmiş ve bununla ilgili örneklere yer verilmiştir.  
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2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER 
 

   2.1.Temel Bilgiler 
 

Tanım 2.1.1: M değişmeli bir grup ve φ  bir halka olsun. Aşağıdaki 

koşulların sağlanması durumunda M ye bir sol φ -modül denir. Her  φ∈ba, ve 

Myx ∈,  için  

 

1)   Max∈  

2)   bxaxxba +=+ )(  

3)   )()( bxaxab =  

4)   ayaxyxa +=+ )(  

5)   1x x=              

 

dir. 

 

Tanım 2.1.2: A bir halka ve  M,N iki A-modül olsun. M ile N nin Tensör 

çarpımı, T  bir  A-modül ve TNMg →×:  bilineer bir dönüşüm olmak üzere 

aşağıdaki özelliklere sahip bir ( )gT ,  ikilisidir.  

 

a)  Her P  A-modülü ve her PNMf →×:  bilineer dönüşümü için 

gff D′=   olacak şekilde bir tek PTf →′ :  lineer dönüşümü vardır. 

b)  ( )gT ,  ve ( )gT ′′,  a) özelliğine sahip iki çift iseler ggj ′=D  olacak 

şekilde bir tek TTj ′→:  izomorfizmi vardır. 

 

NMT ⊗=  ile gösterilir ve T , yx⊗  şeklindeki elemanlar tarafından 

doğurulur. 

T ,  “⊗ ” işlemine göre aşağıdaki özelliklere sahiptir: Her Tyx ∈,  ve Aa∈  

için  
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1) ( ) yxyxyxx ⊗′+⊗=⊗′+  , 

      2) ( ) yxyxyyx ′⊗+⊗=′+⊗  , 

     3) ( ) ( ) ( )yxaayxyax ⊗=⊗=⊗ . 

 

“⊗ ” işlemine tensör çarpımı denir. NMT ⊗= , tensör çarpımıyla birlikte bir 

cebirdir. Bu cebire tensör cebiri denir. 

 

K bir cisim olsun. 

 

Tanım 2.1.3: C, K cismi üzerinde bir halka ve bir sol K-modül olsun. Eğer 

her Ca∈  ve her Cyx ∈,  için  

   

)()()( ayxyaxxya ==  

 

ise C ye K cismi üzerinde bir cebir denir. 

 

Tanım 2.1.4: R bir halka olsun. Her Rzyx ∈,,  için  

 

0)()()( =++ yzxxyzzxy  

 

ise R ye Jacobi özdeşliğini sağlıyor denir. 

 

Tanım 2.1.5: L Jacobi özdeşliğini sağlayan bir halka ve her Lyx ∈,  için 

yxxy −=  olsun. Eğer L, K cismi üzerinde bir cebir ise  L ye K üzerinde bir Lie cebiri 

denir. L nin cebir çarpımı genellikle Lyx ∈,  için [ ]yx,  olarak gösterilir. 

 

Tanım 2.1.6: ∅≠X  bir küme, F  bir cebir ve FXi →:  bir dönüşüm olsun. 

Her B cebiri ve her BX →:α  dönüşümü için iDψα :  olacak şekilde bir tek 

BF →:ψ  cebir morfizmi varsa ( )iF ,  çiftine X üzerinde serbest cebir denir. 
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Tanım 2.1.7: Bir serbest cebirin her alt cebiri serbest ise bu cebire Schreier 

sınfındadır denir.  

 

A bir cebir ve I, A nın bir ideali ise AI �  yazacağız. 

 

Tanım 2.1.8: A bir cebir olsun. I sonlu üreteçli ve  I
A    sonlu üreteçli olacak 

şekilde bir AI �  varsa A ya residual sonlu denir. 

    

Tanım 2.1.9: M  bir cebir olsun. Aşağıdaki koşulların sağlanması durumunda 

)(MU  cebirine M  nin evrensel enveloping cebiri denir: 

 

1) M  den )(MU  ye kanonik homomorfizm denilen bir )(: MUM →ε  

homomorfizmi vardır. 

2) K cismi üzerindeki birim elemanlı her B cebiri ve her BM →:ϕ  

homomorfizmi için ϕψε =  olacak şekilde bir tek BMU →)(:ϕ  

homomorfizmi vardır. 

 

   2.2.Akivis Cebirleri 
 

Tanım 2.2.1(Akivis cebiri): Bir Akivis cebiri bir V vektör uzayıdır öyle ki V, 

aşağıdaki özellik sağlanacak şekilde ters-simetrik bilineer bir [x,y] çarpımı ve 

üç-lineer bir A(x,y,z) çarpımı tarafından donatılmıştır: 

 

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] ( ) ( ) ( )+++=++ yxzAxzyAzyxAyxzxzyzyx ,,,,,,,,,,,,      

                                                        ( ) ( ) ( )xyzAyzxAzxyA ,,,,,, −−− . 

Bu özdeşliğe Akivis özdeşliği denir. 

           Bu cebirler 1976 yılında M.A.Akivis tarafından three-webs ’in lokal cebirleri 

olarak tanımlandı.  
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Tanım 2.2.2: B , herhangi bir F cismi üzerinde herhangi bir birleşmeli 

olmayan cebir olsun . Şimdi, [ ] yxxyyx −=,  ve ( ) ( ) ( )yzxzxyzyxA −=,,  olarak 

tanımlayalım. O zaman bu işlemlerle yukarıdaki özdeşlik sağlanır, dolayısıyla B 

vektör uzayı bu işlemlerle birlikte bir Akivis cebiri olur ve bu Akivis cebiri Ak(B) ile 

gösterilir. 

     

    Bunu daha açık görelim: 

     

i) [x,y] ters-simetrikdir?: 

 

[x,y] = xy – yx = -( yx – xy ) = - [y,x]    

 

   ii)  [x,y] bilineerdir?:    α,β∈F ve x,y,z∈B için, 

 

[(αx+βy),z]=(αx+βy)z-z(αx+βy) 

                   =(αx)z+(βy)z-z(αx)-z(βy) 

                             =α(xz)+β(yz)-α(zx)-β(zy) 

                             =α(xz-zx)+β(yz-zy)=α[x,z]+β[y,z]  . 

  

   iii) A(x,y,z) üç-lineerdir?:   Bunu bir skaler için kontrol etmek yeterlidir: 

    a,b∈K ve x,y,z,w∈B olsun. 

     

A(ax+by,z,w)=((ax+by)z)w-(ax+by)(zw) 

                                 =a(x(zw))-ax(zw)+b(y(zw))-by(zw) 

                                 =aA(x,z,w)+bA(y,z,w)   

    

  iv) (1) özdeşliği sağlanır: 

     

[[x,y],z]+[[y,z],x]+[[z,x],y]=[x,y]z-z[x,y]+[y,z]x-x[y,z]+[z,x]y-y[z,x] 

                                                     =(xy-yx)z-z(xy-yx)+(yz-zy)x-x(yz-zy)+ 

        +(zx-xz)y-y(zx-xz) 
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                                                    =(xy)z-x(yz)+(yz)x-y(zx)+(zx)y-z(xy)-(zy)x+ 

                                                        +z(yx)-(xz)y+x(zy) - (yx)z+y(xz) 

                                                    =A(x,y,z)+A(y,z,x)+A(z,x,y)-A(z,y,x)-A(x,z,y)-A(y,x,z)             

     

           i),ii),iii),iv) 'den dolayı B ,bir Akivis cebiri olur. 

 

Tanım 2.2.3: A bir Akivis cebiri olsun. A nın üzerinde tanımlı olduğu 

işlemler Acba ∈∀ ,,  için [ ] ( ) 0,,, == cbaAba  özelliklerini taşıyorlarsa A ya aşikar 

Akivis cebiri denir. 

 

     Bu çalışmadaki tüm cebirleri (aksi belirtilmediği sürece), birimli, birleşmeli 

ve değişmeli bir φ  halkası üzerinde düşüneceğiz. 
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3.HER AKİVİS CEBİRİ LİNEERDİR 

 

Bu bölümde Akivis problemi olarak bilinen ve herhangi bir Akivis cebirinin 

uygun bir B cebiri için, Ak(B) Akivis cebirine izomorfik olarak gömülebilir olduğunu 

sorgulayan problem incelenecektir. 

 

   3.1.Akivis Cebirlerinin Evrensel Enveloping Cebiri 

 
   Bu kısımda Akivis cebirlerinin evrensel enveloping cebirlerinin varlığını 

inceliyeceğiz. 

 

Önerme 3.1.1:  A , bir Akivis cebiri olsun. O zaman φ  üzerinde bir U(A) 

cebiri ve aşağıdaki evrensel özellikle birlikte bir ))((: AUAkAi →  homomorfizmi 

vardır: 

   Verilen her )(: BAkA →ρ  lineer temsili için bir tek BAU →)(:ρ  cebir 

homomorfizmi vardır öyle ki ρρ Di=  dir. Ayrıca A nın lineer olması için gerek ve 

yeter koşul i nin bir homomorfizm olmasıdır. 

 

İspat: Herhangi bir V , φ -modülünü kullanarak V üzerinde birleşmeli 

olmayan { }VT  tensör cebirini kuralım: 

 

{ } ( ) "" ⊕⊕⊕⊗⊕= ⊗nVVVVVT    , n>1. 

 

)(
1

1

ini
n

i

n VVV −⊗⊗
−

=

⊗ ⊗=⊕     ve    iVu ⊗∈  ile jVv ⊗∈   çarpımını vuvu ⊗=⋅  

olarak tanımlayalım. Örneğin; 

VVV ⊗=⊗2   , [ ] [ ]VVVVVVV ⊗⊗⊕⊗⊗=⊗ )()(3  dir. Dikkat edelim 

ki alışıldık birleşmeli  T(V) tensör cebirindeki çarpımının tersine   )( VVV ⊗⊗  ile 
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VVV ⊗⊗ )(  uzaylarını farklı uzaylar olarak alıyoruz. Kolaylıkla görülebilir ki { }VT  

cebiri aşağıdaki evrensel özelliği sağlar: 

     V   den  herhangi bir B cebirine tanımlanan her φ -lineer dönüşümü,  

{ }VT  den   B ye  bir ve yalnız bir tane cebir genişleme homomorfizmine sahiptir.       

Özel olarak V , X   bazıyla φ  üzerinde bir serbest modül ise, o  zaman { }VT ,  X  

üzerindeki birleşmeli olmayan serbest cebire  izomorfik olur (Zhevlakov, Slinko, 

Shestakov, ve Shirshov, 1982). 

Şimdi A bir Akivis cebiri olsun. { }AT  cebirini ve onun bir I  idealini 

düşünelim öyle ki I , [ ]yxxyyx ,−⊗−⊗   ve  ( ) ( ) ( )zyxAzyxzyx ,,−⊗⊗−⊗⊗  

elemanlarından oluşan küme tarafından üretilsin. Burada Azyx ∈,,  ‘dır. 

{ }
I

ATAU =)(    diyelim ve ( )AUAi →:   yı 

Ixxi +=)(  diye tanımlayalım. O zaman kolaylıkla kontrol edilebilir ki, )(AU  ve i 

önermenin iddia ettiği sonucu sağlar.                                                                        □                         

         

Burada )(AUU =  nın, A ‘nın evrensel enveloping cebiri olduğu 

görülmektedir. { }AT  cebiri bir pozitif Z -derecelendirme ye sahiptir: 

 

�� 
�� 	� "
i

i AAAA ⊗⊗⊗=⊗   olmak üzere 

 

{ } i
Zi AAT ⊗

∈⊕=  , i<0 için iA⊗  =0 

 

dır. 

       Bu derecelendirme { }AT  içinde aşağıdaki şekilde artan bir süzgeç belirler: 

 

......21 ⊆⊆⊆⊆ nTTT          ,  ik

ik AT ⊗
=⊕= 1

. 

 



3.HER AKIVIS CEBİRİ LİNEERDİR                                                Şehmus FINDIK 

 9

Yani, { } ∪
k

kTAT =  ve jiji TTT +⊆  dir. 

 

     Sonuç olarak bu derecelendirme ITU kk +=  olacak şekilde )(AU  içinde de 

bir süzgece neden olur.  

Dikkat edelim ki U , )(11

111 AiIAIAIAITU i
i =+=+=+=+= ⊗⊗
=⊕     

tarafından doğurulmuştur. Ayrıca iZi UU ∈= ∪  olup süzgeç yoğun’dur.( Çünkü 

{ }
I

ATITU iZiiZi =+= ∈∈ ∪∪  dır.).  

        Şimdi de U süzgeçlenmiş cebir olmak üzere ( )iZi grUgrU ∈⊕=  cebirine bir 

göz atalım. Bu cebirin bileşenleri aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

0≤n  için 0)( =nUgr    , 11)( UUgr =     ve  1>i  için 
1

)(
−

=
i

i
i U

UUgr   dir. 

Eğer ( )ii grUUaa ∈+= −1   ve  ( ) jj grUUbb ∈+= −1    ise o zaman 

jiji grUUabba +−+ ∈+=⋅ )(1   dir. 

 

         Dikkat edelim ki 11 )()( grUUAi ==   dir. Yani i homomorfizminin 

injektifliği problemi derecelendirilmiş cebir olan grU(A) nın yapısına indirgenmiş 

olur. Genellikle bir süzgeçlenmiş cebir tarafından ilişkilendirilen bir 

derecelendirilmiş cebirden bahsetmek onun üzerinde çalışmaktan daha kolaydır. 

Dolayısıyla bizim burada dikkatimizi grU(A)  

ya çevirmemizde fayda vardır. 

         Öncelikle A Akivis cebirindeki işlemlerin aşikar olduğu durumu inceleyelim: 

Acba ∈∀ ,,  için [ ] ( ) 0,,, == cbaAba olsun. Bu durumda { }AT   cebirinin I  ideali 

aşağıdaki homojen elemanlar tarafından doğurulur: 

 

abba ⊗−⊗  , ( ) ( )cbacba ⊗⊗−⊗⊗    , Acba ∈∀ ,, .                                         (2)                         
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   { }AT  Z-derecelendirilmiş olduğundan I
ATAU )()( =  da Z-derecelendirilmiş 

olur. Bu durumda  grU , U  ya izomorf olur. Şimdi bu cebirin tam olarak nasıl 

oluşturulacağını açıklayalım. 

       X  bir φ -modül ve ∑
∞

=

=
0

)()(
i

i XSXS   onun  simetrik cebiri olsun. 

      31 ≤≤ i  için  ( ) ( )XSXV ii =    ve 3>i  için tümevarımla 

( ) ( ) ( )XVXVXV jij
i

j

i −
−

=

⊗=⊕
1

1
  olarak tanımlayalım. ( ) )(

1
XVXV i

i
⊕
∞

=

=   direkt 

toplamını düşünelim ve ( )XV   üzerindeki çarpımı aşağıdaki şekilde 

tanımlayalım. ( )XVv i
i ∈    ve  ( )XVv j

j ∈  için; 

 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⊗

∈
=⋅

+

+

,

,

XVvv

XSvv
vv

ji
ji

ji
ji

ji    
3
3

>+
≤+

ji
ji

 

 

        öyle ki burada ab yazılışı ile, a ve b ‘nin  simetrik cebir olan )(XS  içindeki 

çarpımı anlaşılacaktır. 

 

Önerme 3.1.2: A bir aşikar Akivis cebiri olsun. O zaman U(A) evrensel 

enveloping cebiri ve onunla ilişkilendirilmiş olan grU(A) derecelendirilmiş cebiri 

yukarıda tanımlanmış olan )(AV  cebirine izomorfiktir. 

 

İspat:  A cebirini )(1 AS  ile özdeşleştirelim. Bu durumda A yı V(A) nın bir φ -

altmodülü olarak kabul edebiliriz. Acba ∈∀ ,,  için V(A) içinde aşağıdaki eşitlikler 

vardır: 

 

0=−=⋅−⋅ baababba ,   ve  ( ) 0)( =−=⋅⋅−⋅⋅ abcabccbacba . 
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Dolayısıyla A , ))(( AVAk  ‘nın bir aşikar altcebiri olur ve A, V(A) yı 

doğurduğundan, her Aa∈  için ( )( ) aai =π  olacak şekilde bir ( ) ( )AVAU →:π  cebir 

epimorfizmi vardır. 

Tersine olarak , her Acba ∈,,  için  U(A) içinde aşağıdaki eşitlik vardır: 

  

0)0(]),([)()()()( ===− ibaiaibibiai ,             ve 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0)0(,, ===− icbaAicibiaicibiai . 

 

)(aia →  dönüşümü,  )()( biaiab →  ve )()()( cibiaiabc →  dönüşümlerine 

k=2,3 için )(AS k  dan IAAU kk += ⊗)(  ye doğru olacak şekilde genişletilebilir. 

Kolaylıkla görülebilir ki tensör çarpımlarının evrensel özellikleriyle birlikte bu 

dönüşümler tümevarımla bir i : )()( AUAV →  cebir homomorfizmine genişletilebilir. 

Açıktır ki   i   ve π  karşılıklı olarak tersinirdir. Dolayısıyla i  bir otomorfizmdir. O 

halde  V(A) )(AU≅   olur.                                                                                             □ 

 

Sonuç 3.1.1: Her A Akivis cebiri için derecelendirilmiş cebirlerin öyle bir 

( ) )(: AgrUAV →τ   epimorfizmi vardır ki her Aa∈  için )()( aia =τ   ‘dır. 

                 

  İspat: I , (2) formundaki elemanlar tarafından doğurulan ideal olmak üzere 

V(A) nın I
AT )(  cebirine izomorfik olduğunu gösterdik. Öte yandan her 

1)()(),( grUbibaia ∈==  için grU  içinde aşağıdakilere sahibiz: 

 

0]),([)()()()( 111 ==+=+−=− UUbaiUaibibiaiabba    (Buradaki 
2)(00 grU≡ ). 

  

Ve benzer olarak; 

 

( ) ( ) ( ) 0),,( ==− cbaAicbacba    (Buradaki 
3)(00 grU≡ ). 
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   Şimdi grUAT →)(:τ  doğal epimorfizmini düşünelim öyle ki Aa∈∀  için 

)()( aia =τ olsun. (2) elemanlarının grU içerisinde sıfıra denk olmasıyla I ideali τ  

‘nın çekirdeği olur. Dolayısıyla grU  , V(A)  nın  homomorfik görüntüsü olur.          □                         

 

Örnek 3.1.1: aA ⋅= φ   bir boyutlu trivial Akivis cebiri olsun öyle ki 

[ ] ( ) 0,,, == aaaAaa olsun. O zaman U(A), φ  üzerinde aşağıdaki bazla birlikte bir 

serbest modüldür: 

 

,
),(),(),(,)(,)(,,

,,,
,,,

33223222332

3322

32

…
aaaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaa
aaa

 

 

Öyle ki burada baz elemanları birleşmeli olmayan kelimeler gibi 

çarpılmıştır(uzunluğu 3 olan bütün altkelimeler birleşmeli olacak şekilde). 

 

   3.2.Akivis Cebirlerinin Lineerliği 
 

      A bir Akivis cebiri olsun. A bir serbest φ -modül iken  U(A) ‘nın da  aynı  

φ -modül yapısına sahip olduğu ve A nın lineer olduğu gösterilecektir. 

 

    Tanım 3.2.1: Eğer bir Akivis cebiri uygun bir B cebiri için Ak(B) Akivis 

cebirinin içine izomorfik olarak gömülebiliyorsa bu Akivis cebirine lineerdir denir.  
    

          A bir Akivis cebiri, ve { }ie  A  nın φ -modül olarak bir bazı olsun. V (A)  yi 

tekrar gözönüne alalım ve üzerine ∗  çarpımını tanımlayalım. ( )AVa i∈  ve 

( )AVb j∈  olsun. Tanımı iki parçada vereceğiz: 

 

1. Eğer 3i j+ >  ise o zaman )(AVbaba ji+∈⊗=∗ . 



3.HER AKIVIS CEBİRİ LİNEERDİR                                                Şehmus FINDIK 

 13

2. 3≤+ ji  için  A ‘nın { }ie  bazını kullanacağız. Açıkça görülür ki { }ie , 

)(1 AV  ‘nın da bazıdır. Ayrıca )(2 AV  ve )(3 AV , sırasıyla jiee ( )ji ≤  ve 

kji eee   ( )kji ≤≤   bazlarıyla  serbest φ -modül olurlar. Şimdi  ba∗  

çarpımı 3≤+ ji  durumu için aşağıdaki kurallarla tam olarak tanımlanır: 

 

     [ ]⎩
⎨
⎧

+
=∗

,,
,

srrs

sr
sr eeee

ee
ee    

,
,

sr
sr

>
≤

 

 

( ) ( ) ( ) [ ]
[ ] [ ] ( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤−+∗+∗+
<≤∗+−+

≤≤
=∗

,,,,,,,,
,,,,,,,

,,

srkeeeAeeeAeeeeeeeee
skreeeeeeAeeeAeee

ksreee
eee

ksrksrskrksrsrk

ksrskrksrskr

ksr

ksr  

 

 

( )

( )
( ) [ ]
[ ] [ ]

( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤−+−
+∗−∗−

≤<∗+−
≤≤−

=∗

.,,,,,,,
,,

,,,,,
,,,,

srkeeeAeeeAeeeA
eeeeeeeee

krseeeeeeAeee
ksreeeAeee

eee

ksrkrsrks

krsrksrks

ksrksrkrs

ksrksr

ksr  

( ) ∗〉+〈 ,,AV   cebirini ( )AV~   ile gösterelim. 

 

Teorem 3.2.1: A bir Akivis cebiri, ve { }ie  A  nın φ -modül olarak bir bazı 

olsun. O zaman ( )AU  evrensel enveloping cebiri, ( )AV~  cebirine evrensel gömme 

dönüşümü olan ( )AVA 1: →ε , ( ) aa =ε   ile birlikte izomorfiktir. 

 

İspat: Öncelikle ( ))~(: AVAkA →ε  dönüşümünün bir cebir homomorfizmi 

olduğunu gösterelim. ( ))~( AVAk  içinde işlemleri abbaba ∗−∗=〉〈 ,  ve 

( ) ( )cbacbacba ∗∗−∗∗=〉〈 ,,  olacak şekilde yazalım. Aynı zamanda Aa∈  ‘yı da 

( ) ( )AVa 1∈ε  ile belirleyeceğiz. ji ≤  olmak üzere ji ee ,  A ‘nın bazından gelen 

elemanlar olsun. O zaman  



3.HER AKIVIS CEBİRİ LİNEERDİR                                                Şehmus FINDIK 

 14

 

],[]),[(, jiijjijiijjiji eeeeeeeeeeeeee =−−=∗−∗=〉〈 ,   

 

    Dolayısıyla Aba ∈∀ ,  için [ ]baba ,, =〉〈  elde edilir. 

 

       Benzer şekilde herhangi kji eee ,, temel elemanlarının 〉〈 ksr eee ,,  işlemi 6 

farklı durum da aşağıdaki şekilde incelendiğinde 〉〈 ksr eee ,, = ( )ksr eeeA ,,  bulunur. 

 

 

1. ksr ≤≤ .Buradan hemen 

 

( )ksrksr eeeAeee ,,,, =〉〈 . 

 

2. krs ≤< . Bu durumda  

 

〉〈 ksr eee ,,
( )

( )ksr

ksrksrkrsksrkrs

ksrksrrs

eeeA
eeeeeeAeeeeeeeee

eeeeeeee

,,
],[,,],[

)(]),[(

=
∗−+−∗+=

∗−∗+=
 

 

3. rks <≤ . O zaman  

 

〉〈 ksr eee ,,
( ) ( ) +−∗+−+∗+=
∗−∗+=

rkskrsrkskrsksrrks

ksrksrrs

eeeeeeeeeAeeeAeeeeee
eeeeeeee

],[,,,,],[
)(]),[(

 

                      ( ) ( ) ( ) krsrksksrkrsrks eeeeeeeeeAeeeAeeeA ∗+∗++−+ ],[],[,,,,,,  

                  ( )ksr eeeA ,,=  
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4. skr <≤ . Burada  

 

〉〈 ksr eee ,,
( ) ( ) skrksrskrksrskr

ksskrksr

eeeeeeeeeAeeeAeee
eeeeeeee

−∗+−+=
+∗−∗=

],[,,,,
]),[()(

 

                    ( ) ( )ksrksrskr eeeAeeeeeeA ,,],[,, =∗−+  

 

5. skr <≤ . Bu durumda 

 

〉〈 ksr eee ,,
( ) ( ) +−−+∗+∗+=

+∗−∗=

srkskrksrskrksrsrk

ksskrksr

eeeeeeAeeeAeeeeeeeee
eeeeeeee

,,,,],[],[
]),[()(

 

                     ( ) ],[],[,, ksrskrskr eeeeeeeeeA ∗−∗−+  

                 ( )ksr eeeA ,,= . 

 

6. Ve son olarak rsk <<  olsun. O zaman 

 

〉〈 ksr eee ,,
( )−+∗+∗+=

+∗−∗+=

krsrkskrsrsk

ksskrksrrs

eeeAeeeeeeeee
eeeeeeeeee

,,],[],[
]),[(]),[(

 

                     ( ) +−∗+− rskksrrks eeeeeeeeeA ],[,,  

                     

( ) ( ) ( ) ],[],[],[,,,,,, ksrsrkrskskrsrkrsk eeeeeeeeeeeeAeeeAeeeA ∗−∗+∗++−+  

                 

( )
{ }
∑

∈

⋅−〉〈+〉〈+〉〈=
ksrSym

ksrsrkksrrks eeeAsgeeeeeeeee
,,

)()()( ,,)(],,[],,[],,[
σ

σσσσ  

                 =3. ve 1. den ( )ksr eeeA ,,=  bulunur. 

 

        Buradan Acba ∈∀ ,,  için 〉〈 cba ,, = ( )cbaA ,,  bulunur. Dolayısıyla 

( ))~(: AVAkA →ε  bir Akivis cebiri homomorfizmidir. 
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          Sonuç olarak, bir : ( ) ( ), ( ( ))U A V A i a aπ π→ =�  olacak şekilde cebir 

homomorfizmi vardır. ( )AV~  cebiri bir yoğun artan }{ …,2,1=iVi  süzgecine sahiptir, 

öyle ki       ∑ =
=

i

j
j

i AVV
1

)(  dir ve kolaylıkla görülür ki kk VU ⊆)(π  dır. Buradan  

π  , ilgili derecelendirilmiş cebirlerin bir homomorfizmi olan ve her Aa∈  için 

aai =))((π  olarak tanımlanan )(~: AVgrgrU →π  homomorfizmini belirler. Fakat 

)()(~ AVAVgr ≅ olduğu kolaylıkla görülür, ve Sonuç1 den her Aa∈  için )()( aia =τ  

olacak şekilde bir grUAV →)(:τ  derecelendirilmiş cebir homomorfizmi vardır. Bu 

durum, ( )AgrU  ve ( )AV   nın derecelendirilmiş izomorfik cebirler olduğunu 

gösterir. Özel olarak, ( )AgrU  bir serbest Z-derecelendirilmiş φ -modül olup, 

kolaylıkla görülür ki φ -modül olarak )(AU  ve ( )AgrU  izomorfiktir. )(AU  içinde 

{ }iu  bazını,  { }iu   ( )AgrU  nın derecelendirilmiş bazı olacak şekilde seçersek; o 

zaman hemen { })( iuπ , φ -modül olan ( )AV~  ‘nın bir bazı olur, ve dolayısıyla 

0ker =π  olup, π  bir homomorfizm olur.                                                                   □ 

 

        İspat boyunca Sonuç1 ’i tamamlayacak olan aşağıdaki sonucu elde edilmiştir: 

 

Sonuç 3.2.2: A, bir serbest φ -modül olan bir Akivis cebiri olsun. O zaman 

( )AgrU  derecelendirilmiş cebiri, ( )AV   ya izomorfiktir. 

 

Sonuç 3.2.3: Bir serbest φ -modül olan her Akivis cebiri lineerdir. 

 

Örnek 3.2.1: aA ⋅= φ , [ ] 0, =aa  ve ( ) aaaaA =,,  işlemleriyle bir Akivis 

cebiri olsun. O zaman )(AU , Örnek3.1.1 deki aynı baz ve aşağıda kuralları verilen  

∗  işlemi ile birlikteφ  üzerinde bir serbest modüldür. 

 
2aaa =∗   ,  32 aaa =∗   ,  aaaa −=∗ 32 , 
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ve Örnek 3.1.1 ‘deki bütün diğer çarpımlar: 

 

,
),(),(),(,)(,)(,,

,,,
,,,

33223222332

3322

32

…
aaaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaa
aaa

 

 

     Örneğin ,   

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) aaaaaaaaaaaaaaaaa +−=−∗=−∗∗=∗∗∗ 332332  dır. 
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4.SERBEST AKİVİS CEBİRLERİ 

 
          Bu bölümde serbest Akivis cebirlerinin kuruluşunu verip bu cebirlerin 

Schreier cebirleri sınıfında olduğunu göstereceğiz. 

 

   4.1.Serbest Akivis Cebirlerinin Kurulması 
 

∅≠X  kümesi verildiğinde X  üzerindeki serbest Akivis cebiri aşağıdaki 

şekilde oluşturulur: 

  

            Her n pozitif tamsayısı için nX  kümelerini aşağıdaki şekilde tanımlayalım: 

 

XX =1  , 

( )∪
1

1

−

=
−×=

n

p
pnpn XXX  

( ) ∪
∞

=

=
1n

nXXM   olsun. 

 

     Her ( )XMba ∈,  için pXa∈ , qXb∈  ve ( ) qp XXba ×∈,  olacak şekilde 

Ν∈qp,  vardır. qpn +=  olsun. O zaman ( ) pnp XXba −×∈,  olur. 

     ( )ba,  nin pnp XX −×  den  nX   içine olan doğal injeksiyon altındaki 

görüntüsünü ( )ab  ile gösterelim. 

      pXa∈  olacak şekildeki p sayısına  a nın uzunluğu denir. Bunu )(al  ile 

göstereceğiz. Uzunluğu 1 olan elemanlar X in elemanlarıdır.  

       Uzunluğu 1 den büyük olan elemanlar için )()( clal <  ve )()( clbl <  olmak 

üzere abc = yazılır, )()()( blalcl +=  dir. 

Şimdi de XY =1  olmak üzere , her 3≥n  pozitif tamsayısı için nY  kümelerini 

aşağıdaki şekilde tanımlayalım: 
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( )∪
1,, ≥

××=
rqp

rqpn YYYY , nrqp =++ , 

( ) ∪
∞

=

=
1n

nYYM   olsun. 

     Her ( )YMcba ∈,,  için pYa∈ , qYb∈  , rYc∈ ve ( ) rqp YYYcba ××∈,,  olacak 

şekilde Ν∈rqp ,,  vardır. rqpn ++=  olsun.  

     ( )cba ,,  nin rqp YYY ××  den  nY   içine olan doğal injeksiyon altındaki 

görüntüsünü ( )abc  ile gösterelim. 

      pYa∈  olacak şekildeki p sayısına  a nın uzunluğu denir. Bunu )(al  ile 

göstereceğiz.  

       Uzunluğu 1 den büyük olan elemanlar için )()( dlal <  , )()( dlbl <  

ve )()( dlcl < olmak üzere abcd = yazılır, )()()()( clblaldl ++=  dir. 

    Şimdi ( ) ( )YMXMM ∪=  diyelim. 

    F herhangi bir cisim olsun. F üzerinde bazı M olan vektör uzayını düşünelim. 

M deki çarpımları bu vektör uzayına genişletelim. 

    Böylece birleşmeli olmayan bir cebir elde edilmiş olur. Bu cebire N diyelim. 

    I , N nin aşağıdaki formda olan elemanları tarafından üretilen ideali olsun: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−−−++=
=

cabbcaabcbcaabccabcbaA
aaaQ

)()()(),,(
)()(

( ) ( ) ( )cbaacbbac ++  

( ) I
NXF =    cebiri X kümesi üzerinde serbest Akivis cebiridir. 

 

   Tanım 4.1.1: C bir cebir olsun. M⊆C (altküme) olsun. 

     

         algC <M>  ile M tarafından üretilen altcebiri, idlC <M> ile de M tarafından 

üretilen ideali tanımlayalım. 
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Lemma 4.1.1:   A bir Akivis cebiri, M de onun bir altkümesi olsun. O zaman 

aşağıdakiler doğrudur: 

       

(1)  algA <M> =( algU(A) <M>  )∩ A; 

(2)  idlA <M> =( idlU(A)<M>  ) ∩ A . 

 

İspat: algA <M> 'nin bir bazı  1h , 2h ,… , βh ,…   olsun.Bu bazı  

1f , 2f ,… , γf ,…  elemanlarıyla birlikte A 'nın bir bazına genişletelim. O zaman 

1h , 2h ,… , βh ,… , 1f , 2f ,…  , γf ,…  den gelen 0v -kelimeleri U(A) 'nın bir bazını 

oluşturur (Shestakov, 1999). Şu açıktır ki 1h , 2h ,..., βh ,...den gelen 0v -kelimeleri 

algU(A) <M>  için bir baz oluşturur. Bu, lemmanın ilk kısmını ispat eder. 

            Şimdi 1h , 2h ,..., βh ,...   idlA <M> için bir baz olsun. O zaman 

1h , 2h ,..., βh ,..., 1f , 2f ,..., γf ,... alfabesinden gelen ve ihi,∃  'yi içeren 0v -kelimeleri 

idlU(A)<M>  için bir baz oluşturur. Dolayısıyla ih∃ ∈idlU(A)<M>  olup   

A∩ idlU(A)<M>  ≠ Ø olacaktır.                                                                                     □ 

 

   4.2.Serbest Akivis Cebirlerinin Altcebirleri        
 

><= XAkA  , { }nxxxX ,,, 21 …=  üzerinde bir serbest Akivis cebiri olsun. 

Şimdi A kümesi üzerinde derece fonksiyonu olarak adlandıracağımız d fonksiyonunu 

tanımlayalım, öyle ki her Xx∈  için ( ) 1=ixd  olsun.  

 

Tanım 4.2.1: Au∈   ve  ∑=
i

iku  iken  her i,j için ( ) ( )ji kdkd =  ise  u ya A 

nın homojen elemanı denir. 

 

      Avwu ∈,, elemanları için [ ] 0, ≠vu  ve (u,v,w)≠ 0 ise  d [ ]vu,  = d(u)+d(v) 

ve     d(u,v,w) =  d(u)+d(v)+d(w)     diye yazalım. O zaman,  i≥ 1 için Ai  derecesi i 

olan homojen uzay olmak üzere A, Ai altuzaylarının direkt toplamıdır. Yani; 
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⋅⋅⋅⊕⊕⋅⋅⋅⊕⊕= kAAAA 21  

 

dır. 

          Böylece U(A) evrensel enveloping cebirinin serbest üreteç kümesi X olan ve 

birleşmeli olmayan bir serbest cebir olduğu söylenebilir (Shestakov, 1999). Bu cebiri 

{ }XF  ile gösterelim. d derece fonksiyonu, bir tek şekilde { }XF  cebirine 

genişletilebilir. 

        Af ∈  veya )(AUf ∈  ise f  ile f  nin en yüksek dereceli homojen kısmını 

gösterelim. 

 

         Şimdi de serbest Akivis cebirindeki indirgenmiş ve serbest kümeleri 

inceleyelim. 

 

        Tanım 4.2.2: { }nff ,,1 … , A da verilmiş bir küme olsun. Eğer her i için 

∉if algA >< +− nii ffff ,...,,,..., 111  ise { }nff ,,1 …  kümesine  indirgenmiş küme denir. 

 

        Tanım 4.2.3: F sonlu üreteçli bir serbest cebir ve { }nff ,,1 … ⊆F olsun. Eğer 

 

( ) 0,1 =nffh …  

 

olacak şekilde sıfırdan farlı bir bağıntı yoksa { }nff ,,1 …  kümesine cebirsel 

bağımsızdır denir. Aksi halde { }nff ,,1 …  kümesine cebirsel bağımlıdır denir. 

 

      Tanım 4.2.4: A cebiri içinde bir { }ngg ,,1 …  kümesi ürettiği alt cebir için 

serbest üreteç kümesi ise bu kümeye serbest küme denir. 

  

  Teorem 4.2.1: Akivis cebirlerinin sınıfı Schreier dir. 
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        İspat: A bir serbest Akivis cebiri olsun. A da her indirgenmiş kümenin serbest 

olduğunu göstermek yeterlidir (Lewin, 1968). 

         Varsayalım ki A nın bir indirgenmiş { }nff ,,1 …  kümesi serbest olmasın. Yani 

{ }nff ,,1 …  indirgenmiş kümesi cebirsel bağımlı olsun  

          Buradan nfff ,...,, 21  de cebirsel bağımlı olurlar. A içinde { }nfff ,...,, 21  

sisteminin cebirsel bağımlılığı, U(A)=F{ }X  de de cebirsel bağımlılığı gerektirir. 

U(A)=F{ }X  birleşmeli olmayan serbest cebir  olup, bu şekildeki bütün birleşmeli 

olmayan cebirler Schreier olduğundan ∈if  algU(A) >< +− nii ffff ,...,,,..., 111  olacak 

şekilde bir  i vardır. ni ≤≤1   için Afi ∈  olduğundan 

∈if algA >< +− nii ffff ,...,,,..., 111  dir. Bu durum { }nff ,,1 …  kümesinin indirgenmiş 

oluşu ile çelişir.                                                                                                             □                       

 

            Tanım 4.2.5: P , bir F serbest cebirinin bir alt kümesi olsun. Aşağıdaki 

dönüşümlere elemanter dönüşümler denir: 

 

1) P nin elemanlarına uygulanan tersinir lineer dönüşümler. 

2) Bir Pp∈  için  

 

( )npphpp ,,1 …+→      ,  { }pPpp n −∈,,1 …  

 

şeklinde tanımlanan dönüşümler. 

 

Teorem 4.2.6 (Cohn, 1964): F sonlu bir X kümesi üzerinde bir serbest cebir 

olsun. O zaman F nin her otomorfizmi X e elemanter dönüşümlerinin ard arda  

uygulanmasıyla elde edilir.  

   

   Bu şekilde elde edilen otomorfizmlere tame otomorfizm denir. 
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            Sonuç 4.2.1: Sonlu üretilmiş serbest Akivis cebirlerinin otomorfizmleri tame 

dir. 

 

            Teorem 4.2.2: Sonlu üretilmiş serbest Akivis cebirleri residual sonlu dur. 

 

            İspat: 1f , 2f ,…, nf A∈  ve ∉f  algA >< nfff ,...,, 21   olsun. O zaman 

∉f algU(A) >< nfff ,...,, 21  olur. F{ }X  cebirinin her sonlu doğurulmuş altcebiri 

residual sonludur (Kryazhovskikh, 1980).Aynı zamanda Schreier özelliğinden dolayı 

bu alt cebirler serbesttirler de. Sonuç olarak bir sonlu doğurulmuş B cebiri ileϕ  

homomorfizmi vardır öyle ki   { } BXF →:ϕ  ve 

( )∉fϕ algB ( ) ( ) ( ) >< nfff ϕϕϕ ,...,, 21  dir. Buradan 

( )∉fϕ algAk(B) ( ) ( ) ( ) >< nfff ϕϕϕ ,...,, 21  

olduğu görülür. )(: BAkXAkXAk >→<= ><ϕψ  homomorfizmini düşünelim. O 

zaman ( )∉fψ  algAk(B) ( ) ( ) ( ) >< nfff ψψψ ,...,, 21  olur.                                                □                        
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5.BİRLEŞMELİ OLMAYAN SERBEST CEBİRLER İÇİN BOYUT 

FORMÜLLERİ 

 
Bu bölümde, Shestakov’un teoremini kullanarak Akivis elemanları için bir 

ardışık boyut formülü vereceğiz. 

 

   5.1.Akivis Elemanları 

 
       Bu kısımda birleşmeli olmayan serbest cebirlerde multiderecesi 

N
N Nnnn ∈= ),...,()( 1    olan Akivis elemanlarının oluşturduğu )(nA  altuzaylarının 

bazlarını ve boyutlarını inceleyeceğiz. 

 

Tanım 5.1.1(Catalan sayıları): nC  katalan sayıları ve ( )XC  üreteç 

fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
n

n
n

Cn

2
1

1  ,  ( )
x

xXC
2

411 −−
= . 

 

  Biz bunun değişik bir versiyonunu kullanacağız: 

 

11
221

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= nn C
n

n
n

K   , ( ) ( )XxCxXK +=
−−

= 1
2

413  

 

nK  , n-inci dereceden bir çarpımın arasına konabilecek parantezlerin tüm 

değişik yollarının sayısıdır. 0K =1 olduğu kabul edilecektir. 

 

Örnek 5.1.1:  

2=n  için:  2K =1                                         (ab) 

        3=n  için:  23 =K                                     (ab)c , a(bc) 
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    4=n  için:  54 =K      ))((,))((),)((,))((),)(( cdbadcabdbcadbcacdab   

             

                         #                                                                 #  

 

X  boş olmayan sonlu bir küme olsun öyle ki Ν∈N olmak üzere; 

 

NXXXX ∪∪∪= "21   öyle ki her ji ≠  için  ∅=∩ ji XX                             (1) 

 

 olacak şekilde N kümeye parçalansın. Yani NXXX ,,, 21 …  , X  in bir parçalanışı 

olsun. Şimdi Ni ≤≤1  için ii Xr =  olarak tanımlıyalım. W , F cismi üzerinde  X  

tarafından üretilen serbest cebir olsun. 

        Burada, W  içindeki her w monomialini sıralı N-li olarak düşüneceğiz öyle ki 

bu sıralı N-li her iX  den gelen w içindeki eleman sayılarını belirleyecek niteliktedir.  

        Örneğin 2=N , { }cbaX ,,=  , { }aX =1  , { }cbX ,2 =  için caw = ∈W 

monomialine karşılık gelecek sıralı ikili ( )1,1  olarak bulunur. Çünkü w içinde 

{ }aX =1  dan 1, { }cbX ,2 =  den 1 eleman kullanılmıştır. 

       Bu  sıralı N-li  w nun multiderecesi olarak adlandırılır. Multiderece ile NΝ  

nin bir elemanını kastediyoruz. Ayrıca her iXx∈  ye bir N
ie Ν∈  multiderecesi 

karşılık gelir öyle ki Ni ≤≤1  için ijije δ=  dir. 

     Şimdi )(nW  , bütün N
Nnnnn Ν∈= ),,,()( 21 …  multidereceye sahip olan 

birleşmeli olmayan monomialllerin  gerdiği küme olsun. W  yu, kendisini bir 

multiderecelendirilmiş cebir haline getiren sonlu boyutlu uzayların bir direkt toplamı 

olarak yazabiliriz: 

 

)(
)(

n
n

WW
N

⊗
Ν∈

=   ,  )()()()( nmnm WWW +⊆  
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         Her Nn Ν∈  için Nnnnn +++=∑ "21)(  yazacağız. Eğer W içinde bir w 

monomiali     (n)-multidereceye sahipse o zaman  )(n∑  ye w nun toplam derecesi 

diyeceğiz. 
 

        İspatı (Bremner, Hentzel ve Peresi, 2004) de verilen aşağıdaki önerme W  nun 

)(nW  altuzaylarının boyutunu belirlemesi bakımından önemlidir. )(nW  altuzayının 

boyutunu )(nboyW  ile gösterelim. 

 

      Önerme 5.1.1: W  nun )(nW  altuzaylarının boyutu aşağıdaki gibi hesaplanır: 

 

N
N

nn rr
nn

n
KboyW ..

,,
)(

1
1

)()( …
… ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑
= ∑   . 

   Aşağıdaki kuvvet serisi de W  nun )(nW  altuzaylarının boyutu için üretici 

fonksiyondur: 

 

)(... 11
)(

21)( NN
n

Nn xrxrKxxxboyW
N

++=∑
Ν∈

"…  . 

 

        Şimdi αW  ile W  nun üzerinde kurulduğu vektör uzayı üzerindeki ikili ve 

üçlü işlemler altındaki cebiri gösterelim. Fakat buradaki ikili ve üçlü işlemler yerine 

komutatör ve asosyatör işlemlerini kullanalım. O zaman αW  bir Akivis cebiri olur. 

 

Tanım 5.1.1(Akivis elemanları): W  nun bir A  altuzayını W  nun Akivis 

elemanı tanımlayacağız öyle ki A, αW  nın X  tarafından ikili ve üçlü işlemleri ile 

birlikte üretilen altcebiridir. 

   Dolayısıyla  A  altuzayı direkt toplam parçalanışına sahip olup; 

 

( ) ( )n nA A W= ∩   ve  )(
)(

n
n

AA
N

⊕
Ν∈

=  dir ve 

)()()()( ],[ nmnm AAA +⊆   , )()()()()()( ],,[ pnmpnm AAAA ++⊆  
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özellikleri vardır. Dikkat edilirse A nın αW  nın bir altcebiri olduğu kolaylıkla 

görülür. 

 

   5.2.Hesaplanabilir Sonuçlar 

 
        Bu kısımda, bir eleman tarafından üretilen ve birleşmeli olmayan serbest 

cebiri ele alacağız. Burada düşük dereceler için hesaplama tekniğimizi açıklayacağız. 

Bu teknik, hesaplamaların elle veya Maple gibi bir bilgisayar cebir sistemi ile 

yapılabilmesini de sağlamaktadır. 9 dereceden yukarısı için teknik, hesaplama 

açısından etkisizdir. 

     Sadece bir üreteç olduğu için ( )nA  yerine nA  yazacağız öyle ki nA  , direkt 

toplam ayrışımı içindeki homojen uzayları gösterecektir. 

 

Önerme 5.2.1: { }xX =  ise o zaman aşağıdaki boyutlar elde edilir: 

    
23
1
1

7

4

1

=
=
=

boyA
boyA
boyA

                     
53
4
0

8

5

2

=
=
=

boyA
boyA
boyA

                     
.157

7
1

9

6

3

=
=
=

boyA
boyA
boyA

 

 

İspat: AA ⊆1   altuzayının bir bazı:                              x 

            AA ⊆2   altuzayının bir bazı:                                      yok 

           AA ⊆3   altuzayının bir bazı:                                    [ ]xxx ,,  

           AA ⊆4   altuzayının bir bazı:                                  [ ][ ]xxxx ,,,    dır. 

 

  5≥n  için  nA  ‘in boyutunu hesaplamak için bir ters simetrik ikili işlem ve 

bir üçlü işlem içeren ve dereceleri n olan tüm olası monomialleri oluşturacağız. 

       Bu monomialler Akivis elemanlarının oluşturduğu altuzayı gerer. nT  ile n 

dereceli Akivis elemanlarının sayısını gösterelim. Komutatör ve asosyatörleri orijinal 

birleşmeli olmayan çarpıma dayanarak genişletelim. Bu genişlemenin katsayılarını 
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nn KT ×  matrisinde toplarsak; bu matrisin rankı  nboyA  ‘i verir. Yani;   

nnn boyAKTrank =× )(   dir. Burada )( nn KTrank ×   nn KT ×  nin rankını 

göstermektedir. 

 

     Derecesi 5 olan Akivis elemanlarının uzayı 4 eleman tarafından doğurulur: 

 

[ ][ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,  

 

         Yukarıdaki elemanların 14 birleşmeli olmayan monomialin bazına göre 

genişleme katsayılarının bulunduğu 14455 ×=× KT   matrisi, Tablo1 ‘de 

gösterilmektedir: 

 

Tablo1: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−−−

11000110000000
00011000011000
00000001100011
11011000011011

 

  

Şimdi bu matrisin rankına bakalım: 

 

( ) 4401
10
11

100
011
101

1000
0100
0011
0101

555 =⇒=×⇒≠=
−

=−
−

=
−

−

boyAKTrank  

 

tür. 

        Tablo1’deki matris oluşturulurken kullanılan monomialler ise aşağıda her bir 

kolona denk gelecek şekilde sırasıyla verilmiştir: 
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MONOMİALLER:                                                 GERENLER: 

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )xxxxx

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

.7

.6

.5

.4

.3

.2
.1

     

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )
( )( )( )xxxxx

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

.14

.13

.12

.11

.10
.9
.8

                                  

[ ][ ][ ]
[ ][ ]
[ ][ ]
[ ][ ]xxxxx

xxxxx
xxxxx
xxxxx

,,,,
,,,,
,,,,
,,,,

          

 

Örnek olarak birinci satırın oluşumunu inceleyelim: 

  

[ ][ ][ ] ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ++−−= xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx ,,,,                                       

                                      ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx −++− . 

            

Dolayısıyla birinci satırın katsayıları; 1,(-1),0,(-1),1,0,0,0,0,(-1),1,0,1,(-1) 

olarak bulunur. Bu katsayılara genişleme katsayıları denir. 

Benzer yolla aşağıdaki sonuçlara ulaşırız: 

 

     n                              nn KT ×                        nnn boyAKTrank =× )(        

 

     

9
8
7
6

                              

1430162
42954
13223

427

×
×
×
×

                           

157
53
23
7

∗
                  

 

∗ : Bu sayı, en az sayıda eleman içeren geren kümesinin eleman sayısı olup bu küme 

lineer bağımsız değildir.                                                                                               □                    

 

  Şimdi derecesi 6 ve 7 olan Akivis elemanlarının uzaylarının bazlarını 

görelim: 
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6A  ‘nın bir bazı:   

[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

,,,,,
,,,,,
,,,,,
,,,,,

         

[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx

,,,,,
,,,,,
,,,,,

 

 

7A  ‘nin bir bazı : 

[ ][ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]

[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]xxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,

      

[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]

[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]xxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,

      

[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]

[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]xxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,

       

[ ][ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ]xxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,
,,,,,,

   

 

nA  ‘in baz elemanlarını bulmak için bir yöntem: 

 

   Öncelikle örnek olması için  6A , 7A  için baz elemanlarını nasıl bulduğumuzu 

açıklayalım: 6A  ile başlayalım. n=6 sayısını 5+1, 4+1+1 şeklinde ifade edelim. 

Burada amaç, ikili ve üçlü toplamlar elde ederek daha önce bulunmuş olan daha 

küçük boyutlardaki  baz elemanlarından faydalanarak istediğimiz boyuttaki baz 

elemanlarını üretmektir. Fakat toplamları aşağıdaki koşullara uygun biçimde 

seçmeliyiz: 

 

1≥n  olmak üzere, 

1. ( ) 11 +−= nn                          
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2. ( ) 112 ++−= nn                 

3. ( ) 33 +−= nn                            

4. ( ) 134 ++−= nn  

5. ( ) 44 +−= nn  

          # 

 

biçiminde bütün olası toplamlar iki sayının ve üç sayının toplamı olacak şekilde elde 

edilir. Fakat toplamlarda bileşenlerden biri 2 olamaz. İkili toplamda özel olarak 

bileşenler aynı olamaz. Bu kurala göre 6 sayısı yalnızca 5+1 ve 4+1+1 şeklinde ifade 

edilebilir. 

    Şimdi bu sayıların anlamına bir göz atalım: 6=5+1 ile 6-dereceli baz 

elemanlarının 5-dereceli baz elemanlarının 1-dereceli baz elemanlarıyla komutatör 

işlemi ile elde edilmesi; buna karşılık 4+1+1 ile de 6-deereceli baz elemanlarının 4-

dereceli baz elemanları ve 1-dereceli baz elemanları ile 1-dereceli baz elemanlarının 

asosyatör işlemi yoluyla elde edilmesi anlaşılacaktır. Yani, 

 

5+1:                                                     4+1+1: 

[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

,,,,,
,,,,,
,,,,,
,,,,,

                               

[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx

,,,,,
,,,,,
,,,,,

 

 

   Burada dikkat edilecek birinci nokta, asosyatörlerin her durumunun 

yazılmasıdır. Dikkat edilecek ikinci nokta ise ilk olarak  8A  ‘in boyutunu bulurken 

karşımıza çıkacaktır: 

8=4+3+1 eşitliğinde birbirinden farklı dereceden 3 baz elemanı asosyatör 

işlemine tabi olacaktır. Bunlar   x , [ ]xxx ,,   ve  [ ][ ]xxxx ,,,   elemanlarıdır. x=a , 

[ ]xxx ,, =b ve [ ][ ]xxxx ,,, =c  diye adlandırırsak Akivis özdeşliğinden, 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]bacacbcbaabcbcacabbacacbcba ,,,,,,,,,,,,,,,,,, ++=−−−++  
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eşitliğine ulaşırız. Bu eşitlik bize gerenlerden 9 tanesi arasında lineer bağımlılık 

olduğunu söyler. Dolayısıyla birisi elenir. 4295488 ×=×KT  matrisinin rankının  

54-1=53 olmasının nedeni de bu durumdur. 

Şimdi de { }yxX ,=  olacak şekilde iki üreteçli Akivis cebirinin 1,2,3-

dereceden homojen alt uzaylarının bazlarını bulalım. 

 

 Altuzay                                                           bir bazı 

  )1(A                                                                     yx,  

  )2(A                                                                    [ ]yx,  

  )3(A                                      
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ]yyxxyxyyyxyyyxy

yyxxxyxyxyxxxxx
,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,

    
.

 

 

 

   5.3.Akivis Elemanları İçin boyut Formülü 

 
    Şimdi (1) eşitliğine X in genel durumu için geri dönelim. 

     X  tarafından üretilen serbest birleşmeli olmayan cebir içerisindeki Akivis 

elemanlarının boyutunu belirleyen bir ardışık formül bulmak için 

Shestakov’un(Shestakov, 1999)  sonucunu kullanacağız. 

    )(AS d , A vektör uzayının d-inci simetrik derecesini göstersin. 1≥d  olmak 

üzere dV  vektör uzaylarını aşağıdaki şekilde tanımlayalım: 

 

31 ≤≤ d  için )(ASV d
d = ,      4≥d  için iid

d

i
d VVV ⊗= −

−

=
⊕

1

1
                                    (3) 

 

Şimdi de direkt toplamı aşağıdaki gibi kuralım: 

 

d
d

VAV ⊕
≥

=
1

)(  
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)(AV  derecelendirilmiş vektör uzayı, 3. Bölümde tanımlanan ( )AV~  

birleşmeli olmayan cebiri içine gömülebilir. 

     Bizim için burada sadece derecelendirme önem taşımaktadır. 

     Shestakov tarafından Teorem3.2.1’de ifade edilmişti ki “A Akivis cebirinin 

birleşmeli olmayan evrensel enveloping cebiri , ( )AV~  birleşmeli olmayan  cebirine 

izomorfiktir. Eğer A cebiri, X arafından üretilen serbest Akivis cebiri ise  o zaman 

( )AV~ , X tarafından üretilen serbest birleşmeli olmayan cebirdir.” 

    X tarafından üretilen serbest Akivis cebiri içindeki boyutların belirlenmesi 

için Teorem3.2.1 ‘ e başvuracağız. 

           A nın aşağıdaki şekilde bir multiderecelendirmeye sahip olduğunu 

varsayıyoruz: 

 

)(
)(

n
n

AA
N

⊕
Ν∈

=  

 

        Yine varsayıyoruz ki )0,,0,0()( …=n için { }0)( =nA  dır, ve A, bir Akivis 

cebiri olarak )( ieA alt uzayları tarafından üretilir. )(na  ile )(nA  nin boyutunu 

göstereceğiz. )( ieA  üreteç kümelerinin boyutunu ise )( iei ar =  ile göstereceğiz. 

      A derecelendirilmiş cebir olduğundan, A nın evrensel enveloping cebiri olan 

)(AU  da derecelendirilmiştir: 

 

)(
)(

)()( n
n

AUAU
N

⊕
Ν∈

=  

 

    Amacımız   )(AboyU  için ir  ye bağlı bir formül bulmaktır. A, bir serbest 

Akivis cebiri oduğundan Shestakov’un teoreminden dolayı )(AU  bir serbest 

birleşmeli olmayan cebirdir. Bu durumda )()( nAboyU  boyutları Önerme5.1.1’den 
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hemen çıkacaktır. Buradan 2)( ≥∑ n  olmak üzere )(na  boyutları için Nrr ,,1 …  ye 

bağlı bir ardışık formül tanımlayabileceğiz. 

         Öncelikle A serbest değişmeli, birleşmeli, derecelendirilmiş vektör uzayı 

içindeki  (n)-multidereceli alt uzayların boyutları için üreteç fonksiyonunu ele alalım.  

 

        Eğer { })0,,0()( …−Ν=Ν ∗ NN yazarsak; Nn
N

nn xxx "1
1

)( =    için    

 
)(

)()(
)(1 1

1),,(
n

N

a

n
nn x

xxG ∏
∗Ν∈

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=…    dir. 

 

        (3) eşitliği ile birlikte ),,( 1 nxxG … , )(AU  evrensel enveloping cebir için bir 

üreteç fonksiyonu olur. 

      y değişkeni ile, )(AU  içerisindeki her bir terim yapılandırılırken A dan gelen 

faktörlerin sayısını gösterelim. Buradan aşağıdaki eşitliğe ulaşılır: 

 
)(

)()(
)(1 1

1),,,(
n

N

a

n
nn yx

yxxG ∏
∗Ν∈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=…  . 

 

        Bu çarpım içindeki her bir faktörü bir formal kuvvet serisi olarak 

genişletelim. ),,()( 1 Ndndnnd …=  olarak yazarsak; 

 

          ∏ ∑
∗Ν∈ ≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+=

)()( 1

)()(
1

1
1),,,(

Nn d

dndn
n yx

d
da

yxxG …  

 

                                  ∑
≥

++++=
4

1
3

13
2

1211 ),(),(),(),(1
d

d
d yxFyxFyxFyxF ………… . 

      Bu kuvvet serisi nxx ,,1 …  ye bağlı kuvvet serilerinin katsayıları ile birlikte y 

ye bağlı bir kuvvet serisidir. )(nx  monomiallerinin katsayıları, ∗Ν∈ )()( Nn   için )(na  
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değişkenlerinin polinomlarıdır. Şimdi G den yola çıkarak aşağıdaki gibi yeni seriler 

oluşturacağız: 

++++= 3
13

2
12111 ),(),(),(1),,,( yxFyxFyxFyxxH n …………  

                                     ∑ ∑
≥

−

=
− ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

4

1

1
11 ),(),(

d

d
d

i
iid yxFxF …… . 

 

Bu formül, (3) eşitliğindeki üreteç fonksiyonlarına bağlı olan formülün farklı 

bir versiyonudur. Bu noktada artık y nin kaç olduğu önem taşımadığı için y=1 

alabiliriz. Buradan aşağıdaki üreteç fonksiyonunu ele alabiliriz: 

 
)(

)(
)(1 1),,( n

n
nn xAxxH

N
∑

Ν∈

+=…    . 

 

    Buradan Teorem3.2.1’i tekrar yazabilmek için Önerme5.1.1’i 

kullanabileceğiz. 

 

Sonuç 5.3.1: Aşağıdaki kuvvet serileri mevcuttur: 

 

)()(

1)( )(
)(

)(
)( ,,

)(
11 nn

Nn n
n

n
n xr

nn
n

KxA
N N

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑
+=+ ∑ ∑

Ν∈ Ν∈

∑ …
  , 

 

Burada Nn
N

nn rrr "1
1

)( =  olarak alınacaktır. 

        

Bu sonuç bize ),,( 1 nxxH …  nin, Ni ≤≤1  için ie  dereceli ir  tane serbest 

üreteç tarafından üretilen serbest, birleşmeli olmayan cebir için bir üreteç fonksiyonu 

olduğunu söylemektedir. Bu denklemden ardışık olarak )(na  boyutlarını çıkarabiliriz. 

     Bu sonuçtan  hareketle aşağıdaki önermeyi ispatsız olarak vereceğiz: 

      

Önerme 5.3.1: na  , derecesi 1 olan ra =1  serbest üretece sahip serbest, 

birleşmeli olmayan cebir içerisindeki n-dereceli Akivis elemanlarının boyutunu 
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göstermek üzere aşağıdakiler doğrudur. 

 

rra
2
1

2
1 2

2 −=  , 

 

rra
3
1

3
4 3

3 −=  , 

 

rrrra
4
1

24
17

4
5

24
65 234

4 +−−=  , 

 

345
5 6

5
2
5

3
22 rrra −−=  , 

  

rrrrrra
3
1

72
1

16
9

144
547

48
475

144
2849 23456

6 +++−−=  , 

 

234567
7 6

1
18
7

24
107

18
145

8
245

9
517 rrrrrra +−+−−=  , 

 

rrrrrrrra
8
1

32
13

288
395

1152
1289

144
2173

576
15457

288
30625

1152
196471 2345678

8 −++−+−−=  , 

 

rrrrrrrrra
9
1

18
1

648
581

144
25

108
107

9
580

108
7357

16
5745

648
337865 23456789

9 +−−+−+−−=

 

Yukarıdaki önermeyi örneklendirelim: 

 

Örnek 5.3.1: Önerme 5.2.1’ de r=1 olması durumunda  

 

    
23
1
1

7

4

1

=
=
=

boyA
boyA
boyA

                     
53
4
0

8

5

2

=
=
=

boyA
boyA
boyA

                     
.157

7
1

9

6

3

=
=
=

boyA
boyA
boyA
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olarak verilmişti. Örneğin 2377 == boyAa  sonucunu kontrol edebiliriz.  

 

     Öncelikle r=1 ise formülümüz; 

 

6
1

18
7

24
107

18
145

8
245

9
517

7 +−+−−=a    şeklini alır. 

 

      
72
12

72
28

72
321

72
580

72
2205

72
4136

7 +−+−−=a  

 

23
72

28134469
7 =

−
=a  .                                                                                                     

 

   ( ) nboyAnra =,  gösterimi ile r üreteçli boyutu n olan Akivis elemanlarının 

oluşturduğu altuzayı anlayacağız. Aşağıdaki veriler Önerme 5.3.1’den yararlanılarak 

elde edilmiştir: 

n          ( )na ,1          ( )na ,2            ( )na ,3                   ( )na ,4   

12
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

           

3307
1192
410
157
53
23
7
4
1
1
0
1

         

37240375
6098390
1005973
170404
28809
5204
894
188
31
10
1
2

        

6092322963
652494738
70631487
7804590
870459
101700
11727
1557
180
35
3
3

        

192130073589
41696846490

1367436030
112296324
9340138
808600
69970
6816
603
84
6
4

.
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