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ve h eélemanlarina F, de translation denktir denir. Bu tezde, F(a,b) , {a,b}
tarafindan Uretilen serbest grup ve w(a, b) de F(a, b) de keyfi secilmis bir kelime
olmak Uzere, her ne zaman g, h € E, icin g ve h, F,, de trandlation denk ise w(g, h)
ve w(h, g) nin de E, de translation denk oldugunu gosterecegiz. Ayrica F, ranki 2
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Let F,, beafree group of rank n > 2. Two elements g, h in F,, are said to be
translation equivalent in F,, if the cyclic length of ¢(g) equals the cyclic lenght of
¢ (h) for every automorphism ¢ of E,. Inthisthesis, let F(a, b) be the free group
generated by {a, b} and let w(a, b) be an arbitrary word in F (a, b), we show that
w(g, h) and w(h, g) aretranslation equivalent in F, whenever g, h € F, are
translation equivalent in F,,. Besides let F, be a free group of rank 2, we show that
thereis an algorithm that decides whether or not, for given two element g, h of F,, g
and h aretranslation equivalent in F,.
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1. GIRIS Serkan AKOGUL

1. GIRIS

E,, ranki n > 2 olan bir serbest grup ve g, h € F,, olsun. Her ¢ € AutFE, igin
¢(g) ve ¢ (h) elemanlarinin devirsel uzunluklar: aynm oluyorsa g ve h ye translation
denktir denir.

Leininger (2003) calismasinda bir yilizey Gizerindeki kapal1 egrilerin homotopi
siniflarinin hiperbolik denkligini incelemistir. Bu ¢alismadan esinlenerek Kapovich-
L evitt-Schupp-Shpilrain (2007) serbest gruplar icin benzer fenomenin olabilecegini
dustinerek serbest gruplardaki translation denklik kavramim tamimlayarak ayrintil
bir sekilde konuyu incelemistir. ‘F, {a, b} Uzerinde bir serbest grup ve w(a,b) € F
herhangi bir kelime olsun. g ve h de F de translation denk olan iki eleman iken
w(g,h) ve w(h, g) trandation denk olur mu? sorusunu sormustur. Donghi Lee
(2006) da bu soruya olumlu bir cevap vermis ve (2007) deki ¢alismasinda da ranki 2
olan serbest gruplarda herhangi iki elemamin translation denk olup olmadigin
sdyleyen bir algoritma vermistir.

Tezin 2. Bélumiinde tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.
3. Bolimde Shpilrain tarafindan sorulan ‘w(g, h) ile w(h, g) translation denk olur
mu? sorusuna Donghi Lee tarafindan verilen olumlu cevap ayrintili bir sekilde
incelenmistir. Tezin 4. Béluminde rank: 2 olan serbest gruplarda translation denklik

algoritmast incelenerek algoritmanin galistigint gbsteren drnekler verilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Gruplar

Tamm 2.1.1 A bos olmayan bir kiime olmak Uzere A x A dan A yataniml: bir

x:AxA—> A (a,b) >axb

fonksiyona A Uzerinde bir ikili islem denir. Eger *, A Uzerinde bir ikili islem ise (4,*)

ifadesine A da bir cebirsel yap: denir.
Tamm 2.1.2 G bos olmayan bir kiime ve G Uzerinde bir = ikili iglemi tamml1 olsun.
Eger,;
* islemi birlesme 6zelligini saglarsa; yani, Va,b,c € G igin
(axb)*xc=ax(bx*c)ise
Va € G igin

ax*xe=exa=a

olacak bicimde bir e € G varsa (e ye G nin birim eleman: denir);

Va € G igin

axa'=a'xa=e

olacak bicimde bir a’' € G varsa (a’ ne a nmin bir ters eleman: denir) o zaman (G,*)
airal ikilisine grup denir.

Eger (G,*) grubunda Va,b € G igin a * b = b * a ise bu gruba degismeli ya
da abelyan denir.
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Tamm 2.1.3 G bir grup olsun. Eger V a € G igin ea = a olacak sekilde bir e € G
varsa e ye G nin bir sol birim eleman:, eger V a € G icin ae = a olacak sekilde bir
e € G varsae ye G nin bir sag birim eleman: denir. Eger e hem sol hem de sag birim

eleman ise e ye kisaca G nin birimi denir.

Tamm 2.1.4 G bir grup ve e € G olsun. Eger Va € G igin ea = e oluyorsae ye G
nin bir sol sfir eleman:, eger Va € G icin ae = e oluyorsa e ye G nin bir sag sifir

eleman: denir.

Tamm 2.1.5 (G,*) bir grup ve 4, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger

Va,b € Aigina * b € Aiseo zaman A, G nin * islemine gore kapal:dir denir.

Tamm 2.1.6 G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G nin
islemine gore kapal1 ve bu isleme gore bir grup ise 0 zaman H ye G nin bir alt grubu
denir ve H < G ile gosterilir.

G ve{e}, G ninalt gruplar: oldugu aciktir. {e} ye G nin asikar alt grubu denir.

H < G olsun. G nin kendisinden farkli her alt grubuna G nin bir 6zalt grubu denir.

Teorem 2.1.7 G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir at kiimesi olsun. O zaman

H < G olmasi igin gerek ve yeter kosul hy, h, € H icin hyh;* € H olmasidir.

Tamm 2.1.8 G bir grup ve a € G olsun. G kimesinin kardinalitesine G grubunun
dereces denir ve |G| ile gosterilir. Derecesi sonlu olan bir gruba sonlu grup, derecesi
sonsuz olan bir gruba da sonsuz grup denir. Eger at = e olacak sekilde bir t pozitif
tamsayisi varsa bu t pozitif tamsayilarinin en kiicigtine a n:n dereces denir ve |a|

ile gosterilir.

Tamm 2.1.9 G bir grup olmak Uzere G nin merkez Z(G) ile gosterilir ve

Z(G)={a€G: herg€Gicinga=ag}
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olarak tammlanr.
Teorem 2.1.10 G bir grup ve G nin merkezi Z(G) olmak tizere Z(G) < G dir.
Tamm 2.1.11 G bir grupve H < G olsun. a € G olmak Uzere
a'Ha ={a 'ha: h € H}
kimesine H nin G de a yagore eslenigi denir.

Teorem 2.1.12 G bir grup, a € G ve H < G olmak Uizere a *Ha kimesi G nin bir alt

grubudur.

Teorem 2.1.13 G bir grup ve {H; : i € I} de G grubunun alt gruplarinin bir ailesi
olsun. O zaman

de G nin bir alt grubudur.

Tamm 2.1.14 G bir grup ve X, G nin bir alt kiimesi olsun. O zaman G nin X i iceren

biitin alt gruplarimin kesisimine X tarafindan Uretilen alt grup denir ve (X) ile

goderilir. X e (X) in bir Uretec kimes denir. Eger X = {x;,x,,...,x,} ise

(X) = (x1,x5,...,x,, ) ile gdsterilir ve buna x4, x,, ..., x,, tarafindan Uretilen alt grup

denir. Eger n =1 ise (x;) grubuna x, tarafindan Uretilen devirli alt grup denir.
€18

X ={x1,%5, ..., x,} ise x; € X ve g € Z olmak lizere (X), x;*x;% ... x,," formundaki

tum sonlu garpimlardan meydana gelir.

Tamm 2.1.15 G bir grup olsun. Eger G ={a™ : n € Z} = (a) olacak sekilde bir

a € G varsa G ye a tarafindan Uretilen devirli grup denir.
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Tanmm 2.1.16 G bir grup ve H < G olsun. a,b € G icin ab™! € H oluyorsa a ya
modulo H ile b ye sagdan denktir denir ve a =, b (modH) ile gosterilir. Benzer
sekilde a~'b € H oluyorsa a ya modilo H ile b ye soldan denktir denir ve
a =; b (modH) ile gosterilir.

Eger G degismeli grupsa sag denklik ile sol denklik cgakisiktir. (Cunki
ab~* € H ise (ab )" € H olup (ab™*)"! = ba™! = a~1b drr.) Ayrica sag ve sol
denkligin cakisik oldugu halde degismeli olmayan gruplarda vardir. (Ornegin

Quaternionlar Grubu)
Teorem 2.1.17 G bir grupve H < G olsun.
a) Modilo H sag (sol) denklik G Uzerinde bir denklik bagintisichr.
b) Modilo H sag (sol) denklik bagintisina gore denklik siniflart Va € G icin
Ha = {ha: h € H} (aH = {ah : h € H}) dir.

¢) |Hal =|H| = [aH|

Tamm 2.1.18 G bir grup ve H < G olsun. Modilo H sag (sol) denklik bagintisina
goreolan her bir denklik simifina H nin G deki bir sag (sol) koseti denir.

Tamm 2.1.19 G bir grup ve H < G olsun. H nin G deki farkli sol (sag) kosetlerinin
sayisina H nin G deki indeks denir ve (G: H) ile gosterilir.

Teorem 2.1.20 G bir grup ve H < G olsun. O zaman

|Gl = (G: H).|H]|

dir.

Teorem 2.1.21 (Lagrange Teoremi) G bir sonlu grup ve H < G ise, H nin derecesi

G nin derecesini boler. Yani; |H|||G] dir.

Tamm 2.1.22 G bir grupve N < G olsun. Eger her g € G igin
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_1:

gNg

ise N ye G nin bir normal alt grubu denir ve N < G ile gogterilir.
Her G grubunda G ve {e} normal alt gruplardhr.

Teorem 2.1.23 G bir grup ve N < G olsun. Buna gore asagidaki dnermeler birbirine
denktir.

a Vg eGvevn € N icingng™! € N dir.

b) Vg € GicingNg~! c N dir.

C) Vg € GicingNg~! = N dir.

d) Vg e GigcingN = Ng dir.
Tamm 2.1.24 G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun.

G/N ={aN : a € G}

kimesi Uzerinde bir carpma islemi soyle tammlansin. Her aN, bN € G/N igin

(aN)(bN) = abN

olsun. Bu isleme gore G/N bir gruptur ve bu gruba G nin N ile béltm grubu (carpim

grubu) denir.

Tamm 2.1.25 G bir grup ve x4, x5, -+, x, G nin elemanlar1 olsun.

[xy,x,] = x1x2x1_1x2_1

elemanina x; ile x, nin komitatori denir.

X; ve X,, G grubunun bostan farkl: alt kiimeleri olsun.

[X1,X2] = ([x1,x2] P X1 €EXp,%; € Xz)
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olarak tanimlamr. Burada X; = X, = G ise [G,G] komitatér grubuna G nin

komiitator alt grubu denir ve G ile gogterilir.

Tamm 2.1.26 A bos olmayan bir kiime olsun. A Uzerinde tamml1 bire bir ve Orten bir
fonksiyona A Uzerinde bir permitasyon denir. Bir A kimesi Gizerinde tamml1 bitin
permitasyonlarin kiimesi Sym(A) ile gosterilir ve Sym(A4) kimesi fonksiyonlarin
bileske islemine gore bir gruptur. Sym(A) grubuna A kimesi Uzerindeki simetrik

grup denir.

Tanim 2.1.27 G bir grup ve A bir kime olsun. Eger bir ¢:G —» Sym(A)

homomorfizmas: varsa ¢ homomorfizmasina G nin permitasyon temsili denir.

Teorem 2.1.28 (Cayley Teoremi) Her grup bir permitasyon grubunun bir alt

grubuna izomorftur.

2.2. Grup Homomorfizmleri

Tanim 2.2.1 (G,*) ve (H,o) iki grup olmak Uzere eger ¢:G — H donusimi
Vx,y € G igin

p(x*y) = p(x) o p(y)

sartint saglarsa ¢ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir.

Tamm 2.2.2 ¢: G — H grup homomorfizmi bire bir ise ¢ ye bir monomorfizm denir.

Tamm 2.2.3 ¢: G — H grup homomorfizmi drten ise ¢ ye bir epimorfizm denir.

Tamm 2.2.4 ¢: G —» H grup homomorfizmi hem bire bir hem de Grten ise ¢ ye bir

izomorfizm denir ve G = H seklinde gosterilir.



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Serkan AKOGUL

Teorem 2.2.5 ¢: G — H grup homomorfizmi olsun. Buna gore

a) eg, G nin birim eleman: ve ey, H nin birim elemam olmak tzere

p(eg) = ey

dir.
b) Va € G igin

p(a™) = [p(@)]™

dir.

Tamm 2.2.6 G bir grup, N < G olmak Gzere p: G - G/N veVa € G igin

¢(a) = Na

seklinde tammlanan doénusim orten bir homomorfizmdir. Bu homomorfizme dogal

homomorfizm denir.

Tamm 2.2.7 ¢: G — H bir grup homomorfizmi olsun.

Ker(p) ={x € G : o(x) = ey}

kimesine ¢ nin gekirdegi denir.

Tamm 2.2.8 ¢: G — H bir grup homomorfizmi olsun.

Im(p) ={p(g) : g € G}

kimesine ¢ nin goruntusi denir.
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Teorem 2.2.9 ¢: G — H bir grup homomorfizmi olsun. O zaman Ker(¢) < G dir.

Teorem 2.2.10 ¢: G = H bir grup homomorfizmi olmak tzere ¢ nin bire bir olmasi

icin gerek ve yeter kosul Ker(¢) = {e;} olmasidr.

2.3. Grup Otomorfizmleri

Tamm 2.3.1 ¢: G —» G grup homomorfizmine bir endomorfizm denir.

Tanmim 2.3.2 ¢:G - G, bire bir ve orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye grup

otomorfizmi denir.

Teorem 2.3.3G bir grup olmak Uizere Vx € G icin I(x) = x ile tammh I:G - G

doéntsimiine birim dénistim ya da 6zdes déniistim denir.

Tanm 2.3.4 G bir grupvea € G olmak Uzere I,: G —» G donlsiimi Vx € G igin

I,(x) = axa™?!

seklinde tammlanirsa, 1, donistimi bir grup otomorfizmidir.
Tanm 2.3.5G bir grup ve a € G olmak Uzere Vx € G igin

I,(x) = axa™?!
ile tanimlanan

;G- G

otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun bitin ig

otomorfizmlerinin kimesini 1(G) ile gosterecegiz. G degismeli ise I1(G) ={I}

10
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birimdir. ¢ nin bitin otomorfizmlerinin kimesini de Aut(G) ile gbsterecegiz.
Aut(G) fonksiyonlardaki bileske islemi ile bir grup meydana getirir. Bu gruba G nin
otomorfizmleri grubu denir.
Teorem 2.3.6 G bir grup olsun. O zaman

1(G) < Aut(G)

dr.

Tamm 2.3.7 H, G grubunun bir alt grubu olsun. Her f: G — G otomorfizmasi igin
f(H) < H ise H dt grubuna G nin karakteristik alt grubu denir.

Teorem 2.3.8 Bir G grubunun normal alt gruplari G nin bitin i¢ otomorfizmleri
altinda degismezdir (invaryanttir). Yani VN < G icin a € G olmak lzere I,(N) = N
dir.
2.4. Konjuge
G bir grup ve M de G nin bir alt kiimesi olsun. O zaman g € G igin

g ‘Mg ={g~'mg : m € M}
de G nin bir alt kiimesidir. Eger M, G nin bir normal alt grubu ise g=*Mg = M dir.
Teorem 2.4.1 M, G nin bir alt kiimesi olsun. O zaman g~'Mg, G nin bir alt grubu
olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin G nin bir alt grubu olmasidir. M bir alt grup
ise

g~'Mg = Mve|g~'Mg| = |M|
dir.

11
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Ispat. M, G nin bir alt grubu olsun. x,y € g~'Mg icin x =g 'm,g ve

y = g~'m,g olsun. O zaman

xy~t=(g7'mg) (g i mag)
=g 'miggTimy'g
=g 'mymy'g € g7'Mg
dir. Clnkii M bir alt grup olup mym;* € M dir. Boylece xy~t € g"*Mg dur.
Teorem 2.1.7 den g~1Mg, G nin bir alt grubudur.

Diger taraftan g~*Mg, G nin bir alt grubu ve N = g~*Mg olsun. O zaman N
de G nin bir alt grubudur. Boylece

M=g7'Ng=(g"")"'"N(g™)
de G nin bir at grubudur.
fiM — g Mg donUsumini vm € M icin f(m) =g 'mg olarak

tanimlayalim. O halde f bir izomorfizmdir.

Varsayaimki g~tm,;g = g 'm,g olsun. O zaman

9(g7t'mg)g™ = g(g™'myg)g™*

dir. Boylece

m,=m,,m,m, EM

dir. O halde |g~*Mg| = |M| dir.

Tamim 2.4.2 g~*Mg kimesine M nin G deki bir konjuge kimes denir. g, G i

taradiginda G nin M ye konjuge olan kiimelerinin bir koleksiyonunu verir.

12
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Teorem 2.1.23 (c) den H nin G nin bir normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul H nin self konjuge olmasidir. Yani; H sadece G deki H ye konjugedir.
Bdylece H, G nin bir normal alt grubu olmasi halinde, ¢ de yalmz bir konjuge
kiumesi vardir. O da kendisidir.

Genel olarak, eger M, G de herhangi bir kiime ise M nin G de kag farkh
konjuge kiimesi vardir?

Ilk olarak eger y"'My =M ise 0 zaman G nin yx bicimindeki btin
elemanlar: ayni: konjuge kiimesini verir, yani;

(yx)"*M(yx) = x "y Myx = x"*Mx

dir.

Tersine eger g ve x aynit konjuge kiimesi olusturuyorlarsa, yani;

g Mg =x"Mx

ise 0 zaman

xg Mgx~t=M

dir. Boylece y = gx~* koyarsak, o zaman

y IMy=Mveg =yx

olur. Bunun anlamu, eger

N={yeG:yM=My}={y€G:y My =M}

koyarsak, o zaman x € G igin Nx formundaki elemanlarin kiimesinin hepsi ayn

x~1Mx konjuge kiimesini olusturur. Aksine eger g ile x aym konjugeyi verirse, o

zaman g € Nx dir.

13
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Boylece M ye farkli konjuge kimelerinin sayisi, Nx formundaki farkli
kumelerin sayisina esittir. Teorem 2.1.19 dan eger N, G nin bir alt grubu ise bu say1
G deki N nin indeksidir. Simdi burada yukarida tammli N kiimesinin G nin bir alt
grubu oldugunu gosterelim. Yani, y,,y, € N icin y;y;* € N oldugunu gosterelim.
¥1,¥ € N olsun. O zaman y,M = My, olup M = y; My, buradan My;* = y; M
olur. Boylece y,y;M =y, My;1=My,y;1 dir. Bundan dolayi y,y;! € N.
Genelde N = N, (M) ile gosterilir.

Tamm 2.4.3 G bir grupve M < G olsun. O zaman

Ne(M) ={y € G : yM = My}

kimesine M nin G deki normalleyeni denir.

Tamm 2.4.4 G bir grup ve M < G olsun. Eger M, bir tek m elemamindan olusuyor

ise N;(m) ye m elemammn G deki merkezleyeni denir, C; (m) ile gosterilir ve

Ce(m)={y € G: ym =my}

olarak tamimlanr.

Teorem 2.4.5 G bir grup ve M < G olsun. O zaman M nin G deki farkli konjuge
kiimelerinin sayisi (G: N (M)) dir.

Teorem 2.4.6 G bir grup olsun.
a) Konjuge alt gruplar birbirlerine izomorftur.
b) H<GiseH < N;(H) dr.
€) N, G ninherhangi bir alt grubuve H <« NiseH ¢ N c N;(H) dhr.

14
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Ozel olarak M kiimesi tek elemanl olsun. Yani; m € G icin M = {m} olsun.
O zaman N;(M) = C;(m) = N;({m}) olup Teorem 2.45 e gore, G deki x
elemanina konjuge olan G nin y elemanlarinin sayisi (G: Ng(x)) dir. Yani, x'in

normalleyeninin G deki sayisi kadardir.

Y ukaridaki duruma gére G Uzerinde bir R bagintising; “*x, y € G olmak Uzere
(x,y) € R olmas: icin gerek ve yeter kosul herhangi g € G icin y = g lxg
olmasidir.’”” olarak tammlayalim. Kolayca gorilir ki; R, G Uzerinde bir denklik
bagintisidir. Bu bagintinin denklik simiflart G nin konjuge siniflar: olarak adlandirilir.
Bu x’i igeren konjuge sinifi, x’ e konjuge olan G nin tim y elemanlarindan meydana
gelir. Yani; bazi g € G icin y = g lxg dir. x’i iceren konjuge simfindaki G nin

elemanlarinin sayisi (G: Ng(x)) dir.

Teorem 2.4.7 G bir grup olsun.
a) x’iiceren konjuge simifindaki tiim elemanlar ayni mertebeye sahiptir.
b) H < G olmasi icin gerek ve yeter kosul H nin tim konjuge siniflarinin

birlesiminden meydana gelmesidir.
Teorem 2.4.8 G bir grup ve Z(G) de G nin merkezi olsun. O zaman
a) Z(G), G nin bir normal abelyen alt grubudur.
b) G bir sonlu grup olsun.
|Gl =1Z(G)| + hy + hy + -+ hy; by >1
denklemine G nin strif denklemi denir. Buradai’inci konjuge simifindaki herhangi x;

elemant icin h; = (G: Ng(x;)) dir (Yani; h;, i'inci konjuge sinifindaki elemanlarin

sayisidrr).

15



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Serkan AKOGUL

2.5. Grup Etkis

Tamm 2.5.1 G bir grup ve 2 bos olmayan bir kiime olsun. Bir

NxG— 1

(x,9) — x9

fonksiyonu verilsin. Eger;
. Vx€eQicinx® =x (e, G ninbirimi)
ii. Vx€eQveg,he€GqGicinxd = (x9)"
Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona G nin 2 tzerinde bir etkis denir.

G, Q kimes Uzerine etki etsin ve g € G olsun. Vx € Q i¢in xo, = x9
biciminde tammli ¢,:Q — 2 fonksiyonu Q Uzerinde bir permitasyondur ve
0:G - Sym(Q),g — o, biciminde tammli ¢ fonksiyonu bir homomorfizmdir.
(Burada Sym(Q), Q mn permitasyonlarimn grubudur.)

Y ukarida goruldigu gibi eger bir G grubu bir Q kiimesi Uzerine etki ederse G
nin her eleman Q Uzerinde bir permiitasyon tanimlar ve G den Sym(Q) icine bir
homomorfizm tanimlidir. O halde bir G grubunun her etkisi G nin bir permitasyon

temsilini tanimlar.

Ornek 2.5.2G bir sonlugrupve Q=G olsun.x EQ =G, g, h € G vex9d = g-'xg
alalim.

x¢=elxe=x, x9"=(gh) *x(gh) =h (g 'xg)h=h"x9h = (x9)"* olup
x +— x9,G nin Q = G bir etkisidir. Buna G grubunun kendi tzerinde esleniklik etkis
denir.

Tanim 253 x,y € Q igin Q Uzerinde ~ bagintisim x~y < 3g € G Oyle Ki
x = y9olarak tammlayalim. O halde ~ bir denklik bagintisidir.

Tanmim 2.5.4 x € Q ise ~ denklik bagintisina gbre x’i igeren denklik sinifina x’in

yoriinges denir ve orb(x) ile gosterilir.
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Y ériinge tammindan bir x € Q icin x’in yoriingesi orb(x) = {x9 : g € G}
seklindedir.

Tanim 25.5x € Qise G, ={g € G : x9 = x} kUmesine x’in sabitleyeni denir.

Sonug 2.5.6 G,., G nin bir alt grubudur.

Teorem 2.5.7 (Yoérunge Sabitleyen Teoremi) G, Q kimesi Uzerine etki etki eden

sonlu bir grup ve x € Q olsun. O zaman |orb(x)| = (G: G,) dr.

Ornek 2.5.8 G bir grup, Q=G vex € Q, g € G ise x9 = g~xg esleniklik etkisini
distinelim.

x€G i Gy={g:x9=x}={g: g7'xg =x}={g:xg = gx} = Cs(x) olup
lorb(x)| = (G: C4(x)) dir. ((G: C5(x)), x'in G deki esleniklerinin sayisidir.)

2.6. Serbest Gruplar

Tanim 2.6.1 X # @ bir kime olsun. X'in elemanlarimin her birine bir harf denir.
X1, X ile aralarinda bire bir esleme olankiime, X N X ' =@, X 1 ={x71: x € X}
ve 1¢XUX! olsun. VxeX icin fiX->X1, x- f(x)=x"1 seklinde
tammlansin. X U X~ u {1} kiimesini ele alalim. Bu kiimenin elemanlarindan olusan
ve sonlu terimi disindaki bitin terimleri 1 olan w = (ay, a,, -+, a,,1,1,...) dizisine
X’ in elemanlar: tzerinde bir kelime denir.

Ozel olarak her terimi 1 olan1 = (1,1,1, ...) dizisi de bir kelimedir; bu kelimeye bos

kelime denir.

Tanim 2.6.2 w = (aq,4ay,..,a,,1,1,..) bir kelime olsun. Eger bu kelimede
i=12,..,nveVx € X icin x ilex~! komsu degilse yani a; = x ise a;,; # x~ ! ve
bir i =1 icin a; =1 iken Vj>1i igin a; =1 Ozellikleri saglanr ise w ya

indirgenmis kelime denir.
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Eger w=(ay,0ay, ..,a,,11,..) bir indirgenmis kelime ise g = +*1,
i=12,..,n, x;€X ve aq;=x; olmak Uzere w = x,%1x,%2...x,*n seklinde
goserilir.

X Uzerinde bitun indirgenmis kelimelerin kimesi F(X) olsun. F(X) tzerinde bir ikili
islem asagidaki gibi tammlansin.

W = x,51x,52 - x50 v = y, 819,02 009 81 € F(X) olsun. Genelligi
bozmaksizin n > r kabul edebiliriz. 0 < k < r olmak Uzerej =0,1,2,---,k — 1 igin

En_j _ —5j+1 o e e
Xn i = Vit kosulunu saglayan en biyuk tamsay: k olsun.
x1€1x2€2 xn_kEn—kyk+15k+1 ...ym5m , k<r<n
wv = xlglngz xn_TEn—r , k=r <n
1 , =n=r.

F(X) yukarida tammlanan ikili isleme gore bir gruptur ve F(X) = (X) ile gosterilir.
F(X) e X Uzerinde bir serbest grup denir.

Tamm 2.6.3 G herhangi bir grup ve X de G nin bir Uretegler kiimesi olsun. Eger
G = F(X) ise, G grubu X Uzerinde serbest olup X eG nin serbest Uretegler kiimesi
denir.

Teorem 2.6.4 G bir grup, X,Y € G olsun. Eger G grubu hem X hem de Y Uzerinde
serbest ise, |X| = |Y] dir. Baska bir deyisle, bir serbest grubun herhangi iki serbest
Uretegler kimesinin kardinalitesi aynidir. Bu kardinaliteye o grubun rank: denir.

Serbest gruplar icin farkl bir bakis agisi:

X1, Xo, ..., Xy SErbest doguraylar olmak Uzere n dogurayl bir F,, serbest grubu,

doguraylar1 x4, x5, ..., x,, olan ve bos bagint1 ile tamml1 bir gruptur. Y ani;

E, = (x1,X5, ..., Xp)
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seklinde takdime sahiptir.
Bundan boyle aksi belirtilmedikce E, ile xq,x,,...,x, Uzerindeki serbest grup
anlagilacaktir.

Tamm 2.6.5 F,, bir serbest grup ve g; = 1, v=1.2,...,n i¢in x5, x, ¢ birer harf
olsun. Eger x5 ve x,¢ harfleri bir kelimede ardisik konumda bulunmuyor ise bu

kelimeye serbest indirgenmis kelime denir.

Ornek 2.6.6 E, de x;x2x7 x; x;! kelimesi serbest indirgenmis kelimedir fakat

x x72x3x; a7t kelimesi serbest indirgenmis kelime degildir.

Tamim 2.6.7 F, de bir w serbest indirgenmis kelimesi x; ile baslayip x,¢ ile

bitmiyorsaw yadevirsel indirgenmis kelime denir.

Ornek 2.6.8 E, de x?x5x;! kelimesi devirsel indirgenmis fakat x;x;2%xsxZxy?
kelimesi devirsel indirgenmis degildir.

Sonug 2.6.9 w € F, nin bir devirsel indirgenmis kelime olabilmesi igin gerek ve

yeter kosul w niin tim permitasyonlarinin serbest indirgenmis olmasidir.

Tamm 2.6.10 w; ve w;, iki kelime olsun. Eger bu iki kelime F, nin aym indirgenmis
elemanim temsil ediyorsa, bu iki kelimeye serbest esit kelimeler denir ve w; = w,
ile gogterilir. Ornegin wy = x;x2x; ta2xta x3 a7t vew, = xyx,x3 tx2xyt olsun.

w; = w, dir. Clnkii w; vew, E, nin x;x,x3x; ! indirgenmis elemanina denktir.
Sonug 2.6.11 F,, deki her bir kelime serbest indirgenmis bir kelimeye serbest esittir.
Bir kelimeyi indirgemenin degisik yollart vardir. Yani indirgemeler farkl

sirada yapilabilir. Fakat en sonunda elde edilecek indirgenmis kelime bir tek tanedir.
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Simdi bir kelimenin serbestge esit oldugu indirgenmis kelimeyi veren bir teknigi
asagida verecegiz.

Teorem 2.6.12 F, bir serbest grup olsun. F, nin her bir eleman: bir tek serbest
indirgenmis kelime olarak tanimlar. Yani; x4, x,,...,x, nin her bir kelimesi bir tek

serbest indirgenmis kelimeye serbest esittir.

Ispat. Teoremi ispatlamak icin bir kelimeyi serbest indirgeyen bir p teknigi
tammlayacagiz. p teknigi, verilen bir kelimeyi ilk kismindan baglayarak ardisik
olarak indirgeme prensibine dayanir.

En genel haliyle p teknigini timevarimile

p(1) =1, p(x8)=xf (e==x1;,v=12,..,n)

ve eger
p(U) = x]'x, ...xZZ (m==x1,u;,=12,..,n),
seklinde ise,
p(UxE) = x1x,)? ... xZZxﬁ ; eger . # vyadan, # —¢
p(UxE) = x1x,)? ... xZZ:j ; eger  u, =vyadan, = —¢

olarak ifade edebiliriz. Ornek olarak W = x;x;1x3x31x, kelimesine p teknigini
uygulayalim.

p(x1x5  x3x3 x,) hesaplayalim.
p(x;) = x;
p(xyxz ") = xyx37

p(xx; 1 x3) = x5 x5
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p(xix;tasxst) = xyx;t
pQexy ' xsx3tap) = x4

seklinde hesaplanr.

Bu sekilde tamiml1 p nun bazi 6zelliklerini asagidaki sekilde siralayabiliriz.
a) p(W) serbest indirgenmistir.
b) p(W) = W (serbest esittir).
c) Eger V serbest indirgenmis ise p(V) = V.
d) p(W, W) = p(p(W)W,).
e p(Wxtx,€) =p(W), (e =x1;v=12,..,n).
f) p(WixEx,sW,) = p(WW,), (e =x1;v=12,..,n).

a), b) ve e) ozellikleri W nun uzunlugu Uzerinden timevarimla p nun tammini
kullanarak gosterilebilir.

c) 0zelligi, V nin uzunlugu Gzerinden timevarimla gosterilebilir.

d) 6zelligi, W, nin uzunlugu Uzerinden timevarimla gosterilebilir.

f) 6zelligi de d) ve €) nin kullanilmast ile hemen gorulebilir.

Bize iki serbest esit kelime verildiginde, bu iki kelimeye p teknigini
uygulanarak aymi indirgenmis kelimeyi verecegini gbsterecegiz.

U=Tolsun. U = U;,U,, ..., U, =T olacak sekildeki dizisini elde edebiliriz.
Bu dizi ardigik terimlerin birinden digerine her bir acimda x3x, ¢ ile bir tek kisaltma
ya da bir tek araya kelime sikistirma ile elde edilmisglerdir (e = x1; v =1.2,...,n).
Bdylece f) den p(U;) = p(U;41) olup p(U) = p(T) dir.

Sonug olarak, bir U kelimesini serbest indirgeyen her metot sonunda p(U)
olmak zorunda oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki U~V ve V serbest
indirgenmis olsun. O zaman yukaridaki durumdan ve c) den p(U) = p(V) =V dr.
Bdylece her bir U kelimesi bir tek serbest indirgenmis kelimeye serbest esittir.
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Sonug 2.6.13 F,, x4, x5, ..., X, dogurayl serbest grup olsun. 1 den farkli her elemamn
sonsuz derecelidir.
ispat. W = x;'x;? ...xj;’ (¢, = +1; v; =1,2,..,n) E, nin serbest indirgenmis ve
birim olmayan bir eleman olsun.

(i) Eger vy # v, yada g # g, ise W devirsel indirgenmistir. BOylece, k bir

pozitif tamsayr olmak Uzere

olup W* da serbest indirgenmistir ve bos kelime degildir. Boylece W* hicbir zaman
1 i belirlemez. Sonug olarak W sonsuz derecelidir.
(if) Eger W devirsel indirgenmis degilse, o zaman W, devirsel indirgenmis bir V

kelimesine konjugedir. Eger

— .8 &r M Mg, —&r —&1 — . —
W =2, .. %, X, e Xy Xy, Xy (g = X1, v, = 1.2,...,n)

seklinde ise, 0 zaman U = x! .. x," ve V = x* xZZ olup W = UVU~! dan V
devirsel indirgenmis ve 1 den farklidir. (i) den V devirsel indirgenmis olup sonsuz
derecelidir. Dolayisiyla bu sonsuz dereceli elemana konjuge olan W da sonsuz

derecelidir (a = xbx~1 ise|a| = |b]).

E, bir serbest grup olsun. Simdi de FE, de verilen bir kelimeyi devirsel
indirgenmis kelimeye donUstiren bir teknikten soz edecegiz. Bu teknige o diyecek
olursak kabaca o teknigi, bir kelimeyi ilk 6nce indirgenmis kelimeye daha sonrada
devirsel indirgenmis kelimeye donustardr.

En genel haliyle o teknigini timevarimile

22



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Serkan AKOGUL

o(1) =1, o(xf)=x¢ (e==x1,v=12,..,n),
a(xﬁUxZ) = x;foL7 ; eger v #uyadae # —n,

a(xﬁUxZ) =o(U) ; eger v=uvee=-n

olarak ifade edebiliriz. Burada ¢,n = *1 ve v,u = 1.2,...,n dir. Sonug olarak o,
herhangi bir W kelimesi icin (W) = o(p(W)) dur.
Ornek olarak w = x;x,x3x3 tx7* kelimesine o teknigini uygulayalim.

a(x1x2x3x3‘1x1‘1) = a(xlxle_l) =0(x;) = x,.

Kolayca gorulebilir ki ¢ mn tammindan, W kelimesi ile o(W) devirsel

indirgenmis kelimesi F,, nin konjuge elemanlarin tammlar.

Teorem 2.6.14 FE, bir serbest grup olsun. W; ile W, kelimeleri, F, nin konjuge
elemanlarini tamimlamast icin gerek ve yeter kosul W; in o(W;) devirsel
indirgenisi, W, nin o(WW,) devirsel indirgenisinin bir devirsel permitasyonu

olmasidir.

Ispat. ilk 6nce kabul edelim ki a(W,), o(W;) in devirsel permiitasyonlarindan birisi
olsun. Y ani;

— £ s, .Es+1 &p
o(W1) = xyy o X, 2,00 Xy

ve

— ,.Es+1 €p &1 &s
o(Wp) = 2,701 o Xy Xy e Xy

olsun. Burada ¢; = *1 vev; =1.2,..,n dir. O zaman K = x;f; x;fj olmak Uzere

o(W,) ~ Ka(W,)K ™1 dir. Cunki o(W;) ve W, ve de a(W,) ve W,, E, nin konjuge

elemanlarini tanimlar. Boylece W; ve W,, F, nin konjuge elemanlarin: tammlar.
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Simdi de kabul edelim ki W, ve W,, F, nin konjuge elemanlarini tanimlasin.
Yani; Wy =~ TW,T~! olsun. O zaman o(W;) ve o(W,) nin birbirlerinin devirsel

permitasyonlar: olduklarint gostermeliyiz. Bununigin

p(Wy) = p(TW,T™1)
oldugundan

o(Wy) = a(p(Wy)) = a(p(TW,T™)) = o(TW,T™)
dir. Boylece o (TW,T~1) in o(W,) nin devirsel permiitasyonlarindan birisi oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. Bunu T nin uzunlugu Gzerinden timevarim kullanarak
goserelim. Eger
T =x§ (e=%x1,v=12,..,n),
ise o (xiW,x,¢) ile o(W,) karsilastiralim.
o(W) = a(p(W2))

olup

xyWaxy© = x;p(W2)x,

oldugundan
o(x;Wox,©) = o(p(xsWax, %)) = a(p(x;p(W2)x, %))
elde edilir. Varsayalim ki

p(W,) = x{fi Lx (e=%1v=12..,n);

Ur
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olsun. O zaman
p(xEp(Wy)xy€) = xix,! . x, %,
oldugunu gbstermeyi dort durumda inceleyecegiz.

Durum 1. Hi¢ bir kisalma olmasin, yani; v # v, yada € # ¢, ve v # v, ya da

€ #+ &, ise, 0 zaman
pcsp(Wa)x;®) = x5x,! . X, X5
dur. Bundan dolay1
o(xfW,x, %) = a(xv Xy, x;g) = a(x'€1 X)) = a(Wy)
olur.

Durum 2. Basta ve sonda kisalma olsun, yani; v =v; = v, vee = —¢; = &, IS, 0

Zaman

pOEp(Wo)x;%) = xg2 . xr
dir. Boylece

oW,y ®) = o(xy? . xy0 )
iken

o(W,) = o(xptay? oxy = tay”) = o(x,2 oy 7h)

Ur 1 Vr-1
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olup, yine

G(XU szv 8) - U(Wz)

olur.

Durum 3. Sadece basta kisalma olsun, yani; v = v; ve ¢ = —¢,, fakat v; # v, yada
&, # & iSe, 0 zaman

&2 Er. €1

Er,.—& —
= Xy, o Xy Xy,

p(xvp(WZ)xv 8) ' x xv

rx.t serbest indirgenmis olup ikisi de devirsel

H €1..&2 Er &2
dir. x,1x,2 .0, Ve X2 .. X, X,

indirgenmistir. Bundan dolay1

o(xEWox, ) = o(x,2 g xpt) = xp2 . Xy,

iken

&1 82 Er\ — €1..&2 Er
o(Wy) = o(xylap? o xyT) = xpiay? )

olup, o (xEW,x,€), a(W,) nin devirsel permitasyonlarindan birisidir.

Durum 4. Sadece sonda kisalma olsun, yani; v # v, yadae # —¢,, fakat v = v, ve

£ = &, isg, 0 zaman

£ —€) — 1-Ea-€1 Er—1 — &r. .61 Er—1
p(xvp(WZ)xv ) = XXy e Xy T Xy Xy o Xy

dir. Boylece

£ Er 31 Er-1) — ,.ér..€1 Er—1
o(xgWox,€) = o (x,Txpt T 72) = X, xpt Xy
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iken

o(W,) = o(xyt oy 7 hxyT) = xpt T hx,T
olup, o(xEW,x,€), o (W,) nin devirsel permitasyonlarindan birisidir.

Boylece dort durumda da o(xiW,x;¢), o(W,) nin devirsel
permitasyonlarindan birisi oluyor. Bu da bize gosterir ki, T nin uzunlugu 1 iken
o(TW,T~1), a(W,) nin devirsel permiitasyonlarindan birisidir.

Kabul edelim ki a(KW,K 1), o(W,) nin devirsel permiitasyonlarindan birisi
olsun. O zaman yukaridaki durumlardan o (x:KW,K ~1x;¢), o (KW,K~1) in devirsel
permitasyonlarindan  birisidir  ve  bOylece  tumevarim  hipotezinden

o(xEKW,K 1x,¢), a(W,) nin devirsel permiitasyonlarindan birisidir.

Tamm 2.6.15 (Whitehead Otomorfizmleri) F, £ kiimesi tGzerinde bir serbest grup
olsun. o Whitehead otomorfizmi asagidaki sekilde tammmlanr.
(W1): o, 2*! de permiitasyon elemamdir.
(W2): S c 2*1 bir kime ve a € *! bir harf olmakla birlikte a,a™* € S ve
c € Z*icin
a ceSvectgSisea(c)=ca;
b) c,cTte€Sisea(c) =atca;
c) c,cTtegSisea(c)=c.
Egser o, (W2) tipinde ise o = (S,a) yazacagiz. (S,a ') = (Z*' —S—a*!,a™?)
seklinde ifade edecegiz.
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3. SERBEST GRUPLARDA TRANSLATION DENK ELEMANLAR

Calismamizin bu béliminde, ranki n>2 olan F, serbest grubunda
translation denklik kavramim tamtmaya calisacagiz. w;,w, € E, iki eleman olsun.
Eger ¢(w;) =w, olacak bicimde bir ¢ € AutFE, bulunabiliyorsa w,; ve w,
elemanlarina otomorfik denktir denir. Bu kisimda inceleyecegimiz translation denklik
kavrami biraz daha farkli olup, her ¢ € AutF, icin ¢(w,) ile ¢p(w,) nin devirsel
uzunluklar1 aynt oluyorsa w; ve w, elemanlarina trandation denk denir. Biz burada
E, de g ve h translation denk olan iki eleman iken w(g, h) ve w(h, g) elemanlarinin
da translation denk oldugu gosterecegiz. Daha sonra da F, de herhangi iki elemanin
translation denk olup olmadigina karar veren bir algoritmanin varligin gosterecegiz.
Bu kisimda yararlanacagimiz bir kag tanim ve teoremi asagida verecegiz.

F(a,b), {a, b} tarafindan uUretilen serbest grup ve F(a, b) de keyfi secilmis
bir kelime w(a, b) ile gosterilsin. Biz her ne zaman g,h € E, icin g ve h, F, de
translation denk ise w(g,h) ve w(h,g) nin de E, de translation denk oldugunu

gosterecegiz.

E,, X kimesi Uzerinde ranki n > 2 olan bir serbest grup olsun. Bu kissmda

ihtiyag duyacagimiz bazi tammm ve notasyonlar: verelim. v € F, olmak Uzere;

|v]: X Uzerinde indirgenmis v kelimesinin uzunlugudur.

[v] devirsel kelime: Devirsel indirgenmis v kelimesinin tim devirsel

permitasyonlarinin kiimesidir.

v || devirsel uzunluk: v ye konjuge olan bir devirsel indirgenmis kelimenin
tum devirsel permitasyonlarinin sayisidir.
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Tanim 3.1 g, h € E, ve E, nin her ¢ otomorfizmi icin ¢(g) nin devirsel uzunlugu
¢(h) nin devirsel uzunluguna esit ise g ve h elemanlarina F,, de trandation denktir

denir.

Teorem 3.2 w(g,h) € F(a,b) serbestce indirgenmis bir kelime olsun. O zaman
herhangi g,h € E, icin w(g,h) ve wR(g,h) trandation denktir (wR(a,b) =
w(a, b)™1).

Teorem 3.3 g,h € E, de translation denk ve g # h~! olsun. O zaman herhangi
p,q,i,j pozitif tamsayilari icin p + g = i + j ise gPh9 ve g'h/ de F, de translation
denktir.

Kapovich-Levitt-Schupp-Shpilrain  (2007) makalesinde, her ne zaman
g,h € E, de trandlation denk ve w(g,h) € F(a,b) de keyfi secilmis oldugunda
w(g,h) ve w(h, g) nin E, de translation denk olup olmayacagin sormustur. Burada

bu soruya cevap vermeye calisilacaktir.

Teorem 3.4 g, h € E, detranslation denk ve w(a, b) € F(a, b) de keyfi secilmis bir

kelime olsun. O zaman w(g, h) ve w(h, g) de E, detranslation denktir.

Ispat. Eger [w(a, b)] devirsel kelimesi trivial ise yani w(a, b) = 1 ise sonug agiktir.
O halde [w(a, b)] devirsel kelimesi trivial olmasin. Eger g = h*! ise de durum
aciktir. Cunkti g = h ise w(h,h) = w(h,h) olur, eger g = h™! ise w(h,h™?) ile
w(h™1,h) translation denktir. O halde g # h*! olsun. Eger [w(a,b)] devirsel
kelimesi sadece bir harften olusuyorsa, yani; sifirdan farkli bazi i ler icin [w(a, b)] =
[a!] yada[w(a, b)] = [b'] ise durum agiktir. Aksine [w(a, b)] devirsel kelimesi

[w(a, b)] = [alrb™ ... alkb™k] (3.1
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olarak yazilabilir. Burada l; , m; sifirdan farkli tamsayilardir. ¢, F, nin keyfi segilmis
bir otomorfizmi olsun. Teoremi ispatlamek icin ||¢(w(g, b))| = ||[¢(w(h, g))|

oldugunu gostermeliyiz. Kolaylik olmasi bakimindan
X =¢(g) veY = ¢(h)

yazalim. F, deki X ve Y kelimeleri, X ve Y de devirsel indirgenmis (4 veya B bos
kelime olabilir) olmak Uizere

X =AXA'veY = BYB™! (3.2

indirgenmis kelimeler olarak tek sekilde parcalanabilir. g ve h, F, de translation
denk olup

1X| =171 (33
drr. (3.1) ile (3.2) ifadeleri birlikte dustinuldigiinde

[p(w(g,h))] = [AX"1A~1BY™B~1. AX%A-1BY™B1]

(3.9)

[p(w(g,h))] = [BY1B-1AX™ A1 . BY*%B-1AX™A™1]
elde ederiz.

A™'B carpimindaki kisalmaya goére, ¢ durumda inceleyerek ispata devam
edecegiz.

Durum 1. A~1B carpimindaki ne A=1 ne de B tamamen kisalsin. O zaman

L =Yk .|l vem = XF  |m;| olsun. Bu durumda (3.4) {in sonucu olarak
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|ep(w(g, 1))|| = UX] +m|Y]| + k|A~*B| + k|B~1A]

|lep(w(h, g)|| = UY| +m|X]| + k|B~1A| + k|A~'B|

olup boylece (3.3) den ||p(w(g, W) || = ||¢ (w(h, g))|| dir.

Durum 2. A~!'B carpimindaki hem A~! hem de B tamamen kisalsin, yani A = B
olsun.
Bu durumda (3.4) den

[p(wlg, )] = [RaTm™ ... Kipm]
(3.5)
[(w(g, )] = [P &h .. Tmekh]

elde ederiz. Bu durum da herhangi ¢; = +1 igin Xé1Y¢X¢s formundaki carpimda
ortadaki Y ¢2 tamamen kisalmaz oldugunu gostermeliyiz.

Aksini kabul edelim. Yani Xé1YéX® formundaki carpimda ortadaki Yeé2
tamamen kisalsin. Eger X1 =Y~% ya da X =Y~% ise X =Y*! dir. Ayrica
A=Bolup X = AXA™' = BY*'B~! = Y*! dir. Bu durum ise g # h*! kabulimiiz
ile celisir. Aksi takdirde X1 in¥; “? ile bitmesi, X3 tn ¥, “? ile baslamas: olan bir
tek olasilik karsimiza cikar. Burada Y2 = ¥,*7, |Vl >1 olup i =12 dir. ¥
devirsel indirgenmis oldugu icin bu durum sadece &; = &3 oldugunda meydana gelir.
Bununla (3.3) i birlestirirsek X1 =¥, 2y, = Y2 olup X = ¥** olur. Bu ise
yine celiskidir. Benzer sekilde de Y®1X®Y® carpiminda her bir g = 1 icin
ortadaki X¢2 nin de tamamen kisalmaz oldugu gosterilebilir. Bdylece istenen durum
ispatlanmis olur.

Simdi bu ispatladigimiz durumu teoremin ispatinda kullanalim.
x,y € {a,b}*! icin n(xy) ile w(a,b) devirsel kelimesi icindeki xy alt

kelimesinin tekrarlanma sayisi olsun.
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a, = n(ab) ve a, = n(ba)
B =n(a b ) vep, =n(b ta™?)
v1 =n(ab ) vey, = n(b la)
&, =n(a~'b) ve 5, = n(ba™?1)
koyalim. O zaman
A+ P+ S =a, Bty + 6,

(3.6)

2By +y1 + 6, =2B, +y, + 6,
dir. k = (y; +6,) — (v, + 8,) (k sifir olabilir) koyalim. (3.6) daki ikinci esitlikten
k= +68)—(y,+68,) =2B,—2B, dr. Bu yizden k cift tamsayidir ve
B, = B, + k/2 dir. Bu ve (3.6) daki birinci esitlikle birlikte a, = a; + k/2 dir ve
boylece

ap+ Py =a, + (3.7)
dir. Simdi py, P2, 41, 92, 71, T2, S1, S, tamsayilarim asagidaki gibi tammlayalim.

p1 = |X|+ Y| = 1XY| vep, = |V] + |X] - |VX]
qr = X+ Y= 1X W veq = Y+ X = V1 X

r = XL+ Y = 1XY ver, = Y]+ XY — VX

sp = X7+ V] = |X¥| ves, = |77 + |X]| — |V 1X]
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olsun. O zaman (3.5) ssitlikleri ve hemen arkasina verilen ispattan

2 2 2 2
||¢(W(g1h))|| = ll)?l +m|?| _Zpiai _ZQLBL ZTLVL 25151
i=1 i=1 ]

N

2

2 2
||¢(W(h, g))|| =1|Y] + mlX] - ijai - Z Qjﬁi - erl/i - Z%’(Si
i=1 i=1 i i=1

1= 1=

[

elde edilir. Burada j =2 ise i =1; j =1 ise i = 2 dir. Ayrica p; = q3, 1 = P2,

L =71y, S, =S, dir. Bunlari (3.7) ile birlikte distnirsek

P11ty + G2 = pray + pif; = pilay + )
= qu(ay + B1) = qua, + @2y = 1y + @25

D20 + 151 = pra; + pafy = pa(ay + By)
=q,(a; + B2) = qua; + 18, = pray + q15;

ve
Y1 = 1V1, T2V2 = TVa, S101 = $301, S20; = 510,

elde edilir. Tim bu esitlikler ve (3.3) ile (3.8) i birlestirirsek [|¢p(w(g,h))| =
|¢(w(h, g))|| sonucunu elde etmis oluruz.

Durum 3. A~1B carpimindaki hem A~ ve B den sadece biri tamamen kisalsin.
Genelligi bozmaksizin, A~B carpimindaki A~ tamamen kisalsin. O zaman

B kelimesi |C| > 0 olmak Uzere

B = AC (3.9
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indirgenmis seklinde parcalanabilir. O zaman (3.4) esitlikleri asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

[¢(w(g.h))] = [RCTm™C1 ... RieCT™eC]
(3.10)
[p(w(g, h))] = [YaCc 1 X™C ... Y C1X™C]

Eger (3.10) daki ifade indirgenmis ise (3.3) den ||p(w(g.h))|| = [|¢(w(h 9)))|
oldugu aciktir. Aksi takdirde, sifirdan farkli tim i ler icin CY!C~' indirgenmis
oldugundan ((3.2) den BYB~' indirgenmisti) ve X de devirsel indirgenmis
oldugundan ilk kisailma (j > 0 olmak (izere) sadece C~! ve X/ yada X/ ve C
arasinda meydana gelebilir, fakat ikisinde de meydana gelemez. Varsayalim ki ilk
kisalma X’ ve C arasinda meydana gelsin. E, C~1XC carpiminda kisalmadan kalan €
nin bir parcas: olmak tzere (E bos kelimede olabilir)

C = DE (indirgenmis) (3.11)

yazalim. Z yi de D~*XD nin indirgenmis formu olarak tarumlayalim. O zaman D nin
secimine dikkat edersek Z, X in bir devirsel permiitasyonudur ve boylece Z devirsel
indirgenmis olup |Z| = |X| dir. (3.10) ve (3.11) den

[p(w(g,h))] = [Z4EY™E- .. ZkEV™kE-1]
(3.12)
[¢(w(g,h))] = [PRE-1Z™E ... P*E~1Zm«E]

dir. Ik 6nce E yi bos olmayan bir kelime segelim. E nin seciminden sifirdan farkl:
tim i ler icin E~1Z'E indirgenmistir. Hem de sifirdan farkl: tim j ler icin de (3.2)
den, BY/B~! indirgenmis oldugundan EY’E~* de indirgenmistir. Boylece (3.12)
indirgenmis olup ||¢(w(g, R))|| = ||[¢(wW(h, g))|| ve 1Z] = Y] dir. Simdi de E yi
bos kelime olarak segelim. O zaman (3.2), (3.9) ve (3.11) den
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X =BZB™! (3.13)

cir. Z&1Y#27¢3 formundaki carpimda, ortadaki Y#2 herhangi &; = %1 icin tamamen
kisalmaz, cunki aksi taktirde Durum 2 deki ispatimizdaki benzer durumdan
Z =Y*!, yani, (3.13) den X = BZB~! = BY*'B~! = Y*! olup bu durum g # h*!
kabultimiiz ile celisir. Benzer sekilde Y¢1Z¢2Y#s formundaki carpimda, ortadaki Z¢2
de herhangi ¢; = %1 i¢in tamamen kisalmaz.

Boylece Durum 2 den || (w(g, b))|| = ||¢(w(h, g))|| dur.
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4. RANK | iKi OLAN BiR SERBEST GRUPTAKIi TRANSLATION
DENKLIK ALGORITMASI

Bu bolimde ranki 2 olan ve T = {x, y} Uzerinde tamimli F, serbest grubunda verilen
herhangi iki elemanin translation denk olup olmadigim veren bir algoritmadan sfz
edecegiz. Donghi Lee (2007) tarafindan verilen bu algoritmanin nasil calistigim
gosterecegiz. Bu algoritmayr kullanarak bazi elemanlarin translation denk olup
olmadigina karar verecegiz.

Teorem 4.1 u,v € F, olsun. u ve v nin F, de translation denk olup olmadigina karar
veren bir algoritma vardr.

Algoritma. F, = (x,y) ve Q, F, nin Whitehead otomorfizmlerinin tim zincirlerinin
kumesi olsun, dyle ki;

ya

v} )™ ({x}, ) . v} 0™ ({x}, y)l

yada

Oh )™y~ L (vl )™ ({ad y )

formundachr. Burada k € N, [;,m; >0 ve YK, (I; + m;) < 2|lull + 3 dir. Agikca
gorilir ki Q kiimesi sonlu bir kiimedir. Eger her ¥ € Q icin [[y(w)|| = [y (W)l iseu
ve v, F, detranslation denktir, aksi takdirde u ve v, F, de translation denk degildir.

Burada algoritmanmin ispatindan once, ihtiyag duyacagimiz bazi kavramlar,
notasyonlar ve yardimci lemmalardan bahsedecegiz.

o, Tanim 2.6.15 deki (W2) tipinde bir Whitehead otomorfizmi ise, 0 zaman
E, deki her w devirsel kelimesi igin
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(S, a)(w) = (§,a"H)(w) (4.)

dur.

w, E, de bir devirsel kelimeve a, b € ** olsun.

n(w;a,b): w deki ab ve b ta™! alt kelimelerinin toplam tekrarlanma
sayisint gosterelim. Buradan n(w; a, b) = n(w; b1, a™1) dir.

n(w; a): w deki a ve a~! at kelimelerinin toplam tekrarlanma sayisi olmak

tzeren(w; a) = n(w;a™1) dir.

Tanmim 4.2 ¢ ve Y, F, nin iki otomorfizmi olmak Uzere, F, deki her w devirsel
kelimesi icin ¢(w) = (w) oluyorsa ¢ ve i otomorfizmlerine denktirler denir ve
¢ = ¢ ile gosterilir.

F,, {x,y} kiimesi tizerinde rank: 2 olan serbest grubu gostersin.

Lemma 4.3 a, Tamm 2.6.15 deki (W2) tipinde F, nin bir Whitehead otomorfizmi
olsun. O zaman «; 1, ({x},y), ({x},y™1), ({v},x) ve ({y},x~1) ifadelerinden sadece

birine denktir.

Ispat. a, (W2) tipinde F, nin bir Whitehead otomorfizmi olsun. O zaman (W2) nin
tammindan  «;  ({x}y), ({x7'hy), x*hy),  (xhy™), (x7hy™h),
{x*hy™), @7hx), Ghx), *hx), Ghx™), ™) ve
{y*'},x71) otomorfizmlerinden biridir. Bu otomorfizmler arasinda ({x*'},y),
{x*1},y71), {y*1} x) ve ({y*1},x~1) F, deki her devirsel kelime tizerinde birim
etki olarak rol oynar. Bundan baska (4.1) den F, de ({x7'},y) = ({x},y™1),
{x Ly ={xby), @ ho) =@k ) ve{y ' x™) = (vl x) dr.

38



4. RANKI iKi OLAN BiR SERBEST GRUPTAKI TRANSLATION DENKLIiK
ALGORITMASI Serkan AKOGUL

Bundan boyle aksi belirtilmedikce o = ({x},y) ve 7 = ({y},x) F, nin bir
Whitehead otomorfizmi olarak kabul edilecektir. O zaman agikga gordlir Ki
o '={x}y Hvert={y}x?) dir.

Lemma 4.4 m, Tamm 2.6.15 deki (W1) tipinde F, nin bir Whitehead otomorfizmi
olup x — y vey — x~1 gbtursiin. O zaman asagidaki esitlikler saglanir.

7l = 77, 7t = 1o, o~ lr = nr,
ot =m0 1, T =no L, om =t L,
ol =17, mt=n"1o71, on~t=ng 171,
ot =n"1o, t7ig7l = g7 1g, o lrl=x"1¢

Ispat. Birinci esitligi gosterdlim. Yani (nt)"'(r7'¢) = 1 oldugunu gosterelim.
Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

o= {x},y)olupo:x - xy,x 1 >y Ix71 y >y y 1 - y~1 gbtirdr.
tl={yhx Dolupt x> x, x> x 1y > yx7, y1 - xy~1 gotirdr.

T lhix->y L x oy y-ox,y 1> x™1gotirdr.

(n) (7o) (x) = 7 (M (a7 (0(x))))
=Y (m (v (xy)))
= T‘l(n‘l(xyx‘l))
=77y xy)

=xy lxyx ' =x

Lemma 4.5 F, nin her ¢ otomorfizmi; £, Tarum 2.6.15 deki (W1) tipinde F, nin bir
Whitehead otomorfizmi ve ¢’ de
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(C1): ¢’ = t™kglk .. t™gh
(4.2

(C2: ¢p' =1t ™Mkg ™k . .t Mgh

formlarindan birindeki bir zincir olmak Uzere ¢ = B¢’ seklinde takdim edilebilir.
Buradak e Nvei =12, ..kiginl;, m; = 0 drr.

Ispat. Whitehead teoremi (Whitehead 1936) ile Lemma 4.3 den E, nin bir ¢

otomorfizmi

¢ = ,B'thO'pt L TTogP1 (43)
seklinde ifade edilebilir. Burada B’, Tanm 2.6.15 deki (W1) tipinde F, nin bir
Whitehead otomorfizmi, k € Nvei =12,..k i¢in p;,q; € Z dir. Eger her p; ve g;
ayn isarete sahip degilse, (4.3) deki esitligin sag tarafina Lemma 4.4 deki esitlikler
tekrar tekrar uygulayarak

¢ = pB'n"tMkglk . TMgh
yada
¢ =p'n"t ™o, T MgTh

elde ederiz. Burada r, Lemma 4.4 deki otomorfizmver € Z, k e Nvei =12,..k

icinl;,m; = 0dir. g = p'n" koyarak sonug elde edilir.

Lemma 4.5 deki aym notasyonlara bagli kalarak F, deki bir ¢
otomorfizminin  uzunlugunu Y% ,(m; +1;) olarak tammlayaim ve |¢|=

Yk (m; + 1) ile gosterelim. Agikga gorilir ki [¢p] = [¢'] dir.
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Lemma 4.6 u,v € F,, m € Z* ve A da uzunlugu m ye esit ya da kiclk olan (4.2)
formundaki tim zincirlerin kimesi olsun. Her y € A icin [y (W) = v ()|l
oldugunu kabul edelim. O zaman her ¥ € A icin n([y(wW)]; x) = n([y(V)]; x) ve
(YW1 y) = n([p@)1; y) dir.

Ispat: Lemmanin hipotezi altinda (Kapovich-Levitt-Schupp-Shpilrain 2007, Lemma
2.2) nin sonucu olarak n([ul]; x) = n([v];x) ve n([ul;y) = n([v];y) olup ¥ =1
icin dogrudur. Her ¢, € Aile |;] = m' < m igin Lemmadogru olsun. O zaman her
Y €A dle P l=m'+1 icin  n([,Wlx) =n(Y,W);x) ve
n([Y,(W)];y) = n([y,(v)];y) oldugunu gosterelim. Boylesi y,, bazi y, € A ile
[, = m' icin ¥y, yadat*1y, olarak ifade edilebilir.

Ilk olarak v, = o*'yp,; kabul edelim. O zaman n([y,w)];x) =
n([y,(W)]; x) ve n([y,(v)];v) = n([y,(v)]; ¥) oldugu agiktir. Clnki tiimevarim
hipotezinden n([y; (w)]; x) = n([Y,(V)]; x) ve n([y,(W)]; x) = n([Y,(v)]; x) dur.
Dahasi n([,(W];¥) = lp. Wl — n([y.(W)]; x) ve n([y,(W)];y) = llp. W)l -
n([y,(v)];x) dir. Lemmanin hipotezinden ||y, (W)|l = llY,(w)]| oldugu igin
n([Y. W1 y) = n(ly.@)];y) dr.

Y, = t*1; oldugu durumda da benzer sekilde gosterilebilir.

F, de devirli bir w kelimesi ve bir ¢ Whitehead otomorfizmi icin, a(xy”x™1)
de kisalma olmasina ragmen, eger xy”x~1(r # 0) biciminde F, nin bir alt kelimesi
varsa, w dan a(w) yagegerken w invaryanttir.

Boyles kisalmalara asikar kisalma denir. Asikar olmayan kisalmalara da 6z
kisalma denir. Ornegin; eger herhangi xy " x (r = 1) bir at kelimesi icin o, w yu
xy~"*t1xy ye donustlrsiin, o (xy~"x) deki kisalma 6z kisalmadhr.

Lemma 4.7 w, F, de devirsel kelime ve ¢ de (4.2) formundaki bir zincir olsun. Eger

Y, en azindan ||w|| kadar o (ya da o~!) carpam iceriyorsa, o zaman ¥ (w) dan

oyp(w) ya (yaday(w) dan o~ (w) ya) gegerken 6z kisalmalar meydana gelmez.
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Eger ¢, en azindan ||w|| kadar T (ya da t™!) carpan iceriyorsa, 0 zaman y(w) dan

Y(w) ya(yaday(w) dan 71y (w) ya) gecerken 6z kisalmalar meydana gelmez.

Ispat: ¥, (4.2) deki (C1) formunda bir zincir ve ¥, en azindan ||w|| kadar o carpan
icersin, 0o zaman Y(w) dan oy(w) ya gecerken 06z kisalmalar meydana
gelemeyecegini gosterelim (Diger durumlarda benzer sekilde gosterilebilir).
Varsayalim ki ', (4.2) deki (Cl) formunda bir zincir ve y’'(w) dan oy’'(w) ya
gecerken 6z kisalmalar meydana gelmesin. O zaman oy’'(w) dan o%y’(w) ya
gecerken ya da herhangi t > 1 igin 7oy’ (w) dan ottoy’(w) ya gecerken de 6z
kisalmalarin meydana gelemeyecegini de goruriiz. Bundan dolayi, eger y’'(w) dan
oy’ (w) yagecerken 6z kisalmalar varsa, 0 zaman 6z kisalmalar ¥ deki uygulanan o
nin her acdhiminda meydana gelir. Fakat, oy zincirindeki uygulanan ¢ nin her bir
adimindaki 6z kisalmalar da y*! kisalmalar: ilk once zorunlu olarak w da ve o nin
||[w|| dan daha fazla carpan iceren gy zincirinde meydana gelir. Bu ise bir ¢eliskidir.

Lemma 4.8 Q, uzunlugu 2||lul| +3’e esit ya da kiclk (4.2) formundaki tim
zincirlerin kiimesi olsun. Her y € Q icin ||y (w)|| = ||y (v)|| oldugunu kabul edelim.
O zaman u ve v, F, detranslation denktir.

Bu Lemma ispatlandiginda, F, deki u ve v elemanlarinin translation denk

olusuna algoritmiksel olarak karar verilebilir.

Algoritma. Q, uzunlugu 2||ul| + 3 esit ya da kiciik (4.2) formundaki tim zincirlerin
kimesi olsun (Acikga gorulur ki Q sonlu bir kimedir). Eger her ¥ € Q igin
@)l = Iy )|l ise u ve v, F, de translation denktir, aksi takdirde u ve v, F, de
translation denk degildir.

¢, F, nin bir otomorfizmi olsun. Lemma 4.5 den £, Tarum 2.6.15 deki (W1)
tipinde F, nin bir Whitehead otomorfizmi ve ¢’ de (4.2) formundaki bir zincir olmak
lzere ¢ = B¢’ olarak yazilabilir. Lemma 4.8 inispatin |¢’| nin uzunlugu Gizerinden
timevarim ile yapacagiz. Kabul edelim ki ¢', |¢'| > 2||ul| + 3 ve (4.2) deki (C1)
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formunda bir zincir olsun ((C2) durumu da benzer sekilde gosterilebilir). Varsayalim
ki |y] < |¢’'| ve (4.2) formundaki i nin tin zincirleri icin ||y (w)|| = ||y (v)]| olsun.
Biz ll¢’ (Wl = ll¢'(w)Il oldugunu gosterecegiz. Buda [|¢p(w)ll = ll¢ ()]l oldugunu
gostermekle aym seydir (|¢| = |¢'|). Varsayalim ki ¢’, 7 ile bitsin (¢p', o ile bitsin
durumu da benzer sekilde). Yani,
¢' = 1Mol . TMgh,
buradak € N,i =1.2,.. kicinl;,m; > 0vem; > 0 drr.
¢, = ™ol . TMgh
ve
g = ¢q(u) vev; = ¢1(v)
alalim. O zaman t(u,) = ¢'(u) ve t(v,) = ¢'(v) olup
lp' @Il = llug Il + n(lu,];y) — 2n([wy ]y, x71)
¢’ = llvyll + n([vi]; ) — 2n([v ]y, x7)
dir. TUmevarim hipotezinden ||u, || = ||v,]|| dir. Dahasi Lemma 4.6 den n([u,];y) =
n([v,];y) dir. Boylece |l¢'(WIl =Ill¢'(v)|| oldugunu gostermek igin
n([ud; vy, x™1) = n([v,]; y,x~1) oldugunu gostermek yeterlidir.
Acikca gorllir ki |¢,| = |¢’| — 1 = 2|lul| + 3 dir. Bundan dolay: ¢, deki ya o ya
dat larin say1s1 en azindan ||u|| + 2 tanedir. Bunu iki durumda distinecegiz.
Durum 1. o, ¢, de en azindan ||u|| + 2 kere bulunsun. Bu durumda [;, > 0 agiktr.

u, =t gkl tMgh(u) veu, = ot L t™Mgh (u)
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koyalim. O zaman u, = t™~1(u,) dir. [u,] devirsel kelimesi hakkinda baz

gbzlemler ile iddialar ortaya koyacagiz.

iddia 1. (i) Eger I, — 1 > O ise [u}], x? yadax~2 alt kelimesine sahip degildir.
(i) I, — 1 = 0 olsun. O zaman [c'®-v ... t™1 gk (u)] devirsel kelimesi x? yadax 2
alt kelimesine sahip degildir. Eger [u,] de x? ya da x~2 alt kelimesi varsa o zaman

yx? yadax~2y~1 dt kelimesinin aslinda bir kism: siralidhr.

Ispat. (i) I, —1 >0 olsun. %2 ... 7™ ¢g" zinciri en azindan ||u|| kadar o carpan
icerdiginden Lemma 4.7 den [c%~2 ... t™cgh (u)] dan [c% 1 ... t™a ! (u)] = [u)]
ya gecerken 0z kisalmalar meydana gelmez. Bunun sonucu olarak x? yadax~2, [u5]
de alt kelime olarak bulunmaz.

(i) I —1 =0 olsun. O zaman ¢y > 0 ve g'k-0~1 7™k zinciri en azindan
|lu|| kadar o carpam: igerir. Yine Lemma 4.7 den [o'¢-n~1 | t™gli(u)] dan
[cle-1 . t™1gh(u)] ya gegerken de 6z kisalmalar meydana gelmez. Bunun sonucu
olarak x? yadax~2, [o'k-1 ... 1™ g1 (u)] de alt kelime olarak bulunmaz.

Bu sonucla, eger olarak x? yadax~2, [u,] de alt kelime olarak bulunuyorsa,
[ole-v . t™Mgli(u)] dan [t™k-Dglk-n  t™gh(u)] = [uy] ya gecerken de
zorunlu olarak yeniden meydana gelir. Bu da gosterir ki, eger [u,] de x? ya da x 2
at kelimesi varsa, 0 zaman yx? ya da x~2y~! dt kelimesinin aslinda bir kismu
siralidir.

iddia 2. [u}] devirsel kelimesi [w,z; ... w,z.] olarak yazilabilir. Burada z;, ya
xytx™1 ya da xy~tx~! (t>1) olup w; de yx~! ya da xy~! alt kelimelerini

icermiyor ve ne x*! ile basliyor ne de sonlaniyor.

Ispat. glo-n . t™glt zinciri en azindan |ju|l + 1 tane o carpam igerdigi igin,
Lemma 4.7 den [u,] den [o(u3)] ya gegerken 6z kisalmalar meydana gelmez. Bu da
gosterir ki, herhangi yx~! yadaxy~! alt kelimesi, xytx~! yadaxy tx~! (t > 1)
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formundaki alt kelimelerin bir kismi [u;] de bulunmak zorundadir ve [u,] de de
siralidir.

Varsayalim ki xytx~2? yadax?y~tx~1 (t = 1), [uj] de bir alt kelime olarak
bulunsun. Iddia 1. (i) den bu durum sadece [, — 1 = 0 oldugunda meydana gelir.
Hem de Iddia 1. (ii) den de, [u}] deki xytx~2 yadax2y~tx~1 (t = 1) formundaki
at kelime xytx~—Sy~! yada yxSy~tx~! (s = 2) formundaki bir alt kelimenin bir
kismudir ve [u,] de sralidir. Fekat yx =Sy~ yada yxSy~! (s = 2) formundaki bir
alt kelime [g'®-v .. t™gl(u)] da var olmak zorundadir, bu da Iddia 1. (ii) nin

birinci kismu ile gelisir.

Simdi u} =o(u,) koyalim. iddia 2. den [uj]l =[o(w,z; .. wez)] =
[wiz; ... w{z] olup burada w] = ({x},y)(w;) dir. O zaman w;, yx~! yadaxy~! alt
kelime olarak icermez ve her i icin w; ile aym ilk ve son harflere sahiptir. u; ve u,,
™1 yasiral bir sekilde u} ve u, uygulayarak elde edildigi icin
n(ful;y, x™) = n(lu.l;y, x™)
dir. Benzer sekilde
n([vil;y, x™) = n([v,l;y, x7")
olup v, = 1™ 1glk~1 1™igli(p) dir. Dahasi
—2n([u iy, x71) = Itk ™M (W] = llull — n(lu,]; y)

=2n([v,];y,x7) = |lt™egl ™t Mg (V)] = lv, |l = n([v,];y)

oldugu igin timevarim hipotezinden
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[tmegle=t | tMghi(u)]| = ||tk Lt (V)] ve [luyll = vl

ile Lemma4.6 dan

n([u.l;y) = n(lv.l; y)

olup sonug olarak

n([uil;y, ™) = n([uzl; v, x71) = n([v,l; v, x71) = n([vy]; v, x71)

dir, Yani, n([u.];y, x™1) = n([v,]; y,x~1) dr.

Durum 2. 7, ¢p; de en azindan ||u|| + 2 kere bulunsun.

Bu durumu iki alt durumda inceleyecegiz.
Durum|.m; = 2.
uz = ™ 2glk  tM™gh(u) vevy = T 2ok | t™Mgh(v)

koyalim. Burada t™k2gl .. t™gh zinciri en azindan |lu|| +1 tane t carpam
icerdiginden, Lemma 4.7 den [u3] den [t(u3)] = [u;] ya gegerken 6z kisalmalar
meydana gelmez. Bundan dolayr n([u,];y,x™1) = n([us];y,x™1) dir. Benzer
sekilde n([v,]; ¥, x71) = n([vs]; ¥, x~1) dir.

—2n([us];y,x™1) = lt™ 1ol .ttt (W) — llusll — n([us]; y)

—2n([vs];y, x71) = llt™ ol .t (W) || = llvsll — n([vs]; y)
oldugu igin timevarim hipotezinden ve Lemma 4.6 dan

n([u.l;y, x71) = n([vy]; y,x71)
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esitligi gorullr.

Durum Il. m;, = 1.

Bu durumdam,,_,; > 0 agiktir.

u, = okt~ | rMaigli(y) vev, = glet™ek-nT1 | Migli(y)

koyalim. Durum | de oldugu gibi

n([u iy, x™) = n(lugd;y, x™)

n([vil;y, ™) = n([vyd;y, x71)

dir. O zaman
—2n([u,];y, x71) = lltakt™ie=n™1 Mgl (u)|| — [lugll — n([ugl; v)
—2n([v];y,x71) = |lratkr™kc-n71 gMigh ()| — ||lvgll — n([val;y)

oldugu igin timevarim hipotezinden ve Lemma 4.6 dan

n(fu iy, x™) = nllv Ly, x™)
esitligi goralur.

Bdylece ispat tamamlanmus olur.

Simdi de bu algoritmayi kullanarak birkag 6rnek verelim.
F, ={(x,y) ve u,v € F, olsun. Algoritmay: kullanarak bu iki elemanin
translation denk olup olmadigin inceleyelim. o = ({x},y) vet = ({y}, x) alalim.
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Algoritmaya gore Q, F, nin Whitehead otomorfizmlerinin tim zincirlerinin kiimesi

olmak Uzere;

ya

tMkgle | tMgh

yada

(z~ )™ (g~ V) .. (r-)™M (g~ 1)k

formundadhir. Burada k € N, [;,m; > 0 ve ¥, (l; + m;) < 2|lu|| + 3 dir. Eger her
Y € Qicin [y = lly)|| ise u ve v, F, de translation denktir, aksi takdirde u
ve v, F, detranslation denk degildir.

Ornek 4.9 u = xy ve v = xy~! olsun. O halde u ve v nin F, de translation denk
olup olmadigin: gosterelim.
Ilk 6nce u nun devirsel uzunlugunu bulalim. u, devirsel indirgenmis olup tim
devirsel permitasyonlar: {xy, yx} dir. O halde ||u|| = 2 dir.
Ozaman Y¥_ (I, + m;) <22+ 3 =7olur. = t™gl .. 7™ g" olsun.

Ozel olarak my, =7 ve my_q,....my, I, ...,l; =0 aaim. O halde ¥ =17
dir. |ly()|l = |y (v)]| olup olmadigina bakalim.

P(u) = P(xy) = 77 (xy) = t8(xyx) = v°(xyxx) = t*(xyxxx)
= 3(xyxxxx) = t2(xyxxxxx) = t(xyxxxxxx)

= XYXXXXXXX

dir.y(u) niin tim devirsel permiitasyonlar: {xyxxxxxxx, XXyxxxxxx, XXxyxxxxx,

XXXXYXXXX, XXXXXYXXX, XXXXXXYXX, XXXXXXXYX, XXXXXXXXY, YXXXXxXxX} olup

I @)1l = 9 dur.
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Y@) =Py ™) =17(xy™) = t(xx" 1y 1) = 3 (xx"x "1y 1)
— T4(xx_1x_1x_1y_1) — T3(xx_1x_1x_1x_1y_1)
— TZ(xx—lx—lx—lx—lx—ly—l)
= t(xx Tx " Ix " Ix Ix " 1x 1y 1)
— xx—lx—lx—lx—lx—lx—lx—ly—l

— x—lx—lx—lx—lx—lx—ly—l

dir.y(v) nin tim devirsel permitasyonlar: {x~1x~1x 1x 1x1x~1y-1,
y—lx—lx—lx—lx—lx—lx—l,x—ly—lx—lx—lx—lx—lx—l,
x‘lx_ly_lx_lx_lx_lx_l,x‘lx_lx_ly_lx_lx_lx_l,

x~Lx iyl ly 1=l x =1y ly—ly=1y-1y-1 5 -1y

olup [ly(v)|| = 7 dir.

O halde ||y (W)l # lly ()|l olup u ve v, F, detranslation denk degildir.

Ornek 4.10 u = xxy ve v = xyx olsun. O halde u ve v nin F, de translation denk
olup olmadigin: gosterelim.
Ilk 6nce u nun devirsel uzunlugunu bulalim. u, devirsel indirgenmis olup tim
devirsel permitasyonlar: {xxy, yxx, xxy} dir. O halde ||u|| = 3 tir.
Ozaman ¥¥_ (I, + m;) <23+ 3 =9olur. = t™gl .. 7™ g" olsun.

Ozel olarak my, =1, I, =1 ve my_q, ..., mq, lj_1, ..., 1; = 0 adalim. O halde
Y = 1o dir. |[YW)|| = |[v(v)] olup olmadigina bakalim.

P(u) = P(xxy) = 1o (xxy) = t(xyxyy) = xyxxyxyx

dir. Y(u) devirsel indirgenmistir ve tim devirsel permitasyonlarinin sayisi 8 olup

Iy @)l = 8 dir

P(v) = P(xyx) = to(xyx) = t(xyyxy) = xyxyxxyx
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dir. Y(v) devirsel indirgenmistir ve tim devirsel permitasyonlarinin sayisi 8 olup
Iy ()| = 8 dir. O halde [ (W)l = llp(v)]| olur.

Simdide m; =9 ve my_q,...,my, I, ....,1; = 0 aalim. O halde ¥ = t° dr.
Y )| = Iy (v)|| olup olmadhgina bakalim.

Y(u) = Plexy) = 19(xxy) = 18(xxyx) = 77 (xxyxx) = 18 (xxyxxx)

= 75 (exyxxxx) = v (xxyxxxxx) = 13 (xxyxxxxxx)

= 72 (xxyxxxxxxx) = T(XXyxXXXXXXXX)

— XXYXXXXXXXXX

dir. y(u) devirsel indirgenmistir ve tim devirsel permitasyonlarinin sayisi 12 olup
Y W)l = 12 dir.

Y(@) = Plxyx) = t9(xyx) = 18(xyxx) = t7(xyxxx) = 8(xyxxxx)
= 75(xyxxxxx) = t*(xyxxxxxx) = 13 (xyxxxxxxx)
= 72 (xyxxxxxxxx) = T(XyxxXXXX%XX)

= XYXXXXXXXXXX

dir. y(v) devirsel indirgenmistir ve tim devirsel permitasyonlarinin sayist 12 olup
Iy ()|l = 12 dir. O halde [l ()l = [l (v)]| olur.

Simdide m, =8, [, =1 ve my_4,...,mqy, lx_4,...,[; =0 a@aim. O halde
Y =180 drr. |lY ()|l = Iy (v)|| olup olmadigina bakalim.

P(u) = P(xxy) = 80 (xxy) = 8(xyxyy) = 7 (xyxxyxyx)

= 78(xyxxxyxxyxx) = > (XyXXXXYXXXYXXX)

= T (XY XX XXXYXXXXYXXXX)

= T3 (XYXXXXXXYXXXXXYXXXXX)

= T2 (XYXXXXXXXYXXXXXXYXXXXXX)

= T(XYXAXXXXXXYXXXXXXXYXXXXXXX)

— XYXXXXXXXXXYXXXXXXXXYXXXXXXXX
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dir. y(u) devirsel indirgenmis olup tim devirsel permiitasyonlarinin sayisi 29 olup
I )1l = 29 dir.

Y(w) = P(xyx) = t8a(xyx) = 18(xyyxy) = 7 (xyxyxxyx)
= 78(xyxxyxxxyxx) = T3 (XyXXXYXXXXYXXX)
= T (XY xxXXYXXXXXYXXXX)
= T3 (XYXXXXXYXXXXXXYXXXXX)
= T2 (XYXXXXXXYXXXXXXXYXXXXXX)
= T(XYXXXXXXXYXXXXXXXXYXXXXXXX)

= XYXXXXXXXXYXXXXXXXXXYXXXXXXXX

dir. y(v) devirsel indirgenmistir ve tim devirsel permitasyonlarinin sayisi 29 olup
Iy ()1l = 29 dir. O halde [l (W)l = [l (W)l olur.
S'md' my = 2, my_q = 3, lk = 3, lk—l =1ve Mg_o,..., My, lk—21 ey ll =0

alalim. O haldey = 1203730 dur. |[Y ()| = |[Y(v)]| olup olmadhgina bakalim

Y) =Pplxxy)
= 12037130 (xxy)
= 120373 (xyxyy)
= 120372 (xyxxyxyx)
= 72037 (XxyxxXYXXYXX)
= 7203 (xyxxxXyXXXYXXX)
= 120 (XYYXYXYXYXYYXYXYXYYXYXYXY)
= 120 (XYYYXYYXYYXYYXYYYXYYXYYXYYYXYYXYYXYY)
= T2 (XYYYYXYYYXYYYXYYYXYYYYXYYYXYYYXYYYYXYYYXYYYXYYY)
= T(XYXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXYXXYX
YXYXXYXYXYXXYXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYX)
= XYXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXX
PXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXX

YXXXYXXYXXYXX
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dir. Y (u) devirsel indirgenmistir ve tim devirsel permiitasyonlarinin sayist 119 olup
Y (u)|l = 119 dir.

Y() = P(xyx)

= 12037130 (xyx)

= 12037 (xyyxy)

= 120372 (xyxyxxyx)

= 12037 (xyxxYyXXXYXX)

= 7203 (XyXXXYXXXXYXXX)

= 1202 (XyyXyXyXyyXyXyXyXyyXyXyxy)

= 120 (XyYYXYYXYYXYYYXYYXYYXYYXYYYXYYXYYXYY)

= T2 (XYYYYXYYYXYYYXYYYYXYYYXYYYXYYYXYYYYXYYYXYYYXYYY)

= T(XYXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXYXXYXYXYXXYX

YXYXXYXYXYXXYXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYXXYXYXYX

= XYXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXYXXXYXXYXX

PXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXYXXXYXXYXXYXXXYXXYXX

YXXXYXXYXXYXX

dir. Y(v) devirsel indirgenmistir ve tiim devirsel permiitasyonlarinin sayist 119 olup
Iy ()|l = 119 dir. O halde [y ()]l = [l (v)Il olur.

Benzer sekilde ¥ ,(I; + m;) <9 olan }7_, 2¢ tane otomorfizm altindaki

devirsel uzunluklar: aym olacaktir. O halde her ¥ € Q icin |[y (W) = ||y (v)|| olup u

ve v, F, detranslation denktir.
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