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1. GİRİŞ 

 
 K bir cisim,  g , [ ]−−,   braket çarpımı ile bir K- cebir olsun. 

x ,y ,z g∈   için, 

           
 [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]yzxzyxzyx ,,,,,, −=   

   
olacak şekildeki Leibniz özdeşliği sağlanıyorsa, g bir sağ Leibniz cebiri 

 
 [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]zxyzyxzyx ,,,,,, −=  

 
özdeşliği sağlanıyorsa, g bir sol Leibniz cebiridir. 

[ ] 0, =xx olsun. Bu durumda her x,y g∈  için, 

 
[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 0,,,,

0,
=+++

=++
xyyxyyxx

yxyx
 

 
ve buradan 

 
 [ ] [ ]xyyx ,, −=  

 
dır.  Bu özelliği 

 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]yzxzyxzyx ,,,,,, −=  

 
olacak şekildeki Leibniz özdeşliğine uygulayalım. 

 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =−− zyxyzxzyx  

 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =++ xzyyxzzyx  

 
elde edilir. Bu ise Jacobi özdeşliğidir. Dolayısıyla Lie cebirleri, Leibniz cebirlerinin  

bir özel durumudur. 

  
Örnek 1: Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir. 
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Örnek 2: K  bir cisim  ve  A bir birleşmeli K-cebiri olsun. AAD →:  dönüşümü 

 
( )( ) ( )( )bDaDDaDbDbaD ==  

  
koşulunu sağlayan bir dönüşüm olmak üzere,  A nın bir bilineer dönüşümü: 

 

[ ], : A A A× →  

 
[ ] ( ) ( )xDyDyxyx −=,  

 
şeklinde tanımlansın. Bu durumda A nın bu dönüşümle Leibniz cebiri olduğunu 

gösterelim: 

 

 
[ ][ ] [ ]( ) [ ]( )xzyDzyDxzyx ,,,, −=

 

              = ( ) ( )xzDyDzDyDzDyDzDyDx 2222 −−−  

             = ( ) ( )xDzDyDyDzDzDyDyDzx −−−  

             = ( ) ( ) ( ) ( )xDzDyxDyDzDzDyxDyDzx +−−  

             = ( ) ( ) ( ) ( )( )xDzDyDzDyxxDyDzDyDzx −−−  

            = ( ) ( ) ( ( ) ( ) )DyxDzDyxDzDzxDyDzxDy −−−  

            = ( ) ( ) ( ( ) ( ) )DyDzxDyxDzDzDyxDzxDy −−−  

            =   ( ( ) ( ) ) (( ( ) ( ) ) )DyDzxxDzDzDyxxDy −−−  

           =    [ ][ ] [ ][ ]yzxzyx ,, −  

dir. 

Tanım 1.1: R bir halka, A bir sağ,  B bir sol R-modül olsun. TBAh →×:  bilineer 

ve dengeli fonksiyonu var olsun. C bir R-modül ve CBAf →×:  bilineer ve 

dengeli ve  
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fA B C

h f

T

× →

] Z  

olacak şekilde  CTf →:  varsa T  R-modülüne A ile B nin tensör çarpımıdır denir ve 

T A B= ⊗  ile gösterilir. 

   

Tanım 1.2: 

V  bir K cismi üzerinde vektör uzayı olsun. Bir k pozitif sayısı için, k-ıncı dereceden 

V nin tensör çarpımı: 

 
 ( ) ....k kT V V V V⊗= = × ×  

k kez çarpımıdır. Bu vektör uzayın tensor cebiridir. 

 
[ ]L−−,     ile ( )VT  üstündeki Leıbnız braketini, [ ]−−,  ile ( )VT üstündeki Lie braketini 

göstereceğiz. 

 
[ ] baabba −=,  Lie braketi için 

 
[ ][ ][ ] nLnLL vvvvvv ⊗⊗= ...,...,,,... 1321  

 
( ) ( ): g V g Vγ →  dönüşümü de 

   
( ) [ ][ ][ ]nn vvvvvv ,...,,,...,... 3211 =⊗⊗γ  

dir. 

   Eğer B, A Leibniz cebirinin alt uzayı ise, 1≥n  için nB  ve nB  alt uzayları şu 

şekilde tanımlanır: 

               

         11 .,........, −== nn BBBBB  

ve 
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 ∑
−

=
−==

1

1
1 ,,.........

n

p
pnpn BBBBB   

dir. 

Lemma 1.3: A bir Leibniz cebiri ve B, A nın bir alt uzayı ise, 

(i) nmnm BBB +⊆   1, ≥nm  

(ii) n
n BB =    , .1≥n  

İspat (Ayupov ve Omirov,1998) : B = A durumunda,  her nA   alt uzayı, A nın hem 

sağ hem sol idealidir. Lemma1.3 in (i) den, nA  nin sol ideal olduğu açıktır. 

Buradan 1,1 ≥⊆⊆ + nAAAA nnn  sonucuna varılır. 

 
Lemma 1.4 : V, X  bazı ile bir vektör uzayı olsun. 

 
       ( ) ........2 ⊕⊕⊕⊕= ⊗⊗ nVVVVT  

 
tensör modülü aşağıda tanımlanan özellikler ile V üzerinde serbest Leibniz cebiridir. 

 
(i) [ ] vxvx ⊗=,       ( )VTx ∈    Vv ∈  

 
(ii) [ ],x y v⊗ = [ ] [ ]yvxvyx ,, ⊗−⊗  

                            

                        
,x∀ ( )VTy ∈  , Vv ∈  

 
İspat: İspata önce ( )VT  nin Leibniz cebiri olduğunu göstererek başlayalım. R bir 

halka ( )VT  bir R-cebir olsun.  

 
            ( ) ........2 ⊕⊕⊕⊕= ⊗⊗ nVVVVT  

                                     

 
 
 

 



1. GİRİŞ                                                                                                 Esen HANAÇ 

5 

( )12
0 1, ,..............., n

nA V A V A V ⊗ +⊗= = =  olmak üzere m n m nA A A +⋅ ⊆  olduğundan  

( )VT  derecelendirilmiş cebirdir. Dolayısıyla lemmanın ispatında tümevarım 

kullanılabilir. Sağdan çarpılan elemana z diyelim.   

 
                     12 ... −⊗⊗ ⊕⊕⊕∈ nVVVz  

 için Leibniz bağıntısı sağlansın. 

Yani ( ),x y T V∈ , 12 ... −⊗⊗ ⊕⊕⊕∈ nVVVz  için  

 
                   [ ] [ ] [ ], , , , , ,x y z x y z x z y     = −       

 
dir. Şimdi   nz V∈  alalım. 1−⊗∈ nVt  ,  Vv ∈  için vtz ⊗=  düşünebiliriz. (ii) yi 

kullanalım. Bu durumda  

 
* [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]tvyxvtyxvtyxzyx ,,,,,,,, ⊗−⊗=⊗=  

               = [ ] [ ] [ ] [ ], , , , , ,x y t v x v y t x y v t x t y v       ⊗ − ⊗ − ⊗ + ⊗ ⊗                                                                                               

= [ ] [ ] [ ] [ ] [ ], , , , , , , ,x y t v x v y t x y v t x t y v x t v y         ⊗ − ⊗ − ⊗ + ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗           

 
dir. 

 
** [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]⊗=⊗= tyxvtyxzyx ,,,,,, [ ][ ]tvyxv ,, ⊗−  

                                      = [ ][ ]tyx ,, [ ][ ] [ ][ ]tyvxtvyxv ,,,, ⊗−⊗−⊗  

 
ve 

 
*** [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]ytvxyvtxyvtxyzx ,,,,,,,, ⊗−⊗=⊗=  

 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =+−⇒ yzxzyxzyx  eşitliğini (Leibniz eşitliği) elde etmek için 

elemanları yerine yazıp gerekli sadeleştirmeleri yaptığımızda  

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
, , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

x y z x y z x z y x y t v x v y t x t y v

x y t v x v y t x v t y

           − + = ⊗ − ⊗ + ⊗ ⊗ −           

     ⊗ − ⊗ − ⊗     
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eşitliğini elde ederiz. Buradan v⊗  ortak parantezine alırsak  

 
[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ), , , , , , , , , , , ,x y t x t y x y t v x v y t x v y t x v t y           + − ⊗ − ⊗ − ⊗ + ⊗           

 
elde edilir. ( ),x y T V∈ , 1−⊗∈ nVt  için Leibniz özdeşliği sağlandığından parantez 

içleri 0 olmalıdır. Böylece 

    
       [ ] [ ] [ ], , , , , , 0x y z x y z x z y     − + =       

 
dır. Leibniz özdeşliği sağlanir. 

 

Şimdi de evrensel özelliği sağladığını gösterelim: 

i: )(VTV →  olacak şekilde içine bir dönüşüm ve gV →:θ (g,Leibniz cebiri) 

olsun. Öyle bir ( ) gVTf →:  dönüşümü vardır ki  

 

                     

( )iV T V

f

g

θ

→

↓ [  

 
fiθ =  dir. Burada 

 
                        ( ) ( )vvf θ=  

ve 
 
     ( ) ( ) ( )[ ]nnn vfvvfvvf ,...... 111 −⊗⊗=⊗⊗  

dir. 

 
g deki [ ],  tanımı ile g bir Leibniz cebiridir. 

 
( ( ) ) [ ]( )( )1 2 1 1 2 1... ... ,n n n nf v v v v f v v v v i den− −⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗  
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( ) ( )

[ ] ]
1 2 1

1 2 3 4 1

..... ,

...... , , , ,...... ,

n n

n n

f v v v f v

f v v v v v v

−

−

= ⊗ ⊗ ⊗  
   =    

 

olur. g bir Leibniz cebiri olduğundan,  f  (ii) özelliğini sağlar. 

               
               [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ), , ,f x y v f x y v f x v y⊗ = ⊗ − ⊗  

 
dir. Böylece  T ( )V   evrenseldir ve buradan  ( )g V T= ( )V diyebiliriz. Yani T ( )V ,  

V üzerinde serbest Leibniz cebiridir. 

          
      Eğer V bir boyutlu ise, x tarafından üretilir ve ( ) ......2 ⊕⊕⊕⊕= nkxkxkxVT  

Bu durumda Leıbnız yapısı  

 

,i jx x   =
1, 1

0, 2

ix j
j

+ =


≥
 

                
dir.  

  
1.1. Leibniz Cebirlerinin Nilpotentliği 

 
Bir g Leibniz cebiri verildiğinde aşağıdaki diziler tanımlanabilir: 

(a) 1g g= , 1 , ;n ng g g+  =    

(b)  [ ]1g g= , [ ] [ ] [ ]1 , ;n n ng g g+  =    

(c)  1g g= , 1 1 2 1 1 2 1, , ..... , , .n n n n ng g g g g g g g g+ − −       = + + + +         

Tanım 1.1.1  

a) Bir g Leibniz cebiri eğer bir s N∈  için 0sg =  oluyorsa sol nilpotent olarak 

isimlendirilir. 

b) Bir m N∈  için [ ] 0mg =  oluyorsa g çözülebilirdir. Bu tamsayıların en 

küçüğüne çözülebilirlik indeksi denir. 
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c) n N∈  için eğer 0ng =  ise g ye nilpotent denir. Bu şekildeki en küçük sayıya 

nilpotentlik indeksi denir. 

d) Eğer g nin sonlu her alt cebiri nilpotent ise g lokal nilpotent olarak 

isimlendirilir. 

Her x g∈  için, :xr g g→ , sağ çarpım ( ) [ ], ,xr z z x z g= ∈  şeklinde 

tanımlansın. ( ) { }:xr g r x g= ∈ uzayı ,x y x y y xr r r r r r  = −   ile Lie cebiri olur. Bundan 

başka, [ ], x y y xx yr r r r r= −  özdeşliği, Leibniz özdeşliğinden elde edilir. Dolayısıyla 

( )r g   Lie cebirinin çözülebilirliği ile g Leibniz cebirinin çözülebilirliği denktir. 

 
Teorem 1.1.2 ( Ayupov ve Omirov, 1998): Sonlu boyutlu bir g Leibniz cebiri 

nilpotenttir ⇔ her x g∈  için xr  dönüşümü nilpotenttir. 

Teorem 1.1.3 ( Ayupov ve Omirov, 1998): g, bir sonlu boyutlu Leibniz cebiri olsun. 

Bu durumda g çözülebilirdir ⇔ 2g  nilpotenttir. 

Tanım 1.1.4: g, bir Leibniz cebiri olsun. g nin sağ sıfırlayanı: 

    

                     ( ) [ ]{ }: , 0Z g x g g x= ∈ =  

şeklindedir. 

Teorem 1.1.5 ( Ayupov ve Omirov, 1998):  g  bir Leibniz cebiri olsun. ( )
g

Z g  

bölüm cebiri , ( )Z g  sağ sıfırlayan olmak üzere bir Lie cebiridir.
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1.2. Leibniz Cebirinin Bir Başka Leibniz Cebiri Üzerindeki Etkisi 
 
Tanım 1.2.1:  R bir halka, M,N ve P R-modüller olsun. f gM N P→ →  

modüllerin bir dizisi ve f go  modül homomorfizmi olsun. Eğer ImKerg f=  ise, 

bu dizi N de tamdır. 

Tanım 1.2.2: R bir halka, A,B ve C R- modüller olsun. 

 

0 0A B Cα β→ → → →  

 

dizisi  A,B ve C de tam ise bu kısa tam dizidir.Yani; α  monomorfizm, β  

epimorfizm ve Im Kerα β=  dır. 

Tanım 1.2.3: 0 0A B Cα β→ → → →  modüllerin bir kısa tam dizisi olsun. Eğer 

bir :f B A C→ ⊕  izomorfizmi için; 

 

             f α λ=o  ,  1
2fβ µ− =  

 

ise  0 0A B C→ → → →  kısa tam dizisine, parçalanabilir kısa tam dizi denir. 

Yani; 

 

        

0 0

1 1

0 0
A C

A B C

f

A A C C

→ → → →

↓ ↓ ↓

→ → ⊕ → →

 

  

kareler değişmelidir.  
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          M ve g Leibniz cebirler olmak üzere, 

 
[ ] MMg →×−− :,  ve [ ] MgM →×−− :,  

 
olacak şekildeki g nin M üzerindeki iki etkisi aşağıdaki üç özelliği sağlasın: 

 
Mm ∈∀ ve gyx ∈,  için 

 
i. [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]xymyxmyxm ,,,,,, −=  

 
ii. [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]myxymxymx ,,,,,, −=  

 
iii. [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]ymxmyxmyx ,,,,,, −=  

 
son iki özellik toplandığında 

 
iv.  [ ][ ] [ ][ ] 0,,,, =+ myxymx  

 

g nin M üzerindeki bir temsili : g EndMπ → şeklinde Leibniz cebirlerinin bir 

homomorfizmidir ve yukarıdaki üç özelliği sağlar. 

 

               

           0→ 0→→→ ııpiı ggg  

 
Leibniz cebirlerin bir tam dizisi olsun. Eğer p ııg

ids =o  olacak şekilde bir  

s: gg ıı →  Leibniz morfizmi varsa bu dizi parçalanabilirdir. Burada :ıı
ıı ıı

g
id g g→  

özdeşlik fonksiyonudur. 
ııg  nün ıg   üstündeki iki etkisini aşağıdaki şekilde yazalım: 

 
[ ] ıııı ggg →×−− :,           [ ] ( ) ( )[ ]g

ıııııı xixsxx ,, =       

 [ ] ıııı ggg →×−− :,          [ ] ( ) ( )[ ]g
ıııııı xsxixx ,, =                                                           
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Bu etkiler ,ıı ıı ııx y g∀ ∈  ve ı ıx g∀ ∈ için, yukarıdaki i, ii, iii özelliklerini sağlar: 

 

(i) , , , , , ,ı ıı ıı ı ıı ıı ı ıı ııx x y x x y x y x          = −            

    ( ) ( ) ( ), ,ı ıı ıı

g
i x s x s y     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,ı ıı ıı ı ıı ıı

g g g
i x s x s y i x s y s x      = −         

 

 

(ii) , , , , , ,ıı ı ıı ıı ı ıı ıı ıı ıx x y x x y x y x          = −            

    ( ) ( ) ( ), ,ıı ı ıı

g g
s x i x s y     

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,ıı ı ıı ıı ıı ı

g gg
s x i x s y s x s y i x      −         

 

 

(iii) , ,ıı ıı ıx y x   =   , , , ,ıı ıı ı ıı ı ııx y x x x y      −                           

  ( ) ( ) ( ), ,ıı ıı ı

g g
s x s y i x     

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,ıı ıı ı ıı ı ıı

g gg g
s x s y i x s x i x s y      −         
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2. BİR LEIBNIZ CEBİRİNİN EVRENSEL ENVELOPİNG CEBİRİ 

    
K bir cisim, g bir K- cebir olsun. lg  ve rg , g yi sol ve sağ Leibniz cebiri olarak 

düşünerek, g nin kopyaları olsun.   x g∈  için ∈xl lg   ve ∈xr rg   dir.                                                                                                

Asosyatif ve birimli T ( )rl gg ⊕   tensor K-cebirini düşünelim. Her ,x y g∈  için I; 

 

(i) [ ] xyyxyx rrrrr −=,  

(ii) [ ] xyyxyx lrrll −=,  

      (iii)      ( ) 0=+ xyx llr                

         
bağıntılarını  sağlayan iki taraflı ideal olsun. 

Tanım 2.1: g , Leıbnız cebirinin evrensel enveloping cebiri asosyatif ve birimli 

 

UL( g ) ≅    ( )
I

ggT rl ⊕  

cebiridir. 

Tanım 2.2: Bir C kategorisi  A,B,C,… kümelerinin aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

sınıfıdır. 

 
(i ) obj(C): C nin nesneleri (boş değil)  

(ii) Her ,A B ObjC∈  için ( )hom ,C A B  kümesinin elemanlarına C  kategorisinin  

A dan B ye morfizmleri denir.  

(iii) Her , ,A B C ObjC∈  için 

 

  
( ) ( ) ( )

( )
hom , hom , hom ,

,
C C CA B B C A C

f g gf

× →

→
 

 

bileşke işlem vardır ve aşağıdaki özellikleri sağlar:  
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a) Bileşkenin birleşme özelliği vardır. Eğer CBgBAf →→ :,:  ve DCh →:  

ise, 

     ( )fgh oo  = ( ) fgh oo  

 

dir. 

b) Her A ObjC∈  objesi için, en az bir  ( )1 ,A CHom A A∈  vardır.  Her B ObjC∈  

ve her ( ),Cf Hom A B∈  için .1Af f=  ve her ( ),Cg Hom B A∈  için 

1 .A g g=  dir. 

 

 Teorem 2.3: g, Leıbnız cebirinin temsillerinin kategorisi UL(g) üzerindeki sağ(sol) 
modüllerin kategorisine eşittir. 
 
İspat: M, g nin bir temsili olsun. UL(g) nin, M k -modulü üstünde bir sağ etkisi lg  

ve rg  ile  m. xl = [ ]mx,     ve   m. xr = [ ]xm,   şeklinde tanımlansın. Bu etkiler, lineerlik 

ve birleşme ile T ( )rl gg ⊕  nin bir etkisine genişletilebilir. Temsilin i, ii ve iv 

özellikleri kullanılarak (i),(ii),(iii) özelliklerinin sağlandığı gösterilebilir. 

 
   m.r[x,y] = [m,[x,y]]=[[m,x],y]-[[m,y],x] 

                   =[m. xr  ,y]-[m yr ,x] 

                   = ( ) ( ) xyyx rrmrrm .. −  

                   =m. ( )xyyx rrrr −                       

Her m için sağlanacağından (i ) özelliği sağlanır. 

 

       [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]myxymxymx ,,,,,, −=  

                       =[ ] [ ]yxx lmylm ,.,. −  

  Buradan, 

[ ] yxy rlmrmx ..., = - [ ]yxlm ,.  

  m. [ ]yxyxxy lmrlmlr ,... −=  

 m. [ ] xyyxyx lrmrlml ..., −=  
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(ii) sağlanır. 

 
 [ ][ ] [ ][ ] 0,,,, =+ ymxmyx  

     [ ] [ ] 0.,., =+ yy rmxlmx  

          m. 0... =+ xyxy lrmll  

               m. ( ) 0. =+ xyy llr  

  
Buradan (iii)  sağlanır. Böylece M  bir sağ UL(g) modül yapısına sahiptir. Diğer yönü 

göstermek için önce bir sağ UL(g) modül alınarak üzerindeki etki lg  ve rg  

üzerindeki etkiye kısıtlanır bu da M yi temsil yapar. 

                                                               
Önerme 2.4:  ή :U( )Lieg ⊕ U ( )Lieg g⊗ →  UL(g)                  

                                                            x xr→   

                                                           1 y⊗  yl→                

                                                                                                                           

 
dönüşümü bir U ( )Lieg  modül izomorfizmidir. Bu izomorfizmin altında önceki 

modülün çarpım yapısını, U ( )Lieg  nin çarpım yapısı ve 

 
 ( ) [ ]1 1 ,x y y x x y⊗ = ⊗ + ⊗  

                                                    
( )( )1 1y x y x⊗ ⊗ = − ⊗                 x,y g∈  

 
formülleri belirler. Burada x  ile, x∈g nin  Lieg  deki görüntüsünü göstereceğiz. 

             

  İspat:      [ ] xyyxyx rrrrr −=,  

      
olduğundan, 

 
           [ ] 0, =−= xxxxxx rrrrr  
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dır. Bu yüzden rg , UL ( )g  içinde U ( )Lieg ’ e izomorf bir cebir üretir. Bu da 

                                                                           
 ή :U ( ) ( ) ( )Lie Lieg U g g UL g⊕ ⊗ →  

         
dönüşümünün iyi tanımlı olduğunu gösterir. 

 
Θ:UL ( ) ( ) ( ) ggUgUg LieLie ⊗⊕→  

                             

dönüşümünü 

 
Θ ( )xr = x   ve Θ ( )yl =1 ⊗ y     

 
şeklinde tanımlayalım.  Θ, 

                                                            
 ( ) [ ]1 1 ,x y y x x y⊗ = ⊗ + ⊗   

       ( )( )1 1y x y x⊗ ⊗ = − ⊗  

                                                        
kullanılarak T ( )rl gg ⊕   ya genişletilmiştir. Gerçektende; 

 

       Θ [ ]( ) [ ], ,x yr x y x y yx= = −  

                     
( ) ( ) ( ) ( )
( )

x y y x

x y y x

r r r r

r r r r

= Θ Θ − Θ Θ

= Θ −
 

 

(i) özelliğinin sağlandığı açıktır. 

                                 
         ( ) [ ]1 1 ,x y y x x y⊗ = ⊗ + ⊗  

 
   ( ) ( ) [ ]( ),x y x yl r y x lΘ Θ = ⊗ + Θ  

  ( ) ( ) ( ) [ ]( ),1x y x yl r y x lΘ Θ = ⊗ + Θ  
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  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ),x y y x x yl r r l lΘ Θ = Θ Θ + Θ  

  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ),x y y x x yl r r l lΘ Θ − Θ Θ = Θ  

  ( ) [ ]( ),x y y x x yl r r l lΘ − = Θ  

 

(ii)özelliği sağlanır. 

 

 ( )( )1 1y x y x⊗ ⊗ = − ⊗                              

       ( ) ( ) ( )1y xl l y xΘ Θ = − ⊗  

       ( ) ( ) ( ) ( )y x y xl l r lΘ Θ = −Θ Θ  

 

     Diğer tarafa attığımızda 

 
( ) ( )( ) ( )0 0y x y x y y xr l l l r l lΘ + = Θ + = Θ =  

olur. 

 
Önerme 2.5: idsdsd == 0100 ..   ve  ( )( ) 001 =KerdKerd  eşitliklerini sağlayan 

10 ,dd : ( ) ( )LiegUgUL → , ( ) ( )gULgUs Lie →:0  cebir homomorfizmleri vardır. 

                             
 
İspat: 10 ,dd : ( ) ( )LiegUgUL →  dönüşümlerini 

 
              ( ) 00 =xld             ( ) xld x −=1  

                ( ) xrd x =0      ( ) =xrd1   x                      

    ve ( ) ( )gULgUs Lie →:0   dönüşümünü  
 
       ( ) xrxs =0  
      

 şeklinde tanımlayalım.           
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İyi tanımlı cebir homomorfizmleri olduğu açıktır. Ker 0d   ideali (benzer şekilde 

Ker 1d   )  xl    tarafından( ( )xx lr +  tarafından) üretilir. 

   ( 0). =+ yxx llr  

 ve  böylece                                                           

( )( )10 KerdKerd  =0 

dır. 
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3. SERBEST SOL NİLPOTENT LEİBNİZ CEBİRLERİ 

 
 
K , bir cisim, g bir Leibniz cebiri olsun. , ,x y z g∈ için,   

 
  [ ] [ ] [ ], , , , , ,x y z x y z x z y     = −            

 
Leibniz özdeşliği her komütatörü sol normlu komutatörlerin bir lineer kombinasyonu 

olarak yazmamıza izin verir.   n≥3 için, 

 
          [ ] [ ][ ]nnnn xxxxxx ,,...,,,.., 1111 −− =   

 
notasyonunu kullanacağız. g, Leibniz cebirinin komutatör idealini ıg   ile, a g∈  

olmak üzere, [ ],
g

a a
    ile elde edilen Lie cebirini Lieg  ile göstereceğiz. 

 

Tanım3.1:Her g Leibniz cebir için { }1,...., nX x x= den g ye bir dönüşüm F den  g ye 

bir cebir homomorfizmine genişletiliyorsa F, X serbest üreteç kümesi ile serbest 

Leibniz cebiridir. 

    mF  ile { }1,..., mx x  tarafından üretilen m ranklı serbest Leibniz cebiri ve ∞F  ile 

,..., 21 xx   tarafından üretilen serbest Leibniz cebiri gösterelim.  Loday ve 

Pirashvili(1993) ∞F ’un bir  vektör  uzayı olarak tüm sol  normlu 

[ ]
nii xx ,...,

1
 komutatörlerini içeren bir baza sahip olduğunu göstermiştir. 

 U, ( ){ }1 ,..., :
ii nu x x i I F∞∈ ⊂  olmak üzere,  ( ) 0,...,1 =

ini xxu  özdeşliğini sağlayan 

tüm Leibniz cebirlerinin bir sınıfını olsun ve U   ile U nun fully invaryant idealini 

gösterelim.                                                                                                   

Tanım 3.2: ( )
U

FUF ∞
∞ =  bölüm cebiri ve onun alt cebiri olan ( ) ( )UF

FUF
m

m
m ∩

=   

ya U  da  relatively   serbest cebirler denir. 
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Tanım 3.3: f ∈ ∞F    eğer aynı dereceli sol normlu komutatörlerin bir lineer 

kombinasyonu ise homojen denir.    

Tanım 3.4:Eğer bazı pozitif k ve negatif olmayan knn ,...,1   için f , i=1,..,k 

içerisindeki ix ’lerin derecesi in  ve diğer değişkenlerin derecesi 0 olan sol normlu 

komütatörlerin bir lineer bileşimi ise, çoklu homojen denir.  

    Yukarıda tanımladığımız U variyetesine, U  idealinin her elemanı çoklu homojen 

elemanların bir toplamı ise, çoklu homojen denir. ( )mF U , 2m ≥  olmak üzere m 

ranklı  { }1,..., mx x  tarafından üretilen relatively serbest cebir olsun. { }1 ,...., mX x x=  

den ( )mF U  ya bir dönüşüm ( )mF U  nun bir cebir endomorfizmine genişletilebilir. 

           

          

( )i
mX F U

B

α β

→

] [  

 
diyagram değişmelidir. iβ α=  (B Leibniz cebiri) 

        K bir cisim olsun. ( ),GL m K  ile, değişkenleri K cismine ait m m×  tipindeki 

matrislerin, K üzerinde genel lineer grubunu gösteririz. 

Her ( ),ijg g GL m K= ∈  için, 

     
1

:
m

j ij i
i

g x g x
=

↔ ∑ , j=1,…,m 

( )mF U  nun bir cebir otomorfizmine genişler. Böylece  ( ),GL m K , ( )mF U   nun 

( )( )mAut F U   otomorfizm grubunun bir altgrubu gibi düşünülebilir. 

         Her u∈ ( )mF U  için ( u sadece 2 ,..., mx x  ye bağlı olmak üzere) 

    ( )1 1u x x uϕ = +  

   ( )u j jx xϕ =  , j=2,…,m 

olacak şekilde  ( )mF U  nun bir endomorfizmini tanımlayabiliriz. 
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uϕ ∈ ( )( )mAut F U  ve ( ) 1
u uϕ ϕ−

−=  dır. ( )1
1 1u x x uϕ − = − , ( )1

u j jx xϕ − =  alınırsa 

( ) ( ) ( )
( )

1
1 1 1 1

1

u u u

u u j j

x x u x u u x

x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

−

−

= − = + − =

=

o

o
 

olduğundan,  uϕ  otomorfizmdir ve ( ) 1
u uϕ ϕ−

−=  dir. 

 Tanım 3.2: ( )( )mAut F U  nun ( ),GL m K  ve yukarıda verilen formda otomorfizmler 

tarafından üretilen T alt grubuna ( )mF U  nun tame otomorfizmleri grubu denir. T ye 

ait olmayan bir uϕ ∈ ( )( )mAut F U ’ya  wild yada non-tame denir. 

[ ], , 0x y z  =   özdeşliğini sağlayan Leibniz cebirlerinin sınıfını N ile 

gösterelim. ( )F N∞  ile rankı birden büyük X kümesi tarafından üretilen serbest sol 

nilpotent Leibniz cebirini, mF ( )N  ile  { }1,..., mx x  kümesi tarafından üretilen serbest 

sol nilpotent  Leibniz cebirini gösterelim. [ ], , 0x y z  =   olduğundan; 

 

      [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =−= yzxzyxzyx   

       [ ][ ] [ ][ ]yzxzyx ,,,, =   

       [ ] [ ]yzxzyx ,,,, =   

dir. 

( )( )Liem NF   ile de { }1,..., mx x tarafından üretilen serbest nilpotent Lie cebirini 

gösterelim.  

 
Lemma 3.5: ( Drensky ve Piacantini Cattone(2002)) 

X kümesi tarafından üretilen ( )F N∞  relatively serbest cebiri  

 
  [ ]{ },...3,2,...,,...,,:,...,,

111
=≤≤∈ kxxXxxxxxx

kkk iiiiiiii   

 
bazına sahiptir. 
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3.1. IA Otomorfizmler 

 

Tanım 3.1.1: ( )
( )

m
ı

m

F U
F U

 bölüm cebiri üzerinde modulo 

( )ı
mF U = ( ) ( ),m mF U F U    birim dönüşüm belirleyen ( )mF U  nun otomorfizmlerine 

IA-otomorfizmleri denir. ( )mF U  nun IA-otomorfizmlerini ( )( )mIA F U  ile 

gösterelim. 

        m 2≥   olmak üzere, mP , [ ]mxxK ,...,1   polinom cebiri ve mΩ , mP ’nin  

genişletme ideali (yani, mP  nin sabit terimi hariç tüm polinomları içeren ideali) 

olsun. n negatif olmayan rakam olmak üzere ( )n
mP , mP ’nin ma

m
a xx ,...,1

1    

monomialleri tarafından gerilen alt uzayını göstersin. Burada maa ,...,1  negatif 

olmayan rakamlar ve naa m =++ ....1  dir. Bu durumda ( )0
mP K=  dır. 

       Farklı i ve j (1≤i,j≤m) ve mPv ∈  için ( )veij ,  köşegen üzerindeki elemanlar 1, 

(i,j)  deki elemanı v,  diğerleri 0 olan m m×  tipindeki matrisi göstersin. 

 

       ( )veij = 
1

1

0

0 v

 
 
 
 
 

O   

 

       

( )veij −  de  ( )veij  nin tersini göstersin. Bunlar ( )mPmGL ,  nin elemanter matrisleridir.  

( )mPmE ,  ile, elemanter matrisler tarafından üretilen ( )mPmGL ,  nin altgrubunu 

gösterelim. ( )mPmE , nin ( )veij  üreteçleri aşağıdaki özellikleri sağlar: 

u, mPv ∈  için,  

                                ( )ueij ( )veij = ( )vueij + , 

1i ≠  ve j k≠  ise    ( ) ( )( ) 1, =veue klij , 
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i, j ve k ayrık ise     ( ) ( )( ) ( )uveveue ikjkij =,  

 dir. Burada ( ) abbaba 11, −−=  a ve b nin grup komütatörüdür.  

           1 ... ki i≤ ≤ olmak üzere, [ ]
1 1... ,...,

ki i mu x x K x x= ∈  monomiali için ux j .  

elemanını  [ ] ( )NFxxx miij k
∈,...,,

1
  şeklinde gösterelim. Bu notasyonu her 

[ ]1,..., mu K x x∈   elemanı için kullanacağız. 

 
Lemma 3.1.2: m, (m≥2) bir pozitif tamsayı olsun. i,j=1,…,m    i≠j ve mu Ω∈  için 

( ), ,ij u mF Nθ nin ( ), .ij u i i jx x x uθ = +  ve k i≠  için ( ),ij u k kx xθ = şeklinde tanımlanan 

IA -endomorfizmiyse,  ( ( ) )NFIA muij ∈,θ  dir. 

     

İspat:      
( )
( )

,

,

.ij u i i j

ij u k k

x x x u

x x

ψ

ψ

= −

=
 

 

şeklinde tanımlanan dönüşüm uij ,θ  dönüşümünün tersidir. Böylece ( ), ,ij u mF Nθ   nin 

( )
( )ı

m

m

NF
NF  üzerinde etki eden bir otomorfizmdir. ( ( ) )NFIA muij ∈,θ  dir. 

 

        SRf →:  halkaların herhangi bir homomorfizmi olsun. (f dönüşümü R nin 

birim elemanını S nin birim elemanına götürür.) Bu dönüşüm mxm matrisi 

halkalarının 

 

                   ( ) ( )SMRMf mmmmm ×× →:                    

                                                                          

homomorfizmini belirler ve ( )RM mm×  nin birimini ( )SM mm× nin birimine 

götürdüğünden bir   

 

( ) ( )SmGLRmGLf m ,,: →∗  
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grup homomorfizmini elde ederiz. 

        ( ), mSL m P  özel lineer grup, [ ]1 ,...,m mP K x x=  polinom cebiri olmak üzere, 

bileşenleri  mP  den gelen, determinantı 1 olan tüm m m×  matrislerin grubudur. 

Önerme 3.1.5: (i) m≥2 için, KPmm →:π  genişletme homomorfizmi ve 

( ) ( )KmGLPmGL mm ,,: →∗π grup homomorfizmi olsun. mH =Ker ∗
mπ  olsun. O 

zaman  bir ( ) ( )ijm I ϕϕδ +→  izomorfizmi ile ( )( )m mIA F N H≅  dir. Burada 

( ) ∑
=

+=
m

j
jijii xxx

1

ϕϕ                  ( )mi ,..,1=  dir. 

                   

(ii) m≥3 için, ( ) ( ), , ,F m mE m SL m PΩ  nin  ( ) 1−αα ueij formunda matrisler tarafından 

üretilen alt grubu olsun. Burada ( ), , ,m mE m P u i jα ∈ ∈ Ω ≠  dir. O zaman 

( )mFm mEH Ω= ,  dir. 

 

İspat: ( )( )NFIA m∈ψϕ,  olsun.  Öyleyse, 

      ( ) ∑
=

+=
m

j
jijii xxx

1

ϕϕ  

      ( ) ∑
=

+=
m

j
jijii xxx

1

ψψ   

                                   

(Burada mjiji Ω∈ψϕ , dir.)  Böylece,  

                                                                                                                         

( ) ( )( ) 







+== ∑

=

m

j
jijiii xxxx

1
ψϕψϕψϕ o

  

                               =    ( ) 







+ ∑

=

m

j
jiji xx

1
ψϕϕ    
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                             = ( )
1 1

m m

i k ki j ji
k j

x x xϕ ϕ ψ
= =

+ +∑ ∑  

 

                          =
1 1 1

m m m

i k ki j l lj ji
k j l

x x x xϕ ϕ ψ
= = =

 
+ + + 

 
∑ ∑ ∑  

 

                         = ( )
1 1 1

m m m

i k ki j ji l lj ji
k j j

x x x xϕ ψ ϕ ψ
= = =

+ + +∑ ∑ ∑  

 

                      = ( ( ) )
1 1

m m

i k ki ki kj ji
k j

x x ϕ ψ ϕ ψ
= =

+ + +∑ ∑   

 

ϕ ,endomorfizm ve ,m mH π ∗  ın çekirdeği olduğundan ve aynı zamanda mij Ω∈ϕ  

olduğundan, ( )( ) mmm HNFIA →:δ  ( ) ( )ijm I ϕϕδ +=    mδ  grup izomorfizmidir. 

 

(ii) (i) den  ( )( ) mmm HNFIA →:δ      olduğunu gördük. 

                         : ( )ijI ϕϕ +→  

 

( )ijI ϕ+  matrisi ( )mPmSL ,  nin elemanıdır. ,mH ( )mPmSL ,  nin alt grubudur. 

(Suslin 1977), ( )mPmSL , = ( )mPmE ,  dir. 

 mH∈α  olsun.     

 

( ) ( )rr uEuE .....11=α  

 

olur. Burada ( )ii uE  elementer matris mi Pu ∈  dir. ,i i ma K v∈ ∈ Ω olmak üzere, her 

iii vau +=  olarak yazalım. ( ) ( ) ( )ij ij ije u e v e u v= +  özelliğinden, 

 

( )ii uE = ( ) ( ) ( )iiiiiii vEaEvaE =+  
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,m mH π ∗ nin çekirdeği olduğundan, ( ) =∗ απ m ( ) ( )rr aEaE .....11   ve 

 

 I= ( ) ( )rr aEaE .....11  dir. 

 

( ) ( )rr uEuE .....11=α = ( ) ( )rrr vaEvaE ++ .....111        

 

( ) abbaba 11, −−=  olduğundan;  

   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1

1
1 1 1 1...... .... ...r r r r r r

E a E v E a E a E a E v E a E a

E a E a E v E a E a

α − − −

−

=
         (1) 

 

Suslin, 1977, sonuç 1.4 den, ( )mF mE Ω, , ( )mPmGL ,   nin normal alt grubu olduğu 

gösterilmiştir.  

I= ( ) ( )rr aEaE .....11     ve   (1)  den    ( )mFm mEH Ω⊆ ,  dir.   mH , ( )mPmGL ,    nin 

ideali olarak da adlandırılır. ( )mF mE Ω,  mH⊆  olduğunu göstermek için, mP  

üzerindeki her α  elementer matrisi, mu ∈ Ω ve i j≠  için,  mij He ∈−1αα olduğunu 

göstermek yeterlidir. Bunu dört durumda inceleyelim. 

 

Durum 1:  j≠k i≠l  ve   mPv ∈  için,  α= ( )vekl −  olsun.  O halde ( )vekl=−1α  dir.                                

( ) ( )( ) 1, =veue klij özelliğinden ve ( ) abbaba 11, −−=   den, 

 

( )( ) 1, 1 =−αueij  

 

( ) ( ) 1−− αα ueue ijij =1 

 

( )uee ijij =−1αα   elde edilir.    
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Durum 2:  i,j,k farklı ve  mPv ∈  için =α   ( )vekl −   olsun.    

( ) ( )( ) ( )uveveue ikjkij =,   özelliğinden ve ( ) abbaba 11, −−=   den, 

 

( )( ) =−1,αueij   ( ) ( ) 1−− αα ueue ijij = ( )uveik      

( )uee ijij =−1αα ( )uveik  

elde edilir. 

 

Durum 3: i,j,k farklı ve  mPv ∈  için  α= ( )vekl −  olsun.          

1 ,i j m≤ ≤  ve farklı ,i j  için, ijε ,  (i,j) bileşeni 1, diğer bileşenleri 0 olan mxm 

tipindeki matrisi göstersin. Burada ( ) ijij uIue ε.+=  ve mu Ω∈  dir.  Eğer  j=k ise, 

ijε . klε = ilε   ve  j≠k ise,  ijε . 0=klε  ile gösterilir. 

Fakat 

( ) ( ) ( ) jijjiiijij uvvuuIue εεεεαα 21 . −+−++=−  

dir. 

 

Durum 4: α=  ( )veij −  veya  α=  ( )kje v−    olsun.       (k≠  i) 

 

          ( ) ( )1
ij ije u e uα α − =            (*) 

 

          ( ) ( ) ( ) jijjiiijij uvvuuIue εεεεαα 21 . −+−++=−         

 

Durum1 in sonucundan ve   Durum 4  ün (*) dan 

( ) ( ) mjijjiiij HuvvuuI ∈−+−++ εεεε 2.  olduğunu göstermek yeterlidir. ,θ    

( )NFm nin  IA endomorfizmi;  

 

 ( ) ( ) ( )uvxvuxx jii
21 −+++=θ  
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 ( ) ( ). . 1j i jx x u x vuθ = + −                               

             ( ) kk xx =θ   k≠i,j 

 

koşullarını sağlasın. Buradan ,θ ( )NFm  nin IA-otomorfizmidir.  ( ) ( )ijm I θθδ +=  

den, ( ) 1−= ααθδ ijm e  dır. 1−αα ije mH∈  dir. Önerme3.1.5 (1) den ( ) 1
ij me u Hα α − ∈  

dir. Bu yüzden 

 

 ( ),F m mE m HΩ ∈  

 

dir. ( ),F m mE m HΩ ⊆  ve  ( ),F m mE m HΩ ∈   den; 

      ( ),F m mE m HΩ =  

dir. Böylece istenen sonuç bulunmuş olur. 

  

         ( ) ( )( )NFIAKmGL m∩, ={1} ve ( )( )NFIA m ,   ( )( )NFAut m  nin normal alt grubu 

olduğundan ( )( )NFAut m ,  ( )( )NFIA m  ile ( )KmGL , ’nın semi direkt çarpımıdır.  

( )( )mAut F U ≅ ( )( )mIA F U ∝ ( ),GL m K  dir. 

Böylece ( )mF Nα∀ ∈ için,  α= goθ    olarak tek bir şekilde yazılır. ( ( )( )NFIA m∈θ ,  

( )KmGLg ,∈ ) ( )KmGL ,  nin  mP  üzerine cebir otomorfizmlerinin bir grubu olarak 

sol etkisi vardır. ( ) ( ),ijg g GL m K= ∈  ve mPf ∈  için,  ( )KmGL ,  nın mP   üzerindeki 

etkisini fg∆  ile gösterelim. 1,...,j m=  için, 

1

m

j ij i
i

g x g x
=

∆ = ∑     

olsun.   ( )KmGLb ,∈  ve ,θ  ( )NFm  nin bir IA-otomorfizmi olmak üzere   

( ) ( ) 11 −− ∆+= bbbIbb ijm θθδ oo     

dir.  
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3.2. Otomorfizmler 

 

        ( )mN xxF ,...,2 , { }mxx ,..,2  tarafından üretilen ( )NFm  nin  Leıbnız alt cebiri olsun.  

Her  f ∈ ( )mN xxF ,...,2  için    ( )NFm  nin fT endomorfizmini,  i=2,…,m olmak 

üzere, 

 

( ) fxxT f += 11       ( ) iif xxT =   

      

ile tanımlayalım.  Burada  fT  nin tame otomorfizm olduğu açıktır. 

    ( ) jmN xxF ,...,2 , toplam derecesi j olan 2 ,.., mx x   de tüm Leibniz monomialleri 

tarafından gerilen ( )mN xxF ,...,2  nin vektör alt uzayı olsun.  

nfff ++= ....1   olsun.    ( )( )njxxFf jnNj ,...,1,..,2 =∈     O zaman ( )KmGLT f ,
1

∈  

ve 
mfff TTT oo ....

1
=   dir. Böylece T f  homojen toplam derecesi en az 2 olmak üzere 

fT  ve  ( ),GL m K  tarafından üretilir. 

∀ ( )KmGLg ,∈ için, ( ) ggTgTg ff oooo 1−= olduğundan T alt grupların bir çarpımı 

olarak  

 

T= ( ) ( ) ( )( ) ( )KmGLxxFfKmGLggTg
k

kmNf ,.,...,,,:
2

2
1 Uoo

≥

− ∈∈  

şeklinde yazılabilir. 

    IT ,  ( )NFm   nin tüm tame IA –otomorfizmlerini gösterelim. 

 

  IT = ( )( )NFIAT m∩   ve   ( ) { }1, =∩ KmGLIT  olduğundan, 

 

IT = ( ) ( ) ( )( )Uoo
2

2
1 ,...,,,:

≥

− ∈∈
k

kmNf xxFfKmGLggTg  

dır.                                          
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Lemma 3.2.1: ,π  { }m,..,1 , üstünde bir permütasyon için πα  , ( ) ( )ii xx ππα =      

mi ,....,1=      ile tanımlı  ( )NFm     nin    bir otomorfizmi olsun.m≥2, 

maa ,...,1  negatif olmayan rakamlar 1...1 ≥++ maa   için,  ( )maa ,...,1
θ  ,  ( )NFm    nin   

  

( )maa ,...,1
θ ( ) ma

m
a xxxxx ...1

1211 +=  

( )maa ,...,1
θ ( ) ii xx =    2≥i   

   

koşulunu sağlayan IA- otomorfizmi olsun. 

                             

(I)    ( )( ) ( )m

m

a
m

a
aam xxe ...1

1 121,..., =θδ                                                                     

(II) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )m

m

a
m

a
aam xxe ππππππ αθαδ ...1

1 112
1

,.., =−oo ve 

( )( ) ( ( ) )1

1

1 1
21 1,.., ... m

m

aa
m ma ag g g e g x x gδ θ − −= ∆o o    ( )KmGLg ,∈∀  

 

İspat:   (I)   ( ) ijm I θθδ +=      olduğundan 

                  

             ( )( ) ( )m

m

a
m

a
aam xxe ...1

1 121,..., =θδ         

                    

(II) ( ) ( ) 11 −− ∆+= bbbIbb ijm θθδ oo    olduğundan ve (I) de 

 

          ( )( ) ( ) ( )( ) 1
121

1
,..., ...1

1

−− = ππππππ αααθαδ m

m

a
m

a
aam xxeoo  

                                                                  

          ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1

1
1 2 1,..., ... m

m

aa
m ma a I x xπ π π π π πδ α θ α ε− = +o o                                     

                        

          ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )m

m

a
m

a
aam xxe ππππππ αθαδ ...1

1 112
1

,.., =−oo                                 

                                                     

ijε  ;    ( ) 1, =ji , diğerleri =0 olan mxm tipindeki matrisleri gösterir. 
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( )( ) ( ( ) )1

1

1 1
21 1,.., ... m

m

aa
m ma ag g g e g x x gδ θ − −= ∆o o          

( )KmGLg ,∈∀   için, m bir pozitif sayı olsun. mH  nin her elemanı ijfI +  şeklinde  

yazılabilir. mijf Ω∈ , ( )KmGL ,   nın  mH  üstündeki sol etkisi şöyle tanımlansın: 

 

ijfI + mH∈ ,   ( )NFmf ,θ     nin IA-otomorfizmi ve ( )
1

m

f j j i ij
i

x x x fθ
=

= + ∑  olsun.                                                       

( ) ijfm fI +=θδ  dir. ( )KmGLg ,∈ ,   ijfI + mH∈   için  

 

( ) ( ) ( )1−=∗=+∗ gggfIg fmfmij ooθδθδ          

( )( )NFIA m∈ψθ ,    için, 

 

( ) ( )( ) ( )( )ψδθδψθδ mmm ggg ∗∗=∗ o  

     

mH  nin ( )KmGL ,  ile semidrekt çarpımını   mλ  ile gösterelim. 

                                                                                                    

( )( ) mmm NFAutX λ→:  

       : ( )( ),mg gα θ δ θ= →o                                        

                

Burada ( )( )( ) ( )KmGLgNFIA m ,, ∈∈θ  dir. 

  

mX , bir grup monomorfizmidir (Yani birebir demektir.) 

 mX ’nin örten olduğunu iddia edebiliriz. Gerçektende, ( ) mij gI λψ ∈+ ,   olsun. 

( ), mF Nψ ’nin IA-endomorfizmi ( ) ∑
=

+=
m

i
ijijj xxx

1
ψψ   şeklinde düşünelim. 

( ),m mH SL m P⊆  ve ij mI Hψ+ ∈  olduğundan ( ) 1det =+ ijI ψ  dir. Önerme3.1.5 in 

(1) den, ( )( )mIA F Nψ ∈  elde edilir. gα ψ= o olsun. ( ) ( ),m ijX I gα ψ= +  olduğu 

açıktır ve bu yüzden mX  bir izomorfizmdir. 
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Önerme 3.2.2:  2m ≥  için, 

      

        ( )( ):m m mAut F Nχ λ→  

        ( ) ( )( ),m mg gχ θ δ θ=o  

 

  dönüşümüyle, mχ  grup izomorfizmidir. (burada    ( )( ) ( )KmGLgNFIA m ,, ∈∈θ )   

  ( ) 22 , HITδ   nin bir özalt grubu ve böylece ( )NF2  wild otomorfizmlere sahiptir. 

 

İspat: 

=∆ 2 ( )IT2δ  olarak adlandırılır. Şimdi ( )22 ,2 PE⊆∆  olduğunu göstermeliyiz. Her  

( )KGLg ,2∈  ve ( )( )U
2

2
≥

∈
k

kN xFf   için  ( ) ( )2
1

2 ,2 PEgTg f ∈−ooδ   gösterilmelidir. 

nfff ++= ...2  olsun. ( ( )( ) njxFf jNi ,...,2,2 =∈  )  ( )
2 2... ...

nf f nT T x x f f= + + +o  

ve nfff ++= ...2  olduğundan  ( )
2

...
nf fT T x x f= +o  olup  

2
....

nf f fT T T= o o dir. 

Böylece  ( ) ( )1
2 22,fg T g E P

λ
δ − ∈o o  n,..,2, =λ  göstermek yeterlidir. Sabit 

{ }n,...,2∈λ  için ve   ( ) Kxxf ∈= −
λ

λ
λλ γγ ,1

22  dir. ( ) ( ) ( )KSLKDKGL ,2,2,2 =                                             

burada D(2,K) diagonal matris grubudur ve SL(2,K)=E(2,K) dir,(diagonal matris 

köşegenler hariç tüm elemanları 0 olan matristir.) 

( ) { }0,. 1 Kaaadiagd ∈= −   olsun.  

                                  

(1) …   ( ) ( ) 11
2

1
21

1
2

−−+−− = dxadedTd f
λ

λ
λ γδ

λ
oo  

   

        ( ) ( )1
2

1
21

1
2

−+−− = λ
λ

λ γδ
λ

xaedTd f oo ( )22,E P∈  

                                     

     ( ) { }0,12
Kkkeg ∈=   olsun. 

                                                                                   

( ) ijf aIgTg +=−1
2 ooδ  
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2

11 21 12 22, , ,a kB a B a k B a kBλ λ λ λ= = = − = − , ( )1
2

−∆= λ
λλ γ xgB

( ) ( )12 12ijI a e k e kλβ+ = −  olduğundan, ( ) ( )1
2 22,fg T g E Pδ − ∈o o  dir. 

                                                                    

  (2) ...Eğer  ( )21g e k=  ise ( ) ( )( ) ( )2
1

221
1

2 ,2 PExgegTg f ∈∆= −− λ
λγδ

λ
oo   dir. 

            

  (1) ve (2)  den , ( )22 ,2 PE⊆∆ dir. ( ) ( )2,2 PSLaA ij ∈=  olsun. 

2122
2
121

2
2122111 1,,,1 xxaxaxaxxa −=−==+=  ise, ijA I π= +  olup    2HA ∈    dir. 

                                    

( )22 ,2 PE⊆∆ nin alt grubu olduğundan ( )IT2δ , 2H  nin tam alt grubudur. Bu matris  

( )( )NFAut 2  nin θ  wild otomorfizmine karşılık gelir ve şöyle tanımlanır: 

                                         

( ) [ ] [ ]11221111 ,,,, xxxxxxxx −+=θ  

 

( ) [ ] [ ]2 2 1 2 2 2 1 2, , , ,x x x x x x x xθ = + −  

 

Önerme 3.2.3: m≥3 için, ( )ITmδ , ( ) 1
221 ...2 −∆ gxxgge ma

m
a   tarafıldan üretilir. Burada 

( )KmGLg ,∈  ve maa ,...,2  negatif olmayan, 1...2 ≥++ maa  sayılar. 

 

İspat : mA ,  ( ) 1
221 ...2 −∆ gxxgge ma

m
a    tarafından  üretilen bir grup olsun. 

                           

                    ( )( ) ( ( ) )1

1

1 1
21 1,.., ... m

m

aa
m ma ag g g e g x x gδ θ − −= ∆o o     

                                   

 olduğundan ( )dirITA mm δ⊆ . 

{ }m,....,1  üstündeki bir π  permütasyonu için  πα , ( )NFm nin               

( ) ( ) mixx ii ,...,1, == ππα   

şeklinde tanımlanan otomorfizmi olsun. 
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   ( )( ) ( ) ( )( ) 1
121

1
,.., ...1

1

−− = ππππππ αααθαδ m

m

a
m

a
aam xxeoo    

 

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )12121
1

,.., ...1

1 ππππππ εαθαδ m

m

a
m

a
aam xxeI +=−oo  

 

    ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )m

m

a
m

a
aam xxe ππππππ αθαδ ...1

1 112
1

,.., =−oo  

 

Buradan, ( ) ( )( ) 1
121 ...1 −

ππππ αα ma
m

a xxe = ( ) ( ) ( ) ( )( )ma
m

a xxe ππππ ...1
112   olduğundan,   

( ) m
a

m
a

k Axxe m ∈...1
11      olduğu elde edilir. ( ), mF Nθ  nin  

 

    ( ) ( )mk a
m

a
k

a xxxxxx ...... 2
2211 +=θ , ( ) ii xx =θ              ( )2≥i   

   

şeklinde tanımlı    tame otomorfizmi  olsun. 

( ) ( ) ( )2 2, , , 2k k j jx x x x x x jπ π πα α α= = = ≠  için, 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1
1 1 22 .... .... ......k m ma a aa a

m k k mk me x x x e x xπ π π ππ π πδ α θ α α α− −= =o o  

       

( )KmGLg ,∈  için , 

 

( ) ( ) ( )2 1
1 2 .... , , hommaa

k m m mg e x x g omorfizmπ πδ α θ α δ−∗ = ∗ o o  

                               = ( ) ( )( )1−
ππ αθαδ ooo ggm  

                              =    ( ) ( )( )( ) 1
221 ......... 2 −∆ ππ απα ooo gxxxgeg mk a

m
a

k
a                       

 

Diğer yandan, ( ) ( ) ( ) 1
2121 ....... 22 −∆=∗=∗ gxxggegxxeg mm a

m
a

kkm
a

m
a

k θδ dir. Burada 

,k mFθ  nin ( ) ( ) ( )2
1 1 2 ... , , 2maa

k k m k i ix x x x x x x iθ θ= + = ≥  tame otomorfizmdir.  
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Bu yüzden, ( )2
1 2 ... maa

k m mg e x x A∗ ∈  dir.  u, ryy ,...,1  monomiallerin K- lineer 

kombinasyonu olsun. ( ryy ,...,1 { }mxx ,...,2∈ ). Yani, [ ]mxxKu ,...,2∈ dir. (sabit terim 

olmaksızın) { }mk ,..,2∈∀  ve u∀  için,  ( ), ,k u mF N ninθ ,                                                                                                               

 ( ) ( ), 1 1 ,. ,k u k k u i ix x x u x xθ θ= + =  ( )2i ≥    tame otomorfizmi olsun.                                                                   

( ) ( )uekukm 1, =θδ   dir. ( ) ( ) ( )( ),vueveue ijijij += özelliğini kullanarak; 

( ) ( ), 1 ,m k u k yy
e q yδ θ = ∏ , ryyu ....1∈ lerin bir lineer kombinasyonudur. Yani, 

1 1 .... r ru q y q y= + +  ve ryy ,...,1 { }mxx ,...,2∈  ,    Kq y ∈   dır.   ( )KmGLg ,∈  için, 

 

    ( ) ( ) ( )1
, , 1 ,m k u m k u y k yg g g g e q yδ θ δ θ −∗ = = Π ∗o o                           

 

 dır.  

 { }0
Kq ∈  için,    ( )NFmq ,β  nin    ( ) ( ) iiqq xxqxx == ββ ,11    otomorfizmi olsun. 

 

  ( ) ( )kmqrkq yye θδββ ∗=∗ −− 1
11

1 ,...,                    

                                  = ( )1 1...k re qy y  

olduğu açıktır. 1−= qq gh β  olsun. 

         

 ( ) ( )qkqmrk gyqyeg βθβδ oo1
11 ... −∗=∗  

                            = ( ) ( )( )111 −−−
qkqm gg βθβδ oooo  

 

                           = ( ) ( ) ( ) ( ) 11
1

1
1

1 .....
−−−− ∆ qrqkq gyygeg βββ oooo  

 

                           = ( ) 1
11 ..... −∆ qrqkq hyyheh = ( )1 1,....,q k rh e y y∗  

olduğu görülür. 
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Bu yüzden ( ) mrk Ayqyeg ∈∗ ...11  ve ( ),m k u mg Aδ θ∗ ∈  dir. 

 

mfff ++= ...2   olsun. ( )( )( ) mxxFf mN ,...,2,,...,2 =∈ λλλ )
mfff TTT oo ....

2
=  dir. 

2,..., mλ =   için, 

 

  λλλ mm fxfxf ++= ...22  yazabiliriz. Burada ,λkf  11 ,..., −λyy   monomiallerinin K- 

lineer kombinasyonu olsun. 

 

( ) ( ) ( )21 2 1.....m f m mT e f e f
λ λ λδ =  

 

{ }içinmk ,...,2∈∀ , ( ),
kf mF N

λ
θ ’nin 

                          

  ( ) λλ
θ kkf fxxx

k
+= 11       ( ) iif xx

k
=

λ
θ    

şeklinde tame otomorfizmi olsun. ( ) ( )λλ
θδ kkfm fe

k 1=  dır. 
2

....
mf f fT T T

λ λ λ
= o o  

olduğundan, 

 

( ) ( ) ( )λλ
λ

δ mmfm fefeT 1221 .....=  

              = ( ) ( )
λλ

θδθδ
mfmfm ......

2
 

             = ( )
λλ

θθδ
mffm oo ...

2
 

 

dır. ( )KmGLg ,∈ için, 

 

( ) ( )( ) ( )( )
mfmfmfm ggTg θδθδδ

λλ
∗∗=∗ .......

2
  dır.  ( ) mukm Ag ∈∗ ,θδ   den,   

( ) mfm ATg ∈∗
λ

δ    ve    ( ) mfm AgTg ∈−1ooδ   elde edilir. Böylece   ( ) mm AIT ⊆δ ,  

( )ITA mm δ=  dir. 

 

Teorem 3.2.4:  ( )( )mIA F Nσ ∈ ,  2m ≥  ve  ( )1 1 2 1.x x x xσ = +   , ( )i ix xσ = , ( 2i ≥ ) 
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ve   ( )( ), mE IA F Nσ   nın tüm  1g gσ −o o ,  ( )( ),g GL m K∈  tarafından üretilen alt  

grubu olsun.  3m ≥ için,  ( )( ),m mIA F NΓ ’nın  IT ve δE   tarafından üretien alt  grup 

olsun.  

       

        (I)  i≠j için,  { },,...,1, mji ∈  ( ) ( )mm
a

m
a

ij gxxgge m Γ∈∆ − δ1
1 ....1   

( ),, KmGLg ∈∀ 0,...,1 >maa ,  1...1 ≥++ maa  dir.                                                                   

      (II)    ( ) ( )mFmm mE Ω=Γ ,δ . 

 

İspat:  (I) m≥3 için,    ( ) mmm ∆=Γδ   diyelim. İddiamızı m üstünde tümevarım 

kullanarak gösterelim.  m=3 için  a,b,c pozitif tamsayı ve a+b+c≥1 olmak üzere, 

                                    

    ( ) 332121 .. ∆∈cba xxxe   olduğunu  gösterelim: 

 

  c=0   olsun. 3Γ⊆IT   olduğundan, ( ) ( ) 3231123 ∆∈ba xexe    1, ≥ba için; 

( ) ( )( ) ( )xyeyexe ikjkij =,  özelliğinden, tüm pozitif ,a b  tam sayıları için 

( ) ( )( ) ( ) 32121231123 , ∆∈= baba xxexexe dir. 1,0 ≥= ba  için , ( ) ,. 2311,2
b

b xxxxT +=    

( ) iib xxT =,2   ( )2,3i =  , ( )3F N  tame IA-otomorfizmi olsun. ( ) TKGL ⊆,3     

olduğundan, ( ) ( ) ITeTe b ∈− − 11 23
1

,223 oo  dir. 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 23 2, 23 21 23 31 2 231 1 1 1b
be T e e e e x eδ − = −o o  

                                           

                                            = ( ) ( ) 3231221 . ∆∈− bb xexe  

dir. 

 

( ) 3231 ∆∈− bxe   olduğundan,  yukarıdan   ( ) 3221 ∆∈bxe  olduğu elde edilir. 0,1 =≥ ba   
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ve ( ) ( ) ( )1 1, 2 3, 3 2π π π= = =  olacak şekilde permütasyon olsun. Lemma3.2.1 (II) 

den, ( ) ( ) 3131
1

3 ∆∈=− xeππ ασαδ oo  dir. ( ) ( )( ) ( ) 3
2

121131123 , ∆∈= xexexe  olur. ,2σ    

( ) 2
12112 xxxx +=σ ,  ( ) ii xx =2σ ( )2,3i =   ( )NF3  nin IA-otomorfizmi 

olsun. Lemma3.2.1 (II) den, ( ) ( )1 2
3 31 1 3e xπ πδ α σ α − = ∈ ∆o o ve bu 

yüzden ( ) ( )( ) ( ) 3
3

121
2

131123 , ∆∈= xexexe dir. Bu şekilde devam edersek 1a ≥  için, 

 

           ( ) 3121 ∆∈axe     

elde edilir. Negatif olmayan a,b ve 1≥+ ba  için,  ( ) 32121 ∆∈ba xxe  olduğu elde 

edilir.  1c ≥  olduğunu farz edelim. ( ) 32121 ∆∈ba xxe  olduğundan, Lemma 3.2.1 (II) 

den, 

 

      ( )ba xxe 3131   , ( ) 3322123 ∆∈ab xxe   

 

elde edilir.  

 

  Her pozitif ,a b için ) (( ) 3221121 , ∆∈ba xexe  olduğundan, Lemma3.2.1 (II) den, her 

pozitif c tamsayısı için, ( ) ( ) 3223131 , ∆∈cc xexe  elde edilir. 

 

              ( ) ( )( ) ( ) 3321213131223 , ∆∈= bcabac xxxexxexe  

 

             ( ) ( )( ) ( )23 2 3 31 1 21 1 2 3 3,b a c c b ae x x e x e x x x= ∈ ∆   

 

olduğundan, negatif olmayan , ,a b c  tamsayıları 1a b c+ + ≥  için, ( ) 332121 ∆∈cba xxxe  

elde edilir. 

Lemma3.2.1 (II) den,  1 , 3i j≤ ≤  i j≠  için, ( ) 3321 ∆∈cba
ij xxxe elde edilir. 

cbaT ,, , ( )NF3   nin IA- otomorfizmi       ( ) ( ),. 321,,
cba

ijjcba xxxxxxT +=           
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( ) kkcba xxT =,, , ( jk ≠ ) koşullarını sağlasın ve ( )KGLg ,3∈  olsun. 

( ) =cbaT ,,3δ ( )cba
ij xxxe 321  olduğundan,  3,, Γ∈cbaT  elde edilir. 3

1
,, Γ∈−gTg cba oo  ve  

( ) ( ( ) )1 1
3 , , 1 2 3

a b c
a b c ijg T g g e g x x x gδ − −= ∆o o olduğundan,

( ( ) ) 1
1 2 3 3
a b c

ijg e g x x x g −∆ ∈ ∆  elde edilir. (Burada { }, 1, 2,3i j ∈ ve i j≠ , a,b,c 

negatif olmayan tamsayı ve 1a b c+ + ≥  dir.) 

                                                                                                                                          

m≥4 olduğunu farz edelim ve tüm negatif olmayan  1 1,..., ma a −  ve 1...1 ≥++ maa  

için ( ) 11121
11 ... −− ∆∈−

m
a

m
a mxxe  olsun. ( ) m

a
m

a mxxe ∆∈−
−

11
1121 ...  olduğundan, tüm pozitif 

ia tamsayıları için, 1,..., 1i m= −  olup, ( ) m
a

i
ixe ∆∈21 olduğu elde edilir. Lemma3.2.1 

(II) den, 

 

( )11 2
2 2 1. .. maa a

m m me x x x −
−      ,    ( )11 2

1 1 1... maa a
m m m me x x x −

− ∈ ∆  

 

elde edilir. Her pozitif a tamsayısı için, ( )axe 121  ve ( ) m
axe ∆∈221  olduğundan, 

Lemma3.2.1 (II) den, ( )a
m xe 11 ve ( ) m

a
m xe ∆∈22  elde edilir. 

   

      ( ( ),22
a

m xe ( ) )121
111 ... −

−
ma

m
a

m
a

m xxxe = ( )1
21 1 2 ... maa a

m me x x x ∈ ∆  

  

ve 

( ( )12 1
2 2 1... ,maa a

m m me x x x−
− ( ) )a

m xe 11 = ( ) m
a

m
aa mxxxe ∆∈...21

2121  

 

olduğundan, ( ) m
a

m
aa mxxxe ∆∈...21

2112 elde edilir. Lemma3.2.1(II)den, her 1 ,i j m≤ ≤  

i j≠  ve  negatif olmayan 1 ,..., ma a  1 ... 1ma a+ + ≥  için, ( ) m
a

m
aa

ij
mxxxe ∆∈...21

21  dir.                         

( )maaT ,..,1
,  ( )NFm  nin IA otomorfizmi,  ( ) ( ) ( ),..... 1

1 1,.....,
m

m

a
m

a
ijjaa xxxxxT +=  k j≠ için 
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( ) ( ) kkaa xxT
m

=,.....,1
 koşullarını sağlasın.  m=3’e benzer durumda, { }, 1,..., ,i j m i j∈ ≠  

için, ( ( ) ) m
a

m
a

ij gxxgeg m ∆∈∆ −1
1 ...1  elde edilir. 

(II)  Önerme3.1.5 den, ( )( ) ( ),m m F mIA F N H E m≅ = Ω ve ( )( )NFIA mm ⊆Γ   den  

( ),m F mE m∆ ⊆ Ω olduğundan,  ( ) mmF mE ∆⊆Ω,  olduğunu göstermek yeterlidir.  İlk 

olarak, mu Ω∈  ve  ( )kn
mkd Puuuu ∈++= ,...1 bazı kn  için ve 11 .... dn n≤ < <  için, 

( )ij me u ∈ ∆  olduğu gösterilmelidir. (I) den,  ( ) m
a

m
aa

ij
mxxxe ∆∈...21

21  dir. Burada 

1 ,..., ma a negatif olmayan tamsayılar, 1...1 ≥++ maa  dir. 1,...,1 ≥maa  için, 

ma
m

a xxx ...1
1= ,  kx  = ka

kx den x  silerek elde edilen bir monomial olsun. { }0
Kq ∈  

için, ( )ninNFmkq ,,α , 

 

( ) ,., kkkq xqx =α   ( ) ,., iikq xx =α kl ≠,  

 şeklindeki otomorfizmi olsun. ( ) ( )1
,q k ik k ik ke x e qxα − ∗ =  olduğundan, ( ) mkik xqe ∆∈  

dir. 

(I) den, ( ) m
a

kkj
kxe ∆∈ , ( )ik ke qx ( )ka

kj ke x =  ( ) mij qxe ∆∈  elde edilir. 

( ) mij ue ∆∈−1.. αα  ( )mPmE ,∈α ,  jiu m ≠Ω∈ ,  olduğunu göstermeliyiz. 

( ) mmij uue Ω∈∆∈ ,  olduğundan, her ( ),g GL m K∈  için, 

 

        ( ) mij guge ∆∈−1  

 

 elde ederiz. ( ) { }( )jimjiKmGLg ≠∈∈ ,,...,1,,, . ( )mPmE ,∈α  ve 1... ,rα α α=     

( ) ( ),iiiii wEqE=α   ( )mii wKq Ω∈∈ ,   olsun. rk ,...,1=  için, ( ) ( )kkk qEqEg ....11=   

olsun. Daha önceki, 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )rrrrrrrr aEaEaEaEvEaEaE

aEaEvEaEaEaEvEaE

.................... 11
1

1111

1
11

1
22222211

1
111111

−

−−−=α
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özelliğinden, 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1 1

1 0

r r

ij k k k r ij r r r r rk
k

e u g E g g e u g g E w gw λ λ λ λ
λ

α α
−

− − − −
− − − −

= =

   
= −   

   
∏ ∏  

elde edilir. ( ) mij ue ∆∈ olduğundan, ( ) mij ue ∆∈−1.. αα elde edilir. Bu yüzden 

( ) ( ) ( ), , ,F m m m m F mE m E mδΩ ⊆ ∆ Γ = Ω  dir. 

 

Teorem 3.2.5: 3m ≥  için, ( )( ) ,mAut F N T σ=  dir. Burada σ , ( )mF N  nin, 

1 1 2 1: .

: i i

x x x x

x x

σ → +

→
 

IA-otomorfizmidir. Aynı zamanda  σ  wild otomorfizmdir.  

 

İspat: 3m ≥  için, ı
m∆  ( )mSL m,P  nin ( ) 1

21 1ge g x g −∆  ve ( )2 1
21 2 ... maa

mge g x x g −∆  

tarafından üretilen alt grubu olsun. Burada ( ),g GL m K∈  ve 2 ,..., ma a  negatif 

olmayan rakamlar 2 ... 1ma a+ + ≥  dir. Teorem 3.2.4 ün ispatından, 

ı
m∆ = ( )m mδ Γ = ( ), .F mE m P dir. ,H T σ=  ve ( )( )mIH H IA F N= ∩  

olsun. ( ) { }, 1GL m K IH∩ =  olduğundan, ( )1 : ,IH IT g g g GL m Kσ −= ∈o o  

olduğu elde edilir. Lemma 3.2.1 ve Önerme 3.2.3 den ( ) ( )ı
m m m mIHδ δ= ∆ = Γ   

olduğu görülür. Önerme 3.1.5 den, ( )( )mIH IA F N=  olduğu elde edilir ve bu 

yüzden ( )( ) ,mAut F N T σ=  dır. 

( )( )m Lie
F N , 1,..., my y  tarafından üretilen 2. dereceden serbest nilpotent Lie cebiri 

olsun. 

( )m mF F N→ → ( )( )m Lie
F N  

cebirlerinin dogal homomorfizmi  

( )m mAutF AutF N Aut→ → ( )( )m Lie
F N  

otomorfizm gruplarının dogal homomrfizmini belirler. 
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σ  nın wild olduğunu gösterelim: 

σ , ( )mF N  nin tame otomorfizmi olsun. mF  nin bir 0σ  tame otomorfizmi vardır. 

( )( )mAut F Nσ ∈  ve  1σ ∈ ( )( )m Lie
Aut F N  tame otomorfizmlerine dönüşür. 

[ ]1 1 1 2 1: ,

: i i

y y y y

y y

σ → +

→
 

tanımlansın. Bryant ve Drensky nın sonucu ile bu bir çelişkidir. Bu sonuca göre, her 

1m >  için,  1σ ,  ( )( )m Lie
F N  nin bir wild otomorfizmidir. 

 

Not: 1)Teorem 3.2.5 den, 3m∀ ≥  için tanımlanan ( )( )mF N  nin σ  otomorfizmi 

2m =  için de wild otomorfizmdir.. 

 

2) ,a b pozitif tamsayılar olmak üzere ( )21 1 2
a be x x  den, ( )mF N  nin  

[ ] ( )1 1 2 2 1 1 2 1 2, , .

i i

x x x x x x x x x
x x

→ + = +

→
 

otomorfizmi  2m∀ >  için tame dir. m=2 için, bu otomorfizm 2F  nin Abdykhalikov 

et al (2001) tarafından keşfedilen wild otomorfizmi tarafından belirlenir ve  ( )2F N  

nin bir otomorfizmi olarakda wild olup olmadığı ilginçtir. 

mF  nin otomorfizmi  

[ ]1 1 2 2 1, ,

i i

x x x x x

x x

 → +  
→

 

2m∀ >  için, tame dir. Bu otomorfizm, 

[ ]3 3 2 1: ,
, 3i i

x x x x
x x i
ϕ → +

→ ≠
               

[ ] [ ]1 1 2 3 3 2: , ,
: , 2i i

x x x x x x
x x i

ψ → + +

→ ≥
 

tame otomorfizmleri olmak üzere yukarıdaki otomorfizm 1 1ϕ ψ ϕ φ− −o o o  e eşittir. 

3) Eger ( )F N∞   X üzerinde serbest sol nilpotent Leibniz cebiri ise, Önerme 3.2.2 

aşağıdakileri sağlar. 

( )( ) ( ) ( )( ),Aut F N GL KX K IA F N∞ ∞= ×  
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Burada ( ),GL KX K , X bazıyla KX vektör uzayının tersinir lineer dönüşümlerinin 

grubu ve ( )( )IA F N∞ , tüm ( )F N∞   otomorfizmleri grubu, öyleki ( )F N∞  nin 

komutatör idealin modulune denktir. Eğer  Ω  [ ]P K x=  polinom cebirinin 

genişletme ideali ise, o zaman φ ∈ ( )( )IA F N∞  aşağıdaki koşulları  

( ) . , ,yx yx
y x

x x yφ φ φ
∈

= + ∈ Ω∑  ,x y X∈    (*) 

sağlar. 

.
x X

M x P
∈

= ∑ , X üreteç kümesi ile serbest sağ P-modül olsun. Yukarıdaki (*) 

koşulundan, M nin bir P-modül endomorfizmi olarakta tanımlanır. (*) özelliğinden, 

( )F N∞ ’nin φ  endomorfizmi otomorfizmdir ⇔ M de buna karşılık gelen 

endomorfizm otomorfizmdir. ( ),GL KX K ’in  M  nin  yukarıda (*) da tanımlanan 

otomorfizmi üstündeki etkisi Önerme 3.2.2 dekine benzer yolla tanımlandı. ( )F N∞  

nin otomorfizmleri,  X serbest üreteç kümesi tarafından üretilen F serbest Leibniz 

cebirinin otomorfizmleri tarafından belirlenen  otomorfizmlerdir ya da Serbest non-

assosyatif cebirlerin otomorfizleri tarafından belirlenen otomorfizmler gibidir. Bu iki 

tanımın farklı olup olmadığını ve ( )F N∞  nin sonsuz X  kümesi için wild 

otomorfizmlere sahip olup olmadığını henüz bilemiyoruz. 
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