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1. GIRIS Esen HANAC

1. GIRIS

K bir cisim, g, [ ] braket carpimi ile bir K- cebir olsun.
X,y,zl g icin,

(x[y.zll =[xy} 2]- [x.2].y]
olacak sekildeki Leibniz 6zdesligi saglanyorsa, g bir sag Leibniz cebiri
[x y}.2l=[xly.]]- [v.[x.2]

Ozdesligi saglamyorsa, g bir sol Leibniz cebiridir.

[x, x] = 0olsun. Bu durumdaher x,yl g icin,

[x+y,x+y]=0
[ X+ [y, y]+[x y] +[y.x] =0

ve buradan
[x.y]=-[y.4

dr. Bu bzelligi

[(x[y.zll =[xyl 2- [x.2].y]

olacak sekildeki L eibniz ozdesligine uygulayalim.
[x y1.2]- [[x.2].y]- [x[y. 4] =0

[x vl 2+ [z y]+[y.Z ¥ =0

elde edilir. Bu ise Jacobi 0zdesligidir. Dolayisiyla Lie cebirleri, Leibniz cebirlerinin

bir 6zel durumudur.

Ornek 1: Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir.
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Ornek 2: K bir cisim ve A bir birlesmeli K-cebiri olsun. D: A® A doniistmii
D(a(Db)) = DaDb = D((Da)b)

kosulunu saglayan bir dontisim olmak tGzere, A min bir bilineer donistm:
[]:A” A® A

[x. y]=x(Dy)- (Dy)x

seklinde tammlansin. Bu durumda A nin bu donisiimle Leibniz cebiri oldugunu

gosterelim:

[x.[y.zll = x(Dly.2])- (By. Z])x

= (DyDzz- DZZDy)- (DyDzz- DZZDy)X

=X DyD) (DZDy) (DyDz)x+(DZDy)x
=x(DyDz)- (DyDz)x- (x(D2Dy)- (DDy)x)

xDy)Dz- (Dyx)Dz- ( (xDz)Dy - (D2x)Dy)
(Dy)- (Byx) )oz- (( (xD2)- (D) DY)
[x yl]- [x.2]y]

(
(
(
(x )Dz Dy(sz) ((xDz)Dy- Dz(Dyx))
(
(

dir.
Tamm 1.1: R bir halka, A bir sag, B bir sol R-modil olsun. h: A" B® T bilineer

ve dengeli fonksiyonu var olsun. C bir R-modil ve f:A” B3® C bilineer ve

dengeli ve
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A  B¥%¥%® C
h =z f
T

olacak sekilde f:T® C varsaT R-modiiliine A ile B nin tensor carpimchr denir ve

T = AA B ile gosterilir.

Tanm 1.2:
V bir K cismi Uzerinde vektor uzay: olsun. Bir k pozitif sayist igin, k-inc1 dereceden
V nin tensor garpimi:

TH(V)=Vi=v ..V

k kez carpimichr. Bu vektor uzayin tensor cebiridir.

[--]. ileT(v) tstiindeki Leibrz braketini, [- -] ile T(V) Gistiindeki Lie braketini

gosterecegiz.
[a,b] = ab- ba Lie braketi igin

Lo lvev,] o] v = A LAY,
g:9(V)® g(V) donistimi de

alv, ALAV )= v v,) v ], ]
dir.
Eger B, A Leibniz cebirinin alt uzay: ise, n3 1 i¢cin B" ve B alt uzaylar su

sekilde taumlanr:

ve
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dir.

Lemma 1.3: A bir Leibniz cebiri ve B, A min bir alt uzay ise,

()B™B" I B™ mn31

(i) B,=B" ,n31

Ispat (Ayupov ve Omirov,1998) : B = A durumunda, her A" alt uzayi, A mn hem
sag hem sol idealidir. Lemmal.3 in (i) den, A" nin sol ideal oldugu agiktir.

Buradan A"Al A™ [ A",n3 1 sonucunavarilr.
Lemma1.4:V, X baz ile bir vektor uzay: olsun.
T(V)=VAV*2A _AVA"A ..
tensor modull asagida tammlanan 6zellikler ile V Uizerinde serbest Leibniz cebiridir.
M[xv]=xAv xI T(V) viv

(i) [x, yAv] = [XA y,v]- [xAv,y]

"x yl T(V), viv

ispat: ispata 6nce T(V) nin Leibniz cebiri oldugunu gostererek baslayalim. R bir

halka T (V) bir R-cebir olsun.

T(V)=VAV*2A _AVA"A ..
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A =V,A =V A =VA™ olmak tzere A xA I A .  oldugundan

T(V) derecelendirilmis cebirdir. Dolayisiyla lemmanin ispatinda tiimevarim

kullarilabilir. Sagdan carpilan elemana z diyelim.

z1 VAVA2A LAvArt
icin Leibniz bagintisi saglansin.
Yani x,y1 T(V),zl VAV*2A _AvA™ticin

ex[v.zla=gx vl z8- dx2. v

dir. Simdi  zl V" adam. t1 VAL oyl v icin z=tA v dustnebiliriz. (ii) yi
kullanalim. Bu durumda

*[xly.2l=[x[y.tAv] =[x [y.t]Av]- [x[yAvt]
=gx[y.t]gA v- gxAv,[y.t]g- dx yAv] tg+gxAt]yA vy
=éx[y.t]JgA v- gxAv,[y.t]g- x yAV].tg+ dxAt], ygAv- gxAt]Av,yy

dir.

**[[x v} 2] =[xyl tAv]=[[x yt]A v- [[x y]A v.i]
=[xyl ] Av- [[x,yAv]t]- [xA v, y]]

s [x, 2] y] = [t Av] y] =[x t]A v, y]- [xA v,t],y]

b [x[y.Z]]- [[x vl 2 +[[x. 2] y] =0 esitligini (Leibniz eitlizi) elde etmek igin
elemanlar: yerine yazip gerekli sadelestirmeleri yaptigimizda

e[y, 2Zla- dx vl za+ dx 2] yu= @[y, t]aA v- gxAv[y.t]g+ gxAt] ygA v-
gdx y|.tgAv- gxAv,y]tg- §xAvt], vy
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esitligini elde ederiz. Buradan Av ortak parantezine alirsak

(éx,[y,t]g+éx,t],yg- gx y],tg)Av- (ng v[y.t]g- gxAv,y|.tg+ g xA v,t],yg)

elde edilir. x,yl T(V),tT VA™* icin Leibniz 6zdesligi saglandigindan parantez

icleri O olmalidir. Boylece
eu[y.2le- dxv].za+dx 2] yg=0
dir. Leibniz 6zdesligi saglanir.

Simdi de evrensel 6zelligi sagladigim gosterelim:
iV ® T(V) olacak sekilde icine bir déniistim ve q :V ® g (g,Leibniz cebiri)

olsun. Oylebir f:T(vV)® g donistimii vardir ki
V¥ T(V)
q Lf

g = fi dir. Burada

ve

flv, ALLAv)=[f(v,A..Av_ ) f(v,)]
dir.

g deki [,] tammu ile g bir Leibniz cebiridir.

f( (wAALAv, YAy, )=1(vAv,A. Ay ,v])(i)den
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:éf (VlAVZA ..... AVn_l)af(Vn)g

=f E; ..... £§§\Gj\éz],v%|§avh Ha """ \Ghl]’\418

olur. g bir Leibniz cebiri oldugundan, f (ii) 6zelligini saglar.
f([xyAv])=f([xy]Av)- f([xAv.y])

dir. Boylece T (V) evrenseldir ve buradan g(V) =T (V)diyebiliriz. Yani T (v),

V Uzerinde serbest Leibniz cebiridir.

Eger V bir boyutlu ise, x tarafindan dretilir ve T(V) = kx A k A LA kx" A ...
Bu durumda Leibniz yapisi

iXH-l’ J :1

s i’Xj\:’
BCXH ) s o

dir.
1.1. Leibniz Cebirlerinin Nilpotentligi

Bir g Leibniz cebiri verildiginde asagidaki diziler tanimlanabilir:

(n+1)

@ 9% =9g,9"" =¢9,¢" §

b g¥=g, g"l= g'g[“],g[”] H
© g'=9g, 9" =g9".9"f+ 89, 9" "f+...+ 80" . 9’ Y+ 89", 0' B
Tamm 1.1.1
a) Bir g Leibniz cebiri eger bir sT N icin g =0 oluyorsa sol nilpotent olarak
isimlendirilir.
b) Bir mi N icin g[m] = 0 oluyorsa g ¢ozilebilirdir. Bu tamsayilarin en

kiicigiine ¢ozillebilirlik indeksi denir.
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¢) ni N icineger g" =0 ise g ye nilpotent denir. Bu sekildeki en kiiciik sayrya
nilpotentlik indeksi denir.
d) Eger g ninsonlu her alt cebiri nilpotent ise g lokal nilpotent olarak
isimlendirilir.
Her xI g icin, r,:g® g, sag carpim 1, (z) =[z, x|, z1 g seklinde
tammlansin.r (g) ={r : x g} uzayr gr.r,g=r.r, - 1,1, ileLie cebiri olur. Bundan

baska, Moy = Ty = LN Ozdesligi, Leibniz 6zdesliginden elde edilir. Dolayisiyla

r (g) Lie cebirinin ¢ozulebilirligi ile g Leibniz cebirinin ¢gozulebilirligi denktir.

Teorem 1.1.2 ( Ayupov ve Omirov, 1998): Sonlu boyutlu bir g Leibniz cebiri
nilpotenttir U her xI g igin r, donisuimu nilpotenttir.

Teorem 1.1.3 ( Ayupov ve Omirov, 1998): g, bir sonlu boyutlu Leibniz cebiri olsun.
Bu durumda g ¢oziilebilirdir U g nilpotenttir.

Tamm 1.1.4: g, bir Leibniz cebiri olsun. g nin sag sifirlayan:

Z(g)={xT g:[9.4 =0}
seklindedir.

Teorem 1.1.5 ( Ayupov ve Omirov, 1998): g bir Leibniz cebiri olsun. %(g)

boltim cebiri , Z(g) sag sifirlayan olmak tizere bir Lie cebiridir.
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1.2. Leibniz Cebirinin Bir Bagka L eibniz Cebiri Uzerindeki Etkisi

Tamm 1.2.1: Rbir halka, M,N ve P R-modiiller olsun. M 3%43® N 3.%® P

modullerin bir dizisi ve f 0 g modul homomorfizmi olsun. Eger Kerg =Imf ise,

bu dizi N de tamdhr.
Tamm 1.2.2: R bir halka, A,B ve C R- modiiller olsun.

0® A¥%3® B¥%3%® C® 0

dizis ABveC detamise bu kisatam dizidir.Yani; a monomorfizm, b
epimorfizm ve Ima = Kerb dir.

Tamim 1.2.3: 0® A%3® B¥%%® C ® 0 modillerin bir kisatam dizisi olsun. Eger
bir f :B® AA C izomorfizmi igin;

foa=Il,bf't=m

ise 0® A® B® C® 0 kisatam dizisine, parcalanabilir kisatam dizi denir.

Yani;

0O® AR B®RC®O0

L,~ f~ 1.~
0® A® AAC®C® 0

kareler degismelidir.
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M ve g Leibniz cebirler olmak lzere,
[[-lig M®Mvel-]:M g& M
olacak sekildeki g nin M iizerindeki iki etkisi asagidaki Uc 6zelligi saglasin:
"ml Mvexyl g icin
i m[x vl =[[mx}y]- [[m y} ]
i [ [m,y]l =[x m},y]- [[x v} m]
ii. [x[y,mll =[xy} m]- [[xm]. y]
son iki 6zellik toplandiginda

v [x[my][+[x[y.m]=0

g nin M Uzerindeki bir temsili p : g ® EndM seklinde Leibniz cebirlerinin bir

homomorfizmidir ve yukaridaki U 6zelligi saglar.

0® g' F® g¥HA® g"® 0

Leibniz cebirlerin bir tam dizisi olsun. Eger pos= idg,, olacak sekilde bir
S g" ® g Leibniz morfizmi varsa bu dizi parcalanabilirdir. Buradaidg” ‘9" ® g"

0zdeslik fonksiyonudur.
g" nin g' ustindeki iki etkisini asagidaki sekilde yazalim:

Lo gee e =lsbe )il

Flergreg eox]=libe)she),

10
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Bu etkiler " x*,y"1 g" ve " x'1 g'icin, yukaridaki i, ii, iii 6zelliklerini saglar:

(l) gxl’éxn’yu HHZ %Xz’xlla’yng_ %Xl’yna’xllg

80<).&x') sy ), =G (x) s i, s )g- & (x).s(v' ), s )y

(“) gxll ’ gxl ’ yll HHZ %X” ’ Xl H’ yll 8_ %)(ll ’ yll H’ XlB

(). 8 (). s(v ), g =ge(x') i (x )y sy )g, - g(x'). s )y, i (¢ )g

é

() el )i, 2 =85l ()3 - S50 )i g ()2

11
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2. BiR LEIBNIZ CEBIRiNiN EVRENSEL ENVEL OPING CEBIRIi

K bir cisim, g bir K- cebir olsun. g' ve g', g yi sol ve sag Leibniz cebiri olarak
diisiinerek, g nin kopyalariolsun. xI g icinl T g' ver 1 g" dir.

Asosyatif ve birimli T(g' A gf) tensor K-cebirini distinelim. Her x,y| g iginl;

() Mey] = Ixfy = Tyl
(i) I[X,y] :Ixry - rylX

Giiy (o +1,), =0

bagintilarint saglayan iki tarafli ideal olsun.

Tamm 2.1: g, Leibmz cebirinin evrensel enveloping cebiri asosyatif ve birimli

| r
u(gye Tle'Ag)/
cebiridir.
Tamim 2.2: Bir C kategorisi A,B,C,... kimelerinin asagidaki kosullar1 saglayan bir

sinifichr.

(i) obj(C): C nin nesneleri (bos degil)
(ii) Her A,BT ObjC igin hom, (A B) kiimesinin elemanlarinaC kategorisinin

A dan B ye morfizmleri denir.
(iii) Her A/B,CT ODbjC igin

hom,. (A B)" hom, (B,C)® hom, (AC)
(f,g)® of

bileske islem vardir ve asagidaki 6zellikleri saglar:

13
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a) Bileskenin birlesme 6zelligi vardir. Eger f: A® B,g:B® C ve h:C® D
ise,

ho(go f) =(hog)o f

dir.
b) Her Al ObjC objesi icin, enaz bir 1,1 Hom. (A, A) vardir. Her BI ObjC
ve her f1 Hom. (AB) icin f.1,=f ve her gl Hom.(B,A) icin

1,.9 =g dir.

Teorem 2.3: g, Leibriz cebirinin temsillerinin kategorisi UL(g) Uzerindeki sag(sol)
modullerin kategorisine esittir.

Ispat: M, g nin bir temsili olsun. UL(g) nin, M k -modulii {istiinde bir sag etkisi g'
ve g' ile m.IX:[x, m] ve m. rX:[m, x] seklinde tammlansin. Bu etkiler, lineerlik
ve birlesme ile T(g' A gf) nin bir etkisine genisletilebilir. Temsilin i, ii ve iv
ozellikleri kullarmlarak (i),(ii),(iii) 6zelliklerinin saglandig: gosterilebilir.

M.y = [MIXY]]=[ImLyI-[[my].
=[m.r, ,y]-[mry X]
=(mr,)r, - (mr, ),
=m.(r,r, - r,r,)

Her migin saglanacagindan (i ) 6zelligi saglanir.

[ [m vl =[x m] y]- [[x y],m]
=[ml,.y]- mi,
Buradan,

[x, mryJ =ml,.r,-mip,
m.ry L, =ml,ry, - mly

Ml =mlr, - mry I,

14
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(i) saglanr.

[x [y ml]+[x [m.y] =0
|_X, meJ+[x, mryJ:O
m.ly.lx +mry,|x =0

m.(r, +I, )}, =0

Buradan (iii) saglanir. Boylece M bir sag UL(g) modul yapisina sahiptir. Diger yonu
gostermek icin 6nce bir sag UL(g) modil alinarak Uzerindeki etki g' ve g
Uzerindeki etkiye kisitlamr bu daM yi temsil yapar.

Onerme 2.4: 1:U(9g,.) AU(9,.) Ag® UL(g)
X®r,

1Ay ® |,
doniisimii bir U(g,,.) modil izomorfizmidir. Bu izomorfizmin altinda &nceki
modiil tin garpim yapisini, U (g,,.) nin carpim yapisi ve
(1A x)y=yA x+1A[x,y]
(1A y)(1A x) =- yA x xyl g
formdilleri belirler. Burada x ile, xI g nin 0. deki gorintisiini gosterecegiz.

Ispat: 1, =11, -1,

oldugundan,

Mux] = Mxlx = I =0

15
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dir. Buyiizden g', UL(g) icinde U(g,,.)’ eizomorf bir cebir iretir. Bu da

1 :U(9ue) AU (95) A g ® UL(g)
doénisuminin iyi tanimli oldugunu gosterir.

®:UL(g)® U(g,.)AU(g,.)A g

doénistmind
o(,)=x veo(,)=1Ay
seklinde tammlayalim. O,

(1A x)y=yA x+1A[x,y]

(1A y)(1A x) =- yA x
kullanlarak T(g' A g') ya genisletilmistir. Gergektende;

O(1) =[x 9] =37 - ¥x

=Q(r)e(r)- elr)e(r)
= Q(rxry - ryrx)

(i) 6zelliginin saglandig1 agiktir.

(1A x)y=yA x+1A[x,y]

Q()Q(r,) = yAx+ Q('[x,yl)
Q(1)Q(r,) =Y(2A x)+Q(y, )

16
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Diger tarafa attigimizda

Q(rl +1,1.) =Q((r, +1,)1,) =Q(0) =0

olur.

Onerme 2.5: d,.s, =d,.s, =id ve (Kerd,)(Kerd,)=0 esitliklerini saglayan
d,.d,:UL(g)® U(g,.). s, :U(g,.)® UL(g) cebir homomorfizmleri vardhr.

ispat: d,,d,:UL(g)® U(g,,) doniistimlerini

do(lx):0 dl(lx):_;(
do(r,)=x  dyfr)= x
ve s, :U(g,.)® UL(g) dontisimiini

s,(x)=r,

seklinde tanimlayalim.

17
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Iyi tammli cebir homomorfizmleri oldugu agiktir. Kerd, ideali (benzer sekilde
Kerd, ) I, tarafindan((r, +1,) tarafindan) tretilir.
(re+1)1, =0
ve boylece
(Kerd, )(Kerd,) =0
cr.

18



3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

3. SERBEST SOL NILPOTENT LEiBNizZ CEBIRLERIi

K, bir cisim, g bir Leibniz cebiri olsun. x,y,zl gigin,

ex[v.zln=gx v z8- dx 2. v

Leibniz 6zdesligi her komitatort sol normlu komutatorlerin bir lineer kombinasyonu

olarak yazmamizaizin verir. n>3igcin,

e X %0 ] = DX 0 1 0]

notasyonunu kullanacagiz. g, Leibniz cebirinin komutator idealini g* ile, al g

olmak Uzere,%a a]> ile elde edilen Lie cebirini g,;, ile gosterecegiz.

Tamm3.1:Her g Leibniz cebir i¢in X ={x,,....,,} den g ye bir dénisiim F den g ye
bir cebir homomorfizmine genisletiliyorsa F, X serbest Ureteg kimesi ile serbest
Leibniz cebiridir.

F,ile{x,...x,} tarafindan tretilen mrankl: serbest Leibniz cebiri ve F, ile

X, X,,... tarafindan Uretilen serbest Leibniz cebiri gosterelim. Loday ve
Pirashvili(1993) F, "un bir vektdr uzay: olarak tim sol normlu

X ....x_| komutatorlerini iceren bir baza sahip oldugunu gostermistir.
{ (x1 xn) il I} F, olmak Uzere, ui(xl,...,xni):o Ozdesligini saglayan

tim Leibniz cebirlerinin bir sinifini olsun ve U ile U nun fully invaryant idealini

gogterelim.
_ _F - L - - Fn _
Tamm 3.2:F, (U)= % blim cebiri ve onun alt cebiri olan F,,(U) = /(Fm cU)

yaU da relatively serbest cebirler denir.

19



3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

Tamm 3.3: f1 F, eger aynm dereceli sol normlu komutatérlerin bir lineer
kombinasyonu ise homojen denir.
Tamim 3.4:Eger bazi pozitif k ve negatif olmayan n,,...,n. ic¢in f , i=1,. K
igerisindeki x ’'lerin derecesi n. ve diger degiskenlerin derecesi O olan sol normlu
komitatorlerin bir lineer bilesimi ise, goklu homojen denir.

Y ukarida tanimladigimiz U variyetesine, U idealinin her elemani coklu homojen

elemanlarin bir toplamu ise, coklu homojen denir. F, (U), m3 2 olmak lizere m
ranklt {x,,...,x,} tarafindan tretilen relatively serbest cebir olsun. X ={x....,x,}

den F,,(U) yabir doniisim F,,(U) nun bir cebir endomorfizmine genisletilebilir.

X %% F, (V)

al]l Lb
B

diyagram degismelidir. bi =a (B Leibniz cebiri)
K bir cisim olsun. GL(m,K) ile, degiskenleri K cismine ait m" m tipindeki
matrislerin, K Uzerinde genel lineer grubunu gosteririz.
Her g =g, T GL(mK) icin,
g:X « iaigijxi ,J=1,...,m
F.(U) nun bir cebir otomorfizmine genisler. Béylece GL(m,K), F,(U) nun
Aut(F, (U)) otomorfizm grubunun bir altgrubu gibi diistintilebilir.
Herul F,(U) icin (u sadece X,,...,x, yebagl olmak tizere)
ju(x)=x+u
] u(xj):xj ,J=2,...,m

olacak sekilde F,,(U) nun bir endomorfizmini tammlayabiliriz.

20



3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

i1 Aut(F,(U)) ve (i) =i, dr j,(x)=x-u, j, (x)=x ainrsa

ju0i (%) =i (% -u)=(x +u-u)=x
j ,0j u-l(xj):xj

oldugundan, j , otomorfizmdir ve (j ,) " =j _, dir.
Tamm 3.2: Aut(F,, (U)) nun GL(m,K) ve yukarida verilen formda otomorfizmler
tarafindan tretilen T alt grubuna F,,(U) nun tame otomorfizmleri grubu denir. T ye
ait olmayan bir j , 1 Aut(F,, (U))’ya wild yada non-tame denir.

éx.[y.Z]§=0 ozdesligini saglayan Leibniz cebirlerinin simifimt N ile
gosterelim. F, (N) ile rank: birden bitytik X kiimesi tarafindan Uretilen serbest sol

nilpotent Leibniz cebirini, F,, (N) ile {x,...x,} kimesi tarafindan Gretilen serbest

sol nilpotent Leibniz cebirini gosterelim. gx,[y, z]§=0 oldugundan;

[x[y.2ll =[x v].2]- [x 2 y]=0
[x yl.2|=[x.2].y]
[xv.2=[xzy]
dir.
(F.(N)),, ilede {x,,..,x,} tarafindan tretilen serbest nilpotent Lie cebirini

gosterelim.

Lemma 3.5: ( Drensky ve Piacantini Cattone(2002))
X kumesi tarafindan tretilen F, (N) relatively serbest cebiri

x 1 X,x £.£x ,k=23.}

bazina sahiptir.

21



3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

3.1. 1A Otomorfizmler

Tamm 3.1.1: Fo (L% (U ) bdlum cebiri tzerinde modulo

F.(U)=¢F.(U),F,(U)g birim doniisum belirleyen F, (U) nun otomorfizmlerine
| A-otomorfizmleri denir. F, (U) nun |A-otomorfizmlerini 1A(F, (U)) ile

goserelim.

m3 2 olmak Uzere, P,, K[xl,...,xm] polinom cebiri ve W,, P, ’'nin
genisletme ideali (yani, P, nin sabit terimi hari¢c tUm polinomlar: igeren ideali)
olsun. n negatif olmayan rakam olmak tzere PV, P 'nin x*,.,x *

monomialleri tarafindan gerilen alt uzayii gostersin. Burada a,,...,a, negatif

olmayan rakamlar ve a, +....+a_ =n dir. Bu durumda P.% =K dr,
Farkli i ve j (1<i,j<m) ve vi P, icin g;(v), kdsegen zerindeki elemanlar 1,

(i,j)) deki elemani v, digerleri O olan m" m tipindeki matrisi gostersin.

&
o

& (v)=

D O O
< 0O
QO

o

e (- v) de e, (v) nintersini gostersin. Bunlar GL(m, P, ) nin elemanter matrisleridir.
E(m,P,) ile, elemanter matrisler tarafindan uretilen GL(m,P.) nin altgrubunu
gosterelim. E(m, P, )nin g, (v) tretegleri asagidaki 6zellikleri saglar:
u, vi P, icin,

& (u) & (v)=¢;(u+v),
it1vejtkise (g(u)e(v)=1
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3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

i,jvekayrkise (g (u).e,(v)=e ()
dir. Burada (a,b) = a"*b"*ab a ve b nin grup komiitatoriidir.

i, £...£i,0lmak Uzere, u=x.x T K[x,..x,] monomiai icin x;u
elemanini |x;, %, ... % ]I F,(N) seklinde gésterelim. Bu notasyonu her

ul K[x,...x,] eleman icin kullanacagiz.

Lemma 3.1.2: m, (m>2) bir pozitif tamsay1 olsun. i,j=1,...m i# ve ul W_ igin
Ujur Fo(N)Nin o, (%) =% +xu ve ki igin g, (%)= X seklinde tammlanan

|A -endomorfizmiyse, q;,1 IA( F,(N) ) dir.

yij,u(xi):Xi' X;.u

Ispat:
Yiu (Xk) =X

seklinde tammlanan doniistim g, donlisimiiniin tersidir. Boylece ., F, (N) nin

Fm(l\% (N) (izerinde etki eden bir otomorfizmdir. g, 1 1A( F,(N) ) dir.

f:R® S halkalarin herhangi bir homomorfizmi olsun. (f dontsimi R nin
birim elemanint S nin birim elemanina gotardr.) Bu dondsim mxm matrisi
halkalarinin
f Mmm(R)® Mmm(S)

m

homomorfizmini  belirler veM , _(R) nin birimini M (S)nin birimine

goéturduginden bir

f ":GL(mR)® GL(m,S)
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3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

grup homomorfizmini elde ederiz.

SL(mP,) ozel lineer grup, P, = K[x,...X,] polinom cebiri olmak Uzere,
bilesenleri P, den gelen, determinant: 1 olan tim m"~ m matrislerin grubudur.
Onerme 3.1.5. (i) m>2 igin, p, :P, ® K genisletme homomorfizmi ve
p, :GL(mP,)® GL(m K)grup homomorfizmi olsun. H_=Kerp, olsun. O

zamen bir d,,( )® | +( ;) izomorfizmi ile 1A(F,, (N)) @H,, dir. Burada

j (Xi): X +é. ij ji (| ::L..,m) dir.

j=1

(i) m>3 icin, E- (mW,), SL(m,P,) nin ag, (u)a *formunda matrisler tarafindan
tretilen alt grubu olsun. Burada al E(mP,), ulT W,, it j dir. O zaman

H_=E.(mWw,) dir.

ispat: j y T 1A(F,,(N)) olsun. Oyleyse,

j (Xi):Xi +é.xjj ji

j=1

y (Xi):Xi +é. XY i
j=1
(Buradaj ;y ; T W, dir.) Boylece,

. . e 0 0
j oy (%)= b (x))=] gxi +axy ;T
j=1 4]

. &y 0
= J(Xi)+J axy;z
= @
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3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

—>s+a><k1 +a1 (%),

B”ae g . 0
—X+anl EX,+a>qJ i Y i
i= (%]

=1

—>s+a Xd +a Xy ,.+a>q( i)

:Xi+é. Xk( j ki+yki+é. (J kjyji) )
k=1

j=1

J ,endomorfizm ve H_, p,. 1n gekirdegi oldugundan ve ayni zamanda j ijT w

m

oldugundan, d,, : IA(F,(N))® H,, d.( )=1+( ) d, grupizomorfizmidir.

(i) (i) den d_:IA(F (N))® H_  oldugunu gordiik.
) ® | +(j ij)

| +( ) matrisi SL(m, P,)) nin elemamidir. H,,, SL(m, P,) nin alt grubudur.

(Suslin 1977), SL(m,P, )=E(m,P,) dir.

al H,_ olsun

olur. Burada E, (u,) elementer matris u, 1 P, dir. a T K, v, T W_olmak iizere, her

u, =a +Vv, olarak yazalhim. g (u)g; (v) = ¢, (u+v) ozelliginden,

E (ui):Ei (a1 +Vi): E (a1' )Ei (Vi)
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3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

(a,b)=a*b'ab oldugundan;

a=(E(a)E(wE(@)")(B(a)E(@)E(v)E ()
...... (E(a)--E (a))E (v)(E(a)--E (a))"

Suslin, 1977, sonug 1.4 den, E. (mW,_), GL(m P,) nin normal alt grubu oldugu
gosterilmistir.

I=E,(a,)..E,(a,) ve (1) den H_i E.(mW,)dir. H_, GL(mP,) nin
ideali olarak daadlandirilir. E. (mW_) I H_ oldugunu gostermek igin, P,
tizerindeki her a elementer matrisi, ul W, vei? j icin, aga ‘1 Holdugunu

gostermek yeterlidir. Bunu dort durumda inceleyelim.

Durum 1: j#ki#l ve vi P, icin, o=¢,(- v) olsun. Ohalde a"* = ¢, (v) dir.
(&, (u) &, (v) =16zelliginden ve (a,b)=a*b *ab den,

( j(U)’a-l)zl
i (‘ u)aeij (U)a-lzl

aga ' =¢/(u) edeedili.
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3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

Durum 2: i,jkfarklive vi P igina = e,(- v) olsun.

(&, (u) e, (V) =&, (uv) bzelligindenve (a,b)=a*b*ab den,

e, (Wa)= (- uke (up=¢,(w)
aga ' =g (U) €k (UV

elde edilir.

Durum 3: i,jk farklive vi P, igin a= e, (- v) olsun.

1£i,j£m ve farkli i,] igin, e,, (i) bileseni 1, diger bilesenleri 0 olan mxm
tipindeki matrisi gostersin. Burada e, (u) =1 +ue; ve ul W, dir. Eger j=k ise,
e;.e, =€, ve jZkise, e;.e, =0 ilegosterilir.

Fakat

ae (ujp *=1+ue, +wle, - e, )+(- viul,

dir.

Durum 4: o= g (- v) veya o= g, (-v) olsun.  (k# i)
ag (u)at=g(u) ()

ag (" =1 +ue, +wile, - e )+ (- viul,

Duruml in sonucundan ve  Durum 4 (n (*) dan
| +ue; +wule, - e; )+( vzu)eji T H,, oldugunu gostermek yeterlidir.q,

F..(N)nin 1A endomorfizmi;

Q(Xi): X +(1+VU)+ X; (' VZU)
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3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

q(xj): x.u+x.(1- wu)
q(x)=x k]

kosullarini saglasin. Buradan q, F,,(N) nin IA-otomorfizmidir. d,,(q)=1+(q;)

den, d,(a)=aea* dr. aga T H, dir. Onerme3.1.5 (1) den ag (u)a*T H

dir. Bu yuzden

E- (mW,)T H

m

dir. E. (mW, )i H, ve E.(mW,)T H, den;
E- (mW,)=H

m

dir. Boylece istenen sonug¢ bulunmus olur.

GL(m K)C IA(F, (N))={1} ve IA(F,(N)), Aut(F,(N)) nin normal alt grubu
oldugundan Aut(F_(N)), 1A(F. (N)) ile GL(mK)'mn semi direkt carpimdir.
Aut(F, (U)) @IA(F,(U))u GL(mK) di.

Boylece "al F,(N)icin, a=qog olarak tek bir sekilde yazilir. (g1 1A(F,(N)),
g1 GL(mK)) GL(m,K) nin P, tizerine cebir otomorfizmlerinin bir grubu olarak
sol etkisi vardr. g =(g; )T GL(mK) vef1 P, igin, GL(m K) nin P, tzerindeki

etkisini gDOf ilegosterdim. j =1,...,m igin,
gDXj :é. 0i %
i=1

olsun. bl GL(m,K) veq, F,(N) nin bir |A-otomorfizmi olmak tizere

d,(bogob*)=1+blbDy, o
dir.
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3.2. Otomorfizmler

Fy (XX ), {X50- %} tarafindan tretilen F, (N) nin Leibniz alt cebiri olsun.
Her f1 Fy(x,...x,) icin  F_(N) nin T, endomorfizmini, i=2,...m olmak

1 \m

Uzere,

iletanimlayalim. Burada T, nintame otomorfizm oldugu agiktir.

Fu (X1 Xy), » toplam derecesi j olan Xx,,..,x, de tim Leibniz monomialleri
tarafindan gerilen Fy(x,,...,x_ ) nin vektér alt uzay: olsun.
f=f+..+f osun (fT FN(XZ,..,Xn)j j=1...n) O zamanT, T GL(m,K)
veT, =T, 0...0T; dir. Boylece T f homojen toplam derecesi en az 2 olmak tizere
T, ve GL(m,K) tarafindan Gretilir.
" g1 GL(mK)icin,goT, =(goT, 0g"*)o g oldugundan T alt gruplarin bir garpim
olarak

T=( (90T, 097%): 9T GL(MK), f1 UFy 0600 X0)y JGLIMK)

k32
seklinde yazilabilir.

IT, F,(N) nintiimtame | A —otomorfizmlerini gosterelim.
IT=TCIAF,(N)) ve ITCGL(mK)={1} oldugundan,

IT={( (90T, 097%): g1 GL(MK), f1 UFN(XZ""’Xm)(k) )

k32

drr.
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Lemma 32.1:p, {l..m}, Ustinde bir permittasyon icin a, , a,(x)=x,
i=1..,m iletanmh F_(N) nin bir otomorfizmi olsun.m>2,

a,....a, negatif olmayan rakamlar a, +..+a, * 1 i¢in, ., F,(N) nin

Uayay (%)= X+ X% % ™

U(a,...a,) (Xi):Xi i32

kosulunu saglayan | A- otomorfizmi olsun.

(I) dm(q(a1 ..... am)):e21(Xla1...Xmam)
(1dn, 00, 2y 08;:2)= € o X g™ X ™ JvE

d,(90a,, . 09")=9( e (gDx*..x>) Jg* gl GL(mK)
ispat: (1) d,(@)=1+qg, oldugundan
dm(q(al ..... am)):821(X1al...Xmam)

(1) d,.(bogob*)=1 +blbDg, p* oldugundan ve (1) de

dola, 00, o) 085") =8, (00" X m™ B

dnl@y 00(s ) 025%) = By o)™ X ™)

e, ; (i,j)=1, digerleri =0 olan mxm tipindeki matrisleri gosterir.
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d, (900, .)097)=9( ea(gDx.x,") )g
" g1 GL(m,K) icin, mbir pozitif sayi olsun. H,, nin her eleman: | + f; seklinde

yazilabilir. ;7 W,, GL(m K) min H,, Ustindeki sol etkisi sdyle tammlansin:

|+ ,T H,, q,,F,(N) ninlA-otomorfizmive g, (x, )=x +& x f; olsun.
i=1

dolg,)=1+f; dir. g7 GL(mK), 1+ 1 H, igin

9*(I + fij)= g*dm(qf):dm(goqf og'l)
ay T 1A(F,(N)) icin,

g*d,(@oy )=(g*d,@a)lg*d.b )
H_ nin GL(m,K) ile semidrekt garpimun: | _ ile gosterelim.

X Aut(F (N))® |

m

:a=qog® (d,(q).9)
Burada (g1 1A(F,(N))),gT GL(m,K) dir.

X, bir grup monomorfizmidir (Yani birebir demektir.)

X ., nin drten oldugunu iddia edebiliriz. Gergektende, (I +y ,,g)T I, olsun.

m

y . F,(N)’ninIA-endomorfizmiy (xj): X, +a xy ; seklinde disiinelim.

i=1

H,i SL(mP,) vel+y,T H, oldugundan det(l +y ;)=1 dir. Onerme3.1.5in
(1) den,y T IA(F, (N)) eldeedilir.a =y ogolsun. X, (a) :(I +y ij,g) oldugu

aciktir ve bu yizden X, bir izomorfizmdir.
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Onerme3.2.2. m3 2 igin,

¢, Aut(F,(N))® I,

cn(a0g)=(d,(a).9)

dontistimilyle, ¢ grup izomorfizmidir. (burada g1 1A(F, (N)),gT GL(m,K))

d,(IT),H, ninbir 6zalt grubu ve bdylece F,(N) wild otomorfizmlere sahiptir.

Ispat:
D, =d,(IT) olarak adlandirilir. Simdi D, i E(2,P,) oldugunu gostermeliyiz. Her

gl GL(2K) ve fT UF,(x,), icin d,(goT, 0g )l E(2,P,) gosteriimelidir.

k32

f=f,+.+f olsun (f1 Fy(x,);)j=2...n) T, 0.T, (X)=x+f,+..+f
ve f =f,+..+f oldugundan T, 0..T, (x)=x+f olup T, =T, 0...0T, dir.

Boylece dz(gonl og'l)T E(2,R,) .| =2,..,n gostermek yeterlidir. Sabit

burada D(2,K) diagonal matris grubudur ve 9.(2,K)=E(2,K) dir,(diagonal matris
kosegenler hari¢ tim elemanlar1 O olan matristir.)
d :diag(a.a‘l),aT *%0} olsun.
@) ... d,(d oT, 0d!)=de,(a"' g, x,)d
d,(doT, 0d?)=e,(a' g x*)1 E(2,R)
g=e,(k).ki '%0} olsun.

dz(gon og'l): | +a,
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a, =kB\ 18y = 3 18y = - k23 18y = - kB\ !BI =0 (nglz-l)
| +a, =&, (k)b e, (- k) oldugundan, dz(g oT, og'l)T E(2,R,) dir.

(2) ..Eger g=e,(k)ised,(goT, 0g*)=e,(o (gD )l EQ2,PR,) di.

(1) ve(2) den, D, 1 E(2,P,)dir. A=(a )1 S(2,R,) olsun.

ay =1+ X%,,8, = X5,8, =-X7,a, =1- XX, ise, A=1+p, olup Al H, dir.

D, i E(2,P,)nin alt grubu oldugundan d,(IT), H, nintam alt grubudur. Bu matris

Aut(F,(N)) nin g wild otomorfizmine karsilik gelir ve s6yle tammlanr:
a(x) =%+ [x. %, %] - [, %, %]
q (Xz) =% +[X1!X2’X2] - [Xz’xl!xz]

Onerme 3.2.3: m>3igin, d_(IT), ge21(ng2a2...xmam )g'1 tarafildan uretilir. Burada

gl GL(mK) ve a,,...,a, negatif olmayan, a, +...+a_ 3 1 sayilar.

spat: A, ge, (ngZalz WX O )g'1 tarafindan Uretilen bir grup olsun.

d, (900, .)097)=9( ea(gDx*.x,") )g
oldugundan A, i d_(IT)dir.

{L,....,m} Ustiindeki bir p permitasyonuigin a_, F,(N)nin
ap(Xi):Xp(i),i =1....m

seklinde tammmlanan otomorfizmi olsun.
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d (a 00 (s, Oa ) a e21( al' am)i
d (a 00 (s, Oa ) | +e21( *. am}e
d (a 00(a,..a,) 0@ ) ep(z)p(l)(xp(l)al---xp(m)am)

Buradan, a e21( )Xo a"‘)a =€,z ( ma"‘) oldugundan,

ekl(xlal'--xmam)T A, oldugu eldeedilir. g, F,(N) nin

a)=x bt ) al)=x (22

seklinde tamuml1  tame otomorfizmi olsun.

a, (%) =%, a, (%) =x, a, (Xj): X, ] 21cin,
dm(ap 0q oa,;l):apekl(mz)ak....>$(k)32....>$(m)%)a,;1 :ekl(xzaz ...... xmam)
g1 GL(mK) igin,

g*ekl(xz"j‘z_..xma““):g*dm (ap 0q oap'l), (d,,, homomorfizm)
= d,((goa, )oa(goa,)’)
= (goa,)e,((gop)D* ... x> .. x, " fgoa, )

Diger yandan, g* ekl(xzaz....xmam): g*d_(a,)= gekl(ngzalz X )g'ldir. Burada
Ao, Fn ning, (%) =%+ X (xzaZ...xm%), de (%) =%, i 2 2 tame otomorfizmir.
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kombinasyonu olsun. (Y,,....Y, T {¥,,...x,}). Yani,ul K[x,,...,x]dir. (sabit terim
olmaksizin) * k1 {2,..,m} ve " ui¢in, q,,, F,(N)nin,

Oo (%) =% + %1, G, (%) =x (i®2) tameotomorfizmi olsun.

Ao (O )= 8alu) dir. (g (u)e; (v) =€, (u+V)) bzelligini kullanarak;

d, (qk,u) = C~) yekl(qy, y) , ul y,....y. lerin bir lineer kombinasyonudur. Y ani,

U= QY+t G Y, Ve YooV, 1 (XX}, @, T K dir. gl GL(mK) icin,

g*d,(a.)=d,(g0a,,09")=P,g*e,(q,.y)

dir

al l%0} icin, by, F,(N) nin b,(x)=0ax,b,(x)=x% otomorfizmi olsun.

9* 6q(ay,-y, )= g*d, (b, *og, 0b,)

-1

=d,((g0b,*)oq, o(gob,*)")
:(gobq'l)ekl(gobq'l)D(y1 ..... yr)o(gobq'l)'1
=€ (N Dyz.orny, J, =, * € (Vi ¥, )

oldugu gordlar.
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Bu yiizden g* e, (ay,...y, )1 A, ve g*d, (q,,)T A, dir.

f, =x,f, +..+x,f,, yazabiliriz. Burada f,, y,,...y,.;, monomiallerinin K-

lineer kombinasyonu olsun.

a:, (Xl):X1+kakl a:, (Xi):Xi
seklinde tame otomorfizmi olsun. d, (g, )=e.(f,) dr. T, =T, o..0T,_

oldugundan,

dir. g7 GL(m,K)igin,

g*dm(Tfl) ( *d (qu )) ...... (g*dm( fm)) dir. g*dm(qk,u)T A den,
g*d,(T, )1 A, ve d,(goT,0g)i A, edeedilir. Boylece d,(IT)i A,,
A, =d_(1T) dir.

Teorem3.2.4: s T IA(F,(N)), m? 2ve s (x)=x+%% ,s(x)=x,(i?2)

36



3. SERBEST SOL NiLPOTENT LEIBNiZ CEBIRLERI Esen HANAC

ve E , IA(F,(N)) nintim gos og™®, (g1 GL(mK)) tarafindan uretilen alt
grubu olsun. m? 3icin, G,, IA(F,(N))’min ITve E, tarafindan retien alt grup

olsun.

(1) iigin, i,jT {L...mh ge (aDx..x.* o1 d,.(G,)
"g1 GL(mK), a,,...a, >0, a +..+a_ 3 1dir,

() d,(G,)=E:(mw,).

ispat: (1) m>3igin, d_(G,)=D, diyelim. iddiamiz1 m ustiinde tiimevarim

kullanarak gosterelim. m=3i¢in a,b,c pozitif tamsay: ve a+b+c>1 olmak Uzere,
e, (xl"jl .xzb.xs")T D, oldugunu gosterelim:

c=0 olsun. ITi G, oldugundan, ezs(&a)gl(xzb)T D, ab? licin;

! (y))=e, (xy) 6zelliginden, tum pozitif a,b tam sayilari iin

(e, (x
(ezs( ) ( )) 21(X1 X, )' D,dir. a=0,b* 1icin, TZ,D(XZL): X, XX,
T,»(x)=x (i=23),F(N) tamelA-otomorfizmi olsun. GL(3 K)i T

oldugundan, e,(- 1)oT,, 0e, (@)1 IT dir.
ds (ezs (' 1) OTZ,b 065 (1)) =€ (ezs (' 1) (es,l (Xzb ))%3 (1))

=€ (Xzb )eg.l (' Xzb )T D,

dir.

eu - %°)i D, oldugundan, yukandan e, (x,”)i D, oldugu elde edilir.a 1.b=0
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vep (1) =1, p(2) =3, p(3) =2 olacak sekilde permitasyon olsun. Lemma3.2.1 (11)

den, d,fa, 0s 0a,*)=e,(x)1 D, dir. (es(x,)ey(x))=es(x’)i D, olur. s,,
s,(x)=x + %%, s,(x)=x (i=23) Fy(N) ninIA-otomorfizmi
olsun. Lemma3.2.1 (I1) den, d, (ap 0s oap'l) :Q,,l(xf)T D,ve bu

ylizden (ezs(xl),e3l(x12)): e21(x13)T D, dir. Bu sekilde devam edersek a2 1 igin,

&%)l D
elde edilir. Negatif olmayan a,b ve a+b3 1 igin, e21(x1ax2b)T D, oldugu elde

edilir. ¢3 1 oldugunu farz edelim. e21(x1ax2b)T D, oldugundan, Lemma 3.2.1 (I1)

den,
eg.l (Xla Xsb ) ’ e23 (X21b sta )T D3
elde edilir.

Her pozitif a,bigin e21(x1al ), ( xzb)T D, oldugundan, Lemma3.2.1 (I1) den, her

pozitif ¢ tamsayisi igin, %1(x1°),e23(x2°)T D, elde edilir.

(ezs (ch )’ € (Xla Xsb )) =€y (Xla ch Xsb )T D,

(e (%) 8 (%7)) = €1 (%"%%) T D,

oldugundan, negatif olmayan a,b,c tamsayilari a+b+c3 1 igin, e21(xlax2bx3°)T D

elde edilir.

3

Lemma3.2.1 (1) den, 1£i,j£3 it | igine (x*x, %" )i D,elde edilir.

T,oer F5(N) ninlA- otomorfizmi T, (xj): X + % .(xlaxszs"),
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Tove (%) =X, (k? ) kosullarim saglasin ve g1 GL(3 K) olsun.
dy(Tase) = & (xlaxszs") oldugundan, T,,.T G, eldeedilir.goT,,. 091 G ve
dy(90T,,.00")=9( & (9Dx™%"%’) )9 *oldugundan,

9( g (9D x"°x°) )g*1 D, eldeedilir. (Buradai, jT {123 vei? j,abc

negatif olmayan tamsay1 ve a+b+c3 1 dir.)

m>4 oldugunu farz edelim ve tim negatif olmayan a,...,a,, ve a +...+a,°%1
icin e21(x1a1...xm_13m'1)T D,., olsun. e21(x1a1...xm_13m'1)T D,, oldugundan, tim pozitif

a tamsayilari icin, i =1,...,m- 1 olup, e21(xia‘ )T D,,oldugu elde edilir. Lemma3.2.1
(1) den,

e (X2 % %) e (XXX, )T D,

elde edilir. Her pozitif atamsayisi igin, e21(xla) ve e21(x2al )T D,, oldugundan,

Lemma3.2.1 (I1) den, e, (% Jve e, (x,* )i D,, elde edilir.

a

( eZm(x;l ) eml(x1 X ...xm_lam'l) ):em(xlalxza...xm%)T D,

ve

( gm(xzaZ...xm_ﬁ-lxmal), eml(xlal ) ):e21(xlalx2a2...xmam )T D,,

oldugundan, e, (x*x,..x,™ Ji D, elde edilir. Lemma3.2.1(11)den, her 1£i, j £m
i1 j ve negatif olmayan a,....a, a +..+a, 3 1icin, e (x*x".x," | D, di.
)(Xj)= X, +X% .(xlal....xmam), kt jicin

Tiaa ) Fu(N) ninlA otomorfizmi, T, .
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Tia.....a ) (%) = X, kosullarini saglasin. m=3'e benzer durumda, i, jT {1,...m}, i1 |
icin, g( e (nglal...xmam) )g i1 D,, elde edilir.

(I1) Onerme3.1.5den, IA(F, (N)) @H,, = E. (mW,)ve G, i IA(F,(N)) den
D, I E; (mW,)oldugundan, E,(mW,)i D, oldugunu gostermek yeterlidir. ilk
olarak, uT W, ve u=u, +..+u,,u. 1 P.™baz n icinve1£n <...<n, icin,
g (u)T D, oldugu gosterilmelidir. (1) den, e, (xlalxzaz...xmam )T D,, dir. Burada
a,..,a, negatif olmayan tamsayilar, a +..+a, 31 dir. a,.,a,31 icin,

X= %X, X =x den x* silerek elde edilen bir monomial olsun. qf *%0}

icin, a ., F,,(N)nin,

agc(X)=ax, ag(x)=x,,11k

seklindeki otomorfizmi olsun. a,, ' * g, (Z) =g, (qZ) oldugundan, e,k(qx_k)T D,,
dir.

(1) den, &, (x> )i Dy, (9% ) & (x*) = & (@)1 D,, eldeedilir.

ag(u)a*l D,al EmP,), ul W,,it j oldugunu géstermeliyiz.

e (u)T D,,ul W, oldugundan, her gT GL(m,K) igin,

ge(uij )ng Dm
elde ederiz. (g1 GL(m,K),i,j1 {L...mhit j).al E(mP,) vea =a,.a,,

a; :Ei(qi)Ei(\Ni)’ (qiT K,w 1 Wm) olsun. k =1,...,r igin, g, :El(ql)""Ek(qk)

olsun. Daha 6nceki,
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6zelliginden,

aa,»(U)a'1=8 9.E (wk)gk -ga, )g, aJLCV)l@Jr. E. )9, g
k=1

elde edilir. e (u)i D,oldugundan, a.(u)a*1 D,elde edilir. Bu yizden

E- (mW,)i D,.d,(G,)=E: (mW,) dir.

Teorem 3.2.5: m3 3 icin, Aut(Fm(N)):(T,s> dir. Burada s , F,,(N) nin,
S X ® X +X%X.%

X ® X

| A-otomorfizmidir. Ayni zamanda s wild otomorfizmdir.

1

Ispat: m3 3icin, D,/ SL(m,R,) nin ge,, (gDx )g™* ve gem(ngZaZ...xm%)g'
tarafindan Gretilen alt grubu olsun. Burada g1 GL(m,K) ve a,, ..., a,, negatif
olmayan rakamlar a, +...+a_ 3 1 dir. Teorem 3.2.4 Un ispatindan,
D,/=d,,(G,)=E- (mP,).dir. H=(T,s) ve IH =H CIA(F, (N))
olsun.GL(m,K) ¢ IH ={3} oldugundan, IH = IT<gos ogt:gl GL(m,K)>
oldugu elde edilir. Lemma3.2.1 ve Onerme 3.2.3den d,, (IH) =D, =d,,(G,)
oldugu goriiliir. Onerme 3.1.5 den, IH = 1A(F, (N)) oldugu elde edilir ve bu
yiizden Aut(F, (N))=(T,s) dr.

(Fu(N)),.» Yir Yo tarafindan diretilen 2. dereceden serbest nilpotent Lie cebiri
olsun.

F,® F,(N)® (F,(N))

Lie
cebirlerinin dogal homomorfizmi

AutF, ® AutF, (N)® Aut (F,(N))

Lie

otomorfizm gruplarinin dogal homomrfizmini belirler.
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s nmnwild oldugunu gosterelim:

s ,F,(N) nintame otomorfizmi olsun. F,, nin bir s , tame otomorfizmi vardr.

sT Aut(F,(N)) ve s,T Aut(F,(N))__ tameotomorfizmlerine doniisiir.
S ® ¥y +[ V5]

Y ®y,
tanimlansin. Bryant ve Drensky nin sonucu ile bu bir geliskidir. Bu sonuca gore, her

m>1icin, s,, (F,(N))_. ninbirwild otomorfizmidir.

Not: 1)Teorem 3.25 den, " m? 3 icin tanmlanan (F, (N)) nin s otomorfizmi

m = 2 ic¢in de wild otomorfizmdir..

2) a,bpozitif tamsayilar olmak tizere e21(xlax2'°) den, F,, (N) nin

X ® % +[%,%,%] =X +%,.(%,)

X ® X

otomorfizmi " m> 2 igin tame dir. m=2 igin, bu otomorfizm F, nin Abdykhalikov
et al (2001) tarafindan kesfedilen wild otomorfizmi tarafindan belirlenir ve F,(N)
nin bir otomorfizmi olarakda wild olup olmadig ilgingtir.

F,, nin otomorfizmi

X ® X +E%, %], %§

X ® %

"'m> 2 icin, tame dir. Bu otomorfizm,

1% ® X +[%,,%] Y 1% ® x +[%, %] +[X, %]
X ®x,it3 X ® X,i3 2

1

tame otomorfizmleri olmak (izere yukaridaki otomorfizm j oy oj “‘of ** e esittir.
3) Eger F, (N) X Uzerinde serbest sol nilpotent Leibniz cebiri ise, Onerme 3.2.2
asagidakileri saglar.

Aut(F, (N)) =GL(KX,K)" 1A(F, (N))
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Burada GL (KX, K), X baziyla KX vektor uzayinin tersinir lineer doniistimlerinin
grubu ve 1A(F, (N)), tam F, (N) otomorfizmleri grubu, 6yleki F, (N) nin
komutator idealin modulune denktir. Eger W P =K [x] polinom cebirinin
genisletme ideali ise, 0 zaman f T 1A(F, (N)) asagidaki kosullar
f(X)=x+Q ¥ ,f 0 W xyl X (%)

RS

-

saglar.
M = & xP, X tretec kiimesi ile serbest sag P-modiil olsun. Y ukaridaki (*)
X X

kosulundan, M nin bir P-modul endomorfizmi olaraktatarumlanir. (*) 6zelliginden,

F, (N) nin f endomorfizmi otomorfizmdir U M de bunakarsilik gelen
endomorfizm otomorfizmdir. GL(KX,K)’in M nin yukarida (*) datammlanan

otomorfizmi Ustiindeki etkisi Onerme 3.2.2 dekine benzer yollatammland:. F, (N)

nin otomorfizmleri, X serbest Uretegc kimesi tarafindan Uretilen F serbest Leibniz
cebirinin otomorfizmleri tarafindan belirlenen otomorfizmlerdir ya da Serbest non-

assosyatif cebirlerin otomorfizleri tarafindan belirlenen otomorfizmler gibidir. Bu iki

tanumin farkli olup olmadigini ve F, (N) nin sonsuz X kiimesi igin wild

otomorfizmlere sahip olup olmadigim heniiz bilemiyoruz.
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