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 A  sonlu bir X  kümesi tarafından üretilen serbest cebir olsun. İlk olarak A  
nın herhangi bir a  elemanının kısmi türevleri kullanılarak bazı temel bilgiler elde 
edilmiştir. Daha sonra admissible kümelerin tanımı verilerek bu kümelerle ilgili bazı 
teoremler ispatlanmıştır. A  nın bir a  elemanının rankı, a  elemanının A  nın 
otomorfizmleri altındaki görüntüsünde görünen ve X  kümesine ait olan elemanların 
minumum sayısı olarak tanımlanır. A  nın bir a  elemanının rankının, a  nın kısmi 
türevleri tarafından üretilen serbest modülün rankına eşit olduğu ispatlanmıştır. A  
nın elemanlarının herhangi bir sistemi A  nın bir serbest üreteç kümesinin alt kümesi 
ise bu sisteme primitiftir denir. Daha sonra A  nın primitif elemanlarını primitif 
elemanlara dönüştüren bir endomorfizminin otomorfizm olduğu ispatlanmıştır. 
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 Let A  be a free algebra generated by a finite set X . Firstly, by using partial 
derivations of an element a  of A  some basic results have been obtained. 
Afterwards, by giving definition of admissible sets some theorems with respect to 
these sets have been proved. The rank of an element a  of A  is defined as the 
minumum number of elements of X  appearing in images of a  under automorphisms 
of A . It has been proved that the rank of an element a  of A  is equal to the rank of 
free module generated by partial derivations of a . If a system of elements of A  is 
subset of a free generators of A , it is called a primitive system. Later it has been 
proved that an endomorphism of A  mapping primitive elements of A  onto primitive 
elements is an automorphism. 
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1.GİRİŞ  

 0M  tüm cebirlerinin sınıfı, 1M   karakteristiği 2 den farklı olan tüm değişmeli 

cebirlerin sınıfı ve 2M  tüm değişmeli olmayan cebirlerin sınıfı olmak üzere A , 0M , 

1M  veya 2M  ye ait olan sonlu üreteçli bir serbest cebir olsun. 

     Bölüm 3.3 ve Bölüm 3.4 te A  nın elemanlarının kısmi türevlerinin temel 

özelliklerini ele alacağız. Bu özelliklerin bazıları, A  nın alt cebirlerinin diferansiyel 

ayrılabilirliğine ve evrensel enveloping ( )AU  cebirinin bir serbest birleşmeli cebir ve 

aynı zamanda bir serbest ideal halkası olmasına dayanır.  

     Bölüm 3.5 de değişkenlerin yok edilmesini ele alacağız. 

     Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.1.8 gösterecek ki bir sistemin rankı , bileşenleri bu 

sistemdeki elemanların kısmi türevleri olan elemanlar tarafından üretilen serbest 

modülün rankına eşittir. 

Teorem 4.2.1 ile primitif elemanlar için matris kriteri elde edeceğiz: A  nın 

elemanlarından oluşan bir sistem primitiftir ancak ve yalnız bu sistemdeki 

elemanların kısmi türevlerinden oluşan matris ( )AU  üzerinde sol tersinirdir. 

Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.2.1 e dayanarak Teorem 4.2.2 de bir sistemin 

rankını bulmak için ve bu sistemin primitif olup olmadığına karar vermek için 

algoritmalar elde edeceğiz. 

Bölüm 4.3 da endomorfizmlerin primitif elemanlar üzerindeki etkilerini 

inceleyeceğiz. Teorem 4.3.2 gösterecek ki elemanların primitif özelliğini koruyan 

endomorfizmler otomorfizmlerdir. 

Bölüm 4.4 te Schreier cebirlerindeki primitif elemanların otomorfizm 

altındaki ters görüntülerinden bahsedeceğiz.Teorem 4.4.1 ve Teorem 4.4.2 

gösterecek ki primitif elemanların birebir olan endomorfizm altındaki ters görüntüsü 

primitiftir. Genel olarak primitif elemanların ters görüntüleri bir retraktı üretir. 
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2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

K bir cisim olsun. 

Tanım 2.1: A  ve B , K  cismi üzerinde iki cebir ve ϕ : A  →B  bir lineer dönüşüm 

olsun. Her yx, ∈ A  için  

                             ϕ ( ) ( ) ( )yxyx ϕϕ .. =  

 ise ϕ  ye bir cebir homomorfizmi denir. 

 

Tanım 2.2: A  ve B , K  cismi üzerinde iki cebir ve ϕ : A  →B  bir cebir 

homomorfizmi olsun. Eğer ϕ  birebir ve örten ise ϕ  ye bir izomorfizm, A  ile B  

cebirlerine de izomorfik cebirler denir ve A ≅ B  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.3: A , K  cismi üzerinde bir cebir olsun. ϕ : A  → A  bir cebir 

homomorfizmi ise ϕ   ye A  nın bir endomorfizmi denir. 

 

Tanım 2.4: A , K  cismi üzerinde bir cebir olsun. ϕ : A  → A  bir izomorfizm ise ϕ  

ye A  nın bir otomorfizmi denir. 

 

Tanım 2.5: X  boş olmayan bir küme, F  bir cebir ( F  bir Lie cebiri) olsun. Eğer 

F , X  tarafından üretiliyorsa ve her A  cebiri ( A  Lie cebiri) için X ten A  ya olan 

her dönüşüm, F → A  cebir homomorfizmine genişletilebiliyorsa ( bu genişleme 

tektir. ) F  cebiri ( F  Lie cebiri) X  üzerinde serbesttir ya da kısaca F  serbest 

cebirdir ( F  sebest Lie cebiridir) denir ve ( )XF  ile gösterilir. X  kümesine de F  nin 

serbest üreteç kümesi denir. X  kümesinin kardinalitesi ( )XF  in rankı olarak 

tanımlanır. Bundan sonra F = ( )XF  ile boş olmayan bir X  kümesi üzerindeki 

serbest cebiri göstereceğiz. 
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Tanım 2.6: A , K  cismi üzerinde bir cebir olsun. Aşağıdaki koşulların sağlanması 

durumunda birleşmeli ve birim elemanlı ( )AU  cebirine, A  nın evrensel envoloping 

cebiri denir. 

 

1) A  dan ( )AU  ya kanonik homomorfizm denilen bir ε : A→ ( )AU  

homomorfizmi vardır. 

 

2) K  cismi üzerindeki birim elemanlı her B  birleşmeli cebiri ve her 

ϕ : A→B  cebir homomorfizmi için ϕεψ =D  olacak şekilde bir tek 

ψ : ( )AU →B cebir homomorfizmi vardır. 

 

Tanım 2.7: A  bir serbest cebir ve ( )AU  A  nın evrensel envoloping cebiri olsun. W  

A  nın bir lineer bazı ve S , ( )AU  nın bir serbest üreteç kümesi olmak üzere W  ve S  

nin elemanlarının herbirine monomial denir. 

 

Tanım 2.8: u ∈ ( )XF  için A (u )= XA (u ) ile u nun derecesini gösterelim. Ν  pozitif 

tamsayılar kümesi olmak üzere µ : ( )XF →Ν  genelleştirilmiş derece fonksiyonu 

aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

Γ( X ) X  alfabesine göre birleşmeli olmayan monomiallerin serbest grupoidi, 

S( X ) X  alfabesine göre birleşmeli kelimelerin serbest yarı grubu ve 

( ) )(:~ XSX →Γ  parantezlerin kaldırılmasıyla elde edilen homomorfizm olsun. O 

zaman; her x ∈ X  için µ ( x )=1, ix ∈ X  için ( )nxx ...1µ =∑
=

n

i
ix

1
)(µ  ve a =∑ ii a.α  

öyle ki 0≠ ∈iα K , ia  ler monomialler ve sj ≠  için sj aa ≠ şeklindeki bir a ∈ F  

elemanı için µ ( a )= ( )}~{max ii aµ  olarak tanımlanan µ  fonksiyonuna 

genelleştirilmiş derece fonksiyonu denir ve bir u ∈ ( )XF  elemanının derecesi 

A (u )= µ ( u ) olarak tanımlanır. 
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0a  ile a  nın en yüksek dereceli kısmını gösterelim. 0a =∑ = )()(,
.

aaj jj
j

a
µµ

α  

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.9: µ : ( )XF →Ν  genelleştirilmiş derece fonsiyonu ve ( ) )(:~ XSX →Γ  

parantezlerin kaldırılmasıyla elde edilen homomorfizm olsun. Bir a ∈ ( )XF  için 

a =∑ ii a.α olsun öyle ki 0≠ ∈iα K , ia  ler monomialler ve sj ≠  için sj aa ≠  

olsun. Eğer her ji ≠  için ( ) ( )ji aa ~~ µµ =  ise a  ya ( )XF  in bir homojen elemanı 

denir. 

 

Tanım 2.10: M  cebirlerin herhangi bir sınıfı, X  ={ nxx ,...,1 }, F = ( )XF , A ∈ M  

ve vu, ∈ ( )XF  olsun. Her ∈naaa ,...,, 21 A  için ( ) ( )nn aavaau ,...,,..., 11 =  ise ( )vu,  

çiftine A  cebirinde bir özdeşlik denir. 

 

Tanım 2.11: Bir cebir sınıfı homojen özdeşliklerin bir kümesi tarafıdan 

belirlenebiliyorsa bu cebir sınıfı homojendir denir. 

 

Tanım 2.12: M  cebirlerin herhangi bir sınıfı olsun. Eğer M  deki her serbest cebirin 

her alt cebiri M  ye ait bir serbest cebir ise M  ye Schreier cebirleri sınıfı denir. 

 

Tanım 2.13: A  sonlu üreteçli bir serbest cebir ve { } AssS n ⊂= ,...,1  olsun. Eğer 

( ) 0,...,1 =nssf  olacak şekilde sıfırdan farklı bir bağıntı yoksa S  ye bağımsız küme 

denir. 

 

Bu çalışmanın bundan sonraki bölümlerinde aşağıdaki teoremlerden 

yararlanacağız. 
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Teorem 2.1 (Cohn, 1964; Kurosh, 1947; Lewin, 1968; Mikhalev, 1985; 

Mikhalev, 1986; Mikhalev, 1988; Shirshov, 1953; Shirshov, 1954; Shtern, 1986; 

Witt, 1956): },...,{ 1 nxxX = ; K , karakteristiği 2 den farklı olan bir cisim ve 

)(XFF = , K  cismi üzerindeki aşağıdaki cebir sınıflarından birine ait serbest üreteç 

kümesi X olan birim elemansız bir serbest cebir olsun. 

 

i) Tüm cebirlerin sınıfı, Lie cebirlerinin sınıfı 

ii) Değişmeli cebirlerin sınıfı, değişmeli olmayan cebirlerin sınıfı 

olmak üzere; 

            1) F  nin her sonlu alt kümesi, elemanter dönüşümlerin sonlu bir dizisi ile F  

nin indirgenmiş bir alt kümesine dönüştürülebilir. 

2) F  nin her indirgenmiş alt kümesi bir bağımsız kümedir. 

3) İndirgenmiş bir kümeye bağlı olarak yazılan bir polinomun en yüksek 

dereceli kısmı, bu kümedeki elemanların en yüksek dereceli kısımlarının bir 

polinomudur. 

4) F  nin her alt cebiri serbesttir. 

5) F  nin bir M alt kümesinin bağımsız olması için gerek ve yeter koşul 

B =< M > olmak üzere modülo 2B  lineer bağımsız olmasıdır. 

6) <X ∞  ise F  nin otomorfizm grubu elemanter otomorfizmler tarafından 

üretilir. 

 

Teorem 2.2 (Cohn, 1961;Cohn, 1963): },...,{ 1 nxxX = ; K  bir cisim; K < X > , X  

kümesi tarafından üretilen serbest birleşmeli cebir, ><∈ XKaa n,...,1  ve 

)(...)()( 21 naaa AAA ≤≤≤  olsun. },...,{ 1 naa  kümesi sol bağımlı ise, ni ≤≤1  olacak 

şekilde bir i  sayısı vardır öyle ki ia  elemanı },...,{ 11 −iaa  kümesi üzerinde sol 

bağımlıdır. 
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Teorem 2.3 (Umirbaev, 1994;Yagzhev, 1980): A  bir serbest cebir olsun. A  nın bir 

ϕ endomorfizminin otomorfizm olması için gerek ve yeter koşul ϕ nin Jacobian 

matrisinin ( )AU  üzerinde tersinir olmasıdır. 

 

K  cismi üzerinde L  ve M  gibi iki cebirin direkt toplamlarını ML⊕  ile ve 

serbest çarpımlarını ML ∗  ile göstereceğiz. 
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3.TÜREVLER VE ADMİSSİBLE SİSTEMLER 

 

3.1 Fox Türevleri 

 

F = F ( X ); X ={ nxx ,...,1 } kümesi üzerinde bir serbest grup; FΖ , F nin 

tamsayı grup halkası ve FΖ:σ Ζ→ ,  

∑∑ =
i

i
i

ii nfn ))((σ    ( ∈Ζ∈ ii fn , F )  

doğal homomorfizminin çekirdeği F∆  olsun. ix  ye göre Fox kısmi türevi aşağıdaki 

koşulları sağlayan :id FF Ζ→Ζ  dönüşümüdür. 

1) ijji xd δ=)(  , 








≠
=

=
ji
ji

ij   ,0
  ,1

δ  

2) Fvu Ζ∈,  için )().()(.).( udvvduvud iii σ+=  

3) Fvu Ζ∈,  ve Ζ∈lk,  için )(.)(.)( vdludklvkud iii +=+  

 

3.2 Kısmi Türevler 

 

Tanım 3.2.1: M , K  cismi üzerindeki lineer cebirlerin homojen bir sınıfı olsun. C  

M  sınıfında bir cebir ve < y >, M  sınıfında rankı 1 olan serbest cebir olsun. 

B =< y >∗C∈ M  serbest çarpımını düşünelim. 1B  ile B  nin y  ye göre derecesi 1 

olan elemanlarının alt uzayını gösterelim. a∈C için ar  ve aA  operatörleri 1Bb∈  

olmak üzere; bab a .. =A , abrb a .. =  olarak tanımlanır. 

 

Tanım 3.2.2: A , { }nxxX  ..., ,1=  tarafından üretilen serbest cebir, A∈M  olmak 

üzere ( ) ( )AUyAUyI nA .....1 ⊕⊕= , bazı { }nyy  ..., ,1  olan serbest sağ ( )AU -modül 

olsun. D: A→ AI , ni ≤≤1  için ( ) ii yxD =  ve Aba ∈,  için 

( ) ( ) ( ) ab bDraDbaD A... +=  olarak tanımlanan lineer dönüşüme, A  cebirinin evrensel 
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türevi denir. A  nın bir f  elemanının kısmi türevleri olan 
ix

f
∂
∂

 ler ( ) =fD .
1
∑
=

n

i
iy

ix
f

∂
∂  

ile tek türlü belirlidir. 

∂ ( )f = 



∂
∂ ,

1x
f ,

2x
f

∂
∂  ..., 

T

nx
f




∂
∂   

diyelim. Tanımdan 

i

j

x
x
∂

∂
=δij    δij =





≠
=

ji
ji

  ,0
  ,1

      

elde ederiz. Çünkü, 

( )=jxD .
1
∑
=

n

i
iy

i

j

x
x
∂

∂
= 1y .

1x
x j

∂

∂
+ 2y .

2x
x j

∂

∂
+...+ jy .

j

j

x
x
∂

∂
+…+ ny .

n

j

x
x
∂

∂
 

ise     

jy = 1y .
1x

x j

∂
∂

+ 2y .
2x

x j

∂

∂
+...+ jy .

j

j

x
x
∂

∂
+...+...+ ny .

n

j

x
x
∂

∂
  

olur. { }nyy  ..., ,1  baz olduğundan ji ≠  için 
i

j

x
x
∂

∂
=0 ve 

j

j

x
x
∂

∂
=1 elde ederiz. 

Ayrıca Avu ∈,  için
 

( )
ix
vu

∂
∂ .  =

ix
u

∂
∂ . vr +

ix
v

∂
∂ . uA  elde ederiz. Çünkü,  

( )vuD . = .
1
∑
=

n

i
iy ( )

ix
vu

∂
∂ .  = ( ) vruD . + ( ) uvD A. = .

1
∑
=

n

i
iy

ix
u

∂
∂ . vr + .

1
∑
=

n

i
iy

ix
v

∂
∂ . uA  

                       = .
1
∑
=

n

i
iy 








∂
∂

+
∂
∂

u
i

v
i x

vr
x
u A..  ise .

1
∑
=

n

i
iy ( )

ix
vu

∂
∂ . = .

1
∑
=

n

i
iy 








∂
∂

+
∂
∂

u
i

v
i x

vr
x
u A..   

olur. { }nyy  ..., ,1  baz olduğundan yazılış tek türlüdür. O halde 

( )
ix
vu

∂
∂ . =

ix
u

∂
∂ . vr +

ix
v

∂
∂ . uA                                                                                 (*) 

eşitliğini elde ederiz. 
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3.3 Kısmi Türevlerin Temel Özellikleri 

 

0M , tüm cebirlerinin sınıfı; 1M , karakteristiği 2 den farklı olan tüm 

değişmeli cebirlerin sınıfı ve 2M  , tüm değişmeli olmayan cebirlerin sınıfı olmak 

üzere A  0M , 1M veya 2M  ye ait olan sonlu üreteçli bir serbest cebir olsun. 

H , A  nın bir alt cebiri olsun. HJ  ile AI  nın ( ){ }HhhD ∈/  elemanları 

tarafından doğrulan alt modülünü gösterelim. 

 

Tanım 3.3.1: Aa∈  olsun. Eğer Ha∈  olması için gerek ve yeter koşul ( ) HJaD ∈  

olması ise M , alt cebirler için diferansiyel ayırabilirlik özelliğine sahiptir denir.  

0M  ve 2M  de alt cebirler için diferansiyel ayırabilirlik özelliğine sahiptir. 

Eğer Kar K ≠2 ise 1M  de bu özelliğe sahiptir. Bundan sonra M  ile 0M , 1M  veya 

2M  sınıfından birini göstereceğiz. 

A  cebirinin lineer bazı için iW  notasyonunu ve ( )AU  cebirinin serbest üreteç 

kümesi için iS  notasyonunu kullanacağız. 

A  üzerindeki ( )AU  modülünün yapısı Awa ∈,  için wara w .. = , awa w .. =A  

ile verilir. 

H , A  nın { }11 ,..., −nxx  tarafından üretilen alt cebiri, ( )HU  da ( )AU  nın 

{ }Hur uu ∈/, A  kümesi tarafından üretilen birim elemanlı alt cebiri ve 

( )HUSS H ∩=  olsun. Eğer H , A  nın alt cebiri ise ( )HU , ( )AU  nın alt cebiri 

olmak zorunda değildir. Fakat Schreier cebirleri için ( )HU , ( )AU  nın alt cebiridir. 

HV  ile ( )AU  nın ur  ve uA elemanları tarafından üretilen sol idealini gösterelim öyle 

ki; u , 11  ..., , −nxx  üzerinde derecesi 1 den küçük olmayan monomiallerden biri olsun. 

 

Önerme 3.3.1: Her Aa∈  ve ( )HUu∈  için, 
nx
ua

∂
∂ ).( = u

x
a

n

.)(
∂
∂  dir. 
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İspat: ( )HUSS H ∩=  olduğundan u  nun HS  içinde bir monomial olduğunu 

varsayabiliriz. Hh∈  için hrs =  veya hs A=  olmak üzere suu .1= olsun. Hh∈  

olduğundan (*) gereği 
nx

h
∂
∂ =0 olur. Çünkü H , A  nın { }11 ,..., −nxx  tarafından üretilen 

alt cebiri olup Hh∈  elemanı nx   e bağlı değildir. Buradan   

 

n

h

x
rua

∂
∂ ))..(( 1 = h

n

r
x
ua .).( 1

∂
∂ + 

nx
h

∂
∂ .

1.uaA = h
n

r
x
ua .).( 1

∂
∂                                           (1) 

n

h

x
ua
∂

∂ ))..(( 1 A =  
nx

h
∂
∂ .ra.u 1 +  h

nx
ua

A.
).( 1

∂
∂

= h
nx
ua

A.
).( 1

∂
∂

                                    (2) 

 

olur. 
nx
ua

∂
∂ ).( =

nx
sua

∂
∂ ))..(( 1  olup 

nx
ua

∂
∂ ).( =

n

h

x
rua

∂
∂ )..(( 1  veya 

nx
ua

∂
∂ ).( =

n

h

x
ua
∂

∂ ))..(( 1 A  olur. 

Böylece (1) ve (2) den, 
nx
ua

∂
∂ ).( =

nx
ua

∂
∂ ).( 1 . s  elde edilir. S  nin derecesi üzerinde 

tümevarımla ispat tamamlanır. 

 

Önerme 3.3.2: Aa∈  ve 
nx

a
∂
∂ =0 ise, Ha∈  dir. 

İspat: Aa∈  için 
nx

a
∂
∂ =0 olsun. 

( ) =aD .
1
∑
=

n

i
iy

ix
a

∂
∂  olup 

nx
a

∂
∂ =0 ise ( ) =aD 1y .

1x
a

∂
∂ + 2y .

2x
a

∂
∂ +...+ 1−ny .

1n

a
x −

∂
∂ HJ∈  

olur. M cebirler sınıfı alt cebirler için diferansiyel ayrılabilirlik özelliğine sahip 

olduğundan, Ha∈  olması için gerek ve yeter koşul ( )aD HJ∈  olmasıdır. O halde 

Ha∈  olur. 
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Önerme 3.3.3: Aa∈  ve 
nx

a
∂
∂

∈ HV  ise '

1

.. avua ii

n

i
i += ∑

=

α                                                                   

olacak şekilde iα ∈K , Wvu ii ∈, , Ha ∈'  vardır ve her i  

için Hui ∈  veya Hvi ∈  dir. 

 

İspat: A  ve ( )AU  cebirleri ve HV  ideali her Xxi ∈  elemanına göre homojen 

olduğundan ispatı sadece a  elemanı için yapmak yeterlidir. Eğer a , nx  e bağlı 

değilse 
nx

a
∂
∂ =0 dır. Eğer 0 ≠ α için nxa .α=  ise 

nx
a

∂
∂ =α ∉ HV  dir. Bu yüzden a  nın 

derecesi 2 den az olmayan bir eleman olduğunu ve nx  e bağlı olduğunu 

varsayabiliriz. O zaman a = ii

n

i
i vu ..

1
∑
=

α , iα ∈K , Wvu ii ∈,  olarak tek türlü 

yazılabilir. 

M = 0M  ise  

a = 1 1 2 2. . ... .k kf w f w f w+ + +                                                                      (3.3.1) 

şeklindedir öyleki if  ler oW  ın kelimelerinin lineer toplamı, 0Wwi ∈  ve 

kwww >>> ...21  dır. 

O zaman 
nx

a
∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
f

∂
∂

.
iwr +∑

=

k

i 1 n

i

x
w
∂
∂

.
if

A  olur. ( )HUSS H ∩=  ın elamanları 

( )AU  üzerinde sol bağımsız olduğundan 
nx

a
∂
∂

∈ HV  ise 
n

i

x
f

∂
∂

. rw i  ∈ HV  olur. Buradan 

Hwi ∈  veya 
n

i

x
f

∂
∂

=0 dır. Önerme 3.3.2 den Hfi ∈  veya Hwi ∈  elde ederiz. 

1MM =  ise a  elemanı (3.3.1) deki yazılışa sahip olup burada if  ler 1W  in 

iw  ye eşit yada iw  den küçük monomiallerin bir lineer toplamıdır. 1≤ i ≤ k  için 

iiii gwf += .α  olsun öyle ki ig  ler iw  den küçük olan monomiallerin lineer 
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kombinasyanu olsun. O zaman; 
nx

a
∂
∂ =

 
i

k

i
α2(

1
∑
=

)
n

i

n

i

x
g

x
w

∂
∂

+
∂
∂

.
iwr +∑

=

k

i 1 n

i

x
w
∂
∂

.
igr  olur. 

Çünkü; 1M  abelyen olduğundan 
ig

n

i r
x
w

.
∂
∂

=
n

i

x
w
∂
∂

. ig =
n

i

x
w
∂
∂

.
igA  olur. 

nx
a

∂
∂ =

 
∑
=

k

i 1 n

i

x
f

∂
∂

.
iwr +∑

=

k

i 1 n

i

x
w
∂
∂

.
if

A   

idi. O zaman; 

 

nx
a

∂
∂ =

 
∑
=

k

i 1 n

iii

x
gw

∂
+∂ ).(α

.
iwr +∑

=

k

i 1 n

i

x
w
∂
∂

.
ifr  

= ).(
1 n

i

n

i
k

i
i x

g
x
w

∂
∂

+
∂
∂∑

=

α .
iwr +∑

=

k

i 1 n

i

x
w
∂
∂

. ).( iii gw +α  

= ).(
1 n

i

n

i
k

i
i x

g
x
w

∂
∂

+
∂
∂∑

=

α .
iwr + .

1
∑
=

k

i
iα

n

i

x
w
∂
∂

. iw + i
n

i g
x
w

.
∂
∂

 

= ).(
1 n

i

n

i
k

i
i x

g
x
w

∂
∂

+
∂
∂∑

=

α .
iwr + .

1
∑
=

k

i
iα iw

n

i r
x
w

.
∂
∂

+∑
=

k

i 1
ig

n

i r
x
w

.
∂
∂

 

= ).2(
1 n

i

n

i
k

i
i x

g
x
w

∂
∂

+
∂
∂∑

=

α .
iwr +∑

=

k

i 1
ig

n

i r
x
w

.
∂
∂

 
 

olup yukarıdaki eşitlik sağlanır. kwww >>> ...21  olduğundan 
igr  )(.

1
Krw ∈αα  

formundaki terimlere sahip değildir. Buradan, H
n

V
x
a
∈

∂
∂  ise 

( ) Hw
nn

Vr
x
g

x
w

∈
∂
∂

+
∂
∂

1
..2 11

1α  olur. O halde Hw ∈1  veya 
nx

gw
∂

+∂ ).2( 111α =0 olur. 

Önerme 3.3.2 den Hw ∈1  veya 2 11.wα + Hg ∈1 olur. ( ) 1111 ..2 wgwab +−= α  olsun. 

a =∑
=

k

i
ii wf

1

.  idi. O zaman; 

( ) 1111
2

11 ..2.. wgwwfwfb
k

i
ii +−







+= ∑

=

α  
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    =∑
=

k

i
ii wf

2

. + ( ) 1111 .. wgw +α ( ) 1111 ..2 wgw +− α   

olur. Buradan; 

b = ∑
=

+−
k

i
ii wfww

2
111 ...α  ve H

n

V
x
b
∈

∂
∂   

olur. 

b = ∑
=

+−
k

i
ii wfww

2
111 ...α   

olup 

nx
b

∂
∂ = H

k

i
i

n

i
w

n

i
w

n

Vf
x
w

r
x
f

r
x
w

i
∈







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

− ∑
=2

1
1 ....2

1
α   

dır. Buradan Hw
n

Vr
x
w

∈
∂
∂

−
1

..2 1
1α  olur. 1M  sınıfının, karakteristiği ikiden farklı olan 

bir cisim üzerinde olduğunu dikkate alalım. Bu yüzden 1 0α = , 
nx

w
∂
∂ 1 =0 veya 

Hw ∈1 olur. 
nx

w
∂
∂ 1 =0 ise Hw ∈1  olur. Bu yüzden α 1=0 veya Hw ∈1  olur. 

b = ∑
=

+−
k

i
ii wfww

2
111 ...α   

elemanı için ispatı yapmak yeterlidir. (3.3.1) de k üzerinde tümevarım uygulanırsa 

ispat tamamlanır. 

M = 2M  ise a  elemanı (3.3.1) deki gibi yazılabilir öyle ki if  ler iw  den 

küçük olan monomiallerin lineer toplamıdır. 1M  için yapılan ispata benzer olarak 

nx
a
∂

∂
HV∈  ise 

nx
f

∂
∂ 1 . Hw Vr

i
∈  olur. O zaman; Hw ∈1  veya Hf ∈1  olur. 11.wfab −=  

elemanı için (3.3.1) de k  üzerinde tümevarım uygulanırsa ispatı tamamlanmış 

oluruz. 
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3.4 Homojen Elemanlar 

 

A  sonlu üreteçli bir serbest cebir, W  A  nın bir lineer bazı ve 

+Ζ ={ }0/ ≥∈ kZk  ve { }/ 0Q Qα α+ = ∈ ≥  olsun. 

 

Tanım 3.4.1: Eğer her ni  ..., ,2 ,1=  için ix  üreteci w  içinde tam ik  kere 

bulunuyorsa Ww∈  monomiali ( ) ( ) n
n Zkkwm +∈=  ..., ,1  multi derecesine sahiptir 

denir. 

Tanım 3.4.2: Eğer her nZs +∈≠0  için ( ) 0≠sµ  ise µ : nZ + → +Q  lineer dönüşümüne 

bir fonksiyonel denir. ( ) ( )( )wmw µµ =  ile Ww∈  için µ -dereceyi tanımlayalım. 

∑
=

=
k

i
ii wa

1

.α  ( Wwi ∈ ) için ( ) ( )kww µµ == ...1  ( ( ) ( )kwmwm == ...1 ) ise 

a elemanına µ -homojen (m-homojen) denir. Ww∈ için ( ) ( ) ( )w wm r m m w= =A  ve 

( ) ( ) ( )w wr wµ µ µ= =A  olarak tanımlayalım. Bu bize ( )AU  nın m -homojen ve µ -

homojen elemanlarını inceleme olanağını verir. ( )AU  cebiri serbest üreteç kümesi S  

olan serbest birleşmeli cebir olduğundan ( )AU  nın elemanları S -dereceye sahiptir. 

 

Tanım 3.4.3: ( )HU  ın µ -homojen elemanlarının { }kuu ,...,1  kümesi admissible dır 

denir eğer, Aa∈  ve ( )AUmm k ∈,...,1  için 

nx
a

∂
∂ =∑

=

k

i
ii um

1

.                                                                                           (3.4.1) 

denkleminden 
nx

a
∂
∂ =

 
∑
=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu  eşitliği sağlanacak şekilde Aaa k ∈,...,1  vardır. 

 

Önerme 3.4.1: 

i) Sıfır elemanlarını içeren bir küme admissible dır. Eğer { }kuu ,...,1  

admissible bir küme küme ise : 
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ii) { }0,,...,1 kuu  kümesi admissible dir. 

iii) kS  simetrik grubunun her σ  elemanı için ( ) ( ){ }kuu σσ ,...,1  kümesi 

admissible dır. 

iv) 0≠α ∈K  ise { }kk uuu .,,..., 11 α−  kümesi admissible dır. 

v) u ∈ ( )HU  ve 1. −+ kk uuu  elemanı µ -homojen ise { }111 .,,..., −− + kkk uuuuu  

kümesi admissible dır. 

 

İspat : 

i) { }0  kümesini ele alalım. 1=k  ve 01 =u  olur. (3.2.1) den 

nx
a

∂
∂ =∑

=

1

1

.
i

ii um = 1m .0=0 olup Aa ∈1  için (veya özel olarak Aa ∈= 01  için )  

nx
a

∂
∂ =

 
∑
=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu   

olur. O zaman { }0  kümesi admisible dır. Şimdi { }kuu  ..., ,1  kümesinin admissible 

olduğunu kabul edelim. O zaman; 
nx

a
∂
∂ =∑

=

k

i 1

.im iu  ( Aa∈ , ( )AUmi ∈ ) olmak üzere 

Aaa k ∈ ..., ,1  vardır öyle ki 
nx

a
∂
∂ =

 
∑
=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu  dir. 

ii) { }0 , ..., ,1 kuu  kümesinin admissible olduğunu gösterelim. 

nx
a

∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im iu +0=

nx
a

∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im iu + 1+km .0 ( 1+km ∈ ( )AU )  

olup 1+ku =0 için 

nx
a

∂
∂ =∑

+

=

1

1

k

i

.im iu   

olur. 
nx

a
∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu  idi. O zaman;  

nx
a

∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu +0  

olur. Aak ∈+1  için 
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nx
a

∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu +
n

k

x
a
∂
∂ +1 .0 ise 

nx
a

∂
∂ =

 
∑
+

=

1

1

k

i n

i

x
a
∂
∂

. iu   

olur. ( 01 =+ku ve Aak ∈+1  )  O halde {u1, ..., uk, 0} kümesi admissibledır. 

 

iii) σ ∈ kS  ise σ :{ }k ..., ,2 ,1 →{ }k ..., ,2 ,1  olan bire-bir ve örten bir 

fonksiyondur. O halde; ( ) ( ){ }kuu σσ  ..., ,1  kümesi { }kuu  ..., ,1  kümesinin elamanlarının 

herhangi bir sırada yazılması ile elde edilir. i≠j için iijjjjii umumumum .... +=+  ve 

n

i

x
a
∂
∂

. iu +
n

j

x
a
∂

∂
. ju =

n

j

x
a
∂

∂
. ju +

n

i

x
a
∂
∂

. iu  ve { }kuu  ..., ,1  kümesi admissible olduğundan 

( ) ( ){ }kuu σσ ,...,1  kümesi admissibledır. 

iv) 
nx

a
∂
∂ = .

1

1
∑
−

=

k

i
im iu + kk um ..α  (0≠ α ∈K ) olsun. { }kuu  ..., ,1  kümesi 

admissible olduğundan 
nx

a
∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu  olacak şekilde Aaa k ∈ ..., ,1  vardır. O 

zaman; 

nx
a

∂
∂ =

 
∑
−

=

1

1

k

i
i

n

i u
x
a

.
∂
∂

+ k
n

k u
x
a

.
∂
∂

=∑
−

=

1

1

k

i
i

n

i u
x
a

.
∂
∂

+
n

k

x
a

∂
∂ − )( 1α ( )ku..α   

olur. O halde { }k1-k1 .u ,u ..., , αu  kümesi admissible dır. 

 

v) 
nx

a
∂
∂ = ( )1

1

1

... −

−

=

++∑ kkk

k

i
ii uuumum  olsun. 

    nx
a

∂
∂ = 111

2

1

..... −−−

−

=

+++∑ kkkkkki

k

i
i uumumumum  

    nx
a

∂
∂ = ( ) kkkkki

k

i
i umuummum .... 11

2

1

+++ −−

−

=
∑  

{ }kuu  ..., ,1  kümesi admissible olduğundan Aaa k ∈,...,1  vardır öyle ki; 

nx
a

∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu  olur. Buradan; 
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nx
a

∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu +
n

k

x
a
∂
∂

. −−1. kuu
n

k

x
a
∂
∂

. 1. −kuu  

       =∑
−

=

2

1

k

i n

i

x
a
∂
∂

. iu +
n

k

x
a
∂
∂ −1 . 1−ku +

n

k

x
a
∂
∂

. ku +
n

k

x
a
∂
∂

. −−1. kuu
n

k

x
a
∂
∂

. 1. −kuu  

       =∑
−

=

2

1

k

i n

i

x
a
∂
∂

. iu +( −
∂
∂ −

n

k

x
a 1

n

k

x
a
∂
∂

. u ). 1−ku +
n

k

x
a
∂
∂

.( 1. −+ kk uuu ) 

       =∑
−

=

2

1

k

i n

i

x
a
∂
∂

. iu +(
n

k

x
a
∂
∂ −1

n

k

x
ua

∂
∂

−
).(

). 1−ku +
n

k

x
a
∂
∂

.( 1. −+ kk uuu ) 

=∑
−

=

2

1

k

i n

i

x
a
∂
∂

. iu +
n

kk

x
uaa

∂
−∂ − ).( 1  . 1−ku +

n

k

x
a
∂
∂

.( 1. −+ kk uuu ) 

olur. O halde; 

nx
a

∂
∂ =∑

−

=

2

1

k

i n

i

x
a
∂
∂

. iu +
n

kk

x
uaa

∂
−∂ − ).( 1 . 1−ku +

n

k

x
a
∂
∂

.( 1. −+ kk uuu ) 

olur. Buradan { }111 .,,..., −− + kkk uuuuu  kümesi admissible dır. 

 

Önerme 3.4.2: Aa∈ , ( )AUmm k ∈ ..., ,1  ve ( )HU  nin µ -homojen kuu  ..., ,1  

elemanları (3.4.1) denklemini sağlasın ve i ≥2 için ( ) ( )iuu µµ ≤1  olsun. Eğer 1u  in 

gösteriminde katsayısı sıfırdan farklı olan bir u  S -monomial varsa öyleki kuu  ..., ,2  

elemanları u  ile biten monomiallere sahip değilse o zaman ∈1m )(A
xn∂
∂  dır. 

 

İspat: u  monomialinin S -derecesi üzerinde tümevarım kullanacağız. u =1 ise 

uu .1 α= ( 0≠α ∈K  ) ve 0...2 === kuu  ve 1m =
α
1 .

1
∑
=

k

i
im iu =

α
1

nx
a

∂
∂

∈ )(A
xn∂
∂  olur. 

Çünkü (3.4.1) den 
nx

a
∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im iu  olup uu .1 α= =α , 0...2 === kuu  ise 

nx
a

∂
∂ = α.. 111 mum =  ise =1m

α
1 . ∈

∂
∂

nx
a )(A

xn∂
∂  olur. u ∈ ( )HU olduğu açıktır. Ss∈  

için suu .0=  olsun. Hw∈  için wrs =  veya ws A=  olsun. i ≥2 için 0< ( ) ( )iuu µµ ≤1  
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olup (3.4.1) gereği 
nx

a
∂
∂

∈ HV  olur. Önerme 3.3.3 ten ∑
=

=
n

i
iii vwa

1
..α  şeklindedir öyle 

ki her i  için ii Hw ∈  veya Hvi ∈  dir. f  ve g  w  dan farklı monomiallerin lineer 

kombinasyonu ve her j  için wvw jj ≠,  ve Hw j ∈  veya Hv j ∈  olmak üzere a  

elemanını ∑+++= jjj vwwgfwwwa ...... βα  yazalım. Hw∈  olduğundan 

)...(..
jj w

n

j
v

n

j

j
iw

n
w

nn x
v

r
x
w

r
x
g

x
f

x
a AA

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ ∑β  olur. ( Çünkü; H  { }11 ,..., −nxx  

tarafından üretilen alt cebiri olduğundan Hw∈  için 
nx

w
∂
∂ =0 dır. ) ki ≤≤1  için iu  

elemanları, "
iu  elemanları s  ile biten monomiallere sahip olmamak üzere 

"' . iii usuu +=  şeklinde tek türlü yazılabilir. wrs =  olsun. ( )AU , S  üzerinde serbest 

cebir olduğundan, (3.4.1) de S  ile biten monomialleri karşılaştırırsak 
nx

g
∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im '

iu  

elde ederiz. Ayrıca 0u , '
iu  de sıfırdan farklı bir katsayıya sahiptir ve ''

2 ,..., kuu  

elemanları 0u  ile biten S -monomialleri sahip değildir. Buradan ifadeyi 0u  için 

ispatlamış olduk. 0u  ın S -derecesi u nun S -derecesinden küçük olduğundan 

tümevarımla 1m ∈ )(A
xn∂
∂  elde ederiz. 

 

Önerme 3.4.3: ( )HU  nin µ -homojen elemanlarının herhangi bir { }kuu ,...,1  alt 

kümesi admissible dır. 

 

İspat: İspatı k  üzerinde tümevarımla yapalım. k =1 olsun. 01 =u  ise Önerme 3.4.1 

den önerme doğrudur. 01 ≠u  olsun. Aa∈  ve ( )AUm ∈1  için 
nx

a
∂
∂ = 11.um  olsun. 1u  

de katsayısı sıfırdan farklı olan S -monomial u  elemanını ele alalım. Önerme 3.4.2 

den ∈1m )(A
xn∂
∂  olur. O zaman { }1u kümesi admissible dır. 1>k olsun. Önerme 
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3.4.1 gereği 2≥i  için ( ) ( )iuu µµ ≤1  varsayabiliriz. 1u  ile başlayan sıfırdan farklı α  

katsayılı S -monomial u  yu ele alalım. α =1 varsayabiliriz. 2≥i  olamak üzere iu  

elemanları için "
iu  ler u  ile biten monomiallere sahip olmamak üzere "' . iii uuuu +=  

şeklinde yazılabilir. Önerme 3.4.1 den { }kuu  ..., ,1  kümesinin admissible olması için 

gerek ve yeter koşul { }1
'

1
'
221 . ..., ,. , uuuuuuu kk −−  kümesinin admissible olmasıdır. 

Şimdi bu ifadenin doğruluğunu görelim: 

{ }kuu  ..., ,1  kümesi admissible ve 
nx

a
∂
∂ = 11.um +

 
i

k

i
i um .(

2
∑
=

1
' .uui− ) olsun.O 

zaman; 

nx
a

∂
∂ = 11.um + ..(

2
ii

k

i
i mum −∑

=
1

' .uui ) 

  = 11.um + ..
22

i

k

i
i

k

i
i mum ∑∑

==

− 1
' .uui  

              = ∑∑
==

+







−

k

i
ii

k

i
ii umuumm

2
1

2
1 ...  

olur. { }kuu  ..., ,1  kümesi admissible olduğundan Aaa k ∈,...,1  vardır öyle ki 

nx
a

∂
∂ = i

k

i n

i u
x
a

.
1
∑
= ∂
∂

 olur. O zaman; 

nx
a

∂
∂ =

nx
a
∂
∂ 1 . 1u +

nx
a
∂
∂ 2 . 2u +...+

n

k

x
a
∂
∂

. ku –
nx

a
∂
∂ 2 . 1

'
2 .uu +

nx
a
∂
∂ 2 . 1

'
2 .uu +–... 

–
n

k

x
a
∂
∂

. 1
' .uuk +

n

k

x
a
∂
∂

. 1
' .uuk =

n

kk

x
uauaa

∂

++∂ ).....( '
2

'
21 . 1u +

nx
a
∂
∂ 2 . ( )1

'
22 .uuu − +...+ 

n

k

x
a
∂
∂

. ( )1
' .uuu kk −   

olur. O halde { }1
'

1
'
221 . ..., ,. , uuuuuuu kk −−  kümesi admissible dır.  

{ }1
'

1
'
221 . ..., ,. , uuuuuuu kk −−  kümesi admissible ve 

nx
a

∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im iu  olsun. 

nx
a

∂
∂ = 11.um + ( )1

'
222 .. uuum − + +1

'
22 .. uum ( )1

'
333 .. uuum − + 1

'
33 .. uum +…+
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( )1
' .. uuum kkk − + 1

' .. uum kk = ( ) 1
''

221 ...... uumumm kk+++ + ( i

k

i
i um .

2
∑
=

– 1
' .uui )  

olur.{ }1
'

1
'
221 . ..., ,. , uuuuuuu kk −−  kümesi admissible olduğundan Aaa k ∈,...,1  vardır 

öyle ki 
nx

a
∂
∂ =

nx
a
∂
∂ 1 . 1u +∑

=

k

i 2 n

i

x
a
∂
∂

. ( )1
' .uuu ii −  olur. O zaman; 

nx
a

∂
∂ =

nx
a
∂
∂ 1 . 1u +∑

=

k

i 2
1.u

x
a

n

i

∂
∂

 –
 
∑
=

k

i 2 n

i

x
a
∂
∂

. 1
' .uui = 1

2

'
1

.
).(

u
x

uaa

n

k

i
ii

∂

−∂ ∑
= +∑

=

k

i 2
i

n

i u
x
a

.
∂
∂

 

olur. O halde { }kuu  ..., ,1  kümesi admissible dır. 1u  elemanı µ -homojen olduğundan, 

uu −1 elemanı u ile biten monomiallere sahip değildir. Bu yüzden 2≥i  için 

( ) "
1

'
1

'"'
1

' .... iiiiiii uuuuuuuuuuuu +−=−+=−  elemanı u  ile biten monomiallere 

sahip değildir. Buradan kuu  ..., ,2  elemanlarının u  ile biten monomiallere sahip 

olmadığını varsayabiliriz. Önerme 3.4.2 den Aa ∈1  vardır öyleki 1m =
nx

a
∂
∂ 1 olur. 

Buradan 
nx

a
∂
∂ =

nx
a
∂
∂ 1 . 1u +∑

=

k

i
ii um

2

. olur ( (3.4.1) den). Önerme 3.3.1den  

−
∂
∂

nx
a

nx
a
∂
∂ 1 . 1u =

nx
uaa

∂
−∂ ).( 11 =

 
∑
=

k

i
ii um

2
.   

olur. Tümevarım hipotezi gereği −
∂
∂

nx
a

nx
a
∂
∂ 1 . 1u =∑

=

k

i 2
i

n

i u
x
a

.
∂
∂

 olur. O halde 

{ }kuu ,...,1 kümesi admissible dır. 

 

Önerme 3.4.4: ( )HU  ın kuu  ..., ,1  elemanlarının ( )AU  üzerinde sol bağımsız 

olduğunu varsayalım. Eğer Aa∈  ve ( )AUmm k ∈,...,1  için (3.4.1) sağlanıyorsa o 

zaman ki ≤≤1  için im ∈ )(A
xn∂
∂  dir. 
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İspat: ( )HUuu k ∈ ..., ,1 elemanları ( )AU  üzerinde sol bağımsız ve Aa∈ , 

( )AUmm k ∈ ..., ,1  için 
nx

a
∂
∂ = i

k

i
i um .

1
∑
=

 olsun. Önerme 3.4.3 ten Aaa k ∈ ..., ,1  vardır 

öyle ki 
nx

a
∂
∂ =∑

=

k

i 1 n

i

x
a
∂
∂

. iu  olur. Ayrıca 
nx

a
∂
∂ = i

k

i
i um .

1
∑
=

 olup bu iki denklem gereği 

( ) i

k

i n

i
i u

x
a

m .
1
∑
= ∂

∂
− =0 elde ederiz. kuu  ..., ,1  elemanları ( )AU  üzerinde sol bağımsız 

olduğundan im
n

i

x
a
∂
∂

− =0 olur. O zaman ki ≤≤1  için im =
n

i

x
a
∂
∂

∈ )(A
xn∂
∂  olur. 

 

3.5 Değişkenlerin Yok Edilmesi 

 

Tanım 3.5.1: ϕ, A  cebirinin bir endomorfizmi olmak üzere ni ,...,2,1=  için ( )ixϕ  

elemanları µ -homojen ve Xxi ∈  için ( )( ) ( )ii xx µϕµ =  ise ϕ ye µ -homojen denir. 

 

Tanım 3.5.2: ( )AU  nın bir ϕ endomorfizmi için 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )nxxxJ ϕϕϕϕ ∂∂∂=  ..., , , 21  nn ×  matrisine, ϕ endomorfizminin Jacobian 

matrisi denir. nk ≤  için 

 

( )ϕkJ =

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

k

k

k

k

x
x

x
x

x
x

x
x

)()(

)()(

1

11

1

ϕϕ

ϕϕ

"

###

…

 

 

olsun. O zaman ( ) ( )ϕϕ JJ n =  olduğu açıktır. 

 

Önerme 3.5.1: k  bir tamsayı nk ≤≤1  ve ϕ, A  nın ki >  için ( )ixϕ ix=  olacak 

şekildeki µ -homojen otomorfizmi olsun. O zaman ( )ϕkJ  matrisi tersinirdir. Eğer 
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B = ( )ijb = ( )( ) 1
kJ ϕ

−
ise tüm ijb elmanları µ -homojen dir ve ( ) ( ) ( )ijij xxb µµµ −=  

dir.( ( ) ( ) 0<− ij xx µµ  ise ijb =0 ) 

 

Önerme 3.5.2: a , A  nın µ -homojen elemanı ve k n<  olsun. kmm ,...,1  ( )AU  nın 

µ -homojen elemanları olsun öyleki ki ≤  için ( ) ( ) ( )nii xxm µµµ −=  ve 

nx
a

∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im

ix
a

∂
∂                                                                              (3.5.1) 

olsun. O zaman A  nın µ -homojen bir ϕ otomorfizmi vardır öyle ki ki >  için 

( )ixϕ ix=  ve ( ) Ha ∈ϕ  dir. 

 

Önerme 3.5.2 yi ispatlamadan önce aşağıdaki önermeleri ispatlamamız 

gerekmektedir. 

 

Önerme 3.5.3: Bir Aa∈  ve bir k  pozitif tamsayısı için Önerme 3.5.2 deki 

koşulların sağlandığını kabul edelim. ϕ, A  nın ki >  için ( )ixϕ ix=  olacak şekildeki 

bir µ -homojen otomorfizmi ise o zaman k  ve ( )aϕ  da Önerme 3.5.2deki koşulları 

sağlar. 

 

İspat: ∑
= ∂

∂
∂

∂
=

∂
∂ n

i ij

i

j x
a

x
x

x
a

1

)(.
))(()( ϕ

ϕϕ  ... (*) dır. Çünkü; A  serbest üreteç kümesi 

{ }nxxX ,...,1=  olan bir serbest cebiridir. En basit anlamda a  yı a = nn xcxc ..... 11 ++  

( Kci ∈ ) olarak düşünürsek (*) eşitliğinin varlığını kolayca görebiliriz. ks >  için 

( ) ss xx =ϕ  olduğundan kj ≤≤1  için  

∑
= ∂

∂
∂

∂
=

∂
∂ k

i ij

i

j x
a

x
x

x
a

1

)(.
))(()( ϕ

ϕϕ  

olur. (Çünkü ji ≠  için 
i

j

x
x
∂

∂
=0)  (*) eşitliği kullanılırsa ∑

= ∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ n

i ij

i

j x
a

x
x

x
a

1

)(.
))(()( ϕ

ϕϕ  

olur. ks >  için ( ) ss xx =ϕ  olduğundan 
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∑
= ∂

∂
∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂ k

i ij

i

nj x
a

x
x

x
a

x
a

1

)(.
))((

)()( ϕ
ϕ

ϕϕ   

olur. Pozitif k  tamsayısı ve Aa∈  için (3.5.1) den 
nx

a
∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im

ix
a

∂
∂ olduğunu 

biliyoruz. ( )AUmm k ∈
''

1  ..., ,  için  

∑
= ∂

∂
−

∂
∂ k

j j

j

n x
am

x
a

1

' ))(()( ϕϕ = )(
nx

a
∂
∂ϕ +∑

= ∂
∂

∂
∂k

i in

i

x
a

x
x

1

)(.
)(
ϕ

ϕ
– 

))(.
)(

.(
1 1

'

i

k

j

k

i j

i
j x

a
x
x

m
∂
∂

∂
∂∑ ∑

= =

ϕ
ϕ

=∑
= ∂

∂k

i i
i x

am
1

)().( ϕϕ +∑
= ∂

∂
∂

∂k

i in

i

x
a

x
x

1

)(.
)(
ϕ

ϕ
–

)()
)(

(
1 1

'

i

k

i

k

j j

i
j x

a
x
x

m
∂
∂

∂
∂∑ ∑

= =

ϕ
ϕ

 ( Çünkü  
nx

a
∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im

ix
a

∂
∂  ve ϕ  bir otomorfizm ) 

=∑
= ∂

∂
+

k

i n

i
i x

x
m

1

)(
)((

ϕ
ϕ -∑

= ∂
∂

∂
∂k

j ij

i
j x

a
x
x

m
1

' )().
)(
ϕ

ϕ
 

 olur. Bilinmeyenleri ''
1  ..., , kmm olan 

 

( )1mϕ ∑
= ∂

∂
=

∂
∂

+
k

j j
j

n x
x

m
x
x

1

1'1 )(
.

)( ϕϕ
 

.               .             .              . 

.               .             .              . 

.               .             .              . 

∑
= ∂

∂
=

∂
∂

+
k

j j

k
j

n

k
k x

x
m

x
x

m
1

' )(
.

)(
)(

ϕϕ
ϕ  

denklem sistemini ele alalım. P= ( ( )
nx
xm

∂
∂

+
)( 1

1
ϕϕ , …, ( ) ) k

n

k
k x

x
m ×∂

∂
+ 1

)(ϕ
ϕ  ve M  

matrisi M = ( )''
1 ,..., kmm  olmak üzere bu sistem ( )ϕkJMP .=  şeklinde yazılabilir. 

Önerme 3.5.1 gereği ( )ϕkJ  tersinir olup B = ( )( ) ( )ijk bJ =−1ϕ  olmak üzere 

( )( ) 1. −= ϕkJPM den bu sistem bir tek çözüme sahiptir ve bu çözüm 

kj ≤≤1  için '
jm = ( ) ( )

ij

k

i n

i
i b

x
xm .

1
∑
=









∂

∂
+

ϕϕ   
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dir. 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' . .i
j i ij ij i n j i j n

n

x
m m b b x x x x x x

x
ϕ

µ µ ϕ µ µ µ µ µ µ µ
∂ 

= = = − + − = − ∂ 
ise  

( ) ( ) ( )njj xxm µµµ −='   

olur. ∑
= ∂

∂
=

∂
∂ k

j j

j

n x
am

x
a

1

' ))(()( ϕϕ  den k  ve ( )Aϕ  Önerme 3.5.2 deki koşulları sağlar. 

 

Şimdi A  ve ( )AU  cebirlerinin aşağıdaki parçalanışlarını düşünelim. 

A = A 0⊕ A 1⊕ … ⊕ A k⊕ ... 

( )AU = 0U ⊕ 1U ⊕... ⊕ kU ⊕ ... 

öyle ki A 0= H , 0U = ( )HU , iA ve iU  ler , nx -derecesi i  ye eşit olan nx  e göre tüm 

homojen elemanların alt uzayları olsun. Af ∈  ( f ∈ ( )AU ) için ( )kf  ile kA ( kU dan) 

dan gelen bileşeni gösterelim. 

 

Önerme 3.5.4: Bir k pozitif tam sayısı ve Aa∈  için Önerme 3.5.2 deki koşulların 

sağlandığını kabul edelim ve ks ≤≤1  olmak üzere bir s  pozitif tam sayısı için 

1

)0( )(
x

a
∂

∂ , …, 
sx

a
∂

∂ )( )0(

 elemanları sol bağımsız ve 
1

)0( )(

+∂
∂

sx
a =...=

kx
a
∂

∂ )( )0(

=0 olsun. O 

zaman her r > 0 için aşağıdaki koşullar birbirine denktir. 

 

i)    ( ) ( ) ( ) 0...21 ==== raaa  

ii)    Her si  ..., ,2 ,1=  ve 1 ..., ,1 ,0 −= rj  için ( ) 0=j
im dır. 

 

İspat: (3.5.1) gereği 
nx

a
∂
∂ = .

1
∑
=

k

i
im

ix
a

∂
∂  idi. Aa∈  ise kj aaaaa +++++= ......10  

( ki  ..., ,1 ,0=  için ii Aa ∈ ) şeklinde yazılabilir. 

( )( )j

nx
a

∂
∂ = (

nx
a
∂
∂ 0 +

nx
a
∂
∂ 1 +...+

n

j

x
a
∂

∂
+...+

n

k

x
a
∂
∂ )( )j   
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olup HAa =∈ 00  olduğundan 
nx

a
∂
∂ 0 =0 olur. Ayrıca iA  lerde nx  nin derecesi i  

olduğundan ki  ..., ,2 ,1=  için 
n

i

x
a
∂
∂

∈ 1−iA  olur. Bu durumda;  

( )( )j

nx
a

∂
∂ =

n

j

x
a
∂

∂ +1 =
( )( )

n

j

x
a
∂

∂ +1

  

olur. Buradan 1 ..., ,1 ,0 −= rj  için 

( )( )
n

j

x
a
∂

∂ +1

= ( )( )j

nx
a

∂
∂ =

( )

∑
=









∂
∂k

i

j

i
i x

am
1

. = ( )
( )lj

i

k

i

j

l

l
i x

am
−

= =








∂
∂∑∑ .

1 0
 

= ( )
( )

1 0

.
j ljk

l
i

i l i

am
x

−

= =

∂
∂∑∑                                                                   (3.5.2) 

elde edilir.  

(Not: Eğer ni ≠  ise ( )( )j

nx
a

∂
∂  =

( )( )
i

j

x
a
∂

∂  dir.Çünkü 0 1 ... ... ...j ka a a a a= + + + + + +  

ise 
i

k

i

j

iii x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

∂
∂

++
∂

∂
++

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ ......10  dır. 

i

l

x
a
∂
∂

∈ 1A  ( kl  ..., 1, ,0= ) Çünkü nx  

değişmiyor.)  

( ) ( ) ( ) 0...21 ==== raaa  olsun. 
1

)0( )(

+∂
∂

sx
a =...=

kx
a
∂

∂ )( )0(

=0 olduğundan 1 ..., ,1 ,0 −= rj  

için (3.5.2) gereği ( )
( )( ) ( )

( )( )0 0

1 1

. . 0
k s

j j
i i

i ii i

a a
m m

x x= =

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ∑  olur. 
1

)0( )(
x

a
∂

∂ , …, 
sx

a
∂

∂ )( )0(

 

elemanları sol bağımsız olduğundan  si  ..., ,2 ,1=  ve 1 ..., ,1 ,0 −= rj  için ( ) 0=j
im  

elde edilir. 

Diğer taraftan si  ..., ,2 ,1=  ve 1 ..., ,1 ,0 −= rj  için ( ) 0=j
im  olsun. 

(3.5.2) gereği  
( )( )

n

j

x
a
∂

∂ +1

= ( )
( )( )

i

ljk

si

j

l

l
i x

am
∂

∂ −

+=

−

=
∑∑ .

1

1

0
  

olur. Çünkü; 
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( )( )
n

j

x
a
∂

∂ +1

= ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )
i

j
i

i

j

i
i

jk

i
i x

am
x

am
x

am
∂

∂
++

∂
∂

+
∂

∂ −

=
∑

01
1

1

0 ......   

olup 
( )( )

1

0

+∂
∂

sx
a =...=

( )( )
kx

a
∂
∂ 0

=0 ve si  ..., ,2 ,1=  için ( ) 0=j
im olduğundan yukarıdaki 

eşitlik vardır. Eğer 0=j  ise 
( )( )
nx

a
∂
∂ 1

= ( )
( )( )

i

lk

i l

l
i x

am
∂

∂ −

= =
∑∑

0

1

0

0
. =0 olur.(Çünkü si  ..., ,2 ,1=  

için ( ) 00 =im  ve 
( )( )

1

0

+∂
∂

sx
a =...=

( )( )
kx

a
∂
∂ 0

=0 ise 
( )( ) 0
1

=
∂
∂

nx
a  olur ve Önerme 3.3.2 gereği 

( )
0

1 AHa =∈ olur ise ( ) 01 =a olur.(çünkü ( )
1

1 Aa ∈  idi.Buradan xn nin derecesi hem 1 

hem de 0 çelişkisi elde edilir ise ( ) 01 =a  olur.)) rt < için ( ) ( ) ( ) 0...21 ==== taaa  

olsun ve tj =  için aşağıdaki eşitliği yazalım. O zaman 

( )( )1t

n

a

x

+∂

∂
=

( )( )
i

ltk

si

t

l

l
i x

am
∂

∂ −

+=

−

=
∑∑ .

1

1

0

)(  =0  

olur. O zaman ( )
0

1 AHa t =∈+  ise ( ) 01 =+ta  olur. t üzerinde tümevarım hipotezi 

gereğince ispat tamamlanmış olur. 

 

Önerme 3.5.5: Önerme 3.5.4 teki tüm koşulların sağlandığını kabul edelim. r ≥0 için 
( ) ( ) ( ) 0...21 ==== raaa  ise o zaman A  nın µ -homojen bir ϕ  otomorfizmi vardır 

öyle ki ki >  için  

( ) ii xx =ϕ , ( )( )( ) ( )00 aa =ϕ , ( )( )( ) =1aϕ ( )( )( ) =2aϕ ...= ( )( )( ) =raϕ ( )( )( ) =+1raϕ 0 

dır. 

 

İspat: (3.5.1) ve (3.5.2) gereği 
( )( )

n

r

x
a
∂

∂ +1

=
( )

( )

1 0

( ).
r lk r

l
i

i l i

am
x

−

= =

∂
∂∑∑ =

( )( )
i

s

i

r
i x

am
∂

∂∑
=

0

1

)( .  dir. 

( )HU  ın 
( )( )
1

0

x
a
∂

∂ , …, 
( )( )
sx

a
∂

∂ 0

 elemanları sol bağımsız ve µ -homojen olduğundan 

Önerme 3.2.3 ten ( )r
im =

n

i

x
g
∂
∂

, si ≤≤1  olacak şekilde Agi ∈  vardır. ( Çünkü; 
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( ) Aa r ∈+1  için 
( )( )

n

r

x
a
∂

∂ +1

=
( )( )
i

s

i

r
i x

am
∂

∂∑
=

0

1

)( .  ve ( )HU  ın 
( )( )
1

0

x
a
∂

∂ , …, 
( )( )
sx

a
∂

∂ 0

 

elemanları sol bağımsız ve µ -homojen olduğundan Önerme 3.4.3 gereği admissible 

olup 
( )( )

n

r

x
a
∂

∂ +1

=∑
=

s

i 1 n

i

x
g
∂
∂

.
( )( )

ix
a
∂

∂ 0

 olacak şekilde Agi ∈  vardır. Buradan 

( )( )
i

s

i

r
i x

am
∂

∂∑
=

0

1

)( . =∑
=

s

i 1 n

i

x
g
∂
∂

.
( )( )

ix
a
∂

∂ 0

 olup sol bağımsızlıktan ( )r
im =

n

i

x
g
∂
∂

 , si ≤≤1 elde 

edilir. ) ig elemanlarının µ -homojen olduğunu ve si ≤≤1  için 1+∈ ri Ag  olduğunu 

varsayabiliriz. ( Çünkü ( )r
im ∈ rU  idi. ) O zaman  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )inninin
r

ii xxxxxmxmg µµµµµµµµµ =+−=+=+=  

( )ixϕ =




>
≤−

six
sigx

i

ii

  ,
  ,

 

olmak üzere A  nın µ -homojen ϕ endomorfizmini ele alalım. Genelliği 

kaybetmeksizin ( ) ( ) ( )sxxx µµµ ≥≥≥ ...21  varsayabiliriz. sij ≤≤  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jinii xxxxm µµµµµ ≤≤−=  olduğundan im  elemanı jx  ye bağlı değildir. 

( Çünkü; im  nin jx  ye bağlı olduğunu varsayalım. ( ) ( )( )ii mmm µµ =  olup 

( ) ( )nji kkkmm  ..., , ..., ,1=  0≠jk   

şeklindedir. Buradan; 

( ) ( ) ( )0 ..., ,1 ..., ,0 ..., ,1 ..., ,1 +−= nji kkkmm   

olup 

( ) ( ) ( ) ( )jnji xkkkm µµµµ ≥+−= 0 ..., ,1 ..., ,0 ..., ,1 ..., ,1   

çelişkisi elde edilir. ) ( )r
im = 

n

i

x
g
∂
∂

 ve 1+∈ ri Ag  olduğundan ig  jx  ye bağlı değildir. 

1+∈ ri Ag  ve 01>+r  olduğundan ( ) aa −ϕ =− .1g
1x

a
∂

∂
− .2g

2x
a
∂

∂
−...− sg .

sx
a
∂

∂
+b  

şeklindedir öyleki ...3222 ⊕⊕∈ ++ rr AAb  dir. Buradan ( )( )( ) ( )ll aa =ϕ , 0≤ l ≤ r  ve 
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( )( )( ) ( )11 ++ − rr aaϕ = −
( )( )
i

s

i
i x

ag
∂

∂∑
=

0

1

.   

olur. [ Çünkü;  

( )( )( )laa −ϕ = ( − .1g
1x

a
∂

∂
− .2g

2x
a
∂

∂
−...− .sg

sx
a
∂

∂
+ )( )lb  

=
( )l

x
ag 







∂
∂

−
1

1.
( )

−







∂
∂

−
l

x
ag
2

2 .  ...
( )

( )l
l

s
s b

x
ag +







∂
∂

− .  

=
( ) ( )

−−


























+








∂
∂

++







∂
∂

− .........
1

0

1
1

ll

x
a

x
ag

( ) ( ) ( )ll

ss
s x

a
x
ag 



























+








∂
∂

++







∂
∂ ......

0

 

=
( ) ( ) ( )

−−













+








∂
∂

++







∂
∂

− .........
1

1
1

0

1
1

l

x
ag

x
ag

( ) ( ) ( )ll

s
s

s
s x

ag
x
ag 













+








∂
∂

++







∂
∂ ......

0

=0+0+...+0=0 ( Çünkü 1+∈ ri Ag  ) Buradan ( )( )( )laa −ϕ =0 ise ( )( )( ) ( ) 0=− ll aaϕ ise 

( )( )( ) ( )ll aa =ϕ  ( rl ≤≤0 ) elde edilir. Ayrıca; 

 

( )( )( )1+− raaϕ =
( ) ( ) ( )

( )1
11

2
2

1

1
1 ... +

+++

+







∂
∂

−−







∂
∂

−







∂
∂

− r
r

s
s

rr

b
x
ag

x
ag

x
ag  

=
( ) ( ) ( )

−−













+








∂
∂

++







∂
∂

−

+

.........

11

1
1

0

1
1

r

x
ag

x
ag

( ) ( ) ( )10

......

+














+








∂
∂

++







∂
∂

rl

s
s

s
s x

ag
x
ag  

=
( )

−







∂
∂

−
0

1
1 x

ag
( )

−







∂
∂

0

2
2 x

ag ...
( )0









∂
∂

−
s

s x
ag  

( )( )
−

∂
∂

−=
1

0

1 x
ag

( )( ) ( )( )
s

s x
ag

x
ag

∂
∂

−−
∂
∂ 0

2

0

2 ... =−
i

s

i
i x

ag
∂

∂∑
=

)(.
)0(

1
 ] 

 

Bu yüzden; 

( )( )( ) ( )00 aa =ϕ , ( )( )( ) ( ) 011 == aaϕ , ( )( )( ) ( ) 022 == aaϕ ,...., ( )( )( ) ( ) 0== rr aaϕ   
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olur. ( )( )( ) ( )11 ++ − rr aaϕ  =−
i

s

i
i x

ag
∂

∂∑
=

)(.
)0(

1
 olup 

ix
a
∂

∂ )( )0(

∈ ( )HU  olduğundan Önerme 

3.5.1 gereği; 

( )( )( )( )

n

r

x
a
∂

∂ +1ϕ =
( )( )

−
∂

∂ +

n

r

x
a 1

∑
=

s

i 1 n

i

x
g
∂
∂

.
( )( )

ix
a
∂

∂ 0

=
( )( )

−
∂

∂ +

n

r

x
a 1

( )
( )( )
i

s

i

r
i x

am
∂

∂∑
=

0

1
. =0 

olur. Buradan ( )( )( )( )

n

r

x
a
∂

∂ +1ϕ =0 olur. Önerme 3.5.2 den ( )( )( ) Ha r ∈+1ϕ  olur. 

( )( )( )
1

1
+

+ ∈ r
r Aaϕ  idi. O zaman ( )( )( ) { }010

1 =∩∈ +
+

r
r AAaϕ  ise ( )( )( ) 01 =+raϕ olur. 

 

Önerme 3.5.6: Önerme 3.5.4 deki tüm koşuların sağlandığını kabul edelim. O zaman 

A  nın µ -homojen bir ϕ otomorfizmi vardır öyle ki, ( ) Ha ∈ϕ ve ki >  için 

( ) ii xx =ϕ  dir. 

 

İspat: r  üzerinde tümevarımla ( r =0 dan) Önerme 3.5.5 ve Önerme 3.5.3 ten her r  

için rϕ otomorfizmi vardır öyle ki ki >  için  

( ) iir xx =ϕ , ( )( )( ) ( )00 aar =ϕ , ( )( )( ) =1arϕ ( )( )( ) == ...2arϕ ( )( )( ) 0=r
r aϕ  

olur. Özel olarak ( )
( )nx

ar
µ
µ

>+1  alalım. Eğer en az bir rs >  için ( )( )( ) 0≠s
r aϕ  ise o 

zaman ( ) ( )( ) ( )aasx rn µϕµµ =≤.  dır. Buradan ( )
( )nx

asr
µ
µ

≤≤+1  çelişkisi elde edilir. 

O zaman her rs >  için ( )( )( ) 0=s
r aϕ  olur. ( ) ( )( )( )

0
0 AHaa rr =∈= ϕϕ  elde edilir. 

Buradan rϕ  istenilen otomorfizimdir. 

 

Önerme 3.5.2 nin İspatı : 

İspatı k  üzerinde tümevarımla yapacağız. k =0 ise 
nx

a
∂
∂ =0 olur. Önerme 3.5.2 den 

Ha∈  olur. Buradan ϕ: A→ A  ya özdeşlik dönüşümü alınabilir. Çünkü; 

( ) Haa ∈=ϕ  ve ki >  için ( ) ii xx =ϕ  dir. k >0 olsun ve her kk <'  için hipotezin 
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doğru olduğunu kabul edelim. ( ) ba =0  diyelim. Eğer 
1x

b
∂
∂ , …, 

kx
b

∂
∂  elemanları sol 

bağımlı ise o zaman Teorem 2.2 den genelliği kaybetmeksizin 

kx
b
∂

∂
=

j

k

j
j x

bm
∂
∂∑

−

=

.
1

1

'    

olacak şekilde ( )AUmm k ∈−
'

1
'
1  ..., ,  olduğunu varsayabiliriz. Tümevarım hipotezi 

gereğince µ -homojen bir ψ  otomorfizmi vardır öyle ki ki ≥  için ( ) ii xx =ψ  ve 

( )( )
kx
b

∂

∂ ψ
=0 dır. O zaman ( ) ( )( )( )0ab ψψ =  olur. Önerme 3.5.3 ten k  tamsayısı ve 

( )aψ , Önerme 3.5.2 deki koşulları sağlar. a  yı ( )aψ  ile değiştirip yukarıdaki 

adımları uygularsak 
1x

b
∂
∂ , …, 

sx
b

∂
∂  sol bağımsız ve 

( )( )
==

∂
∂

+

...
1

0

sx
a ( )( )

kx
a
∂
∂ 0

=0 olacak 

şekilde bir ks ≤  tam sayısının bulunduğunu varsayabiliriz. Önerme 3.5.6 yı 

uygularsak ispatı tamamlamış oluruz. 
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4. RANK TEOREMLERİ VE PRİMİTİF ELEMANLAR 

 

Bu bölümde Schreier cebirleri sınıfındaki serbest cebirlerin primitif 

elemanlarının hesaplanabilir özelliklerini inceleyeceğiz. 

 

 

4.1 aM  nın Rankı 

 

A  bir { }1,..., nX x x=  kümesi üzerinde bir serbest cebir olsun. 

Tanım 4.1.1: Aa∈  olsun. a  elemanının A  nın otomorfizmleri altındaki 

görüntüsünde görünen ve X  kümesine ait olan elemanların minumum sayısına, a  

nın rankı denir. Bunu rank ( )a  ile göstereceğiz. 

 

Tanım 4.1.2: A  nın kaa ,...,1  elemanlarından oluşan bir sistemin rankı, kaa  ..., ,1  

elemanlarının otomorfik görüntülerinin bağlı olduğu üreteçlerin minumum sayısıdır. 

Bu sayıyı rank ( )kaa  ..., ,1  ile göstereceğiz. 

Aa∈  için aM  ile ( )AU  nın 
1x

a
∂
∂ , ..., 

nx
a

∂
∂  tarafından üretilen sol 

( )AU -altmodulünü gösterelim. Evrensel envoloping ( )AU  cebiri serbest birleşmeli 

cebir olup sol ( )AU -modül olarak tek üreteçli serbest modüldür. Ayrıca bir serbest 

birleşmeli cebirin her sol ideali rankı tek olarak belli olan bir serbest modüldür. 

Rank ( )aM  ile aM  modülünün rankını gösterelim. 

 

Önerme 4.1.1: ϕ , A  nın bir otomorfizmi olsun. O zaman rank ( )( )=aM ϕ rank ( )aM  

dır. 

 

İspat :  

( ) ( )( )
1

.
n

i

ij j i

xa a
x x x

ϕϕ
ϕ

=

∂∂  ∂
=  ∂ ∂ ∂ 
∑ = 

( )( ) ( )a
i

n

i j

i M
x
a

x
x

ϕ
ϕ

ϕϕ ∈










∂
∂












∂
∂∑

=

− .
1

1
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olur. Buradan ( ) ( )aa MM ϕϕ ⊆ …(i) olur. ( Çünkü ( )aM ϕ  ( )
1x
a

∂
∂ϕ , …, ( )

nx
a

∂
∂ϕ  

tarafından üretilen sol ( )AU -altmodül idi. ) Ayrıca; 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )aaaa MMMM ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ =⊆= −

−
1

1   

ise ( ) ( )aa MM ϕϕ ⊆ ...(ii) olur. O halde (i) ve (ii) den ( ) ( )aa MM ϕϕ =  olur. Buradan 

rank ( )( )=aM ϕ rank ( )aM  elde ederiz. 

 

Önerme 4.1.2: Aa∈  için rank ( )aM ≤ rank ( )a  dır. 

 

İspat: rank ( )a = k  olsun. O zaman A  nın bir ϕ otomorfizmi vardır öyle ki ( )aϕ  

kxx  ..., ,1  tarafından üretilen alt cebire aittir ve sol ( )AU -modül ( )aM ϕ  ( )
1x
a

∂
∂ϕ , …, 

( )
kx
a

∂
∂ϕ  elemanları tarafından üretilir. Bu yüzden; rank ( )( )=aM ϕ rank ( )aM k≤  olur. 

 

++ →Ζ Qn:µ  bir fonksiyonel olsun.α > 0 için )( αα UA  ile A  nın ( ( )AU  nın) 

µ derecesi α  ya eşit olan µ - homojen elemanlarının alt uzayını gösterelim ve 

A =
+∈

⊕
Q
A

α

α
, ( )AU =

+∈
⊕

Q
U

α

α  olsun. Af ∈  ( ( )AUf ∈ ) için ( )fα
µρ  ile f  ninµ -

homojen bileşenini gösterelim. yani ( )fα
µρ ∈ A α ( ( )fα

µρ ∈ αU  olsun. 

 

Tanım 4.1.3: Her α >1 için ( ) 0=aα
µρ  ise Aa∈  elemanı µ -sınırlıdır deriz. 

( ) ( ){ }1/ ≤Ζ∈= + mmV n µµ  olsun. Aşağıda verilen fonksiyoneller kümesi üzerindeki 

kismi sıralamayı ele alalım. 

( ) ( )21 µµ VV ⊂  ve ( ) ( )21 µµ VV ≠  ise µ 1≺ µ 2 
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Önerme 4.1.3: a , A  nın bir µ -homojen elemanı ve rank ( )aM < n  olsun. O zaman; 

A  nın µ -homojen bir ϕ otomorfizmi vardır öyle ki ( )( )aϕρµ
1  elemanı 1−n  den 

fazla olmayan X  değişkenlerine bağlıdır. 

 

İspat: ( )a1
µρ  elemanı 1−n den fazla olmayan X  değişkenlerine bağlı ise ϕ 

otomorfizmi olarak birim dönüşüm alınabilir. ( )a1
µρ  nın X in tüm değişkenlerine 

bağlı olduğunu varsayalım. rank ( )aM n<  olduğundan hepsi birden sıfır olmayan 

( )AUmm n ∈ ..., ,1  vardır öyle ki 

.
1
∑
=

n

i
im

ix
a

∂
∂ =0                                                                                            (4.1.1) 

dir. (aksi halde rank ( ) nM a =  olurdu.) ni  ..., ,2 ,1=  için 

=iα max ( ){ }0/ ≠∈ + imQ α
µρα  ve β=max ( ){ }nixii  ,...,2 ,1/1 =+− µα  olsun ve 

0=im  için 1−=iα  olarak tanımlayalım. ( )a1
µρ  nxx  ..., ,1  e bağlı olduğundan 

ni  ..., ,2 ,1=  için 1−µ ( )ix ≥0 ve β≥0 dır. (4.1.1) eşitliğine β
µρ yı uygularsak; 

( ) 







∂
∂∑ ∑

= ∈

−

+ i

n

i Q
i x

am α
µ

α

αβ
µ ρρ .

1

= ( ) ( ) ( )( ) 0.
1

=
∂
∂ +

= ∈

−∑ ∑
+

a
x

m ix

i

n

i Q
i

µα
µ

α

αβ
µ ρρ    (4.1.2) 

eşitliğini elde ederiz. α +µ ( )ix > 1 için a  elemanı µ -sınırlı ise ( ) 0)( =+ aixµα
µρ  

olur. α +µ ( )ix <1 ise β−α  ≥ ( ) iii x ααµα >−+− 1  olur. iα , ( ) 0≠imα
µρ  olacak 

şekilde ki maksimum sayı olduğundan ( ) 0=−
imαβ

µρ  olur.α =1− ( )ixµ  için (4.1.2) 

denklemi düzenlenirse; 

( ) ( )( ) 0. 1

1

)(1 =
∂
∂∑

=

+− a
x

m
i

n

i
i

xi
µ

µβ
µ ρρ   

elde ederiz. En az bir i  için β−1+µ ( )ix = ( ) ( ) 111 −>=+−+− iiii xx αµµα  ve 

( )i
x mi )(1 µβ

µρ
+− = ( ) 0≠imiα

µρ  dır. Buradan ni ≤≤1  için ( )( )a
xi

1
µρ∂

∂  elemanları sol 

bağımlıdır. Bu elemanlar µ -homojen olduğundan nj ≤≤1  olacak şekilde bir j  
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vardır öyleki ( )( )a
x j

1
µρ∂

∂  elemanı ( )( )a
xi

1
µρ∂

∂  ji ≠  elemanları tarafından üretilen 

( )AU  nın sol idealine aittir. Önerme3.5.2 den A  nın µ - homojen bir ϕ otomorfizmi 

vardır öyle ki ( )( )a1
µρϕ  elemanı jx  ye bağlı değildir. [Çünkü; 

( )( )a
x j

1
µρ∂

∂ = ( )( )a
x

m
i

n

ji
i

i
1

1
. µρ∂
∂∑

≠
=

 olup H  alt cebirini njj xxxx ,...,,,..., 111 +−  tarafından 

üretilen alt cebir olarak düşünürsek Önerme 3.5.2 gereği ( )( ) Ha ∈1
µρϕ  olur. Yani 

( )( )a1
µρϕ  jx  ye bağlı değildir.] Ayrıca ϕ A  nın µ - homojen otomorfizmi 

olduğundan her α ∈Q+ için ( )( ) ( )( )aa ϕρρϕ α
µ

α
µ =  olur. Buradan α =1 için 

( )( ) ( )( )aa 11
µµ ρϕϕρ =  olur. O halde ( )( )a1

µρϕ  jx ye bağlı olmadığından ( )( )aϕρµ
1  

elemanı jx  ye bağlı değildir. Buradan ( )( )aϕρµ
1  n−1 den fazla olmayan X  

değişkenlerine bağlıdır. 

 

Önerme 4.1.4: a , A  nın bir µ -homojen elemanı olsun. a  nın nxx  ..., ,1  e bağlı 

olduğunu varsayalım. O zaman 0µ  fonksiyoneli vardır öyle ki ( ) ( )µµ VV ⊂0 , a  0µ -

sınırlıdır ve ( )a1
0µ

ρ  bileşeni nxx  ..., ,1  e bağlıdır. 

 

İspat: ( )a1
µρ  nın sadece kxx  ..., ,1  ( nk < ) ya bağlı olduğunu varsayalım. Önermeyi 

ispatlamak için ( ) ( )µµ VV ⊂0 , a  0µ -sınırlı ve ( )a1
0µ

ρ  11  , ..., , +kk xxx  e bağlı olacak 

şekilde bir 0µ  fonksiyoneli bulmak yeterlidir. Bir t ∈Q+ için tµ  fonksiyoneli 

1+≠ ki  için ( ) ( )iit xx µµ =  ve ( ) ( ) txx kkt += ++ 11 µµ  olarak tanımlasın. 

( ) ( )µµ VV t ⊂  olur. ( )a1
µρ  elemanı 1+kx  e bağlı olmadığından ( )( ) 11 =at µρµ  olur. 

a  da sıfırdan farklı katsayıya sahip ve 1+kx -derecesi r >0 olan her w  monomiali için 

( ) 1≤+ rtwµ  ise a  elemanı µ -sınırlıdır. ( )a1
µρ  elemanı 1+kx  e bağlı olmadığından 

( ) 1<wµ dir. Buradan a  elemanı için µ -sınırlı olma özelliği it α≤  ( 0>iα ) 



4. RANK TEOREMLERİ VE PRİMİTİF ELEMANLAR        Nazar Şahin ÖĞÜŞLÜ 
                                                                 

 35

eşitsizlik sistemine denktir. 0t  bu sistemin maksimum çözümü olsun.O zaman 1+kx -

derecesi r >0 olan bir w  monomiali vardır öyle ki ( ) ( ) 1. 00
=+= trwwt µµ  dir. Bu 

yüzden ( )at0

1
µρ  bileşeni 1+kx  e bağlıdır. ( )( ) 11

0
=at µρµ  olduğundan ( )at0

1
µρ  

elemanı 11  , ..., , +kk xxx  e bağlıdır. O halde 0µ  olarak 
0tµ  seçebiliriz. 

 

Önerme 4.1.5: µ  bir fonksiyonel ve a , A  nın µ -sınırlı bir elemanı olsun. 

rank ( )aM < n olduğunu varsayalım.O zaman A  nın bir ϕ otomorfizmi ve 0µ  

fonksiyoneli vardır öyle ki 0µ ≺ µ  ve ( )aϕ  elemanı 0µ -sınırlıdır. 

 

İspat: Önerme 4.1.4 den ( )a1
µρ  nın X in tüm değişkenlerine bağlı olduğunu 

varsayabiliriz. rank ( )aM < n  olduğundan Önerme 4.1.3 gereği A  nın µ -homojen bir 

ϕ otomorfizmi vardır öyle ki ( )( )aϕρµ
1  elemanı 1−n  den fazla olmayan X  

değişkenlerine bağlıdır. ( )( )aϕρµ
1  nın nx  e bağlı olmadığını varsayabiliriz. ( )a1

µρ  

elemanı nx  e bağlı olduğundan a  da katsayısı sıfırdan farklı nx -derecesi 0>r  a eşit 

olan bir w  monomiali vardır. +∈Qt  için ( ) ( )iit xx µµ =  ( ni ≠ ) ve 

( ) ( ) txx nnt += µµ  olarak tanımlanan tµ  fonksiyonelini ele alalım. Önerme 4.1.4 ün 

ispatındaki gibi ( )aϕ  0µ -sınırlı olacak şekilde bir 00 >t  bulabiliriz. 0µ =
0tµ  

diyelim. ( ) ( )µµ VV ⊂0  olur. ( ) 1=wµ  ise ( ) ( ) 1. 00 >+= trww µµ  olur. Bu yüzden 

( ) ( )µVwm ∈  fakat ( ) ( )0µVwm ∉  dır. Buradan 0µ ≺ µ  olur. 

 

Önerme 4.1.6: Aa∈  ve rank( aM )< n  olsun. O zaman H , A  nın 11  ..., , −nxx  

tarafından üretilen alt cebiri olmak üzere A  nın bir ϕ otomorfizmi vardır öyle ki 

( ) Ha ∈ϕ  dir. 

İspat : d , a  nın uzunluğu olsun. ni  ,...,2 ,1=  için ( )
d

xi
1

=µ  olarak tanımlayalım. O 

zaman a  bir µ -sınırlı elemandır. İspatı ( )µV  kümesinin ( )µV  kardinalitesi 
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üzerinde tümevarımla yapacağız. ( )µV =1 ise ( )µV = ( ){ }0 ..., ,0 ,0  ve Ha ∈= 1.α  

( K∈α ) olur. O zaman ( ) ( ) ( ) aa ==== 1.1.1. αϕααϕϕ  ise ( ) Haa ∈=ϕ  olur. 

Önermenin her 0µ -sınırlı a  elemanı ve 0µ ≺ µ  için ispatlandığını varsayalım. a µ -

sınırlı ve rank ( )aM < n  olduğundan Önerme 4.1.5 gereği A  nın bir ϕ otomorfizmi ve 

0µ  fonksiyoneli vardır öyle ki 0µ ≺ µ  ve ( )aϕ  elemanı µ 0-sınırlıdır. ( )aϕ  elemanı 

0µ –sınırlı, 0µ ≺ µ  ve rank ( )( )=aM ϕ rank ( )aM < n  olduğundan hipotezimiz gereği 

( )( ) Ha ∈ϕψ  olacak şekilde A  nın bir ψ  otomorfizmi vardır. ψ  ve ϕ birer 

otomorfizm olduğundan ϕψ D  de A  nın bir otomorfizmidir ve ( )( ) Ha ∈ϕψ D  olur. 

Böylece tümevarım hipotezi gereği ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.1.7 (Mikhalev ve ark., 2001): Her Aa∈  için rank ( )a , ( )AU  nın 
ix

a
∂
∂ , 

ni ≤≤1  elemanları tarafından üretilen sol aM  idealinin rankına eşittir. 

 

İspat: Önerme 4.1.2 gereği rank ( ) ≤aM rank ( )a  dır. rank ( )a = k  olsun. S , A  nın 

kxx  ..., ,1  elemanları tarafından üretilen alt cebiri olmak üzere Sa∈  olduğunu 

varsayabiliriz. Önerme 4.1.6 gereği 
ix

a
∂
∂ , ki ≤≤1  elemanları ( )SU  üzerinde sol 

bağımsızdır. ( )AU  serbest ( )SU -modül olduğundan bu elemanlar ( )AU üzerinde sol 

bağımsızdır. 

Bu ifadenin doğruluğunu gösterelim: 

( )AUbb k ∈ ..., ,1  için  

1b .
1x

a
∂
∂ + 2b .

2x
a

∂
∂ +...+ kb .

kx
a

∂
∂ =0                                                          (*) 

olsun. ( )AU  serbest ( )SU -modul olduğundan ( )AU  nın bir { }mtttT ,...,, 21=  serbest 

üreteç kümesi vardır öyle ki ( )SUsss m ∈ ..., , , 21  olmak üzere her u∈ ( )AU  elemanı 

mm tststsu ...... 2211 +++=  şeklinde tek türlü yazılabilir. O halde ( )AUbb k ∈ ..., ,1  

elemanları 
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mm tststsb ...... 12121111 +++=  

mm tststsb ...... 22221212 +++=  

#  

mkmkkk tststsb ...... 2211 +++=  

 

şeklinde (tek türlü) yazılabilirler. ( )AUbb k ∈ ..., ,1  elemanları (*) denkleminde 

yerlerine yazılırsa ; 

 

( )mm tststs ...... 1212111 +++ .
1x
a

∂
∂ + ( )mm tststs ...... 2222121 +++ .

2x
a

∂
∂ +...+

( )mkmkk tststs ...... 2211 +++ .
kx
a

∂
∂ =0  

olur. Bu eşitlik yeniden düzenlenirse; 

11
2

21
1

11 ....... t
x
as

x
as

x
as

k
k 








∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂ + 22

2
22

1
12 ....... t

x
as

x
as

x
as

k
k 








∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂ +...+ 

0.......
2

2
1

1 =







∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

m
k

kmmm t
x
as

x
as

x
as   

olur. 0∈ ( )AU  olup bu eleman 0=0. mttt .0....0 21 +++  şeklinde de yazılabilir. Yazılış 

tek türlü olduğundan; 

 

 

11s .
1x
a

∂
∂ + 21s .

2x
a

∂
∂ +....+ 1ks .

kx
a

∂
∂ =0 

12s .
1x
a

∂
∂ + 22s .

2x
a

∂
∂ +....+ 2ks .

kx
a

∂
∂ =0 

#                                             #  

ms1 .
1x
a

∂
∂ + ms2 .

2x
a

∂
∂ +....+ kms .

kx
a

∂
∂ =0 
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eşiliklerini elde ederiz ( Burada ki  ..., ,2 ,1=  ve mj  ..., ,2 ,1=  için ijs ∈ ( )SU  dir) 

1x
a

∂
∂ , 

2x
a

∂
∂ , …, 

kx
a

∂
∂  elemanları ( )SU  üzerinde sol bağımsız olduğundan bu 

eşitliklerden ki  ..., ,2 ,1=  mj  ..., ,2 ,1=  için ijs =0 elde edilir. O halde 

0...21 ==== kbbb  olur. O zaman 
ix

a
∂
∂ , ki ≤≤1  elemanları ( )AU  üzerinde sol 

bağımsızdır. Bu yüzden rank ( ) kM a =  olur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

ri  ..., ,2 ,1=  için ie , i-inci kordinatı 1 diğer kordinatları sıfır olan satır olsun. 

 

Teorem 4.1.8 (Mikhalev ve ark., 2001): A  nın raaa  ..., , , 21  elemanlarından oluşan 

sistemin rankı, nj ≤≤1  için ∑
= ∂

∂r

i jx
a

1
. ie  elemanları tarafından üretilen 

M =M },...,,{ 21 raaa  sol ( )AU -modülünün rankına eşittir. 

 

İspat: s =rank { }( )
raaaM ,...,, 21

 ve =k rank { }( )raaa ,...,, 21  olsun. Önerme 4.1.1 ve 

Önerme 4.1.2 nin ispatına benzer olarak A  nın herhangi bir ϕ otomorfizmi için 

=s rank ( ) ( ) ( ){ }( )
raaaM ϕϕϕ ,...,, 21

 ve sk ≥  olduğunu söyleyebiliriz. Bu yüzden ia  

( ri ≤≤1 ) elemanlarının kxxx  ..., , , 21  elemanları tarafından üretilen alt cebire ait 

olduğunu varsayabiliriz. { }rjyY j ≤≤= 1 /  olsun. ( )MB F X Y= ∪  serbest cebrini 

ele alalım. Buradan BA ⊆  ve ( )BU  serbest sağ ( )AU -modüldür. Bu yüzden 

=s rank ( ) ( )MBUAU  olur. 

rr yayayab ...... 2211 +++=   

olsun. O zaman;  

rank ( ) rkb +≤ , 
jx

b
∂
∂ =

 
∑
=

k

i 1 j

i
x
a
∂
∂

.
iyr , nj ≤≤1  ve 

sy
b

∂
∂ =

saA , rs ≤≤1  olur. 

raaa  ..., , , 21  elemanlarının lineer bağımsız olduğunu varsyabiliriz. O zaman 
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rr aayy rr AA  ..., , , ..., ,
11

 elemanları ( )BU  üzerinde sol bağımsızdır. Buradan 

( ). :1b
j

bM U B j n
x

 ∂ = ≤ ≤ ∂  
⊕ ( )BU

1aA ⊕ ...⊕ ( )BU
raA  olur. ( )BU  nin ( )

iyi ref =  

olarak tanımlanan f  homomorfizmi ( ) ( ). :1
j

bU B j n U B M
x

 ∂ ≤ ≤ ≅ ∂  
 

izomorfizmine neden olur. Bu yüzden rank ( ) rsM bBU +=  olur. Teorem 4.1.7 gereği 

rank ( ) rkrsb +≤+=  ise ks ≤  olur. Ayrıca sk ≥  idi. O halde ks =  olur. 

 

4.2 Primitif Sistemler 

 

Tanım 4.2.1: F  bir serbest cebir olsun. F  nin bir a elemanı, F  nin bir serbest 

üreteç kümesine ait ise a  ya F  nin bir primitif elemanı denir. 

 

Tanım 4.2.2: Bir serbest F  cebirinin elemanlarının herhangi bir sistemi , F  nin bir 

serbest üreteç kümesinin alt kümesi ise bu sisteme primitiftir denir. 

 

{ }nxxX  ..., ,1=  olsun. A , 0M , 1M  veya 2M  sınıfına ait serbest üreteç 

kümesi X olan serbest cebir olsun. 

 

Teorem 4.2.1 (Mikhalev ve ark., 2001): 

A  nın raaa  ..., , , 21  elemanlarının sisteminin primitif olması için gerek ve yeter koşul 

( ) ( )( )raa ∂∂  ..., ,1  matrisinin ( )AU  üzerinde sol tersinir olmasıdır. Özel olarak, Aa∈  

elemanının primitif olması için gerek ve yeter koşul .
1
∑
=

k

i
im

ix
a

∂
∂ =1 olacak şekilde 

( )AUmmm k ∈ ..., , , 21  olmasıdır. 

 

İspat: ri  ..., ,2 ,1=  için ie  i -inci kordinatı 1 diğer kordinatları sıfır olan satır olsun. 
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{ }raaaM ,...,, 21
 ile 

1

r
i

i j

a
x=

∂
∂∑ . ie , nj ≤≤1  elemanları tarafından üretilen sol ( )AU - alt 

modülü gösterelim. 

( ) ( )( )raa ∂∂  ..., ,1 =













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r

x
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x
a

x
a

x
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"
###

"

1

11

1

  

matrisi ( )AU  üzerinde sol tersinir olsun. O zaman ; 


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"
###

"

1

11

1

= rrI ×                                                (*) 

olacak şekilde ijt ( ri ≤≤1  ve nj ≤≤1  ) vardır. O zaman; 

{ }raaaM ,...,, 21
= ( )AU 1e ⊕ ...⊕ ( )AU re = i

r

i
eAU ).(

1=
⊕                           (4.2.1) olur. 

Bu ifadenin doğruluğunu gösterelim. m ∈ { }raaaM ,...,, 21
 olsun. { }raaaM ,...,, 21

, 

{
1

1

x
a
∂

∂ . 1e +...+
1x

ar

∂

∂ . re , 
2

1

x
a
∂

∂ . 1e +...+
2x

ar

∂

∂ . re , …, 
nx

a
∂

∂ 1 . 1e +...+
n

r

x
a
∂

∂
. re } kümesi 

tarafından üretilen sol ( )AU -altmodül olduğundan 

m = 







∂
∂

++
∂
∂

r
r e

x
a

e
x
a

u
1

1
1

1
1 ... + 








∂
∂

++
∂
∂

r
r e

x
a

e
x
a

u .....
2

1
2

1
2 +...+ 








∂
∂

++
∂
∂

r
n

r

n
n e

x
a

e
x
a

u ..... 1
1  

olacak şekilde ( )AUuu n ∈ ..., ,1  vardır. Buradan; 

m = 1
1

2

1
2

1

1
1 .... e

x
au

x
au

x
au

n
n 








∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂ +...+ r

n

r
n

rr e
x
au

x
au

x
au ....

2
2

1
1 








∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂  

olur. Buradan m ∈ ( )AU . 1e + ( )AU . 2e +...+ ( )AU . re olur. O zaman ; 

{ }raaaM ,...,, 21
⊆ ( )AU 1e +...+ ( )AU re                                                                 (i) 

elde edilir. ( ) ( ) ( ) reAUeAUeAUu +++∈ ...21  olsun. O zaman 

rr eueueuu ...... 2211 +++=  olacak şekilde ( )AUuu n ∈ ..., ,1  vardır. u  elemanını 
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rr eueueuu .1.....1..1. 2211 +++=  şeklinde yazalım. (*) gereği 

1it
1x

ai

∂

∂
+ 2it

2x
ai

∂

∂
+...+ int

n

i

x
a
∂

∂
=1 ( ri ≤≤1 ) olacak şekilde 1it , 2it , …, int ∈ ( )AU  

vardır. O zaman; 

u = 1
1

1
2

1
12

1

1
111 .... e

x
at

x
at

x
atu

n
n 


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
∂
∂
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∂
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+
∂
∂ +...+ r

n

r
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r
rr e

x
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x
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x
atu ....

2
2

1
1 








∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂  

= 111.tu .
1

1

x
a
∂

∂ . 1e +...+ 1. rr tu .
1x

ar

∂

∂ . re  +...+ ntu 11. .
nx

a
∂

∂ 1 . 1e +...+ rnr tu . .
n

r

x
a
∂

∂ . re  

olur. O zaman u ∈ { }raaaM ,...,, 21
elde edilir. Buradan  

( )AU . 1e + ( )AU . 2e +...+ ( )AU . re ⊆ { }raaaM ,...,, 21
                                            (ii) 

elde edilir. Böylece (i) ve (ii) gereği { }raaaM ,...,, 21
= ( )AU . 1e +...+ ( )AU . re  olur. Ayrıca 

ji ≠  için ( )AU . ie ∩ ( )AU . je ={0} olduğundan; 

{ }raaaM ,...,, 21
= ( )AU . 1e + ( )AU . 2e +...+ ( )AU . re = i

r

i
eAU ).(

1=
⊕                     (4.2.1) 

eşitliğini elde ederiz. Buradan rank( { }raaaM ,...,, 21
)=r olur. Teorem 4.1.8 den 

rank { }( ) ra =r1 a ..., ,  olur. Üstelik A  nın bir ϕ otomorfizmi için (4.2.1) den 

( ) ( ) ( ){ }raaaM ϕϕϕ ,...,, 21
= i

r

i
eAU ).(

1=
⊕  olur. rank { }( )

raaaM ,...,, 21
≤rank { }( )raaa ,...,, 21  olduğundan 

raaa  ..., , , 21  elemanlarının, A  nın rxx  ..., ,1 elemanları tarafından üretilen S 

altcebirine ait olduğunu varsayabiliriz. ψ , S  nin ( ) ii ax =ψ  ( ri  ..., ,2 ,1= ) olarak 

tanımlanan endomorfizmi olsun. (4.2.1) den ψ  nin Jacobian matrisi tersinirdir. 

Bu ifadenin doğruluğunu gösterelim: 

(4.2.1) gereği { }raaaM ,...,, 21
= ( )AU 1e ⊕ ...⊕ ( )AU re  idi. Saaa r ∈ ..., , , 21  olduğundan 

{ }raaaM ,...,, 21
,{

1

1

x
a
∂

∂ . 1e +...+
1x

ar

∂

∂ . re ,
2

1

x
a
∂

∂ . 1e +...+
2x

ar

∂

∂ . re , … ,
rx

a
∂

∂ 1 . 1e +...+
r

r

x
a
∂

∂
.er } 

kümesi tarafından üretilen sol ( )AU - alt modül olur. Buradan; 

1. 1e +0. 2e +...+0. re ∈ ( )AU 1e ⊕ ...⊕ ( )AU re = { }raaaM ,...,, 21
  

olduğundan;  
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1. 1e +0. 2e +...+0. re = 
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olacak şekilde ( )11 12 1, ,..., ru u u U A∈  vardır. Buradan ; 
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deklem sistemini elde ederiz. 0. 1e +0. 2e +...+0. 1−ie +1. ie +0. 1+ie +...+0. re ∈ { }raaaM ,...,, 21
 

( ri ≤≤2 ) olup benzer düşünceyle; 
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deklem sistemini elde ederiz. O zaman; 
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olur. Buradan ψ  nin Jacobian matrisi ( )AU  üzerinde tersinirdir.( Çünkü bir kare 

matris sol ya da sağ tersinir ise tersinidir. ) Bu yüzden ϕ: A  → A  endomorfizmini 

ri  ..., ,2 ,1=  için ( ) ( ) Saxx iii ∈==ψϕ  ve nrj  ..., ,1+=  için ( ) jj xx =ϕ  olarak 

tanımlarsak ϕ, A  nın bir otomorfizmi olur. Buradan { }nrr xxaaa  ..., , , ..., , , 121 + , A  

nın bir serbest üreteç kümesi olur. O zaman A  nın { }raaa  ..., , , 21  sistemi primitiftir. 

Teoremin diğer kısmı için ispatı yapalım. 

A  nın { }raaa  ..., , , 21  elemanlarının sistemi primitif olsun. O zaman 

B ={ }nrr yyaa  ..., , , ..., , 11 +  kümesi A  nın serbest üreteç kümesi olacak şekilde 

Ayy nr ∈+  ..., ,1  vardır. Buradan B  nin Jacobian matrisi ( )AU  üzerinde tersinirdir. 

Bu yüzden; 

 























nnnn

rnrr

n

ttt

ttt

ttt

#
####

"
####

"

21

21

11211

.





















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

+

n

n

n

r

n

r

n

nrr

x
y

x
y

x
a

x
a

x
y

x
y

x
a

x
a

""
######

""

11

11

1

11

1

= nnI ×  

 

olacak şekilde t ij∈ ( )AU  (1≤i,j≤n) vardır.O zaman; 
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. ( ) ( )( )raa ∂∂  ..., ,1 = rrI ×  

olur. Buradan ( ) ( )( )raa ∂∂  ..., ,1  matrisi ( )AU  üzerinde sol tersinirdir. Böylece ispat 

tamamlanır. 
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Teorem 4.2.2 (Mikhalev ve ark., 2001): A  nın raa  ..., ,1  elemanlarının sisteminin 

primitif olup olmadığını belirleyen bir algoritma vardır. 

 

İspat: Aa∈  elemanı için A  nın sol M a  idealini ele alalım. Elemanter işlemleri 

kullanarak bu idealin standart Gröbner-Shirshov bazını oluşturalım. Bu bazın 

kardinalitesi rank ( )a  ya eşittir. Ayrıca Aa∈  elemanının primitif olması için gerek 

ve yeter koşul rank ( )a =1 ve M a  nın standart Gröbner-Shirshov bazı sadece birim 

elemandan oluşmasıdır. 

Genel olarak raa  ..., ,1  elemanlarından oluşan bir sistemin rankı, 

( ) ( )( )raa ∂∂  ..., ,1  matrisinin sol rankına eşittir. Elemanter satır işlemlerini kullanarak 

bu rankı bulabiliriz. 

raa  ..., ,1  sisteminin primitif olması için gerek ve yeter koşul ( ) ( )( )raa ∂∂  ..., ,1  

matrisinin sol tersinir olmasıdır.(Teorem 4.2.1)) 

 

Önerme 4.2.3: I , A  nın sıfırdan farklı bir ideali olsun öyleki I
A  bölüm cebiri M  

sınıfında k  tane serbest üreteçli bir serbest cebir olsun. O zaman; A  nın bir 

knggg −,...,, 21   primitif sistemi vardır öyle ki bu sistem I  idealini üretir. 

 

İspat: ϕ  : A→B = >< kM yyF ,...,1 ,  Ker ( ) I=ϕ  olan örten bir homomorfizm olsun. 

ni ≤≤1  için ( ) ii fx =ϕ  yazalım. B  cebirinin nff  ..., ,1  elemanlarının sistemini ele 

alalım. Teorem 2.1 gereği bu sistemi elemanter dönüşümlerin sonlu bir dizisi ile 

0 ..., ,0 , ..., ,1 kyy  sistemine dönüştürebiliriz. Elemanter dönüşümlerin bu dizisini 

nxx  ..., ,1  e uygularsak A  nın yeni bir knk qqpp − ..., , , ..., , 11  serbest üreteç kümesini 

elde ederiz. Buradan her ji,  için ( ) ii yp =ϕ , ( ) 0=jqϕ  olur. Bu yüzden I  ideali 

knqqq − ..., , , 21  tarafından üretilir. 
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Şimdi Aa∈  olmak üzere ( )a  ile A  nın a elemanı tarafından üretilen idealini 

gösterelim. 

 

Teorem 4.2.4 (Freiheitssatz) (Shirshov, 1962a; Zhukov, 1950): 

A  nın bir a  elemanının bir Xx∈ serbest üretecine bağlı olduğunu varsayalım. O 

zaman X /{ }x  kümesi M  sınıfında )(a
A  bölüm cebiri içinde bir serbest cebir üretir. 

Başka bir ifadeyle; { }( ) ( ) { }0/ =∩ axXF  dır. 

 

Grup teoride Freiheitssatz W.Magnus (Magnus, 1930) tarafından 

gösterilmiştir. Birleşmeli olmayan serbest cebirler için Freiheitssatz A.I.Zhukov 

(Zhukov, 1950) tarafından ve serbest değişmeli cebirler için A.I.Shirshov (Shirshov, 

1962a) tarafından ispatlanmıştır. Lie cebirleri için bu sonuç A.I.Shirshov (Shirshov, 

1962b) tarafından elde edilmiştir. Karakteristiği sıfır olan bir cisim üzerindeki 

birleşmeli cebirler için bu problemler L.G.Makar-Limanov (Makar-Limanov, 1985) 

tarafından çözülmüştür. 

G.P.Kukin tarafından ispatlanan aşağıdaki teorem bir elemanın primitif olup 

olmadığını belirlemede önemli rol oynar. 

 

Teorem 4.2.5: Aa∈  ve 0≠a olsun. O zaman; a elemanının primitif olması için 

gerek ve yeter koşul )(a
A  bölüm cebirinin M sınıfında bir serbest cebir olmasıdır. 

 

İspat: ( )aI =  diyelim. )(a
A  bölüm cebirinin M sınıfında k  tane serbest üreteçli bir 

serbest cebir olduğunu kabul edelim. O zaman Önerme 4.2.3 gereği ( )a  idealinin 

knxxx − ..., , , 21  elemanları tarafından üretildiğini varsayabiliriz. O zaman; Teorem 

4.2.4 gereği 1=− kn  olur. Buradan ixca .=  ( Fc∈≠0 ) olur. O halde a  elemanı 

primitiftir. Diğer taraftan Teorem 4.2.4 den Aa∈  elemanı primitif ise )(a
A  bölüm 

cebiri serbest cebir olur. 
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Teorem 4.2.6 (Mikhalev ve ark.): K  bir cisim ve ( )zyxLL ,,=  K  cismi üzerinde 

serbest üreteç kümesi { }zyx ,,  olan serbest Lie cebiri olsun. ]],[],,[[ zyyxxu −= , 

]],],,[[[ yxzyxv +=  ve ( )u  ve ( )v  L  nin sırasıyla u  ve v  elemanları tarafından 

üretilen idealleri olsun. O zaman ( )u
L ≅ ( )v

L  dir ancak ( ) vu =ϕ  olacak şekilde L  

nin bir ϕ  otomorfizmi yoktur. 

 

Önerme 4.2.7 (Mikhalev ve ark.): K  bir cisim ve ( )yxLL ,=  K  cismi üzerinde 

serbest üreteç kümesi { }yx,  olan serbest Lie cebiri olsun. ]],[],],,[[[ yxyyxxu −= , 

]],],,[[[ yxyxxv −=  ve ( )u  ve ( )v  L  nin sırasıyla u  ve v  elemanları tarafından 

üretilen idealleri olsun. O zaman ( )u
L ≅ ( )v

L dir ancak ( ) vu =ϕ  olacak şekilde L  

nin bir ϕ  otomorfizmi yoktur. 

 

4.3 Primitif Elemanlar ve Endomorfizmler 

 

Bu bölümde bir { }nxxX  ..., ,1=  kümesi üzerindeki bir serbest A  cebirinin 

primitif elemanlarının endomorfizmler altındaki otomorfik görüntülerini ele alacağız. 

Her Aa∈  için µ : A→N genelleştirilmiş derece fonksiyonu olmak üzere 0a  ile a 

nın µ -homojen en yüksek dereceli kısmını gösterelim. Eğer her ki ,...,2,1=  ia  

bileşeni { }ija j ≠/0  kümesi tarafından üretilen alt cebire ait değilse kaaa  .., , , 21  

elemanlarının sisteminin indirgenmiş sistem olarak tanımlandığını hatırlayalım. 

 

Önerme 4.3.1: ϕ  A  nın primitif elemanlarını primitif elemanlara dönüştüren bir 

endomorfizmi, ni ≤≤1  için ( ) ii ax =ϕ  ve 2=n  için 2MM ≠  olsun. Ayrıca 

121  ..., , , −naaa  elemanlarının sisteminin indirgenmiş olduğunu varsayalım. O zaman; 

 

i) H  nin rank ( ) 1−= nh , ( )( ) ( )00
1

0
1  ..., , nn aaah µµ >−  olacak şekilde µ -

homojen bir h  elemanı vardır. 
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ii) rank ( ) naa n <−
0

1
0

1  ..., ,  dir. 

 

iii) A  nın µ -homojen bir ψ  otomorfizmi vardır öyle ki 

( ) ( ) ( )00
2

0
1  ..., , , naaa ψψψ  elemanları X in bazı jx  değişkenlerine bağlı değildir. 

 

İspat:   i) ( ) ( )0
1. naxs µµ >  olmak üzere s

xxx rrrxh
n 112

.....1 −
=  olsun. O zaman; 0=h  

olması için gerek ve yeter koşul 2=n  ve 2MM =  olmasıdır. 2MM ≠  olduğundan 

0≠h  olur. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11211 .........
112

xsxxxrrrxh n
s

xxx n
µµµµµµ ++++== −−

 olup 

( ) ( )0
1. naxs µµ >  olduğundan ( ) ( )0

nah µµ >  olur. 

 

ii) ( )111 ,..., −+= nxxhxf  olsun. f elemanı primitiftir. Hipotezimiz gereği 

( ) gf =ϕ  elemanıda primitif olur. Teorem 4.2.1 den ( )AUmm n ∈ ..., ,1  vardır öyleki 

.
1
∑
=

n

i
im

ix
g

∂
∂ =1 olur. ( )11 ,..., −+= nn aahag  olup 

1= .
1
∑
=

n

i
im

ix
g

∂
∂ = .

1
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n

i
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i
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x
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∂
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olur. r =max ( ) ( ){ }ii xm µµ − olmak üzere derecesi ( )( )0
1

0
1 ,..., −+ naahr µ  olan bileşeni 

düşünelim. '
im  , im  nin derecesi ( )ixr µ+  olan bileşeni olmak üzere 

( ) 0,...,.. 0
1

0
1

1

1

0

1

' =
∂
∂















∂

∂
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−

= =
∑ ∑ n

j

n

j i

j
n

i
i aa

x
h

x
a

m                                                                 (4.3.1) 

eşitliğini elde ederiz. 121  ..., , , −naaa  sistemi indirgenmiş olduğundan Teorem 2.1 

gereği bu sistem, A  nın bu sistem tarafından üretilen S  alt cebirinin bir serbest 
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üreteç kümesi olur. rank ( ) 1−= nh  olduğundan ( )0
1

0
1  ..., , −∂

∂
n

j

aa
x
h , 11 −≤≤ nj  

elemanları ( )SU  üzerinde sol bağımsızdır (rank ( )h =rank ( )hM ). ( )AU  serbest 

( )SU -modül olduğundan bu elemanlar ( )AU  üzerinde de sol bağımsızdır.(4.3.1) den 

0.
1

0
' =
∂

∂
∑
=

r

i i

j
i x

a
m , nj ≤≤1  olur. O halde Teorem 4.1.8 den rank ( ) naa n <−

0
1

0
1  ..., ,  

elde edilir. 

 

iii) +∈Qt  için >t max ( ) ( ){ }11 ,1/, 0 −≤≤≤≤ njniax ji µµ  olsun. Ayrıca 

{ }121 ,...,, −= nyyyY , ( ) ( )02 ii aty µµ −=  ( 11 −≤≤ ni ) ve B = ( )YXFM ∪  olsun. 

Byayayab nn ∈+++= −− 1
0

12
0

21
0

1 ......  elemanını ele alalım. Teorem 4.1.8 in 

ispatındaki gibi 
nx

b
x
b

∂
∂

∂
∂  ..., ,

1

 elemanları ( )BU  üzerinde sol bağımlıdır. Bu elemanlar 

homojen olduğundan 
jx

b
∂
∂

∈ ( )∑
≠ ∂

∂

ji ix
bBU .  olacak şekilde bir j  vardır. O halde 

Önerme 3.5.2 gereği B  nin µ -homojen bir ψ  otomorfizmi vardır öyleki 

11 −≤≤ ni  için ( ) ii yy =ψ  ve ( )bψ  elemanı jx  ye bağlı değildir. Her ji,  için 

( ) ( )ii ytx µµ <<  olduğundan ( )ixψ  elemanı jy  ve bağlı değildir. Bu yüzden 

( )ixψ ∈ A  olur ve ψ  nin A  ya kısıtlanışı istenilen otomorfizmdir.( Çünkü; ψ  , B  

nin µ -homojen otomorfizmi olduğundan ( )( ) ( )ii xx µψµ =  olur. ( )ixψ , jy  ye bağlı 

olsaydı ( ) ( )ij xy µµ <  çelişkisi elde edilirdi. ) 

 

Teorem 4.3.2 (Mikhalev ve ark., 2001): ϕ  A  nın bir endomorfizmi olsun öyleki A  

nın her primitif a elemanı için ( )aϕ  elemanı primitif olsun. O zaman ϕ , A  nın bir 

otomorfizmidir. 
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İspat: ib  elemanları derecesi 2 den küçük olmayan monomiallerin lineer 

kombinasyonu olmak üzere ni ≤≤1  için ( ) iiii bxxa +== ϕ  olduğunu 

varsayabiliriz. Eğer 2=n  ve 2MM =  ise o zaman A  nın primitif elemanları 

21 xx βα +  formundadır öyle ki α,β ∈F , ( ) ( )0,0, ≠βα  dır. Bu taktirde ( ) ii xx =ϕ ve 

ϕ  bir otomorfizmdir. 2=n  için 2MM ≠  olduğunu varsayalım. Fonksiyonellerin 

{ /µ bir µψ  otomorfizmi vardır öyle ki µψ ( )1a , …, µψ ( )1−na  µ -sınırlıdır }.  

kümesini ele alalım. µ  bu kümenin ≺  sıralamasına göre en küçük elemanı olsun. 

ϕψ D  bileşkesini düşünelim. 121  ,..., , −naaa  elemanlarının µ -sınırlı olduğunu 

varsayabiliriz. Göstereceğiz ki 121  ,..., , −naaa  elemanları jx  ye bağlı olmayacak 

şekilde bir j  vardır. Aksini kabul edelim. Önerme 4.1.4 ün ispatındaki gibi µµ ≺0  

ve ( ) ( )0
1

10
1

1
00

 ..., , −naa µµ ρρ  bileşenleri her Xx∈  e bağlı olacak şekilde bir 0µ  

fonksiyoneli bulabiliriz. Önerme 4.3.1(iii) ve Önerme 4.1.5 gereği 01 µµ ≺  ve 

ψ ( )1a , …, ψ ( )1−na  elemanları 1µ -sınırlı olacak şekilde bir 1µ  fonksiyoneli ve A  

nın bir ψ  otomorfizmi vardır. Bu ise µ  nün seçilişi ile çelişir. ( Çünkü 01 µµ ≺ , 

µµ ≺0  ise µµ ≺1  ) O halde 121  ,..., , −naaa  elemanları jx  ye bağlı değildir. nj =  

olduğunu kabul edebiliriz. O zaman Haaa n ∈−121  ..., , ,  ve H  üzerindeki 'ϕ  

kısıtlama dönüşümü H  nin, elemanların primitifliğini koruyan bir endomorfizmidir. 

n  üzerinde tümevarım uygularsak, 'ϕ  nün H  nin bir otomorfizmi olduğunu, 

ni ≤≤1  için 'ϕ ( ) ii xx =  olduğunu ve ϕ ( )nx  nin A  nın nx  tarafından üretilen ( )nx  

idealine ait olduğunu varsayabiliriz. ( )nxb ϕ=  elemanı primitif olduğundan, ( )b  ve 

( )nx  A  nın sırasıyla b  ve nx  tarafından üretilen idealleri olmak üzere 

( ) ( )nx
AHb

A ≅≅  olur. O zaman ( )b = ( )nx  olur. Teorem 4.2.4 dan ( ) nn xx .αϕ =  

( K∈≠α0 ) olur. Bu yüzden ϕ , A  nın bir otomorfizmidir. 
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4.4 Primitif Elemanların Ters Görüntüleri 

 

K  bir cisim ve X { }nxx  ..., ,1=  boş olmayan sonlu bir küme olsun. Bu 

bölümde primitif elemanların ters görüntülerini düşünerek serbest ( )XF  cebirinin 

endomorfizmlerinin hesaplanabilir özellikleri üzerinde duracağız. 

Bu kısımda, F = ( )XF  K  cismi üzerindeki aşağıdaki cebir sınıflarından 

birine ait olan ve serbest üreteç kümesi sonlu X kümesi olan bir serbest K -cebir 

olarak düşünülecektir. (birim elemansız): 

 

1) Tüm cebirlerin sınıfı, Lie cebirlerinin sınıfı. 

2) Tüm birleşmeli olmayan değişmeli cebirlerin sınıfı ya da değişmeli 

olmayan cebirlerin sınıfı. 

 

Teorem 4.4.1 (Mikhalev ve ark., 1999): u  F  nin bir elemanı , v  F  nin bir primitif 

elemanı ve ϕ , F  nin ϕ ( ) vu =  olacak şekildeki birebir olan bir endomorfizmi 

olsun. O zaman u , F  nin  primitif elemanıdır. 

 

İspat: v  F  nin primitif elemanı olduğundan 1zv =  olmak üzere F  nin bir 

{ }nzzzZ  ..., , , 21=  serbest üreteç kümesi vardır. ni ≤≤1  için ( )ii zf ϕ=  olsun. O 

zaman sonlu sayıda elemanter dönüşümler ile { }nfff  ..., , , 21  kümesini indirgenmiş 

{ }nggg  ..., , , 21  kümesine dönüştürebiliriz. (ϕ  birebir olduğundan hiçbir adımda sıfır 

elemanı görülmez.). Bu elemanter işlemleri aynı sırada serbest üreteç kümesi Z ye 

uygularsak F  nin bir { }nyyY  ..., ,1=  serbest üreteç kümesini elde ederiz öyle ki 

ni ≤≤1  ϕ ( ) ii gy =  olur. Şimdi u  elemanını ( )nyyuu  ..., ,1=  olarak yazalım. O 

zaman  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 12121  ..., , , ..., , , zggguyyyuu nn === ϕϕϕϕ                            (4.4.1) 

olur. Eğer ZA ( ) 1>u  ise ZA ( )( ) 1>uϕ  olur. Bu ise (4.4.1) ile çelişir. O zaman; 

u = j

n

j
j z.

1
∑
=

β  olacak şekilde jβ ∈ K  vardır. Y  ile Z  kümeleri F  nin iki serbest 
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üreteç kümesi olduğundan Y  ile Z  kümeleri arasında ψ ( ) ii yz =  olacak şekilde bir 

ψ  otomorfizmi vardır. YA ( ) 1>u  olduğunu varsayalım. O zaman ( )( ) 1>uY ψA  

olmalıdır. u = j

n

j
j z.

1
∑
=

β  ise ψ ( )u = ( )j

n

j
j zψβ .

1
∑
=

= j

n

j
j y.

1
∑
=

β  olur. Buradan 

( )( ) 1=uY ψA  çelişkisi elde edilir. O halde YA ( ) 1=u  olmalıdır. O zaman 

u = j

n

j
j y.

1
∑
=

α  olacak şekilde K∈α  vardır. Eğer bir j  için jα 0≠  ise o zaman 

(4.4.1) gereği ( ) 1=jZ gA  olur. O halde bir k  için kj zg =  olur. O halde (4.4.1) den 

( ) 121  ..., , , zzzzu n =  olur. Buradan u  elemanı primitiftir. 

 

Teorem 4.4.2 (Mikhalev ve ark., 1999): kuu  ..., ,1  rankı n  olan F = ( )XF  serbest 

cebirinin elemanları, nk ≤≤1  için { }kzz  ..., ,1 , F  nin bir primitif sistemi ve ϕ , F  

nin bire-bir olan bir endomorfizmi olsun öyle ki ki ≤≤1  için ϕ ( ) ii zu =  olsun. O 

zaman { }kuu  ..., ,1 , F  nin bir primitif sistemidir. Ayrıca nk =  ise ϕ , F  nin bir 

otomorfizmidir. 

 

İspat: { }kzz  ..., ,1  sistemini F  nin bir { }nkk zzzzZ  ..., , , ..., , 11 +=  serbest üreteç 

kümesine tamamlayalım. Teorem 4.4.1 in ispatındaki gibi F  nin bir { }nyyY  ..., ,1=  

serbest üreteç kümesi vardır öyle ki { nigg n ≤≤1/ ..., ,1  için ( ) }ii gy =ϕ  kümesi F  

nin bir indirgenmiş alt kümesidir. kuu  ..., ,1  elemanlarını Y  nin elemanları cinsinden 

yazalım. ki ≤≤1  için ( )nii yyuu ,...,1=  olsun. O zaman; 

ki ≤≤1  için ϕ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ininii zgguyyuu === ,...,,..., 11 ϕϕ                   (4.4.2) 

olur. Eğer ZA ( ) 1>iu  ise ZA ( )( ) 1>iuϕ  olur. Bu ise (4.4.2) çelişir. O halde ki ≤≤1  

için iu =
1

.
n

ij j
j

zβ
=
∑  olacak şekilde ijβ ∈ K  vardır. Y  ile Z  kümeleri F  nin iki serbest 

üreteç kümesi olduğundan Y ile Z  kümeleri arasında ψ ( ) ii yz =  olacak şekilde bir 
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ψ  otomorfizmi vardır. ki ≤≤1  için YA ( ) 1>iu  olduğunu varsayalım. O zaman 

ki ≤≤1  için ( )( ) 1>iY uψA  olmalıdır. iu =
1

.
n

ij j
j

zβ
=
∑  ise  

ψ ( )iu = ( )∑
=

n

i
jij z

1

.ψβ =
1

.
n

ij j
j

yβ
=
∑  

olur. Buradan ( )( ) 1=iY uψA  çelişkisi elde edilir. Bu yüzden ki ≤≤1  için YA ( ) 1=iu  

olur. O zaman; ki ≤≤1  için iu =
1

.
n

ij j
j

yα
=
∑  olacak şekilde ijα ∈ K  vardır. Eğer ji,  

için ijα 0≠  ise o zaman (4.4.2) gereği ZA ( ) 1=jg  olur. O halde bir t  için tj zg =  

olur. O halde (4.4.2) den ki ≤≤1  için ( ) inii zzzuu ==  ..., ,1  olur. Buradan 

{ }kuu ,...,1  sistemi F  nin bir primitif sistemidir. Eğer nk =  ise U ={ }nuu  ..., ,1  

kümesi nyyy  ..., , , 21  elemanları tarafından üretilen vektör uzayının bir bazı olur. U , 

F  nin serbest üreteç kümesi olduğundan F  nin ni ≤≤1  için ϕ ( ) ii zu =  olarak 

verilen endomorfizmi F  nin bir otomorfizmi olur. 

 

Şimdi primitif sistemlerin herhangi bir endomorfizm altındaki ters 

görüntülerini inceleyeceğiz. 

 

Tanım 4.4.1: H , F  nin bir alt cebiri olmak üzere F = IH ⊕ olacak şekilde F  nin 

bir I  ideali varsa H  alt cebiri F  nin bir retraktıdır denir. 

 

Teorem 4.4.3 (Mikhalev ve ark., 1999): U ={ }luu ,...,1  rankı ln ≥  olan serbest 

F = ( )XF  cebirinin bir alt kümesi; { }lzz  ..., ,1  F  nin bir primitif sistemi; H , F  nin 

U  tarafından üretilen alt cebiri ve ϕ , F  nin li ≤≤1  için ϕ ( ) ii zu =  olacak 

şekildeki bir endomorfizmi olsun. O zaman H , F  nin bir retraktıdır. Özel olarak, 

nl =  ise ϕ  bir otomorfizmdir ve U , F  nin bir serbest üreteç kümesidir. 
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İspat: Teorem 4.4.2 gereği ϕ  nin bire-bir olmadığını varsayabiliriz. ( Çünkü her 

primitif sistem bir retrakt üretir.) { }lzz  ..., ,1  kümesini F  nin bir 

{ }nll zzzzZ  ..., , , ..., , 11 +=  serbest üreteç kümesine tamamlayalım ve ni ≤≤1  için 

ϕ ( ) ii fz =  olsun. Sonlu sayıda elemanter dönüşümler ile { }nfff  ..., , , 21  kümesini 

{ }nggg  ..., , , 21  kümesine dönüştürebiliriz öyle ki nk ≤≤1  olacak şekildeki k  sayısı 

için { }kggg  ..., , , 21  kümesi indirgenmiştir ve ki >  için 0=ig  dır. ( ϕ  bire-bir 

olduğundan nk <  dir. ) Elemanter dönüşümlerin bu dizisi F  nin ni ≤≤1  için 

ψ ( ) ii yz = , ϕ ( ) ii gy =  olacak şekildeki ψ  otomorfizmini elde etmemimizi sağlar. 

Şimdi luu  ..., ,1  elemanlarını aşağıdaki formda yazalım. 

( ) ( ) ( ) ( )2
1

1
1  ..., , ..., , ikini uyyuyyu += , li ≤≤1  öyle ki her li  ..., 2, ,1=  için ( )1

iu  

elemanı sadece kyy  ..., ,1  serbest üreteçlerine bağlı ve ( )2
iu  elemanı F  nin 

nk yy  ..., ,1+  serbest üreteçleri tarafından üretilen idealine aittir. li ≤≤1  için 

ϕ ( ) ( ) ( ) ( ) ikinii zggugguu ===  ..., , ..., , 1
1

1  olur. Buradan li ≤≤1  için 

( )1
iu =∑

=

k

j
jij y

1
.α  olacak şekilde ijα ∈ K  vardır ve ijα 0≠  ise ZA ( ) 1=jg  dir. 

Dolayısıyla kl ≤  olur. ψ  F  nin li ≤≤1  için ψ ( ) ( )1
ii uy =  ve l j n< ≤  için 

ψ ( ) jj yy =  olacak şekildeki lineer otomorfizmi olsun. ni ≤≤1  için ( )ii yy ψ='  ve 

J  F  nin '
jy , l j n< ≤  serbest üreteçleri tarafından üretilen ideali olsun. Buradan 

li ≤≤1  için ( )Jyu ii mod'=  olur. O zaman F = JH ⊕  olur. O halde H , F  nin bir 

retraktıdır. 
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