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4 sonlu bir X kiimesi tarafindan iiretilen serbest cebir olsun. Ik olarak A
nin herhangi bir @ elemaninin kismi tiirevleri kullanilarak bazi temel bilgiler elde
edilmistir. Daha sonra admissible kiimelerin tanimi1 verilerek bu kiimelerle ilgili bazi
teoremler ispatlanmistir. 4 nin bir @ elemaninin ranki, @ elemaninin 4 nin
otomorfizmleri altindaki goriintiisiinde goriinen ve X kiimesine ait olan elemanlarin
minumum sayisi olarak tanimlanir. 4 nin bir a elemaninin rankinin, ¢ nmn kismi
tiirevleri tarafindan iiretilen serbest modiiliin rankina esit oldugu ispatlanmistir. A4
nin elemanlarmin herhangi bir sistemi 4 nin bir serbest {irete¢ kiimesinin alt kiimesi
ise bu sisteme primitiftir denir. Daha sonra 4 nin primitif elemanlarini primitif
elemanlara doniistiiren bir endomorfizminin otomorfizm oldugu ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Serbest cebir, kismi tiirevler, admissible kiimeler.
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Let 4 be a free algebra generated by a finite set X . Firstly, by using partial
derivations of an element a of A4 some basic results have been obtained.
Afterwards, by giving definition of admissible sets some theorems with respect to
these sets have been proved. The rank of an element a of A is defined as the
minumum number of elements of X appearing in images of a under automorphisms
of A. It has been proved that the rank of an element @ of A4 is equal to the rank of
free module generated by partial derivations of a. If a system of elements of A is
subset of a free generators of A, it is called a primitive system. Later it has been
proved that an endomorphism of 4 mapping primitive elements of 4 onto primitive
elements is an automorphism.
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1.GIRIS Nazar Sahin OGUSLU

1.GIRIS
M, tim cebirlerinin siifi, M, karakteristigi 2 den farkl olan tiim degismeli
cebirlerin simifi ve M, tiim degismeli olmayan cebirlerin sinifi olmak tizere 4, M,

M, veya M, ye ait olan sonlu iiretegli bir serbest cebir olsun.

Bolim 3.3 ve Bolim 3.4 te A nin elemanlarinin kismi tiirevlerinin temel
Ozelliklerini ele alacagiz. Bu ozelliklerin bazilari, 4 nin alt cebirlerinin diferansiyel

ayrilabilirligine ve evrensel enveloping U (A) cebirinin bir serbest birlesmeli cebir ve

ayni zamanda bir serbest ideal halkas1 olmasina dayanir.

Boliim 3.5 de degiskenlerin yok edilmesini ele alacagiz.

Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.1.8 gosterecek ki bir sistemin ranki , bilesenleri bu
sistemdeki elemanlarin kismi tiirevleri olan elemanlar tarafindan iiretilen serbest
modiiliin rankina esittir.

Teorem 4.2.1 ile primitif elemanlar i¢in matris kriteri elde edece§iz: 4 nin
elemanlarindan olusan bir sistem primitiftir ancak ve yalmz bu sistemdeki

elemanlarin kismi tiirevlerinden olusan matris U (A) tizerinde sol tersinirdir.

Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.2.1 e dayanarak Teorem 4.2.2 de bir sistemin
rankin1 bulmak i¢in ve bu sistemin primitif olup olmadigina karar vermek ig¢in
algoritmalar elde edecegiz.

Bolim 4.3 da endomorfizmlerin primitif elemanlar {izerindeki etkilerini
inceleyecegiz. Teorem 4.3.2 gosterecek ki elemanlarin primitif 6zelligini koruyan
endomorfizmler otomorfizmlerdir.

Boliim 4.4 te Schreier cebirlerindeki primitif elemanlarin otomorfizm
altindaki ters goriintiilerinden bahsedecegiz.Teorem 4.4.1 ve Teorem 4.4.2
gosterecek ki primitif elemanlarin birebir olan endomorfizm altindaki ters goriintiisii

primitiftir. Genel olarak primitif elemanlarin ters goriintiileri bir retrakt: iiretir.
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2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

K bir cisim olsun.

Tamm 2.1: 4 ve B, K cismi iizerinde iki cebir ve ¢: 4 — B bir lineer doniisiim
olsun. Her x,y € 4 igin

o (xy)=o(x)o(y)

ise @ ye bir cebir homomorfizmi denir.

Tammm 2.2: 4 ve B, K cismi lzerinde iki cebir ve ¢:4 — B bir cebir
homomorfizmi olsun. Eger ¢ birebir ve Orten ise ¢ ye bir izomorfizm, 4 ile B

cebirlerine de izomorfik cebirler denir ve 4 = B ile gosterilir.

Tammm 2.3: A, K cismi iizerinde bir cebir olsun. ¢:4 — A bir cebir

homomorfizmi ise ¢ ye A nin bir endomorfizmi denir.

Tamm 2.4: 4, K cismi lizerinde bir cebir olsun. ¢: 4 — A4 bir izomorfizm ise ¢

ye A nin bir otomorfizmi denir.

Tanmm 2.5: X bos olmayan bir kiime, F bir cebir (F bir Lie cebiri) olsun. Eger
F, X tarafindan iiretiliyorsa ve her A cebiri (A Lie cebiri) igin X ten 4 ya olan
her doniisiim, F — A cebir homomorfizmine genisletilebiliyorsa ( bu genisleme
tektir. )/ cebiri (F Lie cebiri) X {izerinde serbesttir ya da kisaca F serbest
cebirdir (F sebest Lie cebiridir) denir ve F(X) ile gosterilir. X kiimesine de F nin
serbest tireteg kiimesi denir. X kiimesinin kardinalitesi F(X) in ranki olarak
tammlanir. Bundan sonra F=F(X) ile bos olmayan bir X kiimesi iizerindeki

serbest cebiri gosterecegiz.
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Tamm 2.6: 4, K cismi iizerinde bir cebir olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi
durumunda birlesmeli ve birim elemanli U(4) cebirine, 4 nin evrensel envoloping

cebiri denir.

1) 4 dan U(4) ya kanonik homomorfizm denilen bir &:4—U(4)

homomorfizmi vardir.

2) K cismi iizerindeki birim elemanli her B birlesmeli cebiri ve her

@p:A— B cebir homomorfizmi i¢in wog=¢ olacak sekilde bir tek

w :U(A4)— B cebir homomorfizmi vardir.

Tamm 2.7: A bir serbest cebir ve U(4) A nin evrensel envoloping cebiri olsun.
A nin bir lineer bazi ve S, U(4) nin bir serbest iireteg kiimesi olmak iizere W ve S

nin elemanlarinin herbirine monomial denir.

Tanim 2.8: u € F (X ) icin ¢ (u )=/, (u) ile u nun derecesini gosterelim. N pozitif
tamsayilar kiimesi olmak iizere u:F (X )—>N genellestirilmis derece fonksiyonu
asagidaki bigimde tanimlanir:

I'(X ) X alfabesine gore birlesmeli olmayan monomiallerin serbest grupoidi,
S(X) X alfabesine gore birlesmeli kelimelerin serbest yar1 grubu ve

~:T(X)— S(X) parantezlerin kaldirilmasiyla elde edilen homomorfizm olsun. O
zaman; her x € X i¢in ux(x)=1, x,€ X i¢in ,u(xl...xn)zz,u(xi) ve aZZai.al.
i=1

oyle ki 0# a;, € K, a; ler monomialler ve j#s i¢in a, #a, seklindeki bir a € F
eleman1 i¢in  u (a)=max, {,u(ﬁl. )} olarak tanmimlanan x4  fonksiyonuna

genellestirilmis derece fonksiyonu denir ve bir u € F(X) elemanmnin derecesi

¢ (u)= u(u)olarak tanimlanir.
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0 - . . . . 0
a  1ile a nin en yiksek dereceli kismini gosterelim. a” = a..a.
yu g Zj.uw/):y(a) 7

olarak tanimlanir.

Tamm 2.9: u: F (X )—»N genellestirilmis derece fonsiyonu ve ~:F(X )—)S(X )
parantezlerin kaldirilmasiyla elde edilen homomorfizm olsun. Bir a € F (X ) icin
aZZai.ai olsun dyle ki 0# «; € K, a;, ler monomialler ve j#s igin a, #a,
olsun. Eger her i# j igin ﬂ(a,.):y(a_/) ise a ya F(X) in bir homojen elemani

denir.

Tanmm 2.10: M cebirlerin herhangi bir simifi, X ={x,,...,x, }, F =F(X), Ae M
ve u,v € F(X) olsun. Her a,,a,,...a, € A i¢in u(a,,...,a,)=wa,,...,a,) ise (u,v)

ciftine A cebirinde bir 6zdeslik denir.

Tammm 2.11: Bir cebir smifi homojen 06zdesliklerin bir kiimesi tarafidan

belirlenebiliyorsa bu cebir sinifi homojendir denir.

Tamm 2.12: M cebirlerin herhangi bir sinifi olsun. Eger M deki her serbest cebirin

her alt cebiri M ye ait bir serbest cebir ise M ye Schreier cebirleri sinifi denir.

Tamm 2.13: A sonlu iiretegli bir serbest cebir ve S =1{s,,...,s,}c 4 olsun. Eger
f (s1 yees S, ): 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir bagint1 yoksa S ye bagimsiz kiime

denir.

Bu c¢alismanin bundan sonraki boéliimlerinde asagidaki teoremlerden

yararlanacagiz.
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Teorem 2.1 (Cohn, 1964; Kurosh, 1947; Lewin, 1968; Mikhalev, 198S;
Mikhalev, 1986; Mikhalev, 1988; Shirshov, 1953; Shirshov, 1954; Shtern, 1986;
Witt, 1956): X ={x,,...,x,}; K, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim ve

F=F(X), K cismi lizerindeki asagidaki cebir siniflarindan birine ait serbest lirete¢

kiimesi X olan birim elemansiz bir serbest cebir olsun.

i) Tiim cebirlerin sinifi, Lie cebirlerinin sinifi

ii) Degismeli cebirlerin sinifi, degigsmeli olmayan cebirlerin sinifi
olmak tizere;

1) F' nin her sonlu alt kiimesi, elemanter doniistimlerin sonlu bir dizisi ile F
nin indirgenmis bir alt kiimesine doniistiiriilebilir.

2) F nin her indirgenmis alt kiimesi bir bagimsiz kiimedir.

3) Indirgenmis bir kiimeye bagl olarak yazilan bir polinomun en yiiksek
dereceli kismi, bu kiimedeki elemanlarin en yiiksek dereceli kisimlarmin bir
polinomudur.

4) F nin her alt cebiri serbesttir.

5) F nin bir M alt kiimesinin bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

B =<M > olmak iizere modiilo B> lineer bagimsiz olmasidir.

6) |X | < oo ise F nin otomorfizm grubu elemanter otomorfizmler tarafindan

uretilir.

Teorem 2.2 (Cohn, 1961;Cohn, 1963): X ={x,,...,x, }; K bircisim; K<X>, X
kiimesi tarafindan {retilen serbest birlesmeli cebir, aq,,..,a, e K <X > ve
l(a))<l(a,)<...<{(a,) olsun. {a,,...,a,} kiimesi sol bagimli ise, 1<i<n olacak
sekilde bir i sayist vardir 6yle ki a, elemani {a,,...,a, ,} kiimesi lizerinde sol

bagimlidir.
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Teorem 2.3 (Umirbaev, 1994;Yagzhev, 1980): A bir serbest cebir olsun. 4 nin bir
¢ endomorfizminin otomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ nin Jacobian

matrisinin U(A4) tizerinde tersinir olmasidir.

K cismi lizerinde L ve M gibi iki cebirin direkt toplamlarin1t L @ M ile ve

serbest carpimlarin1 L * M ile gosterecegiz.
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3.TUREVLER VE ADMIiSSIiBLE SISTEMLER

3.1 Fox Tiirevleri

F=F(X); X={x,,..,x,} kiimesi iizerinde bir serbest grup; ZF, F nin
tamsay1 grup halkasive o : ZF —» Z,

O'(Z(nlfl))ZZI’ll (n,€Z,f, eF)

dogal homomorfizminin ¢ekirdegi A, olsun. x; ye gore Fox kismi tiirevi asagidaki

kosullari saglayan d, : ZF — ZF doniistimiidiir.

Li=j
D d(x;)=5;, 6, = 0, i ]

2)u,veZF gind,(uv)=ud,(v)+o(v)d,(u)

N uveZF ve k,leZ i¢ind, (ku+lv)=kd,(u)+1d,(v)
3.2 Kismi Tiirevler

Tanmm 3.2.1: M, K cismi lizerindeki lineer cebirlerin homojen bir sinifi olsun. C

M smifinda bir cebir ve <y>, M smifinda ranki 1 olan serbest cebir olsun.
B=<y>%Ce M serbest carpimini diisiinelim. B, ile B nin y ye gore derecesi 1
olan elemanlarinin alt uzaymi gosterelim. ae C i¢in r, ve ¢, operatdrleri b e B,

olmak iizere; b./ , =a.b, b.r, = b.a olarak tammlanir.

Tamm 3.2.2: 4, X ={x,,..,x,} tarafindan iiretilen serbest cebir, 4 €M olmak
iizere 1,=y,U(4)®..®y, U(4), baz1 {y,,...,y,} olan serbest sag U(4)-modiil
olsun. D:4—1,, 1<i<n icin ~ D(x,)=y, ve abed icin

D(ab)=D(a)r, + D(b).¢,, olarak tanimlanan lineer déniisiime, 4 cebirinin evrensel
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n 6 f

tiirevi denir. 4 nin bir f elemanimin kismi tiirevleri olan aal ler D(f)= Z V. .
X, i=1 X

i i

ile tek tirla belirlidir.

(o o )
a(f) [(%cl ’ ox, T ﬁxn]

diyelim. Tanimdan

ox, 5= Li=j
Ox; ! Yolo, i
elde ederiz. Ciinkii,
L X ox ox ox ox .
Dlx, )= L=y =Ly, L4y L4y L
(’) ;y, ox, 4 ox, P2 ox, Vi ox I ox,
ise
_ Ox N ox; - ox; R Ox;
Y=V ox, yz.ax2 yj'@xj ...... y"'ﬁxn
Ox; Ox;
olur. {yl, " yn} baz oldugundan i # j i¢in —- 3 —L=0ve —- 3 —7L =1 elde ederiz.
X, X

8(u.v) _ou .7, +6_ .0, elde ederiz. Ciinkd,
ox, ox; Oox,

1

Ayrica u,v € 4 igin

D(u.v)Ziy[.M D( r+D ﬁ —iyl —.r* yl.ﬁ.ﬁ

i X i=l i

i i=1

< Ou ov . X Auv) & Ou ov
= | =, +—L, | ise ——t= |+
yl (ax v ax[ u j ; yl ax z yl (a-Xl A4 ax[ u j
olur. {y1 y e yn} baz oldugundan yazilis tek tiirliidiir. O halde

8(14.\/)_6_14 rv+ﬂ ﬁ (*)
Oox, Oox; Oox;

1

esitligini elde ederiz.
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3.3 Kismi Tiirevlerin Temel Ozellikleri

M,, tim cebirlerinin smifi; M,, karakteristigi 2 den farkli olan tiim
degismeli cebirlerin sinifi ve M, , tiim degismeli olmayan cebirlerin sinifi olmak
tizere 4 M, M, veya M, ye ait olan sonlu iiretecli bir serbest cebir olsun.

H, A nm bir alt cebiri olsun. J,, ile I, nin {D(h)/he H} elemanlar

tarafindan dogrulan alt modiiliinii gosterelim.

Tamm 3.3.1: ae 4 olsun. Eger a € H olmas i¢in gerek ve yeter kosul D(a)eJ,
olmasi ise M , alt cebirler i¢in diferansiyel ayirabilirlik 6zelligine sahiptir denir.

M, ve M, de alt cebirler i¢in diferansiyel ayirabilirlik 6zelligine sahiptir.
Eger Kar K #2 ise M, de bu 6zellige sahiptir. Bundan sonra M ile M, M, veya
M , smifindan birini gosterecegiz.

A cebirinin lineer bazi igin W, notasyonunu ve U(4) cebirinin serbest iireteg
kiimesi i¢in S, notasyonunu kullanacagiz.

A tizerindeki U (A) modiiliiniin yapist a,we 4 i¢in ar, =aw, al A =wa
ile verilir.

H, A nmn {x,,.,x,,} tarafindan iretilen alt cebiri, U(H) da U(4) nm
{ru,ﬁ ,/ueH } kiimesi tarafindan iretilen birim elemanli alt cebiri ve
S, =SNU(H) olsun. Eger H, A mn alt cebiri ise U(H), U(4) nm alt cebiri
olmak zorunda degildir. Fakat Schreier cebirleri i¢in U (H ), U (A) nin alt cebiridir.

v, ile U(4) nin r, ve ¢, elemanlari tarafindan iiretilen sol idealini gosterelim Syle

ki; u, x,,...,x,_, Uzerinde derecesi 1 den kii¢lik olmayan monomiallerden biri olsun.
Onerme 3.3.1: Her a € 4 ve ueU(H) igin, %Z?u dir.
x}’l xl’l
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Ispat: S, =SNU (H ) oldugundan u# nun S§, icinde bir monomial oldugunu

varsayabiliriz. he H i¢in s=r, veya s=/, olmak lizere u=u solsun.he H

oldugundan (*) geregi aa_h:() olur. Ciinkii /', A nin {x1 ,...,xn_l} tarafindan tretilen

n

alt cebiri olup # € H eleman1 x, e bagl degildir. Buradan

o((au,).r,) _ ﬁ(a.ul)f N oh / o(au,)

. = Ng 1

ax,l ax,l h axn a.u, aXn h ( )

o((au,).L,) _ Oh — 6(a.u1)'£h: a(a.ul)ﬁh @)
ox, ox, ' ox, ox,

olur. O(au) _0(a-(u,.s)) olup O(au) _d(a.(u,.r;) veya o(a.u) :G(a.(ul.éh)) o
ox ox Ox Ox Oox, ox,

n n n n

lur.

Boylece (1) ve (2) den, .5 elde edilir. § nin derecesi iizerinde

d(au) _O(au,)
0

ox

n n

tiimevarimla ispat tamamlanir.

Onerme 3.3.2: ac 4 ve 6_a:0 ise, a € H dir.
X

n

Ispat: a € 4 icin 94__ olsun.
ox

n

< Oa oa oa oa oa
Dla)= .— olup —=0 ise Dla)=y,.—+y,.—+..+ ' cJ
(@)=2y 5 ol o (a)=y, o Vg Pt Ve <

i n n—1

olur. M cebirler simifi alt cebirler i¢in diferansiyel ayrilabilirlik 6zelligine sahip

oldugundan, a € H olmasi igin gerek ve yeter kosul D(a) € J, olmasidir. O halde

a e H olur.

10
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Onerme 3.3.3: ae 4 ve afi_a eV, ise a= au.v, +a
x

n i=1
olacak sekilde a, €K, u,,v,eW, a € H vardir ve her i

icin u, € H veya v, € H dir.

Ispat: 4 ve U(A) cebirleri ve V, ideali her x, € X elemanina gére homojen

oldugundan ispat1 sadece a elemani i¢in yapmak yeterlidir. Eger a, x, e bagh

degilse ;—QZO dir. Eger 0 # o i¢in a =a.x, ise §—a=oc ¢V, dir. Bu ylizden @ nin
X 2

n n

derecesi 2 den az olmayan bir eleman oldugunu ve x, e bagh oldugunu

n
varsayabiliriz. O zaman azz%.ui.vi, a, €K, u,,v,eW olarak tek tiirli

i=l1

yazilabilir.
M=M, ise
a=fiw + fLw, +..+ fLw, (3.3.1)

seklindedir oyleki f, ler W, 1n kelimelerinin lineer toplami, w, eW, ve

w, >w, >..>w, dir.

O zaman Ga _ — olur. S, =SNU(H) m elamanlar

i
ox Ox ~ Oox ! g
i=1 n i=1 n

n

N

of,
U(A) iizerinde sol bagimsiz oldugundan ;—a eV, ise ai Iy, €V} olur. Buradan
x

n n

of; " .
w, € H veya 8i =0 dir. Onerme 3.3.2 den f, e H veya w, € H elde ederiz.
X

M =M, ise a elemani (3.3.1) deki yazilisa sahip olup burada f, ler W, in
w, ye esit yada w, den kii¢iik monomiallerin bir lineer toplamidir. 1<i<k igin

fi=a,w, +g, olsun dyle ki g, ler w, den kiiciik olan monomiallerin lineer

11



3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

. Oa £ ow, Og, k .
kombinasyanu olsun. O zaman;, —= 20, —+—=).r, + —.r, olur.
Y ox, ,Z:l:( " ox, axn) " ; ox, *©
ow. ow. ow.
unki; M, abelyen oldugundan —-.r, =—LX.g.=—2L ¢ olur.
C 1 y g ax ) g; axn g i axn g;
k a k a )
xn i=1 xn ‘ i=1 axn
idi. O zaman;
k k
ﬁ_ a(ai'wi+gz) ’”w,"'z %'rf
axn i=1 axn ! i=1 xn l
L ow, Og L ow,
= —+—=).r, + — (o, w, +
;(lax x)w,.;xu,g,)

k ow, 0g, : ow, ow,
= (a¢,.——+—=>).r +>» a,., —.w,+—=-.g.
Z( i ax ) w; Z i ax i gl

i=1 ox, " i=1 " ox,

k ow, 0g, 2 ow, L ow,
(@ By 43 e T Y S

py ox, Ox, o Ox, o Ox,

olup yukaridaki esitlik saglanir. w, >w, >...>w, oldugundan r, ar, (ae€K)

g W,
formundaki terimlere sahip degildir. Buradan, a@_a eV, ise
'xn
2q,.
( 2¢, %+% )r, €V, olur. O halde w, e H veya MZO olur.
ox, Ox, ' ox,

Onerme 3.3.2 den w, € H veya2a,.w, +g, € Holur. b=a - (20{1 w, + g ).w1 olsun.

k
a :Z f;-w, idi. O zaman;

i=1

k
b:(fl.w1 +Z:fi.wl.]—(2051.w1 +g,)w,
i=2

12
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k
ZZfi'Wi +(0£1 W +8, )‘Wl - (26!1 W+ g )‘Wl
i=2
olur. Buradan,;

: ob
b=—oa,.w,.w, "‘Zf,--Wi ve 8_EVH
X

i=2 n
olur.
k
b=—a,.w.w +Zf,..wi
i=2
olup
ob ow, L of, ow,
—=—2a,.—.r, + ——r +—.f |eV
ox, Yox, " ;(&cn Y o, Ji )€ Vn
dir. Buradan — 20:1.8—Wl.rwl eV, olur. M, smifinin, karakteristigi ikiden farkli olan
x}’l
bir cisim iizerinde oldugunu dikkate alalim. Bu ylizden «, =0, %: veya

n

ow, .
w, € H olur. 6_1:0 ise w, € H olur. Bu ylizden « =0 veya w, € H olur.
X

n

k
b=—a,w.w, + Zfl..wl.
i=2

elemant i¢in ispat1 yapmak yeterlidir. (3.3.1) de k {izerinde tiimevarim uygulanirsa
ispat tamamlanur.

M =M, ise a eleman: (3.3.1) deki gibi yazilabilir 6yle ki f, ler w, den
kiiciik olan monomiallerin lineer toplamudir. M, icin yapilan ispata benzer olarak

oa 0
o eV, ise ai.rw eV, olur. O zaman; w, € H veya f, € H olur. b=a— f.w,
x?‘l le I

eleman1 i¢in (3.3.1) de k iizerinde tiimevarim uygulanirsa ispati tamamlanmis

oluruz.

13
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3.4 Homojen Elemanlar

A sonlu tiretegli bir serbest cebir, W A nin bir lineer bazi ve

Z,={keZ/k20}ve O, ={aecQ/a>0} olsun.

Tanim 3.4.1: Eger her i=12,..,n icin x, treteci w i¢inde tam k, kere

bulunuyorsa we W monomiali m(w)=(k,,....k,)e Z" multi derecesine sahiptir

denir.
Tanim 3.4.2: Eger her 0 #s5€ Z7 igin ,u(s);t 0 ise u:Z!—Q, lineer doniligiimiine

bir fonksiyonel denir. u(w)= u(m(w)) ile weW igin u-dereceyi tammlayalim.
a= Zai.wl. (w,eW) dgin  plw)=..=ulw,) (mw)=..=m(w,)) ise

aelemanina y-homojen (m-homojen) denir. we W igin m(rw) = m(ﬁ W) =m (w) ve
u(r,)=p(r,)=p(w) olarak tanimlayalim. Bu bize U(4) nin m -homojen ve 4 -
homojen elemanlarim inceleme olanagini verir. U(4) cebiri serbest iireteg kiimesi S

olan serbest birlesmeli cebir oldugundan U (A) nin elemanlar1 S -dereceye sahiptir.

Tamm 3.4.3: U(H) mn g -homojen elemanlarmmn {u,,...,u, } kiimesi admissible dir

denir eger, a € 4 ve m,,...,m, €U(A4) igin

—=) m,.u, 3.4.1
ox, &Mt (4.1
. da & Oa, e .
denkleminden 6_: a—’.ui esitligi saglanacak sekilde a,,...,a, € A vardur.
X, i=1 n
Onerme 3.4.1:

i) Sifir elemanlarim igeren bir kiime admissible dir. Eger {u,,..,u, }

admissible bir kiime kiime ise :

14



3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

i) {u,,...,u, ,0} kiimesi admissible dir.
iii) §, simetrik grubunun her o elemani icin {ua(l),...,ug(k)} kiimest

admissible dir.

iv) 0za € K ise {ul,...,u 2] k} kiimesi admissible dir.
v) ucU(H) ve u, +uu, , elemani u-homojen ise {u,,...,u, ,,u, +uu,_ |

kiimesi admissible dir.

ispat :
i) {0} kiimesini ele alahm. k=1 ve u, =0 olur. (3.2.1) den

1
aa—aZZmi u; =m,;.0=0 olup a, € 4 i¢in (veya 6zel olarak a, =0 € 4 i¢in)
Xo =l

0a & Oa,

—= — .U,

ox, ‘o Ox,

olur. O zaman {0} kiimesi admisible dir. Simdi {u,,...,u,} kiimesinin admissible

k
oldugunu kabul edelim. O zaman; G_azz m,.u, (ae A, m, eU(A)) olmak iizere
Xy =l

n

. 0a &N Oa )
a.,...a, € A vardir 6yle ki —= —.u, dir.
1 k y » ; ox

ii) {u,,...,u,,0} kiimesinin admissible oldugunu gosterelim.

k k
S 40= 2L =N i+ my, 0 (my,, € U(4))
ax i=1 xn i=1

olup u,,,=0i¢in

aa k+1
—= m;. u,
axn i=1
da & aa, -
olur. —= —.u, 1di. O zaman;
ox, ‘o Ox,
da & Oa,
—= —.u,;+0
ox, ‘o Ox,

olur. a,,, € 4 i¢in

15
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da & Oa, Oa . Oa ‘& Oa,
—=> —Lut—L0ise —= — u,
ox, ‘o Ox, ox, ox, ‘o Ox,

olur. (u,,, =0ve a,,, € A ) O halde {uy, ..., ux, 0} kiimesi admissibledir.

iii) oS, ise J:{1,2,...,k}—>{1,2,...,k} olan bire-bir ve Orten bir
fonksiyondur. O halde; {ua(l),...,uo(k)} kiimesi {ul,...,uk} kiimesinin elamanlarinin

herhangi bir sirada yazilmasi ile elde edilir. i#] i¢in m,u, + m,u; =m u,; + m u, ve

aa[ 6aj aaj 641[. . . . o
ut U =——ut .u; ve {ul,...,uk} kiimesi admissible oldugundan

ox, ' ox, ' ox, ' ox,

n n

{ugm yeees ua(k)} kiimesi admissibledir.

k-1
iv) a@a Zm utam,u, (0 aekK) olsun. {u,..,u,} kiimesi
xn i=1
da & Oa,
admissible oldugundan ——z 8_ .u; olacak sekilde a,...,a, € A vardir. O
X

n i=1 n

zaman,

A z+_ u;+ 3
xll

' Qa, da, e 6a 8(0[141,{)
= = (au
5 @)

i=1 X,

olur. O halde {ul yees Uy g, a.uk} kiimesi admissible dir.

aa k-1
V) —=Zmi.ui +m, u, +uu,_ ) olsun.

n i=1

aa k-2
Zm U, +mu,  Amu, +muu,

8x =

aa k-2
=" ma, +(m,_, +m,u)u,_ +m,u,

ox, ‘o

{u1 , ...,uk} kiimesi admissible oldugundan a,,...,a, € 4 vardir dyle ki;

da - Oa,
—= — .u, olur. Buradan;

ox, ‘o Ox,

16
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Oa & Oa, Oa oa
_:z gty uuy
ox, ‘= Ox, ox, 0
=2 Oa, oa oa oa Oa
- b -y,
o Ox, Ox, ox X, .,
=2 0a, Oa Oa Oa
= — u A - ), —E (u, vuu, )
i k-1 k k-1
o Ox, ox,  Ox, ox,
=2 Oa, Oa Oa, u oa
= — (- (@ )).u7+—k.(u +uu, )
i k-1 k k-1
o Ox, ox, ox, ox,
=2 Oa, oa, ,—a,.u Oa
= Lout (@ —a, ) o+ — (u, fua, )
i k-1 k k-1
o Ox, ox, .,
olur. O halde;
Oa ‘S Oa, oa, , —a,.u oa
—ZZ Sou,t (@ —a,.) 5 (u, vuu )
ox, ‘o Ox, ox, Oox,

olur. Buradan {u,,...,u, ,,u, +uu, ,} kiimesi admissible dir.

Onerme 3.4.2: acd, m,...,m, €U(4) ve U(H) nin u-homojen u,,..,u,
elemanlar1 (3.4.1) denklemini saglasin ve i>2 i¢in y(ul)é ,u(ul.) olsun. Eger u, in

gosteriminde katsayisi sifirdan farkli olan bir # S -monomial varsa dyleki u,,...,u,

elemanlar1 « ile biten monomiallere sahip degilse o zaman m, € ai(A) dir.

n

Ispat: ¥ monomialinin S -derecesi lizerinde tiimevarim kullanacagiz. u=1 ise

1 & 1l 6a 0
u,=au(0zaek )veu,=...=u, =0 ve mIZ—Zmi. u,=——ec—(4) olur.
a5 a Ox, Ox,
8 k
Cinkii  (3.4.1) den 6_: m.u, olup u =cu=a, u,=..=u, =0 ise
X, =l
ﬁ=ml.u1 =m,. ise m, =l.a—aei(A) olur. u eU(H)oldugu aciktir. se S
ox, o Ox, Ox,

icin u=u,.s olsun. we H igin s=r, veya s =/, olsun. i>2 i¢in 0< z(u, )< p(u,)

17



3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

olup (3.4.1) geregi aa_a eV, olur. Onerme 3.3.3 ten a = Z a . .w,.v, seklindedir oyle
X

n i=1
ki her i icinw, e H, veya v, e H dir. f ve g w dan farkli monomiallerin lineer

kombinasyonu ve her j i¢in w;,v, #w ve w, e H veya v, € H olmak iizere a
elemanii a=aww+w.f+gw+ Z B;w;v, yazahm. weH oldugundan

oa of og
— =0 +=r + B.
ox, ox, ' 0Ox, & ;ﬂ' (

. ov,
L, +a—].ﬁw) olur. ( Ciinkii; H {x,,...,x,}
J x J

n

ow
ox,

tarafindan iretilen alt cebiri oldugundan we H igin ?ZO dir. ) 1<i<k i¢in u,

n

elemanlar;, u; elemanlar1 s ile biten monomiallere sahip olmamak {iizere

u, =u,.s +u, seklinde tek tiirlii yazilabilir. s =7, olsun. U(4), S iizerinde serbest

k
cebir oldugundan, (3.4.1) de S ile biten monomialleri karsilastirirsak aa—gZZmi. u,
X, =l

n

elde ederiz. Ayrica u,, u, de sifirdan farkli bir katsaytya sahiptir ve u,,...,u,
elemanlar1 u, ile biten §-monomialleri sahip degildir. Buradan ifadeyi u, icin

ispatlamis olduk. u, m S-derecesi unun §-derecesinden kiiciik oldugundan

tiimevarimla m, € ai(A) elde ederiz.

n

Onerme 3.4.3: U (H ) nin x-homojen elemanlarinin herhangi bir {ul,...,uk} alt

kiimesi admissible dir.

Ispat: Ispat1 k iizerinde tiimevarimla yapalim. k=1 olsun.u, =0 ise Onerme 3.4.1

den énerme dogrudur. u, #0 olsun. a € 4 ve m, e U(A) igin ;—azml.ul olsun. u,
s

n

de katsayist sifirdan farkli olan S -monomial u elemanini ele alalim. Onerme 3.4.2

den m, € i(A) olur. O zaman {u, }kiimesi admissible dir. k >1olsun. Onerme

n

18
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3.4.1 geregi i >2 igin ,u(ul)S ,u(ui) varsayabiliriz. u, ile baslayan sifirdan farkli o
katsayili S -monomial u# yu ele alalim. =1 varsayabiliriz. i >2 olamak iizere u,
elemanlari igin u, ler u ile biten monomiallere sahip olmamak iizere u, =u,.u +u,
seklinde yazilabilir. Onerme 3.4.1 den {ul,...,uk} kiimesinin admissible olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul {”1 U=y ey Uy, — U U, } kiimesinin admissible olmasidir.

Simdi bu ifadenin dogrulugunu gorelim:

. o oa 2 :
{u,,...,u, } kiimesi admissible ve a—=m1.u1+ Zmi.(ui—ui.ul) olsun.O
i=2

n

zaman;
da :
—=m, uﬁrZ(m U, —m,.u,u,
ox, P
k k
=m, uﬁZmi.u. —Z m;. u,u,
i=2 i=2

k k
=(ml “Sm uju “S
i=2 i=2
olur. {ul,...,uk} kiimesi admissible oldugundan a,,...,a, € A vardir dyle ki

k
da & 0a, )
——Z—.ul. olur. O zaman;

a‘xn i=1 axn
da Oa, oa, oa, oa, Oa
= u, + u,+.+—.u, — U,.u,+ U,.u,+

a a 1 a 2 k 271 271
X xn xn 'xn n n
oa, . da, oa, +a,uar+..a_ux) oa,

—— U, U, T— U, U= u,+ U, —uU,.u, +..+
6 k"1 6 k"1 a 1 a 2 PRl
X, X, X, X,

s, )

a—. U, — U, U,
xn

olur. O halde {ul JU Y= Uy Uy, .y Uy —uk.ul} kiimesi admissible dir.

1

! , . . da &
Uy, U,—UyUy,...,u, —u, u ( kiimesi admissible ve G—ZZmi. u, olsun.
X i=1

n

—=m1.u1+m2.(u2 —uz.ul)+m2.u2.u1 + m3.(u3 —u3.u1)+m3.u3.ul+...+
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k
mk.(u uk )+mkukul (m1+m2u2+ +mkuk)u +Zmi.( ui—ui.ul)
i=2

olur. {ul,uz—u'z.ul,...,u —u, u } kiimesi admissible oldugundana,,...,a, € A vardir
; . Oa _Oa L
oyle ki ———1 uﬁ-Z (u —u,u )olur O zaman;
ox, Ox, = Ox,
k
oa,— Y a,u
da _Oa, k L Oa; (1;11 L Oa,
—=—.u,t —ul Z — U, U= ~“1+Z —.u,
ox, Ox, = Ox, = Ox, ox, = Ox,

olur. O halde {ul,..., u k} kiimesi admissible dir. u, eleman1 g -homojen oldugundan,
u, —uelemant wuile biten monomiallere sahip degildir. Bu ylizden i>2 ig¢in
w, —u,u, =u,u+u, —u,u, =u, (u—u)+u elemani u ile biten monomiallere

sahip degildir. Buradan u,,...,u, elemanlarinin u ile biten monomiallere sahip

) 0
olmadigin1 varsayabiliriz. Onerme 3.4.2 den a, € A vardir Oyleki mlziolur.

n

15, k ..
Buradan Ga _oa, U, +Zmi.ui olur ( (3.4.1) den). Onerme 3.3.1den
ox, Ox, P
da Oa, a(a al uy)
— U m;.u,
ox,  ox, Z
a k
olur. Timevarim hipotezi geregi ;—a— “ —Z 8_ u; olur. O halde
X X

n

{u,,...,u, kiimesi admissible dir.

Onerme 3.4.4: U(H ) mn u,..u, elemanlarmm U (A) tizerinde sol bagimsiz

oldugunu varsayalim. Eger ae 4 ve m,,...,m, eU(A) icin (3.4.1) saglaniyorsa o

zaman 1<i<k icin m, eai(A) dir.
X

n

20
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ispat: u,,..,u, eU(H)elemanlar1 U(A) iizerinde sol bagimsiz ve aecAd,

k
My, .y M, eU(A) icin a—QZZm[.u[ olsun. Onerme 3.4.3 ten a,,...,a, € A vardir

ox, ‘o
< Oa
oyle ki ——Z 6_ .u; olur. Ayrica 8__Zm u,; olup bu iki denklem geregi
n i=l1 xn n i=1

k a.
z m; —a—’ )u,=0 elde ederiz. u,,...,u, elemanlar1 U(A4) iizerinde sol bagimsiz
i=1 xn

Oa, .. ,
oldugundan m, ~ %0 olur. O zaman 1<i<k icin mi:% € i(A) olur.

ox, ox, Ox,

3.5 Degiskenlerin Yok Edilmesi

Tanmm 3.5.1: ¢, A cebirinin bir endomorfizmi olmak tizere i =1,2,...,n i¢in ¢(xi)

elemanlar1 g -homojen ve x, € X icin ,u(go(xi )) = ,u(xi) ise ¢ ye u -homojen denir.

Tamm 3.5.2: U (A) nin bir [0) endomorfizmi icin
J(p) = (@(p(x,)), 8(@(x,)), ..., 6(e(x, ))) nxn matrisine, ¢ endomorfizminin Jacobian

matrisi denir. k£ < igin

p(x,) 0p(x,)
Ox, . ox,
Ji ((0): :
op(x) 0p(x,)
ox, ox,

olsun. O zaman J, (p)=J(p) oldugu agiktir.

Onerme 3.5.1: & bir tamsay1 1<k<n ve ¢, 4 mn i>k igin ¢(x,)=x, olacak

sekildeki x-homojen otomorfizmi olsun. O zaman J, (@) matrisi tersinirdir. Eger
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B= (bij )=(Jk ((o))_l ise tiim b, elmanlar1 x-homojen dir ve ,u(bij ): ,u(xj )— u(x,)

dir.( pelx; ) - p(x,)< 0 ise b,=0)

Onerme 3.5.2: a, 4 nin u-homojen elemam ve k <n olsun. m,,..,m, U(4) nin
1 -homojen elemanlari olsun yleki i <k igin u(m, )= u(x,)— u(x,) ve

k
a5, (3.5.1)
ox, ‘o ox,

olsun. O zaman A4 nin g -homojen bir ¢ otomorfizmi vardir dyle ki i >k igin

o(x,)=x, ve p(a)e H dir.

Onerme 3.5.2 yi ispatlamadan 6nce asagidaki Onermeleri ispatlamanmiz

gerekmektedir.

Onerme 3.5.3: Bir ac A ve bir k pozitif tamsayist icin Onerme 3.5.2 deki
kosullarin saglandigini kabul edelim. @, 4 nin i >k igin ¢(x,) = x, olacak sekildeki
bir x-homojen otomorfizmi ise o zaman k ve (0(a) da Onerme 3.5.2deki kosullari

saglar.

op(a) _ Z (o(x,)) o Oa -

. . (*) dir. Ciinkli; A4 serbest iirete¢ kiimesi
Ox; i X, ox

Ispat:

X ={x,,...,x, } olan bir serbest cebiridir. En basit anlamda a y1 a=c,.x, +...+ ¢, .x,
(c; € K) olarak diistiniirsek (*) esitliginin varlifin1 kolayca gorebiliriz. s>k ig¢in

@(x,)=x, oldugundan 1< j <k igin

aqo(a) Zk: o(p(x, ))
)
ox ax

j i=1 J i

Ox . n 4
olur. (Cinkii i # j igin L:O) (*) esitligi kullanilirsa Op(a) = z Ap(x,)) .(p(a—a)
ox ox = Ox, ox

i J Jj i

olur. s > k i¢in @(x, )= x, oldugundan
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opla) _ da. < 8((ﬂ(x ))
ox _(0 Z

Gx)

J X =1 .i i

k
olur. Pozitif k£ tamsayisi ve a€ A4 i¢in (3.5.1) den fa _ mi.a—aoldugunu

ox, ox.

n 1

biliyoruz. m;,...,m, € U(4) igin

aqﬂ(G Zk: : 5(¢(a)) ) +2540()6) Oay

X, Jj=1 j

8x

n i

k ) k a }
S (3 200, a“)) Z¢( ) Z o) (%)—

j=1 i=1 a'xj X =1

Zk:(zk:m 8go(x )) (—) ( Clinkii —ZZk: — ve ¢ bir otomorfizm )

=1 j=1 n [

k k a
2o+ Z 3, Do)

olur. Bilinmeyenleri m,, ..., m, olan

op(x,) _ Zk:m"'a¢(x1)

p(m,) +

0
denklem sistemini ele alalim. P=( (p(ml)—i-%, ey @(m, )+ Z(xk) )oi VE M
xl’l xﬂ

matrisi M Z(ml,,mk) olmak iizere bu sistem P=M.J, (p) seklinde yazilabilir.
Onerme 3.5.1 geregi J,(p) tersinir olup B=(J,(p))” =(bl.j) olmak {lizere

M =P(J,(p))”" den bu sistem bir tek ¢oziime sahiptir ve bu ¢dziim

k
1< j <k igin m}ZZ((p(mi)—i—M}b[j

i=1 Oox

n
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3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

dir.

ulm )= plx, ) - plx,)

den k ve ¢(4) Onerme 3.5.2 deki kosullari saglar.

. 2003, Aot

X, Jj=1

Simdi 4 ve U (A) cebirlerinin asagidaki parcalanislarini diistinelim.
A=A40® 4@ ... D AD ...
U(4)=U,®U,®..0U,®...
oyleki 40=H, U, =U(H), A, ve U, ler ,x, -derecesi i ye esit olan x, e gdre tiim
homojen elemanlarin alt uzaylari olsun. fe 4 (feU (A)) icin f ®) ile A4, (U, dan)

dan gelen bileseni gosterelim.

Onerme 3.5.4: Bir k pozitif tam sayis1 ve a € 4 igin Onerme 3.5.2 deki kosullarin
saglandigint kabul edelim ve 1<s<k olmak iizere bir s pozitif tam sayisi i¢in

(0) (0) (0) (0)
M, e M elemanlar1 sol bagimsiz ve O )=...= oa’)

=0 olsun. O
ox, ox, ox

s+1 axk

zaman her »> 0 i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir.

i) aV=a®=_=4" =0

ii) Heri=12,..,s ve j=0,1,...,7r—1 i¢in m =0 dir.

Ispat: (3.5.1) geregi ;TaZZmi. % idi. aed ise a=a,+a +.+a, +.+a

n i=1 i

(i=0,1,....k i¢in a, € 4,) seklinde yazilabilir.

( Oa )= éay  Oa, 0a; — Oa, o)
ox, ox, Ox, ox, ox,,
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3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

0
olup a, € A, =H oldugundan %ZO olur. Ayrica A, lerde x, nin derecesi i
x

n

.. Oa,
oldugundan i =1,2,...,k icin ai € A, , olur. Bu durumda;
X

n

( da )(j):6a1+1 _ a(a(m))
ox ox ox

n n n

olur. Buradan j=0,1,...,7—1 i¢gin

k_ (=0
= Zm}”.a“ (3.5.2)
i=1 1=0 Gxi
elde edilir.
, (/)
(Not: Eger i#n ise ( ;Ta )(") :a(gx ) dir.Cinkli a=a,+a,+..+a,+..+a, +...

n 1

0 0 oa, 0
ise 04 _0ay oar O L 9% gy 94y (1201, k) Ciinkii x,
Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, Ox,
degismiyor.)
(0) (0)
aV =g = =4") =0 olsun. oa )=...= Oa ):() oldugundan j=0,1,....r—1

X

K a(a(")) s a(a(")) 8a™) 8(a®
icin (3.5.2) geregi > m). S Lo olur. 242 Aa’)
in (3.5.2) gereg ,Zzl“ L oy ; o, ox, Ox

elemanlart sol bagimsiz oldugundan i=12,...,s ve j=0,1,...,r—1 icgin ml.(j) =0
elde edilir.
Diger taraftan i =1,2,...,s ve j=0,1,...,7—1 igin m,.(j) =0 olsun.

(3.5.2) geregi

a(a(-/*l)) e 0 6(a(-”’))
—6xn _iz m?.

=s+11=0 Ox;

olur. Ciinkii;
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3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

icin m® =0 ve =.= =0 ise

aVeH = A, olur ise a" = 0 olur.(giinkii a"

(1)

€ A, idi.Buradan x, nin derecesi hem 1

hem de 0 geliskisi elde edilir ise @) =0 olur.)) t<ricin a" =a® =..=a" =0

olsun ve j =t icin asagidaki esitligi yazalim. O zaman
(e+1)
a(a ) ZZ () 8( ) =()
i=s+1/=0
olur. O zaman "V eH =4, ise a(’”) =0 olur. tiizerinde tiimevarim hipotezi

geregince ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.5.5: Onerme 3.5.4 teki tiim kosullarin saglandigim kabul edelim. » >0 igin
aV=g¥ =_.=4""=0 ise 0 zaman 4 nin 4 -homojen bir ¢ otomorfizmi vardir
oyle ki i > k i¢in

go(xi):xi, ((o(a))(") _ a(o)’ (¢(a))(1) _ ((p(a))(z) =...=(go(a))(’) _ ((p(a))(rﬂ) 0

dir.
(r+1) ko =)
. a
Ispat: (3.5.1) ve (3.5.2) geregi ——— ) => > m === 8(a ) z ) 8(6 ) dir.
X, i=1 [=0 X; X
(0) (0)
U (H ) n 8(861 ), , 8( ) elemanlar1 sol bagimsiz ve u-homojen oldugundan
xl ‘xs
()_ 98
Onerme 3.2.3 ten m . 1<i<s olacak sekilde g, €A vardir. ( Ciinkii
X
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3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

P (r+1) R (0)
a"Ved icin M: mm.m ve U(H) m ..
ox, p Oox, ox, ox,

elemanlar1 sol bagimsiz ve x-homojen oldugundan Onerme 3.4.3 geregi admissible

a(a(m)) e % 5(61(0))

olu . olacak sekilde e A4 vardir. Buradan
P ox, ; ox,  Ox, ; &
s (0) s a ) a a(o) a )
Z m,"”. 8(a ):Z -1 ( ) olup sol bagimsizliktan mi(r) ~ % ,1<i<selde
P ox, ‘o ox, Ox ox,

edilir. ) g,elemanlarinin g -homojen oldugunu ve 1<i<s i¢in g, € 4,,, oldugunu
varsayabiliriz. ( Clinkii m") e U, idi. ) O zaman

i

wlg,)= )+ ulx, )= palm, )+ (e, ) = o, )= el )+ alx, ) = ;)

X -8, IS
¢(xi) {x i>s

olmak tlizere A4 nin g-homojen ¢ endomorfizmini ele alalim. Genelligi
kaybetmeksizin  p(x,)> u(x,)>...> u(x,)  varsayabiliriz. =~ j<i<s igin
pi(m,)= pu(x,) = pulx, ) < pulx, ) < pelx ;) oldugundan m, elemant x; ye bagl degildir.
( Giinkil; m, nin x; ye bagh oldugunu varsayalm. z(m, )= z(m(m,)) olup
m(m,)=kys ook sk, b, %0
seklindedir. Buradan;
m(m,) =k, k; =10k, )+ (0, 1,..,0)
olup
pim,) = gl s ook, =1k, )+ 200,01, 0, 0) > ) )

geliskisi elde edilir. ) m")= %

n

ve g, € 4,, oldugundan g, x, ye bagh degildir.

oa oa Oa
g, €A, ve r+1>0 oldugundan ¢(a)-a=—g, ——g,.——..—g,.—+b
Ox, ox, ox
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3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiISTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

s (0)
(1) _(r41) oa®)
ola) == 3, B
olur. [ Ciinkii;
oa oa oa
_)0=( - _ PG
(p(a)—a)"'=( e S )

() (1)
(e, (e ) (e, (aa)”,
g, ox, .—t+g ox, g, or, tg, or,

=0+0+..+0=0 ( Ciinkii g, € 4,,, ) Buradan (p(a)- a)(l)ZO ise ((p(a))(l) —a" =0ise

(p(a)" =a" (0<1<r) elde edilir. Ayrica;

~ a(a(O)) a(a(o)) a(a(o))__ s ﬁ(a(O))
e BTy, TTE T ;g" o ]
Bu yiizden;



3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiSTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

s 0 o(a "
olur. ((o(a))(”l) — g =—z g;. 8((;1 ) olup % e U(H) oldugundan Onerme
pary X X

1 1

3.5.1 geregi;

o) ) ¢ o Aa) ) o olat)

ox ox, ~ ax = ox, ox = o,

n n i n i=1 i

(r+l)
olur. Buradan M:O olur. Onerme 3.5.2 den (go(a))(m) € H olur.
x}’l

(p(a)"™" e 4, idi. O zaman (p(a))"" € 4, N A, ={0} ise (p(a))"™" =0 olur.

Onerme 3.5.6: Onerme 3.5.4 deki tiim kosularin saglandigin1 kabul edelim. O zaman

A nin g-homojen bir ¢ otomorfizmi vardir dyle ki, (o(a)eH ve i>k igin

ol(x,)=x, dir.

Ispat: r iizerinde timevarimla (»=0 dan) Onerme 3.5.5 ve Onerme 3.5.3 ten her r

icin ¢, otomorfizmi vardir dyle ki i > k i¢in

0,(x,)=x,.(p,(a)" =2 (p,(@))" = (¢, ()? =...= (¢, ()" =0

Ha)

w(x,)

(

alalim. Eger en az bir s> r i¢in ((or (a)) )20 ise o

4(a)

zaman ,u(xn ).S < ,u(gor (a)) = ,u(a) dir. Buradan » +1< s <———= celiskisi elde edilir.

p(x,)

O zaman her s>r icin (g, (a))(s) =0 olur. ¢,(a)=(p, (a))(o) e H = A, elde edilir.

olur. Ozel olarak » +1>

Buradan ¢, istenilen otomorfizimdir.

Onerme 3.5.2 nin ispati :

Ispati k iizerinde tiimevarimla yapacagiz. k=0 ise a@_azo olur. Onerme 3.5.2 den
X

n

aeH olur. Buradan ¢:4—>A ya O0zdeslik donligimii alinabilir. Ciinkii;

pla)=ac H ve i>k icin ¢(x,)=x, dir. k>0 olsun ve her k' <k igin hipotezin
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3.TUREVLER VE ADMISSIBLE SiSTEMLER Nazar Sahin OGUSLU

©=p diyelim. Eger ai, ooy b elemanlar1 sol
X, ox,

dogru oldugunu kabul edelim. a
bagimli ise o zaman Teorem 2.2 den genelligi kaybetmeksizin
ob . ab
—_— m L
ox, =7 ox,

olacak sekilde m;,...,m, , € U(4) oldugunu varsayabiliriz. Tiimevarim hipotezi

geregince 4 -homojen bir y otomorfizmi vardir 6yle ki i >k igin t//(xi)=xi ve

oy (b))

. =0 dir. O zaman y/(b):(t,//(a))(o) olur. Onerme 3.5.3 ten k tamsayisi ve
X

t//(a), Onerme 3.5.2 deki kosullar1 saglar. a y1 t//(a) ile degistirip yukaridaki

(0) (0)
adimlar1 uygularsak GL, ooy b sol bagimsiz ve 8(a )=...= a(a—)ZO olacak
X, ox, ox,,, ox,

sekilde bir s<k tam sayisimn bulundugunu varsayabiliriz. Onerme 3.5.6 y1

uygularsak ispati tamamlamis oluruz.
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4. RANK TEOREMLERI VE PRIMITIF ELEMANLAR Nazar Sahin OGUSLU

4. RANK TEOREMLERI VE PRIMITIF ELEMANLAR

Bu boliimde Schreier cebirleri sinifindaki serbest cebirlerin  primitif

elemanlarinin hesaplanabilir 6zelliklerini inceleyecegiz.

4.1 M, min Ranki

A bir X ={x,,...,x,} kiimesi iizerinde bir serbest cebir olsun.

Tanmm 4.1.1: a€ A4 olsun. a elemannin 4 nin otomorfizmleri altindaki
goriintlistinde goériinen ve X kiimesine ait olan elemanlarin minumum sayisina, a

nin ranki denir. Bunu rank («) ile gésterecegiz.

Tanmm 4.1.2: 4 nm a,,..,a, elemanlarindan olusan bir sistemin ranki, a,,...,a,

elemanlarinin otomorfik goriintiilerinin bagl oldugu iireteclerin minumum sayisidir.

Bu say1y1 rank (al " ) ile gbsterecegiz.
. . oa oa .
ac A igin M, ile U(4) nn PR tarafindan tiretilen sol
s S

n

U (A)-altmoduliinii gosterelim. Evrensel envoloping U (A) cebiri serbest birlesmeli
cebir olup sol U(A4)-modiil olarak tek iiretecli serbest modiildiir. Ayrica bir serbest

birlesmeli cebirin her sol ideali ranki tek olarak belli olan bir serbest modiildiir.

Rank (M) ile M, modiiliiniin rankin1 gosterelim.

Onerme 4.1.1: ¢, A nin bir otomorfizmi olsun. O zaman rank(M w(a)):rank (M u)

dir.

Ispat :
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4. RANK TEOREMLERI VE PRIMITIF ELEMANLAR Nazar Sahin OGUSLU

op(a) ogla)
o, 7 o

n

olur. Buradan M, co(M,)...(i) olur. ( Cinkii M ola)

tarafindan tiretilen sol U (A)-altmodﬁl idi. ) Ayrica;
oM, )= co(M o (ola) )9 olo™ (M ola) ))=m ola)
ise p(M,)c= M ,,...(ii) olur. O halde (i) ve (i) den @(M,)=M ,,, olur. Buradan

rank (M ola) ) =rank (M, ) elde ederiz.
Onerme 4.1.2: a € 4 igin rank (M, ) <rank(a) dir.

ispat: rank(a)=k olsun. O zaman A4 nim bir ¢ otomorfizmi vardir dyle ki ¢(a)

X,,..., X, tarafindan tretilen alt cebire aittir ve sol U (A)-modl'il M, 8(0—(61), oo

ox,
ogla)

ox,

elemanlar tarafindan iiretilir. Bu yiizden; rank (M ola) )= rank (M ; ) <k olur.

u:Z" — Q. bir fonksiyonel olsun.a> 0 i¢in 4“(U“) ile 4 nin (U (A) nin)

M derecesi o ya esit olan g - homojen elemanlariin alt uzaymni gosterelim ve

A=® A% U(A):Gze(Q]a olsun. fed (feU(4)) igin p,“(f) ile f ninp-

aeQ,

homojen bilesenini gosterelim. yani p,” (fleac (p,” (f)eU* olsun.

Tanim 4.1.3: Her a>1 igin p#a(a)zo ise aeA eleman1 y-smirlidir deriz.

V()= {m eZ" | u(m)< 1} olsun. Asagida verilen fonksiyoneller kiimesi tizerindeki
kismi siralamay1 ele alalim.

Vi )V () ve Vi )%V (uy) ise pi= po
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Onerme 4.1.3: a, A nin bir g -homojen elemani ve rank (M, )<n olsun. O zaman;

A nin g -homojen bir ¢ otomorfizmi vardir 6yle ki p #1 (go(a)) eleman1 n—1 den

fazla olmayan X degiskenlerine baglhdir.

Ispat: pﬂl(a) elemant n—1den fazla olmayan X degiskenlerine bagli ise ¢

otomorfizmi olarak birim doniisiim alinabilir. p #1 (a) nin X in tiim degiskenlerine
bagli oldugunu varsayalim. rank(M a)< n oldugundan hepsi birden sifir olmayan
my,....,m, € U(A) vardir dyle ki

L 4.1.1)
i=1 ox

dir. (aksi halde rank (M . ) =n olurdu.) i=12,..,n igin
o, =max {a €0, /p,” (m, )= 0} ve P=max{a, —u(x,)+1/i=1,2,...n} olsun ve

m, =0 i¢in a, =—1 olarak tanimlayalim. pﬂl(a) X;,..,X, € bagli oldugundan

i=12,..,ni¢cin 1—pu (xi )20 ve =0 dir. (4.1.1) esitligine pﬂﬁ y1 uygularsak;
c B-a a aa _ c B-a a a+u(x;)
Z Zpﬂ (mi)‘py A _Z Zpy (mi)'_(pp ((1)):0 (412)
i-l ac0, ox, il acQ, ox;
esitligini elde ederiz. o+ (x,)> 1 igin a elemant g-smurh ise p e “a)=0
olur. a+u (x,)<l ise p~a >a, — u(x,)+1-—a>a, olur. «,, p#“(mi);t 0 olacak

sekilde ki maksimum say1 oldugundan p / - (ml.)= 0 olur.a=1- y(xi) icin (4.1.2)

denklemi diizenlenirse;

>0, ) p, ) =0

i=1 axj
elde ederiz. En az bir i igin B—1+u (x,)=a, — u(x,)+1-1+ u(x,)=a, >~1 ve
p, " (m,)=p,“(m,)#0 dir. Buradan 1<i<n igin %(pyl(a)) elemanlart sol
xi

bagimlidir. Bu elemanlar g -homojen oldugundan 1< j<n olacak sekilde bir j
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vardir dyleki ai( ﬂl(a)) elemani %( ﬂl(a)) i # j elemanlar: tarafindan tretilen
X X,

J i
U (A) nin sol idealine aittir. Onerme3.5.2 den 4 nmin g - homojen bir ¢ otomorfizmi

vardir oyle ki (p( yl(a)) eleman1  x, ye bagh degildir. [Ciinki;

88 ( ) Zm (pﬂ )olup H alt cebirinix,,...,x; |, X ,,,,...,x, tarafindan

J
1¢j

iiretilen alt cebir olarak diisiiniirsek Onerme 3.5.2 geregi (p(p Hl(a))e H olur. Yani
olp,'(a)) x, ye bagh degildir] Ayrica ¢ A nin - homojen otomorfizmi
oldugundan her @ Q. isin ¢lp,“(a))=p,"(p(a)) olur. Buradan @=1 igin
p. (p(a)=plp, (@) olur. O halde p(p,'(a)) x,ye bagh olmadigindan p,' (p(a))

elemant x, ye bagh degildir. Buradan pﬂl(go(a)) n—1 den fazla olmayan X

degiskenlerine baghdir.

Onerme 4.1.4: a, A nm bir #-homojen elemani olsun. @ nm x,,...,x, e bagl

oldugunu varsayalim. O zaman g, fonksiyoneli vardir dyle ki V(,uo ) c V(,u) , a4 U,-

siirhdir ve p Hol(a) bileseni x,,..., x, e baghdir.

Ispat: p yl (a) nin sadece x,,...,x, (k<n) yabagli oldugunu varsayalim. Onermeyi
ispatlamak i¢in ¥ (u, )V (1), a p,-smurli ve pyol(a) Xi,.s X, X, € bagli olacak
sekilde bir u, fonksiyoneli bulmak yeterlidir. Bir # €Q.: i¢in g, fonksiyoneli
izk+1 dgin g, (x,)=pulx,) ve p,(x,,)=ulx,, )+t olarak tanimlasm.
V(ut)c V(,u) olur. pyl(a) eleman: x,,, e bagh olmadigindan g, (pﬂl(a))=1 olur.
a da sifirdan farkli katsayrya sahip ve x,,,-derecesi >0 olan her w monomiali i¢in
u(w)+rt <1 ise a elemani p-smirlidir. p #l(a) elemant x,,, e bagl olmadigindan

y(w)< ldir. Buradan a elemani i¢in g -smirli olma ozelligi 1<, (a,>0)
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esitsizlik sistemine denktir. 7, bu sistemin maksimum ¢6ziimii olsun.O zaman x, ;-
derecesi >0 olan bir w monomiali vardir 6yle ki x, (w)=p(w)+rt, =1 dir. Bu
yiizden p's, (a) bileseni x,,, e baghdr. K, (p h (a))zl oldugundan p',, (a)

elemant x,,..., x;, x,,, ebaghdir. O halde x, olarak y, secebiliriz.

Onerme 4.1.5: u bir fonksiyonel ve a, A nin g-sinirh bir elemani olsun.
rank(M a)<n oldugunu varsayallm.O zaman A4 nin bir ¢ otomorfizmi ve g,

fonksiyoneli vardir 6yle ki g, < 1 ve p(a) elemani g, -sinirhidir,

Ispat: Onerme 4.1.4 den pﬂl(a) nin X in tim degiskenlerine bagli oldugunu
varsayabiliriz. rank (M . )<n oldugundan Onerme 4.1.3 geregi 4 nin x -homojen bir

¢ otomorfizmi vardir dyle ki p #l(go(a)) elemant n—1 den fazla olmayan X

degiskenlerine baghdir. p #1(¢(a)) nin x, e bagh olmadigini varsayabiliriz. p yl(a)
eleman1 x, e bagl oldugundan a da katsayis: sifirdan farkli x -derecesi >0 a esit
olan bir w monomiali vardir. reQ, igin g, (x,)=pulx,) (i#n) ve
u,(x, )= u(x, )+t olarak tanimlanan z, fonksiyonelini ele alalim. Onerme 4.1.4 iin
ispatindaki gibi ga(a) ty-smurll olacak sekilde bir 7, >0 bulabiliriz. p,= g,
diyelim. 7 (u,)cV(u) olur. p(w)=1 ise u,(w)=u(w)+rt, >1 olur. Bu yiizden

m(w)eV(u) fakat m(w)e V(u,) dir. Buradan g, < x olur.

Onerme 4.1.6: ac A ve rank(M ,)<n olsun. O zaman H, 4 nin x,..,X

n-1
tarafindan {iretilen alt cebiri olmak {izere 4 nin bir ¢ otomorfizmi vardir dyle ki

(p(a)eH dir.
Ispat: d, a ninuzunlugu olsun. i =1,2,...,n i¢in ,u(xl.):% olarak tanimlayalim. O

zaman a bir u-sinirh elemandir. Ispati V(,u) kiimesinin |V(,u] kardinalitesi
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lizerinde tiimevarimla yapacagiz. |V(,u)| =1 ise ¥(1)={(0,0,...0)} ve a=a.lc H
(aeK) olur. O zaman ¢(a)=g(a.l)=ap(l)=a.l=a ise @la)=acH olur.
Onermenin her z,-sinirh @ elemam ve u, < u igin ispatlandigini varsayalim. a u -
sirli ve rank (M, )<n oldugundan Onerme 4.1.5 geregi 4 nin bir ¢ otomorfizmi ve
H, fonksiyoneli vardir 6yle ki , < u ve (p(a) elemant u o-sinirhdir. go(a) elemani
Ho—smrly, g, < g ve rank (M (p(a)):rank(M a)<n oldugundan hipotezimiz geregi
w(go(a))e H olacak sekilde 4 nin bir y otomorfizmi vardir. ¥ ve ¢ birer

otomorfizm oldugundan y o @ de 4 nin bir otomorfizmidir ve (y o (p)(a) € H olur.

Boylece tiimevarim hipotezi geregi ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.7 (Mikhalev ve ark., 2001): Her a € 4 igin rank(a), U(A) nin %,

ox;

1<i<n elemanlar tarafindan tiretilen sol M , idealinin rankina esittir.

ispat: Onerme 4.1.2 geregi rank (M, )<rank(a) dir. rank(a)=k olsun. S, 4 nm

X;,...,X, elemanlar1 tarafindan {retilen alt cebiri olmak iizere aeS oldugunu
varsayabiliriz. Onerme 4.1.6 geregi g—a, 1<i<k elemanlarn U (S) tizerinde sol
Xi
bagimsizdir. U(4) serbest U(S)-modiil oldugundan bu elemanlar U(4 )iizerinde sol
bagimsizdir.
Bu ifadenin dogrulugunu gdésterelim:
b,,....b, €U(4) igin

b 0%y 0 i O *)
ox, 0x5 Oxy,

olsun. U(4) serbest U(S)-modul oldugundan U(4) mn bir T ={t,,t,.....t, } serbest
iirete¢ kiimesi vardir 6yle ki s,,s5,,...,s, € U(S) olmak iizere her ue U(4) eleman

u=s.1, +5,1, +..+s,t, seklinde tek tiirlii yazilabilir. O halde b,,...,b, € U(4)

elemanlari
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b =s,t, +S,t, +...+5,,¢

m

by =5yt +8yt, +..+5,, 1

m

b, =s,t, +S,t, +...+s,, 1

m

seklinde (tek tiirli) yazilabilirler. b,,...,b, €U (A) elemanlar1 (*) denkleminde

yerlerine yazilirsa ;

Oa Oa
(S“.tl + 8,0, +o.ts, 0 )'a_+(S21'tl + 8,0, +...+s2m.tm).—+...+
X1 axz
Oa
(skl.t1 +8,0, Fots, 8 ).—=O
ka

olur. Bu esitlik yeniden diizenlenirse;

Ls”.a—a +5,, .a—a +..+ skl.a—a]f1 -{Su.&—a + szz.a—a +..+ skz.ﬁ}t +..+
0. 0. Ox ox,

2
X, Ox, X, | ox,
Oa oa Oa
Siy-——+8y, —+..+8,.— |£, =0
ox, ox, ox,

olur. 0e U(4) olup bu eleman 0=0.¢, + 0., +...+ 0., seklinde de yazilabilir. Yazilis

tek tiirlii oldugundan;

¢ oa ny oa A oa
1 21 - S =
.xl ! 8x2 ! an
oa oa oa
Sy, +5,,. —t..ts,,. =0
xl 8X2 ka
Oa oa - oa
s, ——+s, . WS, =
1m axl 2m axz m xk
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esiliklerini elde ederiz ( Burada i =1,2,....,k ve j=12,...m icin s, € U(S) dir)

da 20

P e oa. elemanlart U(S) iizerinde sol bagimsiz oldugundan bu
X1

Oxy Oxy,

esitliklerden i=1,2,...k j=12,...m i¢in s;=0 elde edilir. O halde

b =b,=..=b,=0 olur. O zaman a—a, 1<i<k elemanlart U(A4) iizerinde sol

Ox;

bagimsizdir. Bu yiizden rank (M, ) = k olur. Boylece ispat tamamlanr.
i=1,2,..,r icin e, i-inci kordinat1 1 diger kordinatlar: sifir olan satir olsun.

Teorem 4.1.8 (Mikhalev ve ark., 2001): 4 nin q,,a,,...,a, elemanlarindan olusan

~ 0
. . . - a .
sistemin ranki, 1<j<m igin Z— .e, elemanlar1 tarafindan {iretilen

i=1 5xj

M=M, , ., solU (4)-modiiliiniin ranka esittir.

Ispat: s=rank(M{al,az,.__,ar_}) ve k=rank({a,,a,,...,a,}) olsun. Onerme 4.1.1 ve
Onerme 4.1.2 nin ispatma benzer olarak 4 nim herhangi bir ¢ otomorfizmi igin
s =rank (M,
(1<i<r) elemanlarinin x,,x,,...,x, elemanlan tarafindan iretilen alt cebire ait
oldugunu varsayabiliriz. Y = {y J11<j< r} olsun. B=F, (X UY) serbest cebrini
ele alahm. Buradan A c B ve U(B) serbest sag U(4)-modiildiir. Bu yiizden
s :rankU(A)U(B)M olur.
b=a,.y +a,y,+..+a,.y,
olsun. O zaman;

oa;

1

T 1<j<n ve ﬁZEGS, 1<s<r olur.

rank (b) < k +7, b _ i
8xj i=1 axj ays

1

a,,a,,..,a, elemanlarmin lineer bagimsiz oldugunu varsyabiliriz. O zaman
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R elemanlari U(B) iizerinde sol bagimsizdir. Buradan

r ...
N2y Ta? a

M, :U(B).{g—b:ISj < n} ®U(B) ¢, ®..@U(B)(, olur. U(B)nin fle)=r,
X, ' ,
. ob .
olarak  tanimlanan  f  homomorfizmi ~ U(B ){6_ 1< < n} =U(B)M
Y

izomorfizmine neden olur. Bu yiizden rank ;) M, =s+r olur. Teorem 4.1.7 geregi

rank (b)=s+r <k +r ise s <k olur. Ayrica k > s idi. O halde s = k olur.

4.2 Primitif Sistemler

Tamm 4.2.1: F bir serbest cebir olsun. F nin bir a elemani, F nin bir serbest

tirete¢ kiimesine ait ise @ ya F' nin bir primitif eleman1 denir.

Tamm 4.2.2: Bir serbest /' cebirinin elemanlarinin herhangi bir sistemi , /' nin bir

serbest iireteg¢ kiimesinin alt kiimesi ise bu sisteme primitiftir denir.

X ={x,,...x,} olsun. 4, M,, M, veya M, smifina ait serbest iireteg

>n

kiimesi X olan serbest cebir olsun.

Teorem 4.2.1 (Mikhalev ve ark., 2001):

4 nm a,a,,...,a, elemanlariin sisteminin primitif olmasi igin gerek ve yeter kosul

(0(a, ),..., 8(a, )) matrisinin U(4) iizerinde sol tersinir olmasidir. Ozel olarak, a € 4

k
elemaninin primitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Zmi. a—a=1 olacak sekilde

i=1 i

m,,my,....,m, € U(4) olmasidur.

ispat: i=1,2,...,r icin e, i-inci kordinati 1 diger kordinatlari sifir olan satir olsun.
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, ile Z%.ei, 1< j<n elemanlan tarafindan iiretilen sol U(A4)- alt

{al ,Ay s,
i-1 OX;
J

modili gosterelim.

oa . Oa
axl axl
ola,)....o0la,))=| : : :
ot ta) day  da,
ox,, ox,,

matrisi U (A) tizerinde sol tersinir olsun. O zaman ;

Oa, oa,

i ha ot || oy x|
Dol S (s *)

L Lo Ln % o aar

ox,, ox,,

olacak sekilde 7, (1<i<r ve 1< j<n )vardir. O zaman;

a1 =U(A) e @@ U(4) e, = DU (4.2.1) olur.

Bu ifadenin dogrulugunu gosterelim. meM,, , . olsun. sty } 2

(o oy g0 O (O 0 % ) imesi
ox, ox, ox, ox, ox,, ox,,

tarafindan tiretilen sol U(A4)-altmodiil oldugundan

oa, oa, oa, oa, oa, oa,
m=u, gel +...+ . e, |tu, E'el +...+6x e, |t..tu, g.el +...+ax e,
1 1 2 2 n n

olacak sekilde u,,...,u, €U (A) vardir. Buradan,;

oa, oa, oa, oa, oa, oa,
m=\u—+tu,—+..+tu,— |et.tluy—+u, +.tu, £,
Ox, ox, X, ox, Ox

n

olur. Buradan m e U(4).e,+U(A4).e,+..+U(A4).e, olur. O zaman ;
{al,az,“.,a,.} gU(A) el ++U(A) er (l)

elde edilir. uelU(de, +U(d)e, +...+ U(A)e, olsun. O zaman

u=u,e +u,e,+..+u, e olacak sekilde u,,...,u, EU(A) vardir. u elemanini
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u=u,.le +u,le +..+u, .le, seklinde yazalim. (*) geregi
. . Oa;

o Py, iy vy Dy (1<isr) olacak sekilde fy.0,. ... 1, cU(4)
ox, 0x, ox,,

vardir. O zaman;

oa, 0a, Oa, oa, oa, oa,
US| =ty b, o e by Sy S, 2 e,
x

X, ox, "o, ax, 7 ox, " ox,
=ul.tn.%.e1 +...+u,.trl.8ar .e, Jr...Jrul.tln.%.e1 +...+u,.tm.%.e,
ox; ox; X, ox,,
olur. O zaman u € My, , ,elde edilir. Buradan
U(d).e,7U(A).e, +.+U(4).e,.cM, , ., (ii)
elde edilir. Béylece (i) ve (ii) geregi My, , . =U (A).e1 +.+U (A).e,, olur. Ayrica
i# jigin U(4).e, N U(A).ejz{O} oldugundan;
oy =U(A). e+ U(A). e, .. +U(4) e, = QU(A)e, (4.2.1)

esitligini elde ederiz. Buradan rank(M )=t olur. Teorem 4.1.8 den

ay,ay ,...,d,

rank ({a,,..,a,})=r olur. Ustelik 4 nm bir ¢ otomorfizmi i¢in (4.2.1) den

.....

a,,a,,..,a, elemanlarinin, 4 nm x,..,x, elemanlar1 tarafindan {retilen S

altcebirine ait oldugunu varsayabiliriz. ', S nin w(xi)z a; (i=1,2,...,r) olarak
tanimlanan endomorfizmi olsun. (4.2.1) den y nin Jacobian matrisi tersinirdir.
Bu ifadenin dogrulugunu gosterelim:

(4.2.1) geregi M|, , . 1=U(d)e, ®...® U(4)e, idi. a,,a,,..,a, €S oldugundan

sl

oa oa oa oa oa oa
Lot A= o L e+ 4+ e et e

1T .€, 1 e €L, ..

M{al,az,...,a,} 2 {
ox; ox; Ox, Ox, ox, ox

r

kiimesi tarafindan tiretilen sol U(4)- alt modiil olur. Buradan;
l.e,+0.e,+..+0.¢e, € U(A) ed.® U(A) e,=M,

a1,y 5.esd, |

oldugundan;
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l.e,+0.e,+..+0.e =

oa, oa, oa, oa, oa, oa,
Uy —+u, —+.+u, — let..tluy, —+tu, —+..+u,—|e,
ox, ox, ox Oox, ox, ox,

n

olacak sekilde u,,,u,,,...,u;, €U (A) vardir. Buradan ;

Oa, Oa, oa,

Uy —+u, —+..+u, —=1
Ox, ox, ox,
oa oa oa

U, —=+u, —=+..+u,—==0
Ox ox ox

1 2 r

oa Oa 0

Uy —+u,—+ r—=0
Ox, Ox, ox,

deklem sistemini elde ederiz. 0., +0.e, +..+0.¢,, t1.¢,40.¢,,+..+0.e, € M,

ay,dy 5.4, }

(2 <i <r)olup benzer diislinceyle;

oa, oa oa,

Uy, —+u, —+..+u, —-=0
X, ox, ox,
oa, N oa, N oa, 0
il i2 a . ir a -
1 X, ,
oa, oa, Oa
u, +u, —+ u, —=1
0ox, ox, ox,
oa oa oa
ull : +ui2 s + ir == 0
1% ox %)
1 2 r

deklem sistemini elde ederiz. O zaman,;
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Oa Oa

upy Uy e Uy . L. ar
X x

Upy Uppy = Upy g 1

. ) . R PO - : =1,
oa, oa,

Uy Uy 0 U, ox, ox,

olur. Buradan y nin Jacobian matrisi U(4) iizerinde tersinirdir.( Ciinkii bir kare
matris sol ya da sag tersinir ise tersinidir. ) Bu yiizden ¢: 4 — 4 endomorfizmini
i=1,2,...,r i¢in (o(x,.): t//(xl.): a, €S vej=r+l,..,n igin (p(x_/)z X; olarak
tanimlarsak @, 4 nin bir otomorfizmi olur. Buradan {al,az,...,a,,xm,...,xn}, A
nin bir serbest tirete¢ kiimesi olur. O zaman 4 nin {al sy sy a,} sistemi primitiftir.

Teoremin diger kismu1 i¢in ispat1 yapalim.

A nmn  {a,a,,..a,} elemanlarmm sistemi primitif olsun. O zaman
BZ{al,...,a,,yM,...,yn} kiimesi 4 nimn serbest iirete¢ kiimesi olacak sekilde

Y,11s-n ¥, € A vardir. Buradan B nin Jacobian matrisi U(4) iizerinde tersinirdir.

Bu yiizden;
hi fa ot (G a, Oy Wn
: . . axl aXI axl aXI
TR 7% T F N Inxn
e | T A
. Ox ox ox ox
by lip 0 Ly " " " !

olacak sekilde t e U (A) (1<1,j<n) vardir.O zaman;

oa, oa,
ity o || oxg ox, 1 hz = by
: S Y : o=l A .(8(a1),...,8(a,))=lw
(ot t Oay 0ar | |y g e
rl r2 rn rl r2 rn
ox,, ox,,

olur. Buradan (0(a, ),...,d(a, ) matrisi U(A) iizerinde sol tersinirdir. Boylece ispat

tamamlanir.
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Teorem 4.2.2 (Mikhalev ve ark., 2001): 4 nin q,,...,a, elemanlarinin sisteminin

primitif olup olmadigin1 belirleyen bir algoritma vardir.

Ispat: a € 4 elemam igin A4 nm sol M, idealini ele alalim. Elemanter islemleri

kullanarak bu idealin standart Groébner-Shirshov bazini olusturalim. Bu bazin

kardinalitesi rank (a) ya esittir. Ayrica a € 4 elemaninin primitif olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul rank(a)=1 ve M, nin standart Grobner-Shirshov bazi sadece birim

elemandan olugmasidir.

Genel olarak a,,..,a, elemanlarindan olusan bir sistemin ranki,
(G(al), v 8(ar)) matrisinin sol rankina esittir. Elemanter satir islemlerini kullanarak
bu ranki bulabiliriz.

a,...,a, sisteminin primitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (6((11 ) - ﬁ(ar ))

matrisinin sol tersinir olmasidir.(Teorem 4.2.1))

Onerme 4.2.3: I, A mn sifirdan farkl bir ideali olsun dyleki ,% boliim cebiri M

sinifinda k& tane serbest iiretecli bir serbest cebir olsun. O zaman; 4 nin bir

g,855--8,, primitif sistemi vardir 6yle ki bu sistem / idealini {iretir.

Ispat: ¢ :A—B=F, <y,,..y, >, Ker(go) = [ olan orten bir homomorfizm olsun.
1<i<n icin @(x,)= f, yazalm. B cebirinin f,,...,, f, elemanlarmmn sistemini ele

alalim. Teorem 2.1 geregi bu sistemi elemanter doniisiimlerin sonlu bir dizisi ile

Visees V15 0,...,0 sistemine doniistiirebiliriz. Elemanter doniisiimlerin bu dizisini
X,...,x, € uygularsak 4 nin yeni bir p,,..., p,,q,,....q, , serbest lirete¢ kiimesini
elde ederiz. Buradan her i, i¢in go(pl.): Vis gp(q_l.)z 0 olur. Bu ylizden [ ideali

q,-9,,-- 9, , tarafindan tretilir.

44



4. RANK TEOREMLERI VE PRIMITIF ELEMANLAR Nazar Sahin OGUSLU

Simdi a € A4 olmak iizere (a) ile 4 nin a eleman: tarafindan iiretilen idealini

gosterelim.

Teorem 4.2.4 (Freiheitssatz) (Shirshov, 1962a; Zhukov, 1950):

A nin bir a elemaninin bir x € X serbest iiretecine bagli oldugunu varsayalim. O

zaman X /{x} kiimesi M smifinda %a) boliim cebiri i¢inde bir serbest cebir iiretir.

Baska bir ifadeyle; F(X /{x})n(a)={0} dur.

Grup teoride Freiheitssatz W.Magnus (Magnus, 1930) tarafindan
gosterilmistir. Birlesmeli olmayan serbest cebirler i¢in Freiheitssatz A.l.Zhukov
(Zhukov, 1950) tarafindan ve serbest degismeli cebirler i¢in A.l.Shirshov (Shirshov,
1962a) tarafindan ispatlanmistir. Lie cebirleri i¢in bu sonug¢ A.I.Shirshov (Shirshov,
1962b) tarafindan elde edilmistir. Karakteristigi sifir olan bir cisim {izerindeki
birlesmeli cebirler i¢in bu problemler L.G.Makar-Limanov (Makar-Limanov, 1985)
tarafindan ¢oziilmiistiir.

G.P.Kukin tarafindan ispatlanan asagidaki teorem bir elemanin primitif olup

olmadigini belirlemede 6nemli rol oynar.

Teorem 4.2.5: a€ A ve a# 0olsun. O zaman; aelemanmin primitif olmasi igin

gerek ve yeter kosul 4 (@) boliim cebirinin M sinifinda bir serbest cebir olmasidir.

Ispat: 7 = (a) diyelim. %a) bolim cebirinin M smifinda & tane serbest tiretecli bir

serbest cebir oldugunu kabul edelim. O zaman Onerme 4.2.3 geregi (a) idealinin
X, X,,..., X, , clemanlarn tarafindan iretildigini varsayabiliriz. O zaman; Teorem

4.2.4 geregi n—k =1 olur. Buradan a=c.x; (0#ce F) olur. O halde a elemani
primitiftir. Diger taraftan Teorem 4.2.4 den a € A elemani primitif ise %a) boliim

cebiri serbest cebir olur.
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Teorem 4.2.6 (Mikhalev ve ark.): K bir cisim ve L =L(x,y,z) K cismi iizerinde
serbest lirete¢ kiimesi {x, y,z} olan serbest Lie cebiri olsun. u =x—[[x,y],[v,z]],

v=x+[[[y,z],x],y] ve (u) ve (v) L nin sirastyla # ve v elemanlan tarafindan

tretilen idealleri olsun. O zaman %u) = %v) dir ancak ¢(u)=v olacak sekilde L

nin bir ¢ otomorfizmi yoktur.

Onerme 4.2.7 (Mikhalev ve ark.): K bir cisim ve L =L(x,y) K cismi iizerinde
serbest lirete¢ kiimesi {x, y} olan serbest Lie cebiri olsun. u = x—[[[x, v], y].[x, v]],

v=x—[[[x,y],x],y] ve (u) ve (v) L nin sirastyla u ve v elemanlar1 tarafindan

tiretilen idealleri olsun. O zaman %u) = %v) dir ancak (o(u) =v olacak sekilde L

nin bir ¢ otomorfizmi yoktur.

4.3 Primitif Elemanlar ve Endomorfizmler

Bu boliimde bir X = {x,,...,x,} kiimesi iizerindeki bir serbest 4 cebirinin

primitif elemanlarinin endomorfizmler altindaki otomorfik goriintiilerini ele alacagiz.

Her ae€ A igin u:A—N genellestirilmis derece fonksiyonu olmak iizere a° ile a
nin x-homojen en yiiksek dereceli kismini gosterelim. Eger her i=12,...k a,
bileseni {a jo /j ;ti} kiimesi tarafindan iretilen alt cebire ait degilse a,,a,,..,a,

elemanlariin sisteminin indirgenmis sistem olarak tanimlandigini hatirlayalim.

Onerme 4.3.1: @ A nm primitif elemanlarini primitif elemanlara doniistiiren bir
endomorfizmi, 1<i<n igin ¢(x,)=a, ve n=2 i¢in M #M, olsun. Ayrica

a,,a,,...,a, , elemanlarmin sisteminin indirgenmis oldugunu varsayalim. O zaman;

s U,

i) H nin rank(h)=n-1, y(h(alo,...,an_lo))>,u(ano) olacak sekilde -

homojen bir 4 elemani vardir.
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o 0 0 .
ii) rank(a1 yeees @, )<n dir.

iiiy 4 nmn wu-homojen bir w  otomorfizmi vardir dyle ki

l//(alo ), l//(azo ), ces l//(ano) elemanlar1 X in bazi x; degiskenlerine bagh degildir.

Ispat: i) s.,u(x1)>,u(an°) olmak tizere h=x,.r_..r. . olsun. O zaman; =0

X2 Xp-1 X1

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n =2 ve M =M, olmasidir. M # M, oldugundan
h#0 olur. u(h)= ,u(xl Tty .rxls): 1(x, )+ p(xy )+ oot pa(x, )+ s.u(x,)  olup

s.y(x1)> y(ano) oldugundan u(h) > ,u(ano) olur.

ii) f=x +h(x1,...,xn_l) olsun. feleman: primitiftir. Hipotezimiz geregi

go( f ) = g elemanida primitif olur. Teorem 4.2.1 den m,,...,m, €U (A) vardir dyleki

n

Zmi. aa—gZI olur. g=a, +h(a1,...,an_l) olup

i=l1 i

Aa, +h(a,,....a

N By
1 Zmi.ax Zmi. .

i=l1 i i=1 i

n n-1 ah 8a n oa n-1( n oa. oh
= i L+ =
Zml Zm ( 8a " ox, J 4 " o, (Zm, ox, J da;

:Zn:mi. . +§( y ] oh al,...,an_l)ZI

i=l1 1'
olur. »=max {s(m, )— u(x, )} olmak iizere derecesi r + ,u(h(alo,...,an_lo)) olan bileseni

diisiinelim. m, , m, nin derecesi r + x(x, ) olan bileseni olmak iizere

Z{ J P (a0 ma, ) =0 @4.3.1)

Ox
esitligini elde ederiz. a,,a,,...,a,, sistemi indirgenmis oldugundan Teorem 2.1

geregi bu sistem, A4 nin bu sistem tarafindan {iiretilen S alt cebirinin bir serbest
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iirete¢ kiimesi olur. rank(#)=n-1 oldugundan %(alo,. a, ' ), 1<j<n-1

e U

J

elemanlar1 U(S) iizerinde sol bagimsizdir (rank(h)=rank(M,)). U(4) serbest

U(S)-modiil oldugundan bu elemanlar U(A4) iizerinde de sol bagimsizdir.(4.3.1) den

,
2m;.
i=1

elde edilir.

Oa,

0
a
3 =0, 1<j<n olur. O halde Teorem 4.1.8 den rank(alo,...,an_lo)<n
xi

iii) 7 € O, i¢in ¢ >max {y(xl. ),,u(ajo)/l <i<nl<j< n—l} olsun. Ayrica
Y= {yl,yz,...,ynfl}, ,u(yl.):2t—,u(al.°) (1<i<n-1)ve B= FM(XUY) olsun.

b=a' "y +a, .y, +..+a,, "y, €B eclemamm ele alalim. Teorem 4.1.8 in

ispatindaki gibi Q, ,Q elemanlan U (B) iizerinde sol bagimlidir. Bu elemanlar

X, ox,

homojen oldugundan b eZU (B)(fj—b olacak sekilde bir j vardir. O halde
X . i#j X .

j i
Onerme 3.5.2 geregi B nin u-homojen bir w otomorfizmi vardir &yleki
1<i<n-1 i¢in z//(y[):yi ve l,y(b) elemani x; ye bagh degildir. Her i,; i¢in
,u(xi)<t< ,u(yl.) oldugundan z//(xl.) elemant y, ve bagh degildir. Bu ylzden
w(x,)e A olur ve y nin A ya kisitlanisi istenilen otomorfizmdir.( Ciinkii; y , B

nin 2 -homojen otomorfizmi oldugundan s(y(x,))= u(x,) olur.w(x,), y ; ye bagl

olsaydi ,u(y j)< ,u(xl.) celiskisi elde edilirdi. )
Teorem 4.3.2 (Mikhalev ve ark., 2001): ¢ A4 nin bir endomorfizmi olsun dyleki 4

nin her primitif a elemani igin (o(a) eleman1 primitif olsun. O zaman @, 4 nin bir

otomorfizmidir.
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Ispat: b, elemanlar1 derecesi 2 den kiigik olmayan monomiallerin lineer
kombinasyonu olmak iizere 1<i<n igin a, =¢(x,)=x, +b, oldugunu
varsayabiliriz. Eger n=2 ve M =M, ise o zaman A nm primitif elemanlar
ax, + fx, formundadir 6yle ki a, € F , (o, 8)# (0,0) dir. Bu taktirde ¢(x,)= x, ve
@ bir otomorfizmdir. n=2 i¢cin M # M, oldugunu varsayalim. Fonksiyonellerin
{1/ bir . otomorfizmi vardir 6yle ki y, (@), ... v B (a,,) n-smirhdir.}
kiimesini ele alalim. g bu kiimenin < siralamasina gore en kiigiik elemani olsun.

w o ¢ bileskesini diislinelim. aq,,a,,...,a elemanlarinin g -smirli  oldugunu

n-1
varsayabiliriz. Gosterecegiz ki a,,a,,...,a,, elemanlart x; ye bagli olmayacak
sekilde bir j vardir. Aksini kabul edelim. Onerme 4.1.4 {in ispatindaki gibi x, < u
ve pﬂol(alo),...,pﬂol(an_lo) bilesenleri her x € X e bagl olacak sekilde bir g,
fonksiyoneli bulabiliriz. Onerme 4.3.1(iii) ve Onerme 4.1.5 geregi u, < u, ve
W (al), e W (aH) elemanlart g, -sinirh olacak sekilde bir x4, fonksiyoneli ve 4
nin bir y otomorfizmi vardir. Bu ise x# niin segilisi ile gelisir. ( Clinkii 2, < g,
Mo < u isepy < u ) O halde ay,a,,...,a, , elemanlart x; ye bagh degildir. j=n
oldugunu kabul edebiliriz. O zaman a,,a,,...,a, , € H ve H iizerindeki ¢
kisitlama dontisiimii /' nin, elemanlarin primitifligini koruyan bir endomorfizmidir.

n izerinde tiimevarim uygularsak, @ niin H nin bir otomorfizmi oldugunu,
1<i<n igin ¢ (x,)=x, oldugunu ve @ (x,) nin 4 nin x, tarafindan iiretilen (x, )
idealine ait oldugunu varsayabiliriz. b = go(xn) eleman1 primitif oldugundan, (b) ve

(x,) 4 nin swasiyla b ve x, tarafindan tiretilen idealleri olmak tizere

%b); H= %x ) olur. O zaman (b)=(x,) olur. Teorem 4.2.4 dan ¢(x,)=a.x,

(0# a € K) olur. Bu ylizden @, A nin bir otomorfizmidir.
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4.4 Primitif Elemanlarm Ters Goritintiileri

K bir cisim ve X = {xl,...,xn} bos olmayan sonlu bir kiime olsun. Bu

boliimde primitif elemanlarm ters goriintiilerini diisiinerek serbest F(X) cebirinin
endomorfizmlerinin hesaplanabilir 6zellikleri tizerinde duracagiz.
Bu kissmda, F=F(X) K cismi iizerindeki asagidaki cebir simflarindan

birine ait olan ve serbest lirete¢ kiimesi sonlu X kiimesi olan bir serbest K -cebir

olarak diistliniilecektir. (birim elemansiz):

1) Tiim cebirlerin sinifi, Lie cebirlerinin sinifi.
2) Tim birlesmeli olmayan degismeli cebirlerin sinifi ya da degismeli

olmayan cebirlerin sinift.

Teorem 4.4.1 (Mikhalev ve ark., 1999): © F nin bir elemani ,v F nin bir primitif
eleman1 ve @, F nin gD(u)=v olacak sekildeki birebir olan bir endomorfizmi

olsun. O zaman u, F' nin primitif elemanidir.

Ispat: v F nin primitif elemam oldugundan v =z, olmak iizere F nin bir
Z={z,,2,,..,z,} serbest iirete¢ kiimesi vardir. 1<i<n igin f, =¢(z,) olsun. O
zaman sonlu sayida elemanter dontistimler ile { 1o Srseeos fn} kiimesini indirgenmis
{gl, Zoseens gn} kiimesine doniistiirebiliriz. (@ birebir oldugundan hi¢bir adimda sifir
elemant goriilmez.). Bu elemanter islemleri ayni sirada serbest iirete¢ kiimesi Z ye
uygularsak F nin bir Y = {yl,..., yn} serbest iirete¢ kiimesini elde ederiz dyle ki
1<i<nm (p(yi): g, olur. Simdi u elemanmni u = u(yl, ...,yn) olarak yazalim. O
zaman

olu)=ulp(y) o(v, ). 0y, )) = (g, &35 8,) = 2, (4.4.1)
olur. Eger 7, (u)>1 ise 7, ((p(u))>l olur. Bu ise (4.4.1) ile celisir. O zaman;

uzz B,.z; olacak sekilde S, € K vardir. Y ileZ kimeleri F' nin iki serbest

J=1
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iireteg kiimesi oldugundan Y ile Z kiimeleri arasinda y (z,) =y, olacak sekilde bir

y otomorfizmi vardir. ¢, (u)>1 oldugunu varsayalim. O zaman /, (y(u))>1

olmahdir. u= Zn: Bz, ise y (u)Z Zn:ﬂj .l//(Zj )Zzn:ﬂj .y, olur.  Buradan
j=1 Jj=1 J=1

(,(w())=1 celiskisi elde edilir. O halde ¢, (u)=1 olmalidir. O zaman

uZZa ;-y; olacak sekilde « €K vardir. Eger bir j igin «; #0 ise o zaman
j=1

(4.4.1) geregi ¢,(g,)=1 olur. O halde bir k i¢in g, =z, olur. O halde (4.4.1) den

u(z1 s Zseees 2, ) = z, olur. Buradan « elemani primitiftir.

Teorem 4.4.2 (Mikhalev ve ark., 1999): u,,...,u, ranki n olan F =F(X) serbest
cebirinin elemanlari, 1<k <n i¢in {zl, - zk}, F nin bir primitif sistemi ve @, F
nin bire-bir olan bir endomorfizmi olsun Gyle ki 1<i<k igin @ (,)=z, olsun. O
zaman {u,,..,u,}, F nin bir primitif sistemidir. Ayrica k =n ise @, F nin bir

otomorfizmidir.

ispat: {zl, - zk} sistemini F nin bir Z = {z1 seres Zps Zpapseens zn} serbest tliretec
kiimesine tamamlayalim. Teorem 4.4.1 in ispatindaki gibi /' nin bir Y = {yl,..., yn}
serbest lirete¢ kiimesi vardir oyle ki {gl, g, /1< <n igin (p(yi): gi} kiimesi F
nin bir indirgenmis alt kiimesidir. ,,...,u, elemanlarin1 ¥ nin elemanlar1 cinsinden
yazalim. 1<i <k igin u, = u,(y,,...,,) olsun. O zaman;

1<i<kigin @(u,)=u,(o( hno(y,))=u,(g,ng, )=z (4.4.2)
olur. Eger /, (u,)>1ise ¢, (p(u,))>1 olur. Bu ise (4.4.2) gelisir. O halde 1 <i <k

i¢in “;:Z Bz, olacak sekilde S, € K vardir. Y ileZ kimeleri ' nin iki serbest
j=1

J

tirete¢ kiimesi oldugundan YileZ kiimeleri arasinda y (zi)z y, olacak sekilde bir

1
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y otomorfizmi vardir. 1<i<k igin ¢, (x,)>1 oldugunu varsayalim. O zaman

1<i<kigin ¢,(y(u,))>1 olmaldir. u[Ziﬂlj.zj ise
j=1

4 (ui):zﬂi/"l//(zj):zﬂij'yj
i=1 Jj=1
olur. Buradan ¢, ((u;))=1 geliskisi elde edilir. Bu yiizden 1<i <k igin 7, (u,)=1

olur. O zaman;1<i<k icin uizz%.yj olacak gekilde ¢, € K vardir. Eger i, j
Jj=1

icin ¢ #0 ise o zaman (4.4.2) geregi /, (g_/.)zl olur. O halde bir 7 i¢in g, =z,
olur. O halde (44.2) den 1<i<k i¢in u, = ui(zl,. z ): z, olur. Buradan

ey Ly

{,,..;u, } sistemi F nin bir primitif sistemidir. Eger k=n ise U={u,,...,u,}
kiimest y,, y,,..., y, e€lemanlar: tarafindan iiretilen vektor uzaymin bir bazi olur. U,
F nin serbest iireteg kiimesi oldugundan F nin 1<i<n igin @ (u,)=z, olarak

verilen endomorfizmi /' nin bir otomorfizmi olur.

Simdi primitif sistemlerin herhangi bir endomorfizm altindaki ters

goriintiilerini inceleyecegiz.

Tanim 4.4.1: H, F nin bir alt cebiri olmak iizere F =H @ [ olacak sekilde F nin

bir / ideali varsa H alt cebiri /' nin bir retraktidir denir.

Teorem 4.4.3 (Mikhalev ve ark., 1999): U={u,,...,u,} ranki n>1[ olan serbest
F=F (X ) cebirinin bir alt kiimesi; {zl, - z,} F nin bir primitif sistemi; H, F nin
U tarafindan iiretilen alt cebiri ve @, F nin 1<i</ igin (D(ui)zzi olacak

sekildeki bir endomorfizmi olsun. O zaman H, F nin bir retraktidir. Ozel olarak,

[ =n ise @ bir otomorfizmdir ve U, F' nin bir serbest iirete¢ kiimesidir.
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Ispat: Teorem 4.4.2 geregi @ nin bire-bir olmadigmi varsayabiliriz. ( Ciinkii her
primitif ~sistem bir retrakt iretir) {z,,..,z,| kiimesini F nin bir
Z=12,,.2,,2,»-n2, | serbest iirete¢ kiimesine tamamlayalim ve 1<i<n igin
@(z,)= f, olsun. Sonlu sayida elemanter doniisiimler ile {f,, f,,..., f,} kiimesini
{gl - S gn} kiimesine doniistiirebiliriz dyle ki 1 <k < n olacak sekildeki &£ sayist
i¢in {gl, Zosees gk} kiimesi indirgenmistir ve i >k icin g, =0 dir. ( @ bire-bir
oldugundan k£ <n dir. ) Elemanter doniistimlerin bu dizisi F' nin 1<i<n igin
7% (zl.): v, (D(yi): g, olacak sekildeki y otomorfizmini elde etmemimizi saglar.
Simdi u,,...,u, elemanlarini asagidaki formda yazalim.

(2) 1)

ui(yl,...,yn):ui(l)(yl,...,yk)+ui , 1<i<l oyle ki her i=12,..,/ igin u,

)

eleman1 sadece y,,..,», serbest lreteclerine bagli ve u,” elemani F nin

Visis--»V, serbest tretecleri tarafindan dretilen idealine aittir. 1<i</ ig¢in

(D(ul.)zui(gl,...,gn)zui(l)(gl,...,gk)zzi olur. Buradan 1<i<] igin

k
ui(l)ZZaij.yJ olacak sekilde «;e€ K vardir ve «,#0 ise /, (gj)zl dir.

J=1

(1)

Dolayisiyla /<k olur. v F nin 1<i</ i¢in v (y,)=u" ve [<j<n igin
7% (y j): y, olacak sekildeki lineer otomorfizmi olsun. 1<i<n i¢in y,'= y/(yi) ve
J F nin yj', [ < j <n serbest liretecleri tarafindan {iretilen ideali olsun. Buradan
1<i</ igin u, = y, (modJ) olur. O zaman F=H ®J olur. O halde H#, F nin bir

retraktidir.
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