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Let F,, (N) be the free left nilpotent Leibniz algebra of rank m (m > 2).
In this thesis firstly by examining the studies carried out , we gived definitions
and basic theorems on Leibniz algebras. Then we also examined the structure, the
automorphismis and the fixed point subalgebra of F,, (N) using the articles by
Drensky, Cattaneo (2002) and Drensky, Papistas (2005). Finally, the set of fixed
points of these automorphisms was obtained to making various calculations by
using the automorphisms gived in Drensky,Papistas (2005).
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GENISLETILMIS OZET

K bir cisim, L, [,] braket ¢arpimu ile bir K-cebiri olsun. Eger L nin her x, y

elemani i¢in

[X1 [y,Z]] = [[va] ’Z] _[[X’Z] ’y]

olacak sekildeki Leibniz 6zdesligi saglaniyorsa, L bir sag Leibniz cebiri ve eger L

nin her x, y elemant i¢in

[[X,y],Z] = [X,[y,Z]]' [y,[X,Z]]

0zdesligi saglaniyorsa, L bir sol Leibniz cebiridir. Her Lie cebiri bir Leibniz
cebiridir. Eger bir Leibniz cebiri [x,x] = 0 antikomutatiflik 6zelligine sahipse o

zaman Leibniz 6zdesligi

[[xyl.z] + [Iy.zx] + [[z.x].y] = 0

seklindeki Jacobi 0Ozdesligine indirgenebilir. Boylece Lie cebirleri, Leibniz
cebirlerinin 6zel bir durumudur. Leibniz cebirleri ilk olarak 90 larin basinda
tanitild1 ve Loday(1993) tarafindan yeniden kesfedildi. Leibniz cebirleri ile ilgili
yapilan ¢alismalardan sonra daha yogun sekilde calisilmaya baslandi ve son 20
yilda bir ¢ok caligma yapildi. Leibniz cebirlerinin bu kadar ilgi gérmesinin iki
nedeni vardir. Bunlardan ilki; Leibniz cebirleri, Lie cebirlerinin anti komiitatif
genellestirmeleri  oldugundan Lie cebirlerindeki bazi1 klasik teoremler,
smiflandirma problemleri, kohomoloji teorisi vb. problemler Leibniz cebirlerine
genisletildi. ikinci sebep ise Leibniz cebirlerinin uygulamalaridir. Bu uygulamalar
matematik ve matematiksel fizigin ¢esitli alanlarindaki cebirler, ornegin;

diferansiyel geometri, homolojik cebir, klasik cebirsel topoloji, cebirsel K- teorisi,
i



degismeli olmayan geometri vb. gibi birgok konu ile ilgili uygulamalarin bir
genellemesidir. Serbest Leibniz cebirleri Loday ve Pirashvili (1993) tarafindan
tanimlanmigtir. Daha sonra Mikhalev ve Umirbayev (1998) de Jacobian sanisinin
degismeli olmayan cebirler igin anologonu ve serbest Lie cebirleri igin Reutenauer
(1992), Shpilrain (1993) ve Umirbaev (1993) calismalarindaki bazi sonuglar
serbest Leibniz cebirleri igin ispatladilar.

Fn(N) ile sonlu m rankli serbest sol nilpotent (2.smiftan) Leibniz
cebirlerini gosterelim. Bu cebirler 2002° de Drensky, Piacentini Cattaneo
tarafindan tanimlanmigstir. F,,(N) nin izomorfizmleri Drensky, Papistas(2005)
tarafindan bulunmustur.

Bu ¢aligmada oncelikle yapilan ¢aligmalar incelenerek Leibniz cebirlerle
ilgili tanim ve teoremler verildi. Daha sonra Drensky, Cattaneo (2002) ve
Drensky, Papistas (2005) makalelerini kaynak olarak kullanarak F,(N) nin
yapisi, otomorfizmleri ve sabit nokta altcebirleri incelendi. Son olarak Drensky,
Papistas (2005)de verilen otomorfizmler kullanilarak bu otomorfizmlerin sabit

noktalar kiimesi ¢esitli hesaplamalar yapilarak elde edildi.
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1. GIRIS Berna ERGUNES

1. GIRIS

K bir cisim, L, [,] braket ¢arpimu ile bir K-cebiri olsun. Eger L nin her x, y

elemani i¢in

[X1 [y,Z]] = [[va] ’Z] _[[X’Z] ’y]

olacak sekildeki Leibniz 6zdesligi saglaniyorsa, L bir sag Leibniz cebiri ve eger L

nin her x, y elemani igin

[[X,y],Z] = [X,[y,Z]]' [y,[X,Z]]

0zdesligi saglaniyorsa, L bir sol Leibniz cebiridir.

U homojen bir T-ideal Leibniz cebir varyetesi ve {xi,X3,...,Xn}
tarafindan tretilen U varyetesine sahip m rankli goreceli (relatively) serbest
Leibniz cebiri F, (U) olsun. {x4,X5,...,Xm } den F,(U) ya olan herhangi bir
donisim  Fp,(U) nun bir cebir endomorfizmasina genisletilebilir. GL(m ,K) , K

tizerinde genel lineer grup olmak iizere her g = (gj; ) € GL(m,K) i¢in

m
g I x; —> Z 1gi]-.xi,j: 1,....m
1=

olacak sekildeki dontisiim, F,(U) nun bir cebir otomorfizmine genisletilebilir. O
zaman GL(m, K), Aut(F,,(U)) nun bir alt grubu olarak diistiniilebilir. x,,...,.Xp’ye
bagli her u e F,,(U) i¢in, F,(U) nun bir t, endomorfizmini su sekilde

yazabiliriz.

Tu(xg)=x%x1+U Tu(Xj):Xj , J=2,...m
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Tu(X1) =% —U, T4(¥)= x; olmak lizere ;
0 T—u(Xl) = Ty (Xl_u): XptuU—-U=Xxq,
Ty0 Ty (x5) = x; Ve

T_y0 Ty (X)) = T_y(x; tU)=x;-U+U= Xq

T_y 0 Ty (Xj) = x; oldugundan (t)* = t_y Ve T_y € Aut(F,(U)) dur.
GL(m,K) ve yukarida verilen T, otomorfizmleri tarafindan iiretilen T, F,,(U)
nun tame otomorfizm grubu olarak adlandirilir. T ye ait olmayan bir otomorfizm

wild veya non-tame olarak adlandirilir.

Fn(U) nun IA- otomorfizmleri , F,(U) nun Fm(U)/ + bolim
Frn (U)

cebirinde birim doniisiimdiir. O halde, Aut(Fp,(U)), IA(F,(U)) nin GL( m,K) ile
yar1 direk ¢arpimudir. Ranki 2 olan F, serbest Leibniz cebiri Abdykhalikov ve
arkadaslari tarafindan 2001° de incelenmis ve bu makalede F,’de tame otomorfizmi

belirlemek i¢in bir algoritma bulunmustur. Ayrica F, nin,
Xt —> Xt [Pl X, X —> X

seklinde tanimlanan otomorfizminin wild oldugu gosterilmistir.

Rank m > 2 iken F,, serbest Leibniz cebirlerinin sonlu wild otomorfizmlere
sahip olup olmadigi hala bilinmemektedir. [ X , [y, z ] ] = 0 sol nilpotentlik
Ozdesligi ile tammli Leibniz cebirlerinin N varyetesindeki cebirlerin
otomorfizmleri Drensky ve Papistas (2005) tarafindan bulunmustur. F(N) ile ranki
1 den biiyiik serbest sol nilpotent (2.siniftan) Leibniz cebirlerini, F, (N) ile sonlu m
rankli serbest sol nilpotent (2.smiftan) Leibniz cebirlerini gosterelim. Bu cebirler
2002’ de Drensky, Piacentini Cattaneo tarafindan tanimlanmustir. Burada Leibniz

cebirlerinin tiim 2.s1iftan sol nilpotent varyetesinin listesi ve tanimi verilmistir.



1. GIRIS Berna ERGUNES

Biz bu ¢alismada 6ncelikle Drensky, Papistas(2005) ve Drensky, Cattaneo
(2002) makalelerini inceleyerek F.,(N) nin yapisi, otomorfizmleri ve sabit noktalar
altcebirleri ile ilgili bilgileri derledik. Daha sonra Drensky ve Papistas (2005) te
verilmis olan otomorfizmleri kullanarak bu otomorfizmlerin sabit nokta kiimelerini
cesitli hesaplamalar yaparak elde ettik.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde ¢alismamizda kullanmig oldugumuz bazi
temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde F,,(N) serbest cebirinin yapis1 incelenmistir. Serbest
Leibniz cebirlerinin tasinabilir (tame) ve tasinamaz (wild) otomorfizmleri
tanimlanmis ve teoremler incelenmistir.

Dordiincii bolimde IA otomorfizmlerin yapisi matrisler yardimiyla
incelenmistir.

Besinci boliimde F,,(N) otomorfizmleri ile ilgili 6nerme ve teoremlerden
bahsedilmistir.

Altmer boliimde ise sabit noktalar cebiri ile ilgili gerekli onerme ve
teoremler incelenmis, F,(N) de bir otomorfizmin sabit noktas: tanimlanmus,
verilen otomorfizmlerin sabit noktalari uzun hesaplamalar sonucunda elde

edilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezimizde gerekli olacak temel tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.
Tamm 2.1: K bos olmayan bir kiime olmak tizere K x K den K ye taniml1 bir
*: KxK—K,(@,b) - axb
fonksiyona K iizerinde bir ikili islem denir.
Tamm 2.2: G bos olmayan bir kiime ve G iizerinde bir * ikili islemi tanimli olsun.

Eger,

(i) = islemi birlesme 6zelligini saglarsa; yani, her a, b, c € G igin

(a*b)xc=ax*(b=*c)ise

(ii) Her a € G i¢in

axe=exa=a

olacak sekilde bir e € G varsa (e ye G nin birim eleman: denir)

(iii) Her a € G igin

axa=a xa=¢e

olacak sekilde bir a’ € G varsa (@ ne a nin ters elemani denir) o zaman ( G,*)

siral ikilisine bir grup denir.
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Eger ( G ,* ) grubunda fazladan her a,b € Gigina *b =b * aise bu gruba

degismeli denir.

Tamm 2.3: Gve H ikigrupve ¢ : G — H fonksiyonu verilsin. Eger hera, b € G

i¢in

¢ (ab) = ¢ (a) @(b)

ise ¢ ye GdenH ye bir grup homomorfizmas: denir. Eger ek olarak o birebir ise
¢ ye bir grup monomorfizmasi; ¢ orten ise ¢ ye bir grup epimorfizmas: ve ¢ hem
birebir hem de orten ise ¢ ye bir grup izomorfizmas: denir. Ayrica ¢, G den G ye

bir izomorfizma ise ¢ ye G nin bir otomorfizmasi denir.

Tamm 2.4: ¢ : G — H bir grup homomorfizmas olsun.

Ker(p)={9€G|o(g)=en}

kiimesine ¢ nin ¢ekirdegi denir.

Tamm 2.5: G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G
nin islemine gore kapali ve bu isleme gére bir grup ise 0 zaman H ye G nin bir alt

grubu denir ve H < G ile gosterilir.

Tamm 2.6: G bir grup ve N, G nin bir alt grubu olsun. Eger her g € G i¢in

gNg™=N

ise N ye G nin bir normal alt grubu denir.

6
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Tamm 2.7: Bir grubun her bir elemaninin derecesi bir p asal sayisinin kuvveti
seklinde ise bu gruba p grubu denir. Bu grubun sonlu sayida elemani varsa sonlu p-
grubu denir.

n

Tamm 2.8: R bos olmayan bir kiime olsun. R tizerinde " +" ve " - " ikili islemleri

verilsin. Eger
(i) (R, +) bir degismeli grup ise
(ii)R garpma islemine gore birlesme 6zelligine sahipse; yani her a,b,c €R

i¢cin

(a-b)-c=a-(b-c)

ise,

(iii) R tizerinde dagilma ozellikleri saglanirsa; yani her a, b, ¢ € R igin

a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c

ise (R, +, -) sirah igliistine bir halka denir.

Eger her a,b € R i¢ina-b = b-aise halkaya degismeli halka denir. R

nin toplamsal birimi Og ile gosterilir ve buna R nin sifir1 denir. Eger her a € R igin

a-1g = 1z - a = a olacak sekilde 1z € R varsa 1z elemanina halkanin birim

elemani ve halkaya da birimli halka denir.
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Tamm 2.9 : R bir halka, x bir bilinmeyen, n >0, neZ ve a; € R olmak iizere;
ag+ta;xt+...+a,_;x"T+a,x"

seklindeki formal toplamaya R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

bu polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir. Yani;
R[X] ={ag+a;x*+...+a,_;x" T+a,x"|n>0,neZvea; € R}
seklinde tanimlanir.

Yukarida tanimlanan R[x] polinomunda aq, a;,..., a, elemanlarina
polinomun katsayilari, a, # 0 olmak iizere en biiyiik n sayisina polinomun

derecesi, a, x" ye bas terim, a,, ise bas katsay1 denir.

R birimli bir halka, x bilinmeyen ve n, m € N igin,

f(x) =ap+ta; x* +...+ay,_; x" 1 +a, x" €R[X],
g(x) =bg +by x' + ... +bp_ xX™ 1 + by, x™ €R[X]

olsun.

) f(X) +g(x) = Xoaix + Tobix' =XLo(a; + bx',
i) fX). 900 = (Tioaix'). ( TRebix') = TR (Tkaiby-i) x*

seklinde tamimli islemlerle ( R[x], +, .) birimli bir halkadir. Bu halkaya R
tizerindeki polinomlar halkasi denir. Eger R degismeli ise R[x] de degismelidir.

Katsayilari R de olan x4 , X, ,..., X, degiskenlerindeki polinomlar halkasi
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RI[X1,X2,..,Xn | =R[X1, X2 5000, Xp—1 ] [Xn ]

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.10: R bir halka ve a, b € R olsun. Eger a, b # 0 iken ab =0 ise a ya sol
sifir bolen ve b ye sag sifir bolen denir. R nin degismeli olmasi durumunda sifir
bolen ifadesi kullanilr.

Tamm 2.11: R birim elemanl ve degismeli bir halka olsun. R sifir bélensiz ise R
ye tamlik bolgesi denir.

Tamm 2.12: R birimli, degismeli bir halka ve sifirdan farkli her elemanin
carpmaya gore tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir.

Tamim 2.13: R bir halka, M bir toplamsal degismeli grup olmak tizere her r, ry, I,

eR ve m, m;, m; € M igin

Rx M —M

(r,m) —> r.m
i) r(me+my)=rm; +rm,
i) (rr+rp)m =rp.m+r,.m

i) (rp)m=r..(r,.m)

kosullarini sagliyorsa M ye bir sol R- modiil denir. Eger her r, 3, r, € R ve m, my,
m, € M i¢in
M xR — M
(mr) —> m.r
i) (M+my).r=mg.r+mp.r
i) m(ri+r) =mr+mrn

|||) m(l’l .|’2) =(m.r1).r2
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kosullarini sagliyorsa M ye bir sag R - modiil denir. Bir modiil hem sol R -

modiil hem de sag R- modiil ise kisaca R- modiil olarak adlandirilir.

Tanim 2.14: A, bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.

TAXA —> A
x,y) —> x.y

islemi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa A ya bir cebir denir.

i) Her X,y,z € A igin

X. (y+z)=x.y+Xx.z

(x+y).z=x.2+y.z

i) Her aeKve her X,y € A i¢in

a(X.y)=(ax).y=x (ay)

Egerher x,y,z € Aigin

(x.y).z=x.(y.z)

ise A ya birlesmeli cebir,

X.Yy=Yy.X

ise A ya degismeli (abelyen ) cebir denir.

Tamm 2.15: V1,V;,...,V,, W bir K cismi iizerinde tanimlanan vektor uzaylari ol-

10
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sunlar. F:V;xVyx...xV, —> W fonksiyonu igin 1<i < rve a,b e K ol-
mak tizere ; F ( vy ,Va,...,a0t + BB |, Visg,...,v¢) = aF (V1 ,V2,...,00, Visg,...,v, )+ DF
(V1,V2,...,B , Vist,...,vy ) ise F ye r-lineer fonksiyon denir.

Tamm 2.16: K bir cisimve L, [ , ] braket ¢arpimu ile bir K- cebir olsun. Eger L

nin her Xx,y, z elemani i¢in

[x, Iy.zll = [[xy]. 2] - [[x.2], y]

olacak sekildeki Leibniz 6zdesligini sagliyorsa L bir sag Leibniz cebiri ve eger L

nin her x,y, z elemani igin

[[xyl 21 =[x Iy, 21 - Iy, [x.z]]

0zdesligini sagliyorsa L bir sol Leibniz cebiridir denir.

Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir. Eger bir Leibniz cebiri [x x] =0

antikomutatiflik 6zelligine sahipse o zaman Leibniz 6zdesligi

[[x.y1, 2] + [Iy.z], x] + [[z.X]. y] = O

seklindeki Jacobi oOzdesligine indirgenebilir. Boylece Lie cebirleri, Leibniz

cebirlerinin 6zel bir durumudur.

Bu c¢aligmadaki Leibniz cebirleri sag Leibniz cebirleri olarak

diistintilecektir.

Ornek 2.17: Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir.

Tamm 2.18: V, K cismi tizerinde Lie cebirlerinin bir sinift ve L, V sinifinda bir

11
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Leibniz cebiri olacak sekilde nonasosyatif polinomlarin bir koleksiyonu V
olsun.

Eger bir{v = 0 | ve V} 6zdeslik bagintilari kiimesi mevcut ve L Leibniz
cebiri bu kiime tizerindeki tim o6zdeslik bagintilarint  saghyorsa V sinifina bir

varyete denir.

Tanmm 2.19: L; ve L, , K cismi iizerinde Leibniz cebirleri olsun. ¢ : L; —> L,

lineer doniisiim olmak iizere her x,y € L; i¢in

¢ (IxY]) = [o(x).0 (V)]

braket ¢arpimi korunuyorsa ¢ ye Leibniz cebir homomorfizmi denir. ¢ orten ise
epimorfizm olarak adlandirilir. @, 1-1 ve Orten ise izomorfizm olarak adlandirilir.
Eger L; = L, ise ¢ bir otomorfizmdir.

L Leibniz cebirinin tim otomorfizmler grubunu Aut L ile gosterecegiz.

Tanim 2.20: Bir L Leibniz cebiri verildiginde asagidaki seriler tanimlanabilir.

L<1> =L L<r1+1>: [L L<r1>].
LIt o=, L+l = [L[n],L[“]];
L1=L , Ln+1=[L1,Ln]+[L2,Ln_1]+...+[Ln_1,L2]+[Ln,Ll]

a) Bir L Leibniz cebiri eger bir se N i¢in L5~ = 0 oluyorsa sol nilpotent
olarak isimlendirilir.
b) Bir meN igin LI™] = 0 oluyorsa L ¢bziilebilirdir. Bu tamsayilarin en
kiigiigiine ¢oziilebilirlik indeksi denir.
€) neN igin eger L" = 0 ise L ye nilpotent denir. Bu sekildeki en kiigiik sayiya
nilpotentlik indeksi denir.
12
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Tamim 2.21: L, X iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. Eger bir n dogal sayis1 igin
L = F/ F ™ olacak sekilde X tizerinde bir F serbest Leibniz cebiri varsa L ye serbest
nilpotent Leibniz cebiri denir.

Tamm 2.22: F / F™ serbest nilpotent Leibniz cebiri ve F'/F™ de F/F™ nin
tiiretilmis alt cebiri olsun. Aut (F / F™) nin modiilo F'/ F™ ne gore birim olan
elemanina IA otomorfizmi denir. F / F™ serbest nilpotent Leibniz cebirinin 1A

otomorfizmler grubunu 1Aut (F /F ™) ile gosterecegiz.

Tamim 2.23: o, F/F " cebirinin i=1,2,...,ni¢in X; —> Y; seklinde tanimlanan
bir otomorfizmi olsun. Eger vi e F" ve i=1,2,..,n igin o Xi —> V; tv;ola-
cak sekilde F’ ninbir o otomorfizmi varsa o’ ya tame otomorfizmi denir.

Bu durumda ‘“ o, F’nin bir otomorfizmine tasinabilir (tame)’’ denir. Eger o

taginabilir degilse (wild) otomorfizm olarak adlandirilir.
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3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

3. SERBEST CEBIRLER
K bir cisim, g bir Leibniz cebiri olsun. x, y, z € g i¢in,

[X! [y,Z]] = [[X,y],Z] - [[sz]ay]

Leibniz 6zdesligi her komiitatorii sol normlu komiitatdrlerin  bir lineer

kombinas yonu olarak yazmamiza izin verir. n >3 i¢in,
[ Xl 5o e esXn-1 an ] = [ [Xl 9e -:Xn-l]yxn ]

notasyonunu kullanacagiz. g Leibniz cebirinin komiitator idealini ¢' ile ae g
olmak tizere g / <[a,a] > ile elde edilen Lie cebirini g; ile gosterecegiz. X bos

olmayan bir kiime, F bir Leibniz cebiri ve i: X —> F bir fonksiyon olsun.
Eger her g Leibniz cebiri ve a : X —> g doniislimii i¢in

X —> F
ox‘/ﬂ
g

o = m i olacak sekilde bir tek n : F —> g Leibniz homomorfizmi varsa ( F,i )
ciftine X tizerinde bir serbest Leibniz cebiri denir. O zaman X' e F'nin serbest
iiretegleri denir. Eger V, X tabanli vektor uzayiysa, o zaman Loday ve Pirashvili
(1993) F serbest Leibniz cebiri tensér modiilii olarak tanimlanabilir. V, X bazi ile

bir vektér uzay1 olsun.

15



3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

T(V) =VOVS2e . .oVvro ...

XVl = x®vV, [xy®VI=[xy] @ v-[x® vy], tim x,y € T (V),VEV
i¢in tanimlanan 6zellikler ile V lizerinde serbest Leibniz cebiridir.

Fm ile {X4,...,xn } tarafindan iiretilen m rankli serbest Leibniz cebiri ve F., ile Xq,
Xp,... tarafindan iretilen serbest Leibniz cebiri gosterelim. Loday ve Pirashvili
(1993) F..’ un bir vektdr uzay1 olarak tiim sol normlu [ x; , ..., x; ] komiitatorlerini

igeren bir baza sahip oldugunu gostermistir.

Tamm 3.1: { Ui ( Xq,...,X,, )1 €l } = F, olmak iizere u;j (Xy,....Xs ) =0
Ozdesligini saglayan tiim Leibniz cebirlerinin bir stnifint U ile ve U nun fully
invaryant idealini U ile gosterelim. F, (U)=F, / U boliim cebiri ve onun alt

cebiriolan F, (U)=F,/ Fn N U yaU da relatively serbest cebirler denir.

Tamm 3.2: F, un bir feleman eger ayni dereceli sol normlu komiitatorlerin bir
lineer kombinasyonu ise f ye homojen denir. Eger bazi pozitif k ve negatif
olmayan nq, ..., ny i¢in f, i=l, .., k igerisindeki X;’ n; lerin derecesi n; ve diger
degiskenlerin derecesi 0 olan sol normlu komiitat6rlerin bir lineer bilesimi ise,
coklu homojen denir. Yukarida tanimladigimiz U varyetesine, U idealinin her
eleman: ¢oklu homojen elemanlarin bir toplami ise, ¢oklu homojen denir.
Asagidaki sonug Lie cebirlerindekine benzer argiimanlar1 kullanilarak (bakiniz, 6r

negin Bahturin, 1985, B6liim 4) ispatlanabilir.

Onerme 3.3: Leibniz cebirlerinin bir goklu homojen V varyetesinin bir serbest
Leibniz cebiri modiilo tiiretilmis cebire gore; lineer bagimsiz olan bir lreteg

kiimesi tarafindan serbestce iiretilmistir.
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3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

[x, [y,z]] = 0 6zdesligini saglayan Leibniz cebirlerinin sinifin1 N ile gosterelim.

F. (N) ile ranki birden biiyiik X kiimesi tarafindan tiretilen serbest sol nilpotent

Leibniz cebirini, F,, (N)ile {x; x,, tkiimesi tarafindan iiretilen serbest sol nil-

potent Leibniz cebirini gosterelim.

[X, [y,z]] =0 oldugundan; 3.1

[x, Iy:z]] = [[x.yl.2] - [[x,z].y] = 0

[[x.yl.z] =[[x.z].y]

xy.z] = [xzy] (3.2)
dir.

(Fm(N))Lie ile de {Xy,...,xm} tarafindan iiretilen serbest nilpotent (2.sinifta )
Lie cebirini gosterelim. Onerme (3.3) (2) den ve Onerme (3.1.1) den K [X4,.., X ]
polinom cebiri Fp, (N)ye sagdan etki eder ve F,(N){ Xy,...,xn } bazi ile birlikte

serbest sag K [Xq,.., Xy ] modiildiir. u= x;, .. x5 € K[X,....xp] i1 < i <...<

k
i igin [ xj, Xj,, ., X, ] € Fpy (N)yi xj.u seklinde gosteririz ve bu notasyonu
heru € K[ Xy,...,xm ] icin genisletebiliriz.

Asagida Leibniz cebirlerinin bazi spesifik 6zellikleri verilmistir. Oncelikle

kiiciik boyutlu Leibniz cebirlerinin  tanmmini Loday (1993) verilen sekliyle

Ozetleyelim.
Onerme 3.4: L sonlu boyutlu bir Leibniz cebiri olsun.

(1) boy L =1 ise, L bir degismeli Lie cebiridir.
(2) boy L =2 ise, L asagidaki cebirlere izomorfiktir.

17



3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

(i)  iki boyutlu Lie cebirlerinden biri degismeli Lie cebiri ve digeri [b,a] =
[a,b]= b ile tanimlanan degismeli olmayan Lie cebiri

(i) {a, [a, a]} bazlan ve [a, a, a] = 0 bagimtisi ile tanimlanan cebir, 2.
siniftan nilpotenttir, yani [x, y, z] = 0 dir.

(iii) a, b tarafindan tiretilen ve [b,a] = [a, a] = b bagntis1 ile tanimlanan cebir

Kb, L'de bir idealdir ve L, [x,[y,z]] = 0 sol nilpotentlik kosulunu saglar.

Tim iki boyutlu Leibniz cebirleri metabelyendir, yani [[x,y], [zt]] = O

metabelyen polinom 6zdesligini saglar.

ispat :

Tek boyutlu durum agiktir. Ciinkii bazi a € K i¢in [a,a] = 0a ise, 0 = [a, [a, a]] = o?
avea=0dr BoyL=2 ve {a,b}, L i¢in bir baz olsun. Her ¢ € L i¢in [c,c] =0
ise, 0 zaman L bir Lie cebiridir ve bu ise (i) durumudur. Simdi [a,a] = 0 olsun.
[a,a] a'ya esit olamayacag igin {a, b} tabanini [a, a] = b olacak sekilde secebiliriz.
Leibniz 6zdesliginin tekrarli kullanimindan [a, a] = b, [b,a] = baz1 p € K ve
[L,b] = 0 igin elde edilir. p = 0 durumu (i)’ yi verir. Aksi takdirde, a'y1 pa ile
degistirerek (iii) Ui elde ederiz. Agik¢a, yukarida listelenen tiim cebirler metabelyen
0zdesligini saglar.

Leibniz cebirlerinin asagidaki yapilart Drensky, Cattaneo (2002) de verilmistir.

Onerme 3.5: K[T] = K [t; , t, ,...] sayilabilir ¢oklukta degismeli degiskenlerle
polinom cebiri ve

Ml =a K[T], MZ =a K[T] @ (‘Bizz Uj a K[T]

18



3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

sirastylaave { a, u; a | i=1,2,...} tarafindan iiretilen serbest sag K[T]- modiilleri
olsunlar. L; = M;®K|[T] ve L, = M,®K[T] vektor uzaylarin1 alalm. L; de ¢arp-
may1
[M;, M,] = [T,M,] = [T, T] =0, [ah(T),t]] = ah(D)t;,
h(T) e K[T] ,i = 1,2,..

ve L, de gcarpmay1

[Mz, M2] =[T,T] =0,
[ah(T),ti] = ah(T)ti, [u]-ah(T),ti] = u]-ah(T)ti,
[t;,ah(T)] = u;ah(T), [t;, ujah(T)] = uj ah(T)t; € K[T], i,j = 1,2, ...

seklinde tamimlayalim. O zaman L; ve L, Leibniz cebirleridir. Ly, [X, [y,zZ]] =0
polinom 6zdesligini ve Ly, [[X4,X2], [X3,X4]] = 0 polinom 6zdesligini saglar.
Ispat: [L,, L;] = [M;,T] + [T, M; ] € M; oldugundan, Leibniz 6zdesliginin saglan-

digini ti¢ durum igin inceleyelim.

[x, Iy,2l1 =[xy, 21 - [[x 2], Y]
Leibniz 6zdesliginden ;

(1) x=ah(T)veya x =ukah(T) vey =t;,z = t;, 0 Zaman
[ah(T), [t;, t; 11 = [[ah(T), t;], t; ] - [[ah(T), ], t;]
= [ah(T), t;, tj ]] - [ah(T), t;,t; ]]=0
[ugah(T), [t;,t;]] = [[ukah(T), t;].5] - [[uk ah(T),t;] ,t;]
= [ugah(T)t],5] - [ueah(T)g],5]1 =0

(2) x=1t;, y=ah(T)veya y = ugah(T) ve z=t;, 0zaman
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3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

[t; [ah(T), ;11 = [Tt;, ah(T)] ] - [[t, 5], ah(T)] = [0, 1] ~ [0, ah(T)] = 0

[ti [uxah(T), tj 1] = [[t;, ukah (D], t5 ] - [[t;, ;], wxah(T) ]

=0, t;]1- [0, wah(T)] = 0
(3)x =t;,y =tjve z = ah(T) veya z = uiah(T), 0zaman

[ti, [t;;ah(T)]] = [[t;, t;], ah(T) ] - [[t;, ah(T)], t; 1 = [0, ah(T)] - [0, ;] =0

[ti, [tj,ukah(T)]] =[[t;, tj], wkah(T) ] - [[t;, uxah(T)], t; ]

= [0, uxah(T)] - [0,¢;] =0
[Ly, Ly] = [M,,T] + [T, M, ] € M, oldugundan, Leibniz 6zdesliginin saglandigini
iic durum i¢in incelemek yeterlidir.
(1) x=ah(T)veya x = ugah(T) vey =t;,z = t;, 0 zaman
[ah(T), [t;, tj 11 = [[ah(T), t;], t; ] - [[ah(T), ], t; ] = - u; ah(T)t;
[uah(T), [t;, tj 11 = [[uxah(T), t], tj ] - [[uxah(T), t;], t; ] = - u; ah(T)tjty
[uah(T), t;], tj 11 = [[uxah(T), t], tj ] - [[uxah(T), t;], t; ] = - u; ah(T)tjty
(2) x=t;, y=ah(T)veya y =ugah(T) ve z=t;, 0zaman
[t; [ah(T), t; ] = [[t;, ah(T)], ;] - [[t;, tj], ah(T)] = u; ah(T)t;,
[t; [uxah(T), t; 11 = [[t;, ugah(D], ] - [[t, ], ukah(T)] = u; ah(Ttyt;,
[[ti [uxah(T)], £ ] - [[t;, tj Juah(T)]

= [Fujah(Dt, tj] = - uj ah(T)tyt; = [t; [ukah(T), §]].

(B)x=t;, y =tjve z = ah(T) veya z = ugah(T), ozaman
[t;, [tj,ah(T)]] = [[t;, t], ah(T) 1 - [[t;, ah(T)], t; 1 = - u; ah(T)t;,
[ti, [tj,ukah(T)]] =[[t;, t;], uxah(T) ] - [[t;, ugah(T)], t; ] = u; ah(T)t;ty.

[Ly,L,] € M, ve [My, M, ] = 0 oldugundan, L, nin [[x; X ] ,[[X3.X4 ]] =0
polinom 6zdesligini sagladigini elde ederiz.

Fm (N) serbest nilpotent Leibniz cebirinin baz kiimesi asagidaki 6nerme
ile Drensky, Cattaneo (2002) de verilmistir.
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3. SERBEST CEBIRLER Berna ERGUNES

Onerme 3.6: F,, (N) serbest nilpotent Leibniz cebiri

{xigo [ Xy Xy, e X 11 M, 1< < < ig<m k=23, ...}
bazina sahiptir.
Ispat: Leibniz 6zdesligi ve [x, [y,z]] = 0 6zdesliginden
[x.Iy.zll = [[xyl.z] - [[x.z].y] = 0
[[x.yl.z] = [[xz]. Y]
[x y.z2] =[xz ]
dir.
Buradan

X, Yoy Yoy 1= [ X Yo(@)o--» Yk ] , O € Sk

esitligi elde edilir. Yani, Fp(N) tim x;, i=1,...m ve [ x; ,Xj, ;.. X5 1, 1510
<m, 1<i, <iz << i< m, k= 2,3,.... tarafindan gerilir. F,,(N) homojen
oldugundan, herhangi bir homojen sistemin yukaridaki sekildeki komiitatorlerin li-

neer bagimsiz oldugunu gostermek yeterlidir.
f (Xl,..., Xm) = z (0] [Xi1 , Xiz yerny Xik ]

Fm (N)' de, bazilan sifirdan farkli o; = o i) katsayilartyla yukarida veri-

(ipi2
len monomiallerin bir lineer kombinasyonu olsun. Béyle bir a; igin iy ilk indeksi j
ye esit olsun. Onerme 3.5 den L, Leibniz cebiri [x,[y,z]] = 0 6zdesligini saglar ve

L, 'de

f(t1 . tj 1,at tj , tj+1 . ) = ZOLi atiz yeee s tik ,
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burada toplamda, i; =j ile tim i= (iy,...,ix ) seklindedir. Buradan L; de X a; a t;

17

-5 by #0dir.
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4. ITA OTOMORFiZMLER

Bu boliimde verilen teorem ve sonuglar Drensky, Papistas (2005) den
alimmugtir. m > 2 olmak tizere, P, = K[ Xy ,..., Xm ] polinom cebiri ve Q,, Pn,’ nin

genigletme ideali (yani, P’ nin sabit terimi hari¢ tiim polinomlar1 i¢eren ideali)

ai am

olsun. n negatif olmayan bir tam sayr olmak tizere Péln) v X3 X

monomialleri tarafindan gerilen P, nin alt uzayim gostersin. Burada aq, a,,...,
a, nhegatif olmayan tam sayilar ve a;+a, +...+a, = n dir. Bu durumda Pélo)
= K dir.

Farkliivej (1 <i, j<m)ve ve P, icin ej (v) kosegen iizerindeki
elemanlar 1,

(1, ]) deki elemani v, digerleri 0 olan m x m tipindeki matrisi gostersin.

1 0
ei]- ( V) = . 1
0
Lsatr —>\ . Vv .. 1
j.sutun

ejj (v ) de ej (V) nin tersini gdstersin. Bunlar GL( m, Py) nin elemanter
matrisleridir. E( m, Py,) ile elemanter matrisler tarafindan tiretilen GL( m, Py,) nin

altgrubunu gosterelim. E(m, Py,) nin e;; (v) tiretegleri asagidaki 6zellikleri saglar:

U, v € Py igin,

e e;(U). ej(Vv)= e utv)
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(1 .. 0) 10 1
1 1 0 1
0O u.oO 0 v ...0 . u+v
\0 ... By \_0 N % 0

e izlvejzkise (ej(u), eg(v))=1

AR & 4
L 1
ej (W= | . ) e (-u)=
incisatir —> | 0 U 0 0 -u 0
jnci s/]i\itun
TN 0
1 1
ex (V) = S . et (-v) =
0 v 0 0 -v 0
N 4 \J Y
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(100
0 1 0
e (u). e’ (V)=
0 u-v
Q .. lj
g 0)
0 1 0
ejj (U) . ex (V) =
0 u+v
o L
1o 0 )
01..
ejt (u). et (V). e;U). ey (V) =
Ouv ... O
KO 1/
e i, jvek ayrkise (ej (U),ejk (V)) =ejc (uv)dir.
(w0 RN
1
e (W . . ei—jl (-u) =
0 0 0 0
Q) U \0 y
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Berna ERGUNES

4

ejk (V) =

0

\J

0)

Vv

L

ej—k1 (-v) =

4

0

ei_jl ('U ) e]-_kl (V) . ei]- (U) . ejk (V) = €ik (UV)

Burada; (ab)=a’b* ab aveb grup komiitatoridiir.

Lemma 4.1: m, (m > 2) bir pozitif tamsay: olsun. i,j=1,...,

igin d)i].’u , Fm(N) nin (I)i].'u (xi) = x; +x;.U ve k=i icin ¢

tanimlanan IA-endomorfizmiyse, <|)i].u e IA (F, (N)) dir.

Ispat:

\Pij,u (Xi )= Xj - X]'.U

Wiju (X ) = Xk
seklinde tanimlanan donisiimii alalim.

Piju0 by (xi) = Wiju (Xi +x5.U) = Wiy (x3) + Piju (x5 1)
=x; - Xj.U+Xj.U
= x;

000 Wiju (i) = 0y, (Xi - x.U) =y (%1) -y, (% -U)
= x;+ X .U-Xj.U

26
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oldugundan Wj; = ¢,. , dir. Boylece ¢ Fn(N) nin  Fn(N) / Fy(N) iizerine etki

-1
ij,u iju

eden bir otomorfizmdir. ¢.. € 1A (F (N)) dir.

ij,u
f: R—> S halkalarin herhangi bir homomorfizmi olsun. ( f doniistimii
R nin birim elemanin1 S nin birim elemanina gétiiriir.) Bu doniisim m X matrisi

halkalarinin
fm : mem (R) E— mem (S)

homomorfizmini  belirler ve My, (R) nin birimini - My, (S) nin birimine

gotiirdiiglinden bir
fn :GL(MR) —> GL(m,S)
grup homomorfizmini elde ederiz.

SL(m,P,,) ozel lineer grup, P, = K [ Xq,....Xy ] polinom cebiri olmak iizere,

bilesenleri P,, den gelen, determinanti 1 olan tiim m x m matrislerin grubudur.

Onerme 4.2 :

i)m>2ic¢in my,: P, —>K genisletme homomorfizmi ve
Tm : GL(M, Pn) —> GL(m ,K) grup homomorfizmi olsun. Hy, = Ker m,
olsun. O zaman bir &, (¢ )= I + ¢i]. , O (G) =% + Zj“z‘lqu)ji i=1,....,m)
izomorfizmi ile IA (Fn( N)) = H,, dir.

i) m > 3 i¢in, Ef (M, Qn ), SL( m,Py,) nin a ej; (u) a~* formunda
matrisler tarafindan iiretilen alt grubu olsun. Burada a € E(m,Py,), U € Q,,

i % dir.
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O zaman Hy =Eg(m, Q) dir.
ispat:
) o) =xi+ X2y x5
v (xi)=xi + X x5
Burada oy, ¥ € Qp, dir. Boylece
90w (x)=0 (¥ () = 6 (X + 25 )
= ¢ (Xi) +o(XZ1xW5)
= X+ T X i F2R 0 (X)) - W
= X+ Ygog Xk Gt XjZ1 (x5 X2 X1 dyy) - Wi

m
= Xi + Ykeq Xk P + 201 XU +Zj=12fr=llxl' by Wi

Xi + 2oy Xk (Gri +Wig + 224 (b P)-

¢ endomorfizm ve Hp,, 1y, nin gekirdegi oldugundan ve ayni zamanda ¢; € Qp,
oldugundan &,,: IAF,( N) —> Hy, &m (¢) =1 +(¢ij) 6m, grup izomorfizmi-
dir.
(i) (i)den &yn: IA(Fy(N)) —> H
o —> I+ (dy),
| +(¢j;) matrisi SL(m, Py,) nin elemanidir. Hy,, SL(m, Py,) nin alt grubudur.
(Suslin 1977 ) SL (m,P,) = E(m, Py,) dir. o € Hy, olsun.
a=Ej(uy) ... E.(uy) olur.
28
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Burada Ej(u), i=1,...,r elementer matris, uy,U,,...,u, € Py, dir.
a; € K, v; € Q, olmak iizere her u; =a; + v; olarak yazalim.
ejj (U) . €5 (V) =ej (u+v) Ozelliginden,
Ei(ui) =Ei(ai+vi) =Ei (a) . Ei(vi)
Hpn, T}, nin ¢ekirdegi oldugundan tty, (o) = | € GL (m,K) dir.
T (o) = 1, (E(uy) ... Eduy)) =Ei(a) .Ex(ay) ... Eday) ve | =E;(ay).
Ex(@y)... Ei(a) dir.
a=Ei(u) ... E(u) = Ei(ai+vi).Ex(artvy) ... Elatvy)
E; (a1) Ei(v1) E> (22) Ex(V2)... E; (&) Ei(vy)

= E1 (a1) Ex(v1) By (81) ™" Ex(as) Ez (82) Ea(V2) E; (82) ™" Eq (a0)™

Eia) ...E: (@) E(v)E (a)"E (a)
= (Ex (a1) Eo(v1) Ex (a2)™). ( Ex(a) Ez (a2) Ex(V) Bz (22)™
E1 (a)" . (Ea(ay) Ez (a2) Es (as) Es(va) ). Er (a) Ei(wi))
Bu sekilde devam edersek,
a = (E; (ay).Ex(v1 ).Ex(@)™) .(E1 (a1).Ex(a2 ).Ex(v2).Ex(a2) * Ex(a))™) ... (Ex(ay)
.. E(a)).E; (v)) (Es(ay) ... Ei(a))*! (1)

Suslin, 1977, sonu¢ 1.4 den, Eg (M, Q,,), GL( m, P,,) nin bir normal alt grubu ol-

dugundan o € Eg(m, Q) ve H,, < Ef(m, Q) dir. Hy,, GL(m,P,) nin ideali
olarak adlandirilir. Ef (Mm,Qn, ) < Hp, oldugunu géstermek igin Py, lizerindeki her o
elemanter matrisi, U € Qn, Ve i #jigin oe;; o’ € Hy, oldugunu gostermek yeterli-

dir. Bunu dért durumda inceleyelim:

Durum 1:

j#k i = 1ve v ePyicin, o = ey (-v) olsun. O halde, o™ = ey (v) dir.
(ej (U) , ey (v) ) =1 Ozelliginden ve (a,b) = a~lb lab den

(e (U), ) =1

1= ei_]-l (u). (™™, ejj (U). o’
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= ejj (-U). o ej5 (U). ot

= ejj (). e (V) . ;5 (U). ey (V)

=ejt (U). (@) ey (u). o
ejj (-U) . a. e (U). ot =1 esitligin her iki yan1 ejj (u) ile carpilirsa,
ejj (U). e (-U) . a. ej (U). @t =ej (u). 1 ve buradan

o. e (U). ab =e;(u) elde edilir.

Durum 2:

i,] .k farkli ve v e Pyigin, o = ej (-v) olsun. (ej; (U) , ejx (V) ) = ejk (Uv)

ozelliginden ve (a,b)= a*b'ab den

(ejj (u). al)= &jj HONCRE ejj (U). ot
=ej5 (-U) . o e (U). ot
= ej; (-u). ejk (). &5 (U). e]-‘k1 (-v)
= ejk (Uv)

(e5 (U). o) =g (UV)

ei_]-l (u). (aH*. ejj (u). a’ = ey (UV)

e (-U) . a. e (U). o = ey (uv)

eij (U). ey (U). o €55 (U) . o™ = ey (U). ey (UV)

Ol €jj (U) . (X-l = €y (U) €ik (UV)

Durum 3:

V € Ppigin, o = ej (-v) olsun. 1 < i, j < m olacak sekilde farklii,j sayilar1 igin
&j, (1,)) bileseni I, diger bilesenleri 0 olan m x m tipindeki matrisi gostersin.
Burada u eQpigin, e (u)=1+u.¢g; dir. Eger,

j=kise gj.eq= g ve

jrkise . gq =0 ile gosterilir. Fakat
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oL. ei]- (U) . (X-l =1+ U£ij+VU ( §jj - 8”) + (-VZU ) Sji dir.

1 0 0 1 0 0 0 0... 0
ei]'(U)z o1 =] . 1...0 + 0 0. 0
0 u 0 1 0 0 u 0
1 0 . 0
00...0
=l+u. 0 0
1..0
00..0
=1+ u.g;
o J=k iSE;Si]' €T €
0 .. 0 0 0
0 1 0
& = € = 0
0 0 0 0
e N
0 0
&. &= . 0 O = g
1
K0 0/
(1 =k)
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(] jikise; Si]" Skl:O
0 0 0 0
0 1 0
Sij: €kl 0
0 0 0 0
00.. O
&jj. € = 0... 0 =0
0
0 0
. ei]- (U) (X,-:L:|+U€ij+VU( €jj - Sjj)"‘('VzU ) Eji
10 ... 0 1 0...0
a= g (-v)=|01 ... 0 of= g (v)s .. 1. 0
.=v ... 0 v.. 0
0 1 0 0
0 0
0
ei]- (U) = u
0 0

32



4. 1A OTOMORFIZMLER Berna ERGUNES

4 R
10 0 1 0 ..0 10 0
a.ep (U). al={0 1 ...0 1 u 01 0
ij (U)
v ... 0 0 \% 0
0o .. 1 0 1 0 1
o 4
1 0 O... 0 1 0 ...0
1 u 1.... 0
= -V 1-uv v ... 0

(e}
—
(e}
—

= |+U€i]‘+VU( & - Ejj)+(-V2U). Eji

e ™ ~ N
0 0..0 00..0 00..0
1 0 + u 0...1 +vu 1 0
= 0 .. 0 0
0 1 0. 0 0 0
\ _/ o _/
0 0..0 00.. 0
0 0 0 + -V 0..0
0 1 0
0 0 0 0

33



4. 1A OTOMORFIZMLER Berna ERGUNES

1 0 0

0 1+uv u
=l . —w? ... l-uv

0 0

Durum 4:
k#iveve Py igin , o =ej (-v) veya o = ey (-v) olsun.
a. ejj (U) . o= ejj (U) (1)
o e (U) . o =1+u g+vu( g - g;)+ (-v’u). g Durum 1 in sonucundan ve
Durum 4 iin (1) den |+ ug;+vu( g - g;) + (V). &i €Hp oldugunu goster-
mek yeterlidir.
Fm (N) nin bir ¢ IA-endomorfizmi, her k #1, j igin

O (x) = x. (1+vu) + x; (-v'u)

¢ (%) = x.u+ x5.(1-vu)

O (%) = Xk
seklinde tanimlansin.
o (x) = x (L) + x; (Vu) = x;+ x; (Vu+ x; (-vu)

= X+ xU - xW
¢ (%) = xpu+ x5.(1-vu)
o (X = xx
d)'l (x)) = Xj- XVU - X; (-Vzu)
o (x)=x5- xu + xvu
0" (%) = Xk
P00 (x) = (x- xVU - xj (-VU)) = x;+ xjVu+ x; (-V2U) — x;vU
- Xj(-VZU)
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0o (%)= (x5 - XU + xVU) = X+ xU- X5VU- XU+ XVU
= x
0007 (%)= ¢ ( xx)
= xp
Benzer sekilde ,
010 (%) = x
0o (x) = x
00 (X)) = Xk
dir.

Buradan ¢, Fr, (N) nin 1A- otomorfizmidir. 8,(¢) =1+ ¢i]. den, 8§, () =
a.ej (U) a’l, a. €jj .at e Hy, dir. Onerme 4.2 (i) den a. ejj (U). a’t e Hy, dir.

Bu yiizden Eg(m, Q) < Hndir. Hy, < Ef (M, Q) oldugu gosterilmisti.
Buradan Er(m, Q) = Hy, dir. Boylece istenilen sonu¢ bulunmus olur. GL(m ,K) M
IA (Fr (N)) ={1} ve IA(Fy, (N)), Aut(Fy, (N)) nin normal alt grubu oldugundan
Aut (Fn (N)) , IA(Fy (N)) ile GL(m,K)’nin yar1 direkt garpimidir. Aut (F(U ) =
IA (Fn (U)) x GL(m, K) dir.

Boylece her a € F, (N) igin a= ¢ o g olarak tek bir sekilde yazilir.
Burada ¢ € IA(Fy (N)), g € GL(m,K) dir. GL(m,K), P, fizerine cebir
otomorfizlerinin bir grubu olarak soldan etki eder.g = (gj) € GL(m, K) vef e
Pmicin, GL(m,K) nin P, {lizerindeki etkisini gA file gosterelim.

j=1, .., migin,

m

gAX = Z gij - x; olsun.
i=1

b € GL(m,K) ve ¢ ,Fn(N) nin bir IA-otomorfizmi olmak tizere
dn(odpob™) =1+ b (bA ¢;)b"dir.
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Ornek: b € GL(M,K) ¢ € IA (Fn(N) ) asagidaki sekilde tanimlansin.

b(x1) =x; +Xp ¢ (Xx1) = X1 +Xou, j#1, U X; igermesin.
b(x)=x;, j=1 O(x) = X, k=12
O zaman

b™ (x1) = X1 - X,
b* (%) = x;
seklinde tanimlidir.
bodpob™(x:)=bod(x;-%,)=b (%X +Xu- XXz ) = b(X1) +h(Xau ) —b(Xy)

= X1 + X +X5 b(U) — X,

=Xq4 XU
bodob™(x)=bod(x)=b(x)= x

Ou.. O
Sdn(bodpob™)=1+(d;)=I+]| 0 0
0

110...0 0 bAu,...0 1 -1...0

I+b(bA<|)i].)b'1=I+ 01 .. 0].]0 0l . 01..0

1 0 0 0 1

= O O
(=]
NI
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0 bAu ... 0
=I+1|0 0o ... 0
0 0
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5. OTOMORFiZMLER

Bu boliimde verilen teorem ve sonuglar Drensky, Papistas (2005) den
alinmustir. Fy (X2, ..., Xm ), { X2, -, X } tarafindan iretilen Fy, (N) nin alt Leibniz

cebiri olsun. Her f € Fy (X2,..., Xm) i¢in Fp, (N) nin T endomorfizmini, i = 1,

..., m olmak iizere,
Ti(xg)=x +f
Te(xi) = x;

ile tanimlayalim. Burada T; bir tame otomorfizmdir.

Fn (X2, 000Xm )jy X2, ., Xm  Cinsinden toplam  derecesi j olan tiim Leibniz

monomialleri tarafindan gerilen Fy (X2 ,..., Xm) nin alt vektor uzay1 olsun.

fi e Fn (X2, .., Xm ) J= 1,..,n olmak iizere, f=f; +f, +---+ f; olsun.

Ozaman T, € GL (M, K) ve T; =Tt o....0 Ty dir. Ciinkii

Tf(X1)=X1+f =X1+f1+f2+"'+ fn ijF(Xz,...,Xm )]
Tf(Xi)ZXi ,|¢1

Tf1 OTfZO....O Tfn (Xl) =Tf1 0... OTfn—l (Xl + fn) = Tf1 0...0 Tfn—z (Xl + ot fn)

Tr, (% + 1+ + £ )

X+ f i+ 1,

Boylece T, Tf ve GL(m, K)tarafindan iiretilir. Burada f toplam derecesi en az 2
olan homojen elemandir. V g € GL(M,K) igin, go T = (goT; 0 g%) og
oldugundan T=((goT;o0g"): g € GL(MK), fe Fy (X3, .., Xm )i)- GL(M,K)

seklinde altgruplarin bir ¢arpimu olarak yazilabilir. IT ile Fp, (N) nin tiim tame [A-
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otomorfizmlerini gosterelim. IT =T N IA(Fy, (N)) ve IT n GL(MK) ={ 1} ol-

dugundan,

IT=((goT; 0g"):g eGL(MK), fe UFy ((Xz,»Xm Dk )
dir.

Lemma5.1: { 1,...m } kiimesi iizerinde bir permiitasyon i= 1,..., m i¢in, o,
O (Xi) = Xqgiy seklinde tanimli F, (N) nin bir otomorfizmi olsun. m>2 ve a;
+...+an =1 kosulunu saglayan aq, ..., a, negatif olmayan tam sayilar1 i¢in
Oagany  FoN) nin b o (X)) =X + X, A xom Oay.any ) XD) =Xi

seklinde tamiml1 IA- otomorfizmi olsun.

@) Cn (b, 0 y) = €21 (X"xgl").

(M) (o o ¢(31---am )) 0o (amnt)= €n(2)m(1) (xil(l) Xi’(“m)) ve

Gn (90 0o, oy ©9)=0( €a (g4 x7'..x") )0g” Vg eGL(MK)
dir.

ispat:
( I ) (I)(al---am ) ( Xl) =X1+ X lell. “X?nm

¢(31---3m ) (Xi) =X

Xq, ..., Xp Serbest liretecine gore ¢(a1 ag ) Ve karsilik gelen matris
A
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ar | x3m ... 0

o
o
1

I+ ¢,

o

seklindedir. {y () =1+ d)i]. oldugundan,

/1 0. 0\
G Oy ) = | X Xxm 1o 0| = ea(xtxy
0 0
o v,

seklindedir.

(ID Gn (bogob™)=1+b(bAg¢y)b™ oldugundan ve (1)de

C.;m (O(T[O (I)(al...am )O O(‘IT[1 ) = ( O €21 ( X-,il(l) o X-,i?m) ) ) a;tl

— a am
=1+ (X‘rtl(l) X'rt(m)) En(2)m(1)

_ a am
= en@nn) Ky - Xuom))

Burada i=#j , i,j=1,...,micin g; (i, ])nci bilesen 1, diger birlesenleri 0 olan

m x m tipindeki matrisleri gosterir. Benzer sekilde;

Gn (90 by, o 100)=0( € (gA X" ..xq™) )og?
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dir.(V g € GL(m ,K)) m bir pozitif say1 (m > 2 ) olsun. Hy, nin her elemani I+ (
fij) fij € Qn seklinde yazilabilir.

Burada GL( m,K) nin H,, tistiindeki etkisi asagidaki soyle tanimlanir:

m
I +( fij ) € Hp , ¢f v Fm (N) nin ¢f (Xj) =X+ Z'—lxjfij seklinde

tanimlanan bir IA otomorfizmi olsun.

Cm((l)f) =1 +(fi]' ) idi. g EGL( m,K) ve |+ ( fl] ) € Hn, 1(;11'1 g* ( | +( fl] ) ) = g*
Cm(d)f):Cm (go ¢fog-l)

olarak tamimlariz.
¢,y € Fn(N) igin,
g ln(@0¥)=(g*Cn () - (*Cn(¥))

H,, nin GL (m,K) ile yarigarpimin1 Ay, ile gosterelim. a € Aut (F,(N) ) olsun. O
zaman o, ¢ € IA(Fn(N)) veg e GL (m, K) olmak iizere . = ¢ o g formundadir.

Onerme 5.2 : m>2igin,
Am - Aut (Fm(N)) —> An
xm(9og) = (&n(9).9)

dontistimiiyle, xn, bir grup izomorfizmidir. (Burada ¢ IA(Fy, (N)), geGL( m,K)
dir. &( 1T ), H, nin bir 6zalt grubu ve boylece F, (N) wild otomorfizmlere sahiptir.
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Ispat: ¥, @ Aut(Fu(N)) ——>  Ap doniisiimii

Am (9 0g)=(Cn(d).9)

seklinde tanimlansin. y, nin bir grup monomorfizmi oldugunu gosterelim.

Yn (§08) = (Cu(®) )= (1,0) oldugundan g = 0 olur. $0g=¢00=¢(0)=0
oldugundan Cek yn, = {0} dir. O halde y, birebirdir. y, nin 6rten oldugunu iddia
edelim:( 1+ (¥j),9) € Analalim. ¥, Fy, (N) nin IA- endomorfizmi olmak iizere
Y(x)=x+X2,xWPij j=I1,..,m kosulunu saglasin. Det( | + ( ;) =1
oldugundan ¥ € IA (Fy, (N) ) dir. a =W o g alalim. y (@) = ym (P 0 g)=(Cnm (
¥Y),9)=(1+(Y¥), g) oldugundan yn ortendir. Béylece ym bir izomorfizmdir.
A; = (1T ) olarak adlandirilir. Simdi A, < E (2,P,) oldugunu gostermeliyiz.

Her g e GLQ2, K) ve fe lJ_,FnGa isin & (gotrogh) e E(2P)

gosterilmelidir.

fi e U Fn(X2)() »j=2,..n olmak iizere f = fo+... + f, olsun.
k=2

Tf,0.... 0Tg, (X) =x+Ft..+f ve f=1+ .. +f oldugundan t¢,0... 07¢ (X)
=x+folup, T = t£,0... 0T dir. Boylece =2 ,...,nigin L(g0 109" )
€ E (2,P,) oldugunu gostermek yeterlidir. L e {2,...,n} elemanini sabitleyelim ve
v € K olmak tizere f;, =X,.(y,x;"") yazalim. GL(2,K ) = D(2,K) SL(2,K ), burada
D(2,K) kdésegen matris grubudur ve SL(2,K) =E(2,K) dir.ae K/ {0 }igin d=

diag (a,a™) olsun.

Cg(d 0 Tf)LOd _1) = degl(a_“l.w X%_l )d_l = 621(3_7“‘-1.}/)\ X}i_l) € E(Z,Pz) (51)
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ke K/ {0} igin, g=ejp(K)olsun. O zaman {,(g oty, O g’ )= I+a;, burada

aj1 =k By ,a;1 = By, a1, =K?By, ap =-kB, , By =y, (gAx; ") dir.
| + aj; = e15(K).e21(B;). €12(-k) oldugundan,

L(goT, 09™) € EQ2,P) (5.2)
dir.

Eger g=e¢x(K) ise

(90T, 0 g ) = e (14(g A X."))E(2,Py) dir. (5.3)
(1),(2) ve (3) den, A, = E(2,P,) dir
A= (aj) € SL(2,P,) olsun. a;; = 1+ X;X, | a1,= X5, 81 = X1 , 85~ 1-X1X, ise,
A= I+m; olup A e H, dir. Cohn (1964) sonucundan A ¢ E (2,p,) ve A, ¢
E(2,P,) oldugundan & (IT), H, nin bir 6z alt grubudur.
Bu matris Aut( F, (N)) nin ¢ wild otomorfizmine karsilik gelir ve soyle tanimla-

nir:

O(X1) = Xy + [Xy, X1, X2] - [X2, X1, X1 ]

O(X2) = Xo + [Xy, X2, X2 ] - [X2, X1, X2 ]
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Onerme 5.3: m>2 igin, {, (IT), g ex(g A xgz ..xam ) g tarafindan iiretilir.

Burada g € GL(m,K) ve a,...,an negatif olmayan sayilar , a,*+...+ay, > 1 dir.

Ispat: A, g € GL(MK) , a, ,...,ay , ap +...+a, > 1 olan negatif olmayan

sayilar olmak iizere gex(gA ng ...xo™) g™ tarafindan iiretilen bir grup olsun.
Gn(90ga, a0 g =gen (@A x%..x3™)g" oldugundan Ay, < & (IT) dir.

{1,2,...,m} istiindeki m permiitasyonu igin oz, Fn(N) Nin o (X)) = Xzy , 1= 1,...,

m seklinde tanimlanan otomorfizmi olsun.

(00 00,0, .y 5 0 O') = On1 (X -+ X)) O
=1+ e (X() - Xngm)) Ex@m)

= €x2r() (Xnf1) + Xogom))

Buradan
Ol €21 (X::l(l) .. Tl:(m)) O(,T[ = €x2)n() (XT[(l) .. Tl:(m))

oldugundan herk,k=2,....m icin ey (xZ...x5™) € A, oldugu elde edilir.

¢, Fn(N) nin

Xp * Xp (X35 X2 X )

d(x1)
o(xi)

Xi, i>2

seklinde tanimli tame otomorfizmi olsun. o (Xz) = Xk , o (Xk) = X2, oy (X5) = %5,

j#2igin, Cn (a0 0 0 ") = ap ey (X‘?EZ) ---Xiz(k) n(m)) at = ey (X3 Xam )
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dir. g € GL( m,K) i¢in,

0* e 007 xn™) =9 * Gn (020 0 0 ozt ), (Gm ,homomorfizm)
=Gn((g00x) 090 (g0ax)?)
= (90 o) e ((QOm)A X535 ... xp2..xp™) (g0 o)™

elde edilir. Diger yandan

g% e (X5.. XM ) =0 * Cn(dk) =g e (QA x5..x5") g7
dir.

Burada, ¢,, Fmnin ¢, (x1) = X3+ xp.( X5..x7™) , ¢, (i) =%, i>2 tame

otomorfizmdir. Bdylece,

0% e (x3..x5™) € Ay

dir.

U, y1 ,.-» ¥y monomiallerin K- lineer kombinasyonu olsun. y; ..., yr € {Xz2 ..., Xm}
dir. Yani, ue K [X;,..., Xy] dir. (sabit terim olmaksizin) V k € { 2,..,m}ve Vu i¢
in, Py s Fn( N) nin, Preu (%1) =X+ XU, Ppu (x;) = x4, (i = 2) tame otomorfizmi
olsun. Cm(d)k’u ) = ex (u) dir. (ejj (U). e (V) = ejj (ut+ v) Ozelligini kullanarak)
Cm(d)k,u) =[lyex(qy ,Y), UeE yq,...,yr lerin bir lineer kombinasyonudur. Yani,

U=qqy; +...+qyr V& y1 ., ¥r € {Xz, ..., Xm }, qy € K dir.
g € GL(m,K) i¢in,

g * Cm(¢k,u ) = Cm (g 0 ¢k,u0 g-l ) = Hy g*ekl (qy y)
dir.
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qeK/{0} icin, Bg, Fm(N) nin B (x1) =%y, Bq (i) =x; otomorfizmi olsun.

Bal* €kl (q Yisen YI‘) = Bal * Z;mq)k)

=ex ([AY1 0 Y1)
dir. hgq = g B3 olsun.

g* e (@Y1, ¥) = 0% Ca(Bg'0 bk 0 Bq)
=n( (9o Bz 0k 0(goBgY)*
=(g0Bg") e g0 Bg A (Y1, Y) 0 (g0 Bgh)*
=g eiq (NeA Y1 .y Ve ) hg'= he* e (Ya oeens Vi)
oldugu gorilir. Buyiizden g * e (Qyy oy ¥r) € Am VE gF Cm(d)k’u) e A, dir.

f=f,+....+f,olsun. (f, € Fn (X2, Xm) )2, A=2,...,m)

T = Tg,0.... 0Tg, dir. A=2,...nigin i =Xo. fy +...4+ xp. fr. yazabiliriz.

Burada fy. , Yi,...,y2.1 monomiallerinin K- lineer kombinasyonudur ve vyu,...,
Vi1 € {Xz,...,Xm} dir. Cm ( fo ) =€ (fzx) €m1 (fm)\) vk e {2,,m} i(;il’l, ¢ka'

Fm(N)’nin ¢ka (X1) = X1 + X fir, d)ka (%) =%; seklinde tame otomorfizmi

olsun.

Cm((l)ka) = ey (fi ) dir. ¢, = 16, 0...0 71, oldugundan

Cm (t5,) = €21(f2). .. .em(fim)
=G (9, ). G ()
=Cn (9, 0....0 ) drr.
g € GL(MK) igin, g* G (tr, )= (&% Gnld, ) orn (2% Gnhy ) di
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g* Gm(ru) €An oldugundan g * {n( 1¢,) €AnVe (n(g0t;00™ )e Ay, elde edilir.
Boylece {n(IT) cAm An= Cn (IT) dir.

Teorem 5.4: § € IA(F(N)), m>2 ve 5(X;)=X;+ Xo.Xq, 8(Xi )= X;, (i>2)ve
Es, IA(Fn(N))nin tim go & 0g™, tarafindan iiretilen alt grubu olsun. Burada g
€ GL(m,K) dir. m>3igin, I'y,, IA(Fn(N))’ nin IT ve Eg tarafindan iretilen alt

grubu olsun.

) i# igin 1,j € {1,...m}, 0 €4 (9A X2 X" )G € GmlTm), V ge GL(
m,K), ve a,a,...,an >0, ajtayt...+tay>1dir.

1)) Cn(Cm) = EF (M, Q).
Ispat : () m > 3 igin, (n(Tm) = Ay, diyelim. fddiamizi m iistiinde tiimevarim
kullanarak gosterelim. m= 3 i¢in a,b,c pozitif tamsayr ve a + b+ ¢ > 1 olmak

uzere,

21 (X2.%".. X" ) € As oldugunu gosterelim.

c=0olsun. IT = I'; oldugundan, a, b > 1 igin; €53 (X,)exn(X") € As,
(&ij(x), ejc (y)) = e (xy) oOzelliginden, tiim pozitif a, b tam sayilari i¢in ;

(€2 (Xla)931(xzb)) = e (X’ Xzb) €Az
dir.

a=0,b > 1igin, Top(x;) = X; + X3 . X5, Top(X) = X; (i =2,3), F5(N) tame IA- oto

morfizmi olsun. GL(3,K) T oldugundan, €3(-1) 0 T, 0 €,3(1) € IT dir.
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s (e23(-1) 0 Top™ 0€23(1)) = ex (Eas(-1)( e31(X2") ex3(1))
=€ (Xzb)- 931('X2b) €A;
dir.

e31(-X2b) €Az oldugundan, yukaridan ey (Xzb) ez oldugu elde edilir.a> 1,
b=0ven (1)=1,n(2) =3, n(3)=2 olacak sekilde m permiitasyonunu alalim.
Lemma 5.1 (I) den, (3(a:0 8 0a,") = eg(Xy) eAsdir. (€23 (X1)€a1(X1) = ex(Xs?
) €Az olur. 3, ; 8 (X1) = X1 + Xo X%, 8, (%) =X (1=2,3) seklinde tanimlanan F3(N)
nin IA-otomorfizmi olsun. Lemma 5.1 (11) den &3(ot: 0 8, 00 ™) = (x4 )e T'3ve
bu yiizden ( (€25 (X1)es1(X:D))=€x(X:® ) € Aq dir.

Bu sekilde devam edersek a > 1 igin,

ex(X") eAg

elde edilir. Negatif olmayan a, b ve a+b > 1 icin, ex(x,* x,") € A oldugu elde

edilir. ¢ > loldugu farz edelim. €,;(X;" ng) €A; oldugundan , Lemma 5.1 (II) den,

ear (X" Xsb) ) 923()(21b Xz") € Az

elde edilir. Her pozitif a,b sayisiigin en(X:*), ez1(X2b ) €Azoldugundan, Lemma

5.1 (II) den her pozitif ¢ tamsayisi igin,

((B23 (%2°), Ba1(X1™X3")) = €21 (Xa™%2X3" ) € Az ve

((ez (Xszsa), ea1(X:)) = ex (chxszsa) €A
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oldugundan, negatif olmayan a,b,c tamsayilar1 a+b+c > 1 i¢in ey (X]_aXQbX3C) elg
elde edilir. Lemma 5.1(11) den, 1 < i, j <3 i=j icin, e; (X:™%:"Xs° ) € A, elde edilir.
Fa(N) nin T, IA-otomorfizmi T, (%)) = x5+ x;.(x§ X5XS), Tape (i) = Xk ,
(k#j) seklinde tanimlansin . Ve g € GL(3.K) olsun. {3 (Tap,c) = ejj (x§ x2x$)
oldugundan T,y € Tselde edilir. g 0T,p00" € T3ve G (g 0 Tapc0g t)=
g (e (9AXT x5x$)) g oldugundan, g (e (QAX] x2x$)) gt € A, elde edilir.

Burada i,j € {1,23}vei#j,a, b, negatif olmayan tamsay1 ve atb+c > 1dir.

M > 4 oldugunu varsayalim ve tiim negatif olmayan aj, ...,amq Ve 8+ ...tan =1
icin ey Xil.. am ") €A ma olsun. 621(X .. am ") €Ap, oldugundan, tiim

pozitif a; tamsayilari i¢in, i =1,..., m-1 olup, e21(xiai ) € A, oldugu elde edilir.
Lemma 5.1(11)den,

GZm(X?ﬂl X;‘“_‘f) 4 eml(xil.. am ") € Ay

elde edilir. Her pozitif a tamsayis1 igin, €1 (X;*) Ve € (X2° ) € Apoldugundan,

Lemma 5.1 (I1) den e, (X1%) Ve e;m(X®) € Ay, elde edilir.

( €m (Xza) , €m1 (Xal.. am 1) ) = €exn (Xl .. am 1) € A ve
dy dm-1 31 am A
(eZm (Xz e Xpo1 X ) eml( X1 )) = eZl(X - X ) € A8m

oldugundan, e, (x;'... xp™) € An elde edilir. Lemma 5.1 (11) den, her 1<i,j<m,

i j ve negatif olmayan ay, ..., am, , ag+ ... +ay, > Ligin ey (x{*... x;™) €Ay dir.

T(ay..ay ), Fm(N) nin 1A otomorfizmi,
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_ a a
T(ageam )X = X+ X (X" xp")

T(ag.am ) ( () =X, j#K

kosullarim saglasin.

m = 3 durumuna benzer argliimanlari kullanarak i,j € {1,..m} i#] icin, g (e

@A X3 xn™ )G €Ay elde edilir.

(11) Onerme 4.2 den, 1A (Fn(N)) = Hy=Eg (M, Q) ve Ty < 1A (Fr(N))
Am < EF(M,Qy) oldugundan, Er(M,Q,) < Ay, oldugunu gostermek yeterlidir.

Ik olarak, ue Qn Ve U = uy+ uy+...uq, Uk € Pr?,k bazi ng icinve 1 <n; <...< ng
igin, ejj (U) €Apoldugu gosterilmelidir. (I) den, e;; (Xil... Xa™ ) €Ay, dir. Burada
aj, ..., ay negatif olmayan tamsayilar, a; +...+ay, > 1dir. a; ,...,ay > 1 i¢in,
X =xjh.xom, X, xden xp silerek elde edilen bir monomial olsun. g € K/
{0} icin, og i , Fm(N) nin, ogr Xk ) =0 Xk , oagr ()= X, Il#k seklindeki
otomorfizmi olsun. ok * ej( Xi) = ej (9 Xi) oldugundan , ey (q Xi) € A dir.
(I) den |, ey (xp) € Am, e (A Xc) e (X5X) = ejj (AX) € A elde edilir. c.e;;
(u).a €eAn a € E(MPy), ue Qn, i #j oldugunu gostermeliyiz. ejj (U) € Ap, U e

Qn oldugundan, her ge GL(m,K) i¢in,
ge;(u) gt € An
elde ederiz. g € GL(m,K), i, j € {1,..m}i#. o € E(M,P,) Ve o= og...0, o

=Ei(q) Ei(wi), (@i € K, w; € Qp ) olsun. k=1,...,r i¢in g=E1(qy)... Ex(q«) olsun.

Daha 6nceki,
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oi = (Ex(as) Es(va) Es(ar)™) (Ex(as) Ex(as) Ea(vo) Ex(a) ' Ex(a)™) .( Ex(ay).... Ed(ay))
E/(V)...( Ex(a).... E(a))*(....( Ex(ay).... E(&)) ozelliginden ,

onegi (U)ot = (TThey 8k Ex Wic) 9¢™) (@res; (U) 9% (T1521 8r—s Er (+Wes) Gra™)

elde edilir. ej; (u) € Ay, oldugundan, o.e;; (U).a € Ay, elde edilir. Bu yiizden

Er(M,Qn) < A, &n( Tw) = Ef(M, Q) dir.

Teorem 5.5: m >3 igin, Aut (F,(N)= <T,5>dir. Burada o, Fn,(N) nin,
0! X1 —> Xpt+XoXg
Xi —> X
IA-otomorfizmidir. Ayni zamanda o wild otomorfizmdir.
ispat: m>3icin, Ay, SL(MP,)nin gexn(@Ax) g’ ve gea(gA x3..x3m)
g tarafindan iiretilen alt grubu olsun. Burada geGL(m,K) ve a,...an, negatif ol-

mayan sayilar a,+...+ap > 1dir.

Teorem 5.4 iin ispatindan , Ay, = (o ( Iy ) = Er (m,Qy ) dir. H=<T,6>ve IH=H
A 1A (Fn(N) olsun. GL (m,K) nIH = {1} oldugundan, IH=IT<gocog™ :ge
GL(m,K) > oldugu elde edilir. Lemma 5.1 ve Onerme 5.3 den (n(IH) = A, = Gn
(Tm) oldugu goriiliir. Onerme 4.2 den IH = IA(F(N)) oldugu elde edilir ve bu
yiizden Aut (Fn(N)) =<T,6 > .(Fn(N))iie» Yi,...,ym tarafindan tiretilen 2.derece-

den serbest nilpotent Lie cebiri olsun.
Fm > Fm(N) %(Fm(N))Lie

cebirlerinin dogal homomorfizmi

AutF, —> AutFy(N) —> Aut (Fm(N))Lie
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otomorfizm gruplarmin dogal homomorfizmini belirler. 6 nin wild oldugunu
gosterelim.
6, Fn(N) nin tame otomorfizmi olsun. Fy nin bir §, tame otomorfizmi vardir. &

e Aut (F(N) ) ve ve &; € Aut (Fin(N) )ie tame otomorfizmlerine donisiir.

O Y1 —>  yi+[yayil
Yi ——> i

tanimlansin. Bu ise Bryant ve Drensky nin sonucu ile bir ¢eliskidir. Bu sonuca go-
re, her m >1 igin , 6; ,(Fn(N))Lie nin bir wild otomorfizmidir.
Remarks 5.6:

1. Teorem5.5den V m >3 i¢in tanimlanan (F(N)) nin & otomorfizmi m = 2
i¢cin de wild otomorfizmdir.
2. (23 (x1M)e1(x2Y)) = exn(X* X,°) € A; den (a,b pozitif tamsayilar olmak iizere

e,1(X:*%2") ) tammlanan F(N) otomorfizmi,

X1 —> Xit [ X2, X2, Xq] = Xq + X2 X1 .Xp)

Xj —>X
otomorfizmi V m > 2 i¢in tame dir. m = 2 i¢in, bu otomorfizm Abdykhalikov et al
(2001) tarafindan kesfedilen F, nin wild otomorfizmi tarafindan belirlenir.

F,, nin otomorfizmi

X1 —>  Xi + [[X2, X2] Xd]
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Xi ——> X
¥ m >2 i¢in tamedir. Bu otomorfizm,

PiXg —>  Xgt [ XX ]
Xy —>  X;, 1#3

ViXe —> Xt [XeXs] + [XaXo]
X —> x4, 122

tame otomorfizmleri olmak {iizere yukaridaki otomorfizm ¢ 0 yo @0 ¢* e

esittir.
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6. SABIT NOKTALAR

Bu boliimde Once sabit noktalar altcebiri  Drensky, Papistas (2005)
makalesi kaynak alinarak incelenmistir. Daha sonra bir otomorfizmin sabit
noktalar kiimesi tamimlanmis, tezde incelenmis olan F,(N)nin ¢esitli
otomorfizmleri kullanilarak bu otomorfizmlerin sabit nokta kiimeleri ¢esitli

hesaplamalar yapilarak elde edimistir.

Tamim 6.1: G bir grup ve K bir birimli halka olsun. KG elemanlar1 kg € K olmak
lizere Yo Kg g seklindeki tiim sonlu lineer toplamlardan olusur ve hemen hemen
her g € G igin kg =0 dir; diger bir ifadeyle, bu elemanlarin her birinde sadece

sonlu sayida katsayi sifirdan farklidir.

0= YgeGag8 » P=2gegbgg € KG olmakiizere,, o = ise her g e Gigin
ag = bg ’dir.
KG de toplama islemi asagidaki sekilde ifade edilir.
atP=Ygegag8 +Xgeabg8 = Lgea(ag+ by g.
0= Ygecag8 » B=Xgeabnh € KG olmak lizere KG de ¢arpma islemi ise
asagidaki sekilde ifade edilir.
aff = (Ygecag8) (Xgeabnh )
= YgheGagbngh
= YgeG Zhea( agbh-lg)g-

KG nin elemanlarinin R nin elemanlariyla carpma islemi , o = Ygcgagg KGve
AeR olmak tizere ,asagidaki sekilde ifade edilir.
la:k(zgecagg)
= Tgec(iagg.
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Yukarida verilen toplama ve ¢arpma iglemleriyle KG bir halkadir.

KG halkasina K’nin G {izerindeki grup halkasi denir.

Tanim 6.2: K bir cisim ve G bir grup olsun. Bu bdliim boyunca tiim KG modiil-
leri sag KG modiilleri olarak kabul edilir.

Herhangi bir F KG — modiilii i¢in

F¢ = { feF:fg =f tim g€ Gicin }

alalim. FG ye sabit nokta altcebiri denir.
Bos olmayan bir X kiimesi i¢in F(N) ile X tarafindan serbestce iiretilen K {izerinde
serbest sol nilpotent Leibniz cebirini gdsterelim.

Bir n pozitif tamsayist i¢in , F™ tiim sol normlu [ y1,Y2,..Yn ], Y1 .¥2,-:Yn
€ X komiitatorleri tarafindan gerilen F nin altuzayidir. Onerme 3.6 den F = @, 5,
F®,

Ayrica pozitif bir ¢ tamsayisi igin Fg = @y 5¢ F™ olsun. N es1 Fo =
{0} oldu-
gu kolayca dogrulanir. Bryant ve Papistas'taki (2000, Proofs of Lemmas 2.1 ve 2.2)
benzer argiimanlar1 kullanarak asagidaki sonug elde edilir.
Onerme 6.3: F, K cismi iizerinde ranki 1'den biiyiik bir serbest sol nilpotent Leib-
niz cebiri olsun.

(D) G, IA(F) nin trivial olmayan sonlu bir altgrubu olsun. O halde K, p
asal karakteristigine sahiptir ve G bir p-grubudur.

(1) G, F nin en az bir degiskeni sifirdan farkli olan bir otomorfizmi grubu

ol-sun. O zaman F® + F' = F dir.

K[X] polinom cebirini P ile n dereceli homojen polinom altuzaylarim P
™ jle ve X tarafindan gerilen P alt uzayim V = KX = P® ile gosterelim. H,

GL(V) nin genel lineer grubunun herhangi bir elemaniysa, h tek bir sekilde P ye
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genisletilebilir, bdylece h, P nin cebir otomorfizmi olarak etki eder. P™ alt uzay1
n > 0 i¢in, h nin etkisi altinda degismezdir. P nin bu tip izomorfizmleri, P nin
derecelendirilmis  otomorfizmleri  olarak adlandirilacaktir. Eger G, bir
derecelendirilmis otomorfizmler alt grubuysa, o zaman P vyi bir KG- modiili
olarak kabul edebiliriz. Q, P nin kesirler cismi olsun. V @ P bir serbest sag P-
modiilii oldugundan, {x @ 1: X EX} baziile Q iizerinde bir vektor uzayi olan V
® Q i¢ine gomiilebilir. G'nin Aut(F) nin bir alt grubu ve H =G N IA (F) olsun.
G N IA(F), G nin F/F' iizerindeki etkisinin ¢ekirdegidir. Bryant ve Papistas'in
(2000) makalesinde oldugu gibi, G = G/H ve her g € G i¢cin G/H 'min gH
elemani i¢in g yazalm. H, F/F' iizerinde trivial etki ettiginden, F/F'yi KG -
modiilii olarak kabul edebiliriz ve G, modiil lizerinde sadik etki eder. x + F' nii
x” e doniistiiren ( xe X ) olacak sekilde F/F'den V 'ye bir K- uzay izomorfizmi
vardir. F/F'den V ye bir K- uzay izomorfizmi vardir, 6yle ki x + F', tim x € X
icin x'e eslenir. Dolayistyla G, GL (V)' nin bir alt grubu olarak kabul edebiliriz
ve G, P nin derecelendirilmis otomorfizmlerinin birgrubu olarak kabul edilebilir.
Ozel olarak, P bir KG - modiiliidiir. V ®y P vyi (veya basitce V & P'yi) bir sag
P-modiilii olarak goriiyoruz. { x ® 1: x € X }serbest iirete¢ kiimesi ile bir serbest

P-moduludiir.

Tammm 6.4: Fnin bir F' tiiretilmis alt cebirini alalm. V ue F', X{,....,x,€ P
i¢cin

FxP —>F

Xo (U, %) —> [U,x;]= ur;

carpmasiyla F' bir sag P-modiildiir. Burada r; = adx; , adx; komutator elemanina
sagdan etki eden adjoint dontistimiidiir. O zaman [u, X4, ..., Xy] = U.ry. ry...1y dir.

u€ F' vev € Pigin,v nin modiil etkisi altinda u nun goriintiisii i¢in u - v yaza-
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riz. V@ P bir P- modiil olarak ve Lemma 3.6 dan, asagidaki sonu¢ elde edilir.

Onerme 6.5: (I) e :F —V ® P ye gdmiilen bir P- modiilii vardir,6yle ki
e([Ve...vr])=VviQ®V, ... v, herr>2ve her vi,...,v; € Vigin.
(1) Egerue F\{0} ve ve P\{0}ise u.v=0.
(111)Yukarida verilen Gve G ile u e F' vev e P olsun. O zaman

her geG igin, (U.Vv) g = (ug).(v g) dir.

Asagidaki sonucun ispati i¢in Onerme 6.5 ve Bryant ve Papistas'ta (2000)
Onerme 4.3 ispatindaki oldugu gibi benzer argiimanlari kullanilir. (F', X tarafindan
serbestge tiretilen serbest metabelian Lie cebirinin tiiretilmis cebiriyle benzer

davraniga sahiptir.)

Onerme 6.6: F, K cismi iizerinde ranki 1'den biiyiik bir serbest sol nilpotent
Leibniz cebiri ve G, Aut (F) nin sonlu bir alt grubu olsun. O zaman F® ~ F' #{0}
dir.

Teorem 6.7 : F, K cismi iizerinde ranki 1'den biiyiik bir serbest sol nilpotent
Leibniz cebiri ve G, Aut F 'nin trivial olmayan bir sonlu alt grubu olsun. O halde

FC sabit nokta alt cebiri sonlu dogurulmus degildir.

ispat : Herhangi bir B kiimesi i¢in, B yi geren vektdr uzayr icin < B > yazariz.
Farz edelim ki; F® sonlu iiretilmis olsun. F® nin iirete¢ kiimesini { vi,...,v; }
alalim. Onerme 6.2 (II) den F®+ F'= F dir. Xy, F igin bir serbest iireteg kiimes
olsun. Boylece, F=< X > @ F'dir. <Xg> igin bir X baz1 alindiginda baz1 x e
Xigin F¢ c <X\ {x}>@® F" dir. Onerme 3.2 ye gére X, F icin serbest bir
iirete¢ kiimedir. { deg (v1),...,deg (v; ) } nin maksimumu e olsun vedeg (v)=e¢e
ilev e{vy,...,v; } olsun. F sol nilpotent oldugundan F® N (® gesrq1 F9) <
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F(x) dir. F(X) = Uo<q« F (x,q) oldugundan dyle bir 0< g< 1, q reel sayist vardir
oyleki FC N (@ gess F9)cF(xq)dir. G={ go, .., gni} yazalm,
burada go=1ve n=| G |dir. Onerme 6.6 ya gére ( F')® nin sifirdan farkli bir u
elemani vardir. u nun derecesi t olsun. q < q' <1 olacak sekilde q' ve (q'—q)p>
gt olacak sekilde pozitif bir p tamsayr segelim. P = K [X] ve P bir KG
modiildiir. Bryant ve Papistas'ta (2000) Onerme 3.1'e gore, Y;a g;i P (x,q') ait
olmayacak sekilde s> p ve ac P® vardir. ¢ = u .a alalim. Boylece ¢ € (F)" dir.
(c nin derecesinin e den biiyiik secilebilecegi agiktir.) Bryant ve Papistas' taki
(2000) Onerme 4.4 iin ispatinda verilen argiimanlar F icin de uygulanabilir.
Dolayisiyla Yy < ¢ ch, F(X,q) 'ya ait degildir. Fakat Y, . ¢ ch € FC(® g
+1 F9YcF(x,q). Buda bir geliskidir.

6.1. F,(N) de Bir Otomorfizmin Sabit Noktalar
Bu kisimda tez igerisinde verilen bazi otomorfizmlerin sabit noktalar

elde edilecektir.

Tamim 6.1.1: ¢ ,F(N) nin herhangi bir endomorfizmi olsun. Bir u € F(N) i¢in ¢
(u) = u ise u elamanina ¢ nin sabit noktast denir. ¢ endomorfizmi i¢in ¢(0) =0
oldugundan sifir elemanina asikar sabit nokta denir.

{ueF:¢(u)=u} kiimesine ¢ nin bir sabit noktalar kiimesi denir. Bu kiime Fix

¢ ile gosterilir. Yani

Fix¢={ueF:o(Uu)=u}
dir.

Teorem6.1.2: ¢: x; —> x; +[X3,X] X4
XZ % Xz

otomorfizmini alahm. Fix ¢ ={ U= o0y X3 + Bai i, i [ [X2, X1 1%, ... x5 1+
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BZiliz...ik [ [Xz, X ] Xiz... Xik] , 1< llg iz < i3 <..< lk <2 , O, BZiliZ...ik e K }

seklindedir.

Ispat: F,(N) nin baz kiimesinin elemanlar1 Drensk, Catteneo (2002) dan { x; -
[xi, 2 Xi, Xt 1 <0y €2, 1<i; <ig <. <ig< 2 seklindedir. O zaman
u=2 o, Xi, 2 Bii, . i [Xiy » Xiy 5ee0 Xiy ] € Fp(N') elemanim alalim. Burada
o, 5 Biyi, .. i € Kdir
U=y Xg + 0 Xz + By [X1,X2] + Bay [X2, X1] + Brg [Xe.X1] + B2z [X2, x2] +
Biz1 [[x1, X2l . xq4] + Bizz [[X1, X2l X2l + PBarr [[X2, x1] . xq ]+
B121
[[x1, x2 1, %3]+ Braa [, x1 1 xq]+ Braz [[x1, xa], x2] + Baoa
[[x2 %21 x1]+  Baaz [[x1, X2l Xal+ PBozz [[X2.X2]  x2] +ooee
u elemaninin, modil etkisi kullanarak,
U=y X; + 0y Xp + [Xg, X2] (B2t Bizaly + Przelilz + Brzialilz +-.)
ot X, X1] (Ba1 + Braaly + B2gara +..0)
+ [X1,%1] (B11 + Braalrs + Braalz +...)

+[x2,X2] (B22 + B221T1 + Bozelz +...)

seklinde yazabiliriz.
¢ (u) yu hesaplayalim ve u ya esitleyelim.
Bu durumda ;
e U)= oy xg tag [[x2,%] , x1] + oz X2 + %1 +[X2, X2 ], X1, X2 ](
B12+B121T1--.)
+ [x2, %1 ] (B2r +-0)
+([x1,x1 ]+ [[x2,%2 ], X1, %1 1) (B1a + Braars +-.2)
+ X3, %2 ] B2z + -0 )
elde edilir. @ (u) = u esitligi yazilir ve gereken sadelestirmeler yapilirsa; geriye

o [ X2 %2 ] X T+ (X2, %2 ] X1 X2 T (Baz + Brzars +.00 )+ [[X2, %2 1 X1 5 % ]
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(B11 * Bryara +... ) =0
esitligi kalir. Buradan

(D) o [[x1,x2]1,%,] =0
ve

() [[x2,x2 ], %1, %2 J(B1z * Braara - ) H[X2 X2 ] X1, X1 J(B11 + Br1ala
+...)=0
elde edilir. 1. esitlikten a;=0 dir. 2. esitlikte derecelendirmeden dolay1

i) [[x2,%x2 ], X1, X2 ] B1z [ X2, X2 1, X1, X1] - B11 = 0 olmalidir.

[X2, X3 ] (Byary.ry + Byqrs ) =0

Buradan B;, = 17 =0 bulunur.

i) [[x2, x2], X1, X2] B121ta+[[ X2, X2 |, X1, X1]B12212 +[[X2 , X2 ],

X1, X1] (B111T1 + B112r2) =0

Terimlerin sadelesebilmesi i¢in ayn1 sayida x; Ve X, olmalidir.

Bu durumda

[x2, X3 ] (B121T1T1T2 + Byl Taly + ByqariTyly + Bygprriry ) =0
B121T1r1T2 + B1galiTaly + Bygriryly + Pr1arirz =0 olmalidir.

B121Tirs + B1aalary + By1ali + Priarir, =0

Buradan B122 = B111 = 0 bulunur.
B121 + B112 = 0 bulunur.

B121 = - B112 olmaldir.

iii) [[x2, X2 1. X1, X2 1 (B12117% + B1z12T1T2 + B1azzls + Bizzalaly ) +
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[[x2,%2 ], %1, %1 ] (B11111% + Br112T1T2+ B121175 + Pigaalzry )=0

(i) dekine benzer hesaplamalar yapilarak ayn1 sayida x; ve X,
bulunduran monomialleri eslestirelim.
(iii)
[z, %2 ], X1, X2 1 (B1z111% ) + [X2, X2 1 X0, Xq (Br112T1l2 + Brizalzry ) =0
[[x2, X2 1, X1, X2 112121172 + Brzaalalt ) + [X2 X2 %1 Xq (Br1z2r3 ) =0
[z, %z ], X1, %2 ] B1z2215 = 0 = B12z2 =0
[[x2, X2 1, X1 ,X1] B111a1f =0 = B1141 =0
Yukaridaki ilk esitlikten
[X2, X2 1 ( B1211T3iT2 + Br11213T2 + Br1zar2ri ) =0 bulunur,
B1211 + Bi112t P1121 =0
Ikinci esitlikten
[X2, X2 1 (B12121715 + Bia211i15 + Brizprirs ) =0
B1212 + Bi221 + Bi122 = 0 bulunur.

Bu sekilde devam edilirse n x4 in, m X, nin sayisin1 gostermek tizere [31112 ik
( n+m =k) ile icerisinde n tane x; , M tane x, bulunduran elemanlarin katsayilarimi
gosterelim.

Ozaman  Yy—n+mBri Ly =0 olmalidur.

Zk n+m Bl 1112 = O 1 Bllzlzlz = 0
k—-1>2
k>3

Tim [ [xq,Xq ], Xi;5--o X5, ] Ve [[xq, %2 ], Xi,,..., Xj | | monomialleri sadelesir.
O halde
U=op X + [X2,X1] (B21 + X Bai, iy iy Tiplig - Lig )+
[x2,%2] (Baz + X B22iyipoip  Tip Tig - Lig)

elde edilir.
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Fix o ={u=oy Xz + Baii,.ip [ [X20 X1 ] Xi, «oos Xip 1+ Baiyiy g [ [X20 X2 1 X4, -

Xy 1,1 < 130, <l <1<y < 2]} seklindedir.
Teorem 6.1.3 : F, (N) nin bir
O X1 — xpH[[x, xq Lxa]-[[x2,%x1]%x4]
X —> Xpt+[[x1,%2],%x2] -[[ X2, X1], X2]
otomorfizmini alalim. Fix ¢ = {u=([xq,%X; ] - [X2,%X1 1) X Y12i4i,..5, TiyTip---Tig o

ij =1, 2, X ¥12iyi,..5, € K} seklindedir.

Ispat: u e F, (N) olsun. O zaman u’ yu F, (N) nin bazlar1 cinsinden yazabiliriz.

U=y X +0p X + 2 a Xi, 2 Bigi, i X5, 0 Xi, 1 -2 X5 ] € F2(N)

1S11S12S ikSZ, ail’ Biliz... Jik e K dir.

U= o Xg + 0 Xp +[X,%] (Brat Braals + Braalz + Braaali + Braalilz +
Bi1212T1 + Br122T2T2 + Bra111s + Br1112TiT2 + Br1121Tir2 + Briazz 115+
Bi1z11 T2If + Br1212I3T1 + Brizazls + Brazaal3ry +...)

+ [ x1,%2] (B12+ Bi2aT1 + BizaT2 + Biz1a1i + Bra1alil2 + Brazilaly + Bizaols +

Bizi11 I3 * Br2112ir2 + Bia12ati T2 + Bizizz I1T5 + Praziq Tarf +
Bi221215T1 + B12221T3T1 + Brozaols3 + .o + ..)

+[X2,%1] (Ba1+ Ba11T1 + B212T2 + Ba111T + Ba112lal2 + Baizilaly + Paizals
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3 2 2 2 2
+Ba111117 + Ba1112r1T2 + B21121T1T2 + Bo1122 T112 + Baiz11 2l +

2 2 3
B2121212r1+ Bai2211201 + Baigzelz + ot )

2 2
+ [ x2X2] (B22+ Ba21T1 + Baz2lz + Ba211TT + Baz12lil2 + Bazz1Taly + Pazzals +

3 2 2 2 2
B2211117 + B2211211T2 + B22121T1T2 + Boz122 173 + Baz211 T2l7 +

2 2 3
B2221215T1+ Ba2221Tals + Bozazels + .ot )

o (U)=ag Xy +ap xp +ag [[xq, %1 ], %x2] - 0y [[ X2, %1], x1] + a2 [[ x4, %2 ], %2] -
oy [[x2,%1 ], %21

([xy, % 1H[[xq,%1 ] x2] - [[ %2, %1], %4, X1]) (By; + B11ars + Braal2 +--)

([x1, %2 ]+ [[x1, %1 ],%2] - [[ X2, %11, X1 . X2 1) (B12 + Biaals + Brzala ... )

([x2, %1 ]+ [ %1, %2 |, %2] - [ X2.%1], X2, X1]) (B2 + B21ary + Barzrz +..0)

([x2 %2 J* [[%1, %2 ], X2] - [[ X2, X1], X2, X2] ) ( B2z + Bazalat Bazalz +-..0)

elde edilir. ¢ (u) = u esitligi yazilir ve gereken sadelestirmeler yapilirsa ; geriye

]
]

[[x1,%1 1% —[x2,%1],%1, %1 ] (B11t B1aalat - )
[x1,x1 1,% —[X2,%1 ], X1, X2 ] ( B12t Bi2alat .- )
[[x1,%2 1,%2 —[X2,%X1 ],%2, %1 ] (B21* B2yars +--.)
[[x1,%2 1,%2 —[X2,%X1 ],%2, X3 ] (Bozt Boziri t... ) =0

esitligi kalir. Buradan

[ x1,%1] (Byarary+ Braaliry + Braalals + Br111Tily + Pr11alirs + Brypgrors +
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3 4 3.2 3.2 2.3
B1122r2T1 + Br111171 T2 + Br1112r12 + Br11211712 + Bra1zz Tirzt

2.3 3.2 4 3.2
Bi1211 1217 + B1121272TT + Pr1222T2T1+ Brag2a ey + .. )

2 2 3 2.2 3 3
+ Big 13+ Broaly T3+ Bigary + Br2111113 + Big1alals + Praziary +

4 3.2 2.3 2.3 4
B1222T2  B12111TiT2 * B12112FiT3 + Bi2121T112+ Br2122 113 +

3.2 4 4 5
Bi2211 I7 I3 + B12212T2T1 + Bi222113 1 + Biz2z2 13 ...t )

2 2 3 2.2 3 3
+ Bairz + Barararz + Ba1als +P2111 012 + Bo112li Ty + Baizalary +

4 3.2 2.3 2.3 4
B212212 + Ba111117 T2+ Bo1112iT3 + Bo112111T5 + B21122 M1z +

3.2 4 4 5
B21211 21T + Bz12121311+ Ba1221T2T1 + B21z22l2 + ...+ )

2 2 3 2.2 3 3
+[x1,X3 ] (B22r2+ Baz1lars + Bazala+ B2211Tirs + B2212l1Ts + Baz2ilary +

4 3.2 2.3 2.3 4
B222212 + B22111T1T2 * B22112T1T2 + B22121T1T2+ Bo12z 172 +

3.2 4 4 5
B22211 T2TT + B22212T2T1 + Ba2221T112 + Bozozalz + ..ot )

- [ X2,%Xq 1(B1aTE+ Braali+ Braalalf + Bryaalt + Braaalily + Brazalali +

2.2 5 4 4 3,2
B1122r3 IT+ Br111117 + Br11121 T2 + P11121T1T2 + Braazz Iirs+

4 2.3 3,2 2.3
Bi1211 2T + B112121317 + Br1222T3 1T + Braz2aTari +..0)
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2 2 3 2.2 2.2
BiariTzt B121TiT2t Br22raly + Br211 T2 + Bra1alirs + Broairirsy +

3 4 3.2 3 2 2.3
B1222r2T1+ Biz111 I1 Iz * B12112r712 + Bi2121T7 12 + Pr2122 Fil2 +

2.3 3.2 3.2 4.2
Bi2211 T3TT + B12212T2TT + B122211517 + Brozzal2Ti + .o + .. )

2 2 3 2.2 2.2
B21rirz + B11riT2 + Bo12rory + P2111F7T2 + B2112liTs + Bo121 13

3 4 3.2 3.2 2.3
+Ba1225T1 + B2111117 T2 + B2111217 12 + Ba112117 T2 + Bayazz i3 +

P, 3 3.2 3.2 4
B21211 1217 * B21212I2T1+ Ba1221T2TT + Ba1gzelal + .o+l )

B22r5+ Baz1lils + Booals+ Baa11Tirs + Pazialils + Pogoalary +

4 3.2 2.3 2.3 4
B222212 + PB22111TiT2 + B22112T1T3 + B22121TiT2+ Bo12z T2 +

3.2 4 4 5 _
B22211 1271 * B22212T2T1 + PBazz21T1l2 + Baz2zez + ... +...) =0

elde edilir. Derecelendirmeden dolay ;

[x1,%1] Byararz + Biars + Byyrs =0

B11 =0, B12 + B21 = 0 olmahdir.

[x1,x5] [3221'5 =0 buradan; B, =0

[x2,%1 ] Bi1arf + Biariry + Ppyrary + Baors =0
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B11=B22=0 Biz +B21=0
20 4 2 4 2 4 3, 2 4 3
[x1,X1 ] B111TiT2 + Bra2lals + Bi2aT1rs + Biz2li+ B21alrsz + Baials
+B,2113=0

Bi11t+ Bi1z * Biz1 tB211 =0 B122% B212 + B221 =0

[X1,X2 ] Baaarirs + Baaors = 0 Buradan ; By, =0

[x2,x1 ] Braal3+ Braalarf + Biaalfry + Buoaliry + BayaIiry + Bagariry+
Ba2irirs + Bazar3 = 0

B111=0 P222=0 B112*+ B121*+ B211 =0

B122 + B212 + B221 =0

[x1,%1 ] Bii11 1372 + Bra12$15 + BrizaTorf + Bragalsry + Brpgorirs +
Biz12r1T3 + Bio21l3r1+ Biazals + B211aTirs + Boiralirs +
B2121T3T1 + Ba122T2 + Ba211l1ls + Baaials + Bazzils =0
Buradan ;

i) (Bi112 + B1121 + B1212 + B2111) rir3 =0
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B1112 * B1121 * B1212 + B2111 = 0 olmalidir.
i) Bi111 rfrz =0; B1111=0
iii) (Bi122 * Biz1z * Biz21t Ba112t Baiz1 +Baa11) rar; =0

B1122 + Biz12 + P1221% B21127% B2121 + 2211 = 0 olmalidur.
iv) (B2122+ B2212 + B2z21 +Bizzz) T3 =0
B2122 + B2212 + B2221 + B1222 = 0 olmalidir.
[x1,%2] (Ba211f13 + Boz12lila+ Bagail3ri+ Baazars) =0
B2222 =0
Ohalde; Bi112 +Br121 + B1211* B2111=0
B2122 + Bi22z t+ Bzz12 + B2221=0

Bi122 + Biz212 * Bi221F Bz112t B2121 + B2211 =0

Bi111= B2222=0

elde edilir.
4 3.2 3