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Yiiksek Lisans Tezi

SEZGISEL BULANIK COKLU KUME TOPOLOJIK UZAYLAR
Mahmut YERLIKAYA

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Kadirhan POLAT

Bu c¢alismada, ¢oklu kiimeler, ¢oklu kiimelerde bagintilar, ¢oklu kiimelerde
fonksiyonlar, bulanik kiimeler ve daha sonra ¢oklu kiime topolojik uzay, bulanik to-
polojik uzay ve sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylarla ilgili temel tanim,
teorem ve Orneklere yer verilmistir. Ayrica, Sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik

uzaylarinda kompaktlik tanim1 verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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v
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Alt Kiime

N
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(V]
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int(B)

Sezgisel Bulanik Coklu Kiimenin Ici
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ta(x)
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x in Bulanik Kuvvet Kiimesi

core(A)
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(p}(n) = Pn

Bulanik dizisi

-0
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-1
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[x]™

Coklu Kiime Uzay1

MC

M Coklu Kiimesinin Tiimleyeni

Y nin karakteristik fonksiyonu
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Topolojik Uzay

cl(A)
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M- topoloji
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1. GIRIS

Bu calisma, ¢oklu kiimeler, bulanik kiimeler, bulanik topolojiler, coklu kiime-
ler topolojisi ve ¢oklu bulanik kiimeler topolojisi konularini ve 6zelliklerini igermek-
tedir. George Cantor tarafindan verilen kiime teorisi matematiksel diisiincenin gelis-
mesinde biiyiik rol oynamigtir. Bir kiime elemanlariyla belirlenir ve bir eleman bir kii-
meye aittir ya da degildir. Tamsayilar kiimesinde biitiin elemanlar belirlidir. Ancak bir
arabanin hizli oldugunu séyleyebilmek i¢in arabanin hizi kag km/sa olmalidir. Kag
km/sa hizla giden arabaya “hizli” veya “yavas” diyecegiz? Bu kisiden kisiye, arabanin
mekanik 6zelligine, yolun tiiriine bagh olarak degisiklik gostermektedir. Giizel veya
cirkin kavramlar1 kisiden kisiye degisiklik gdstermektedir. Bu tiir 6znel kavramlari
klasik kiimeler ile agiklamayiz. Bu tiir kesin olmayan durumlar1 bulanik mantik veya
bulanik kiimelerle aciklariz. Olasilik teorisi, bulanik kiime teorisi gibi teoriler belirsiz
durumlar i¢in gelistirilmis teorilerden bazilaridir. 1965 yilinda Zadeh tarafindan ta-
nimlanan bulanik kiime teorisi, mithendislik, tip, bilgisayar bilimleri gibi pek ¢ok alana
uygulanmis ve arastirmacilarin ilgisini ¢ekmeyi basarmistir. Bulanik kiimeler tiyelik
fonksiyonlar1 yardimiyla belirlenir. Bir eleman bir bulanik kiimeye {iyelik derecesiyle
aittir ve bu derece [0,1] kapal1 araliginda bir degerdir. Bu diisiinceyle klasik kiimeler-
deki nesnellik yerini belirsiz durumlar i¢in gecerli olan 6znellige birakmistir. Zadeh
bu calismasiyla insan diisiincesinin ¢ogunun bulanik oldugunu, kesin olmadigini be-
lirtmistir. Bu nedenle 0 ve 1 ile ifade edilen Boole mantig1 bu diisiincenin isleyisini
yeterli ifade etmemektedir. Agik-kapali, sicak-soguk, O ve 1 gibi degiskenler insan
mantiginda kesin ifadelerin yan1 sira az agik, 1lik gibi ara degerleri de g6z Oniine al-
maktadir. Bulanik mantik ise klasik mantiginin aksine iki seviyeli degil daha ¢ok se-
viyeli islemleri kullanmaktadir. Yani siyah ve beyaz yerine siyah, grinin tonlar1 gibi

kademeleri de belirtir.

Bulanik mantigin ilk uygulamasi 1974 yilinda Mamdani tarafindan bir buhar
makinasinin bulanik denetiminin gergeklestirmesi ile olmustur. 1980 yilinda bir Hol-

landa sirketi ¢cimento firmlarinda bulanik mantigimi uygulamistir. Ik zamanlar Ja-



ponya olmak iizere birgok lilke, arastirma ve miihendislik konulart ile ilerleme kaydet-
mislerdir. Ornegin, bulanik denetimli ¢amasir makineleri camasirin cinsine, miktarina

ve kirliligine gore ¢camasir yikama ve su alma programlarini segebilmektedir.

Klasik mantikta dogru 6nerme 1, yanlis 6nerme 0 ile belirtilir. X evrensel kii-
mesinde bir A kiimesi, matematiksel olarak y,: X — {0,1} fonksiyonu ile karakterize
edilir. Burada A kiimesine ait elemanlara 1 degerini, ait olmayanlara 0 degerini veren

x4 fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Klasik kiime teorisinde, kiimenin elemanlarinin tekrar1 anlamli degildir. Ancak
bazi durumlarda elemanlarin tekrar1 kullanish olabilmektedir. Eger bir kiimenin ele-
manlarmin tekrarina izin verilirse bu kiime ¢oklu kiime olarak bilinir. Coklu kiimeler
giincel hayatta bilgisayar bilimleri, tip, bankacilik, miithendislik, bilgi depolama ve
bilgi analizi gibi bir¢ok alanda kullanilabilmektedir.

Coklu kiime teorisi, Cerf, Fernandez, Gostelow ve Volausky tarafindan ortaya
konulmustur. Peterson ve Yager ¢oklu kiime teorisinin ilerlemesinde katki saglamis-
lardir. Bu ilerleme Jena, Ghosh ve Tripathy tarafindan siirdiiriilmiistiir. Coklu kiime
bagintisiyla ilgili ilk ¢aligma Manjunath ve John tarafindan yapilmistir. Girish ve John
coklu bagint1 ve ¢oklu fonksiyonu tanimlamislardir. Bu yazarlar, ¢coklu kiime baginti-
larini kullanarak ¢oklu kiimeler iizerinde ¢oklu topolojiyi tanimlamislardir; ayrica kla-
sik topolojideki topolojik kavramlari ¢coklu topolojide yeniden tanimlamis ve 6zellik-

lerini incelemislerdir.

Elemanlarinin tekrarl olarak bulunabildigi kiimeler, ¢oklu kiimeler olarak ad-
landirilir. Elemanlariin ayni veya farkli tiyelik degerleriyle tekrarli olarak bulunabil-

digi kiimeler ise bulanik ¢oklu kiimeler olarak adlandirilir.

1983 yilinda Atanassow sezgisel bulanik kiimeler kavramini ortaya ¢ikarmistir.
Sezgisel bir bulanik kiime, evrensel kiime elemanlarinin sezgisel bulanik kiimeye ait
olma derecesini ve ait olmama derecesini ifade eden iki fonksiyon ile nitelendirilir.
Yiiksek mertebe bulanik kiimelerin ¢esitli kavramlar1 arasinda, Atanassow tarafindan

ileri siirlilen sezgisel bulanik kiimeler, agiklamak ic¢in esnek bir ¢erceve saglar.

Sezgisel bulanik ¢oklu kiime kavrami, ¢oklu ve bulanik kiime kavramlarin bir-

lesimiyle ortaya ¢ikmistir. Sezgisel bulanik ¢oklu kiimenin tibbi teshis ve robot bilimi



alaninda uygulamalar1 vardir. Shinoj ve arkadaslar1 sezgisel bulanik ¢oklu kiimeler-
deki cebirsel yapilar1 tanitmislardir. 1968 yilinda, Chang bulanik topolojik uzaylarini
ve bunun devami olarak 1997 yilinda Coker sezgisel bulanik topolojik uzay kavramini
One siirmiistiir. Shinoj ve John, bu kavrami sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojisini
ileri siirerek sezgisel bulanik ¢oklu kiime kavramina genellemislerdir. Ayrica sezgisel

bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylarda kompaktlig1 tanimlamiglardir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, ¢oklu kiimeler kurami ve ¢oklu topoloji kavramlari tanitilmistir.
Coklu kiimeler kavrami ve ¢oklu topolojilerin en temel matematiksel yapisi, ¢oklu ba-
gint1, ¢coklu fonksiyon, ¢oklu kiimelerde islemler ve ¢oklu topolojilerin genel 6zellik-

leri verilmistir.

2.1. Coklu Kiimeler

Tamm 2.1.1. X kiimesinden alinan bir M ¢oklu kiimesi, Cp;: X = N (sayag) fonksi-

yonu ile temsil edilir.

X ={xq, x5,...,x,} kiimesi verilsin. X kiimesinden alinan bir M ¢oklu kiimesi

M = {kl/xl, kz/xz,...,kn/xn}
olarak gosterilir. Burada 1 < i < n i¢in k;, x; nin tekrar sayisidir. Bu durum x; €k M
veya k;/x; € M olarak gosterilir. Cp;(x), M ¢oklu kiimesindeki x in tekrar sayisini

gosterir. Dolayisiyla, M ¢oklu kiimesinin elemani olmayan bir x elemaninin C,; altin-

daki gorintiisii 0 dir, yani Cy,(x) = 0 dir (Girish and John 2012).

Not: M bir ¢oklu kiime ve m/x,n/y € M olsun. m/x = n/y olmasi i¢in gerek ve ye-
ter sartin x = y olduguna dikkat ediniz. Burada x = y den m ve n nin esitligini he-

men sdyleriz.

Tamim 2.1.2. Her x € X i¢in Cy,(x) = 0 ya da Cp;(x) = 1 ise M ¢oklu kiimesine bir
klasik kiime denir (Girish and John 2012).

Ornek 2.1.3. X = {a, b, c, d} kiimesinden alinan bir M coklu kiimesi
M={2/a,1/b,4/d} ={a,a,b,d,d,d,d}

olarak verilsin. Burada Cy(a) = 2, Cy(b) = 1, Cyy(c) = 0, Cy(d) = 4 oldugu gorii-

liir.
Tanim 2.1.4. M ve N, X kiimesinden alinan iki ¢oklu kiime olsun.

i. Herx € Xicgin Cy(x) = Cy(x) ise M ve N ¢oklu kiimelerine esit coklu kiime-
ler denir ve M = N ile gosterilir.
ii. Herx € X ic¢in Cy(x) S Cy(x) ise M ¢oklu kiimesine N ¢oklu kiimesinin alt

¢oklu kiimesi denirve M < N ile gosterilir.



iii.  Her x € X igin Cpyn(x) == max{Cy (x), Cy(x)} olarak tanimlanan C,,y Sa-
ya¢ fonksiyonu ile temsil edilen ¢oklu kiimeye M ve N ¢oklu kiimelerinin bir-
lesimi denir ve M U N ile gosterilir.

iv.  Her x € X i¢in Cpyny (%) :== min{Cy,(x), Cy(x)} olarak tanmimlanan C,;,y Sa-
ya¢ fonksiyonu ile temsil edilen ¢oklu kiimeye M ve N ¢oklu kiimelerinin ke-
sisimi denir ve M N N ile gosterilir.

v. Her x € X i¢in Cygn(x) = Cy(x) + Cy(x) olarak tanimlanan Cy gy sayag
fonksiyonu ile temsil edilen ¢oklu kiimeye M ve N ¢oklu kiimelerinin toplami
denir ve M @ N ile gosterilir.

vi. Her x €X i¢in Cygy(x) = max{Cy(x) — Cy(x),0} olarak tanimlanan
Cuon sayag fonksiyonu ile temsil edilen ¢oklu kiimeye M ve N ¢oklu kiimele-
rinin fark: denir ve M © N ile gosterilir (Girish and John 2012).

Tanmm 2.1.5. M* = {x € X: C);(x) > 0} olarak tanimlanan kiimeye M ¢oklu kiimesi-
nin destek kiimesi denir. Burada M* bir klasik kiimedir ve X in bir alt kiimesidir (Girish
and John 2012).

Ornek 2.1.6. X = {a, b, ¢, d} kiimesinden alinan bir M ¢oklu kiimesi
M={2/a,1/b,4/d} ={a,a,b,d,d,d,d}
olarak verilsin. Buradan M* = {a, b, d} S X oldugu goriiliir.

Tamm 2.1.7. Her x € X i¢in Cy(x) = 0 ise M ¢oklu kiimesine bos ¢oklu kiime denir
ve @ ile gosterilir (Girish and John 2012).

Tanim 2.1.8. M ¢oklu kiimesinin eleman sayist |M| ile gosterilir ve

Ml = )

X€EX

olarak tanimlanir (Girish and John 2012).

Ornek 2.1.9. X = {s,y,z,t, r} kiimesi verilsin. X kiimesi {izerinde alinan bir M ¢oklu

kiimesi M = {3/s,4/t,5/r} olsun. Buna gore M ¢oklu kiimesinin eleman sayisi



M] = )

xXeEX
=Cy(s) + Cy(y) +Cy(2) +Cy(t) + Cy(r)
=34+0+0+4+5
=12
olur.

Tanim 2.1.10. X kiimesinden alinan ve elemanlarinin hicbiri m den fazla tekrar etme-
yen biitiin ¢oklu kiimelerin kiimesine X kiimesinde tanimli bir ¢coklu kiime uzay: denir
ve [X]™ ile gosterilir. Yani, X = {x; | i € I} ise

[X]I™ = {{my/x; |i €I} | Vi€ Iigin0 < m; <m}
dir. X kiimesinde tanimli bir ¢oklu kiime uzayindaki ¢oklu kiimelerin elemanlarinin

tekrar sayisinda bir sinir yoksa [X]* ile gosterilir (Girish and John 2012).

Ornek 2.1.11. X={a, b} olsun. Elemanlarin1 X kiimesinden alan ve elemanlarinin hig-

biri 2 den fazla tekrar etmeyen biitiin ¢oklu kiimelerin kiimesi

[X]> ={{1/a,1/b},{1/a,2/b},{2/a,1/b},
{2/a,2/b},{1/a},{2/a},{1/b},{2/b}, 0}

dir.
Tanmm 2.1.12. X bir kiime olsun. [X]™, X kiimesinde taniml bir ¢oklu kiime uzay1 ve
M € [X]™ olsun. Her x € X i¢in

olarak tanimlanan C . sayag fonksiyonu ile temsil edilen M€ ¢oklu kiimesine M ¢oklu

kiimesinin tiimleyeni denir (Girish and John 2012).

Ornek 2.1.13. X={a, b, c} olsun. [X]? ¢oklu kiime uzayindaki A={2/a,1/b} ¢oklu

kiimesinin tiimleyenini temsil eden C4c saya¢ fonksiyonu

Cicla)=3—C4(a)=3-2=1
Chc(b) =3—-C4(b)=3-1=2
Cic(c)=3—Cp(c)=3-0=3

olup A ¢oklu kiimesinin tiimleyeni

A€ ={1/a,2/b,3/c} olarak yazili.



Not : [X]™ ¢oklu kiime uzayinda ¢oklu kiimelerin toplamini yeniden tanimlayabiliriz.
Tamim 2.1.14. M, N € [X]™ iki ¢oklu kiime olsun. Her x € X igin
Cugn (%) == min{m, Cy, (x) + Cy(x)}

olarak tanimlanan Cyqy saya¢ fonksiyonu ile temsil edilen ¢oklu kiimeye M ve N

coklu kiimelerinin toplami denir ve M @ N ile gosterilir (Girish and John 2012).

Tamim 2.1.15. N, M nin bir alt ¢oklu kiimesi olsun. Her x € N* i¢in Cy (x) = Cp(x)
ise N ye M nin bir tam alt ¢oklu kiimesi denir (Girish and John 2012).

Tamim 2.1.16. N, M nin bir alt goklu kiimesi olsun. Cy(x) = Cy(x) olacak sekilde bir
x € N*varsa N ye M nin bir kismi tam alt ¢oklu kiimesi denir (Girish and John 2012).

Tamm 2.1.17. N, M nin bir alt ¢oklu kiimesi olsun. M* = N* ve her x € N* igin
Cy(x) < Cy(x) ise N ye M nin dolgun alt ¢coklu kiimesi denir (Girish and John 2012).

Ornek 2.1.18. X = {a, b, c} olmak iizere [X]° ¢oklu kiime uzayinda bir
M ={3/a,4/b,5/c}

¢oklu kiimesi verilsin. Buna gore, M nin {3/a,5/c} alt ¢oklu kiimesi, M nin bir tam
alt coklu kiimesi ve bir kismi tam alt ¢oklu kiimesidir; ancak bir dolgun alt ¢oklu kii-
mesi degildir.

M nin {3/a,3/b,3/c} alt ¢oklu kiimesi, M nin bir kismi tam alt ¢oklu kiimesi ve bir

dolgun alt ¢coklu kiimesidir; ancak bir tam alt ¢oklu kiimesi degildir.

M nin {1/a,5/c} alt ¢coklu kiimesi, M nin bir kismi tam ¢oklu alt kiimesidir; ancak

bir tam alt ¢oklu kiimesi ve bir dolgun alt ¢oklu kiimesi degildir.

Tamim 2.1.19. M € [X]™ olsun. M nin biitiin tam alt ¢oklu kiimelerinin kiimesine M

nin tam ¢oklu kuvvet kiimesi denir ve PW (M) ile gosterilir (Girish and John 2012).

Buna gore M* destek kiimesinin eleman sayisi n olmak tizere PW (M) nin eleman sa-

yis1 2™ oldugu agiktir.

Tanmm 2.1.20. M € [X]™ olsun. M nin biitiin dolgun alt ¢oklu kiimelerinin kiimesine

M nin dolgun ¢oklu kuvvet kiimesi denir ve PF (M) ile gosterilir.



Buna gore, M bos ¢oklu kiimeden farkl1 bir ¢oklu kiime ise PF (M) nin bos ¢oklu kii-
meyi icermeyecegi agiktir (Girish and John 2012).

Tamm 2.1.21. M € [X]™ olsun. [X]™ deki bir A ¢oklu kiimesinde bir z elemaninin

bulunma sayisi n,e, ile gosterilsin. Ayrica [X]™ deki keyfi iki A, B ¢oklu kiimesi igin

1 ,B=0

F=L1GE) peo

ZEB*

olarak tanimlansin. Buna gore
P(M) = {ky//N | N < M}
coklu kiimesine M nin kuvvet ¢coklu kiimesi denir ve P(M) ile gosterilir.

Not: Bir M ¢oklu kiimesinin kuvvet kiimesinin M nin kuvvet ¢oklu kiimesinin destek
kiimesi olduguna dikkat ediniz. Bu destek kiimesi P*(M) ile gosterilir (Girish and
John 2012).

Teorem 2.1.22. M = {m;/x; | i € I} ¢coklu kiimesi verilsin. Bu durumda

1Pl = [a+m)

iel
dir (Girish and John 2012).
Ornek 2.1.23. X = {a,b}ve M = {2/a, 2/b}, [X]? de bir ¢coklu kiime olsun.
M nin tam ¢oklu kuvvet kiimesi
PW (M) = {{2/a},{2/b}, M, 0}
dir. M nin dolgun ¢oklu kuvvet kiimesi
PF(M) ={{1/a,1/b},{1/a,2/b},{2/a,1/b},{2/a,2/b}}

dir. M nin kuvvet ¢coklu kiimesinin destek kiimesi

P*(M) = {{1/a,1/b},{1/a,2/b},{2/a,1/b},
{2/a,2/b},{2/a},{2/b},{1/a},{1/b}, 8}

dir. M nin kuvvet ¢coklu kiimesi

P(M) = {4/{1/a,1/b},2/{1/a,2/b},2/{2/a,1/b},
1/{2/a,2/b},1/{2/a},1/{2/b}, 2/{1/a},2/{1/b},1/0}



dir. Ayrica

2
ranl=] | a+my=a+md)a+m)=a+2.a+2=9
i=1
dir.
Tamm 2.1.24. C;(x) = max{Cy (x) | x € M,M € [X]™ ve k < m} saya¢ fonksiyo-
nunun temsil ettigi Z Kiimesine maksimum ¢oklu kiime denir (Girish and John 2012).

Tanmmm 2.1.25. [X]™ bir ¢oklu kiime uzayr ve [X]™ deki ¢oklu kiimelerin bir

M = {M;};¢; ailesi verilsin. Coklu kiimeler {izerinde asagidaki islemler tanimlanir.

Coklu kiimelerin M = {M,;};¢; ailesinin birlesimi

U]V[ = U{Mi} = {CUM(x)/x | Cyrp(x) = max{CMl.(x):x EX,i€ I}}

i€l
olarak tanimlanir.

Coklu kiimelerin M = {M,};¢,; ailesinin kesisimi

ﬂ]\/[ = n{Mi} = {CnM(x)/x | Chac(x) = min{CMi(x):x EX,i€ I}}

iel
olarak tanimlanir.
Coklu kiimelerin M = {M,};¢,; ailesinin toplami
@M = @{Mi} = {C@M(x)/x | Cope(x) = Z Cy;(x),x € X}
i€l i€l
olarak tanimlanur.
Bir M € [X|™ ¢oklu kiimesinin tiimleyeni, Z maksimum g¢oklu kiime olmak tizere
M®=ZOM={Cyc(x)/x | Cye(x) = Cz(x) — Cy(x),x € X}

olarak tanimlanir (Girish and John 2012).

2.2. Coklu Bagintilar

Bu kisimda, ¢oklu kiimeler lizerinde ¢alisan Girish ve John tarafindan tanimla-

nan ¢oklu baginti lizerinde durulacaktir.



Not: Literatiirde gecen ¢oklu kiime bagintisinin tanimi ile ¢oklu bagint1 iizerine kuru-
lan ¢oklu fonksiyonun tanimi birbirleriyle uyumsuzluk i¢indedir. Bu problem, ¢oklu
bagintinin yanlis tanimlanmasindan kaynaklanmaktadir. Burada verilen tanim litera-

tiirden farkli olmakla birlikte ¢oklu fonksiyon ile uyumludur.

Tanim 2.2.1. M ve N, X kiimesinden alinan iki ¢oklu kiime olsun. M ve N ¢oklu kii-

melerinin Kartezyen ¢arpimi
M%XN={m-n/(m/x,n/y)| m/x € M,n/y € N}
olarak tanimlanir (Girish and John 2012).

Ornek 2.2.2. M = {3/a,4/b} ve N = {2/c,5/d} iki ¢oklu kiime olsun. Bu du-

rumda
M xN=1{6/(3/a,2/c),15/(3/a,5/d),8/(4/b,2/c),20/(4/b,5/d)}
olur.
Teorem 2.2.3. Bostan farkli M ve N ¢oklu kiimeleri i¢in
Cuxnl (6, y)] = Cwm, (). Cm, )
ve
My X My| = |M,]|. | M|
dir (Girish and John 2012).

Tanmm 2.2.4. M ve N, X kiimesinden alinan iki ¢oklu kiime olsun. M X N nin bir R
coklu alt kiimesine M ve N iizerinde bir ¢oklu baginti denir. Yani, her m/x € M ve
n/y € N cifti i¢in 0 < k,;, ,, < m - n olacak sekilde belirli bir k,,, ,, sayis1 secilsin. Bu

durumda
R = {km'n/(m/x, n/y) |m/x € Mven/y € N, ky,,, > 0}

olarak tanimlanan bir R ¢oklu kiimesine M ve N iizerinde bir ¢oklu baginti denir.
k/(m/x,n/y) € R olacak sekilde bir 0 <k <m-n sayisi varsa bu durum
m/x Rn/y ile gosterilir. R, M ve M iizerinde bir ¢coklu bagint1 ise R ye M iizerinde
bir ¢oklu baginti denir.

Tammm 2.2.5. M ve N, X kiimesinden alinan iki ¢oklu kiime olsun. R, M ve N iize-

rinde bir coklu baginti olsun. R nin tanim kiimesi
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DomR :={r/x € M|3s/y € Nigin r/xRs/y}
Ve R nin deger kiimesi

RanR:={s/y € N|3r/x € Micin r/xRs/y}
olarak tanimlanir (Girish and John 2012).
Ornek 2.2.6. M = {8/x,11/y,15/z} ¢oklu kiimesi iizerinde taniml1

R={5/(8/x,11/y),66/(11/y,8/x)
,77/(8/x,15/z),23/(11/y,15/2)}

coklu kiime bagintis1 verilsin. Buradan
DomR = {8/x,11/y}veRanR = {8/x,11/y,15/z}
olarak bulunur. Ayrica

S, ={14/(8/x,12/y),6/(8/x,15/x)},

S, ={90/(11/y,8/x),140/(15/2,11/y)}
coklu kiimeleri verilsin. Sy, M tizerinde bir ¢oklu bagint1 degildir. Clinkii 12/y ¢ M
dir. S, de M tizerinde bir ¢oklu bagmti degildir. Ciinkii 90/(11/y,8/x) € S, de
90 « 88 =11 -8 dir.

Tanmim 2.2.7. M € [X]P ve R, M {izerinde bir ¢oklu bagmnt1 olsun.

i. Herx € X i¢in m/x Rm/x olacak sekilde m varsa R ye yansimali denir.

ii. Herx,y € Xicinm/xRn/yikenn/y Rm/x oluyorsa R ye simetrik denir.

iii. Herx,yeXigcinm/xRn/yven/yRm/xiken m/x =n/y oluyorsa R ye
ters simetrik denir.

iv. Herx,y,z€Xicinm/xRn/yven/yRk/zikenm/xR k/z oluyorsa R ye
gecismeli denir.

V. R, yansimali, simetrik ve gecismeli ise R ye bir ¢coklu denklik denir (Girish and
John 2012).

Tanim 2.2.8. M € [X]™ ve R de M iizerinde bir ¢oklu bagint1 olsun. R ¢oklu bagintisi
yansimali, ters simetrik ve ge¢ismeli ise R ye bir (kismi) sirali ¢oklu baginti denir.
(M, R) sirali ikilisine de bir (kzsmi) siralr ¢oklu kiime denir (Girish and John 2012).

Ornek 2.2.9. M = {3/x,8/y,4/z} bir ¢oklu kiime olsun.
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R={1/(3/x,3/x),3/(3/x,8/y),5/(8/y,3/x)
,5/(8/y,8/y),8/(4/z,4/2)}

olarak verilen R ¢oklu baginti bir ¢oklu denkliktir.
Tamim 2.2.10. Bir R ¢oklu kiime bagintisinin tersi
R7Yk/(n/y,m/x):k/(m/x,n/y) € R}

olarak tanimlanir (Girish and John 2012).

2.3. Coklu Fonksiyonlar
Tamim 2.3.1. f bir ¢oklu bagmti1 olsun. ¥ m/x € Dom f igin

m/(m/x,n/y) € f

olacak sekilde bir tek n/y € Ranf varsa f ye bir ¢oklu fonksiyon denir.
A =Dom f veRan f € Bise f ye A dan B ye bir ¢coklu fonksiyon denirve f: A - B
ile gosterilir. Bir f ¢oklu fonksiyonunda m/xfn/y ifadesi yerine f(m/x) = n/y ifa-
desi kullanilir (Girish and John 2012).

Ornek 2.3.2. M = {8/x,6/y} ve N = {3/a,7/b} iki ¢coklu kiime olsun.
f=1{8/(8/x,3/a),6/(6/y,7/b)}
olarak verilen f, M den N ye taniml bir f ¢oklu fonksiyondur.

Tamim 2.3.3. f: M — N bir ¢oklu fonksiyon olsun. Eger f asagidaki sartlart sagli-

yorsa bire-bir olarak adlandirilir:

i. Herm,/x;,m,/x, € M igin x; # X, ise f(m,/x,) # f(my,/x,) dir.
ii. Herm/x € M igin f(m/x) = n/y ise m < n dir (Girish and John 2012).

Tanmim 2.3.4. f, M den N ye bir ¢oklu fonksiyon olsun. Her m/x € M igin f(m/x) =

n/y iken m = n oluyorsa f érten olarak adlandirilir (Girish and John 2012).

Tamm 2.3.5. f bir ¢oklu fonksiyon olsun. f hem bire-bir hem de orten ise f ye bire-
bir orten denir (Girish and John 2012).

Ornek 2.3.6. M = {3/x,5/y} ve N = {2/a,9/b, 4/c} iki ¢oklu kiime olsun.

fr =1{3/@3/x,9/b),5/(5/y,9/b)}
fo =13/(B3/x,2/a),5/(5/y,4/c)}
f3 =13/(3/x,4/¢),5/(5/y,9/b)}
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¢oklu fonksiyonlar1 verilsin. Verilen ¢oklu fonksiyonlarinin bire-bir olup olmadigina
bakalim. f; bire-bir degildir. Clinkii 3/x,5/y € Dom f; i¢in f;(3/x) =9/b = f,(5/
y) dir. f, bire-bir degildir. Ciinkii 3/x € Dom f, i¢in f,(3/x) = 2/a olup 3 £ 2 dir.
f3 her iki sart1 sagladigindan bire-birdir. Simdi de verilen ¢oklu fonksiyonlarin 6rten
olup olmadigina bakalim. f; 6rten degildir. Ciinkii 3/x € Dom f; i¢in f;(3/x) =9/b
olup 3 £ 9 dur. Benzer diisiinceyle, f; tin de 6rten olmadigini séyleriz. Ancak f, or-

tendir.

Teorem 2.3.7. f: M — N bir ¢oklu fonksiyon, M; ve M,, M nin bos ¢oklu kiimeden
farkli iki alt goklu kiime olsun. Buna gore,
i. M; S M,ise f(M,) € f(M,),
i f(M UM,) = f(M) U f(My),
iii. f(MynM,) < f(M;)nf(M,),
iv.  f(M; @ M) = f(My) ® f(My),
v. f(M;© M,) < f(M;)©O f(M,) (Girish and John 2012).

Tanmm 2.3.8. Dom f c¢oklu kiimesinin her eleman:t Ranf ¢oklu kiimesinin
Cran r(x) = 1 sartin1 saglayan tek bir x elemanina esleniyorsa f ¢oklu fonksiyonuna

bir coklu sabit fonksiyon denir (Girish and John 2012).

Tanmim 2.3.9. M iizerinde I: M — M ¢oklu ozdeslik fonksiyonu I(m/x) = m/x olarak
tanimlanir (Girish and John 2012).

Tamm 2.3.10. f: M; - M, ve g: M, — M, iKi ¢oklu fonksiyon olsun.
h:={m/(m/x,p/z) | 3n/y € Ran f N Dom g i¢in f(m/x) = n/yve g(n/y) = p/z}

olarak tanimlanan h ¢oklu kiimesine f ve g ¢oklu fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu denir ve
g ° f ile gosterilir (Girish and John 2012).

Tamm 2.3.11. f~1 ¢oklu bagmtisi bir ¢coklu fonksiyon ise f ye terslenebilir denir
(Girish and John 2012).

2.4. Bulanik Kiimeler

Bulanik kiime teorisinde, bir elemanin bir kiimeye ait olup olmamasinin ince-

lendigi klasik kiime teorisinden farkli olarak bir elemanin bir kiimeye belirli bir iiyelik
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derecesine gore aidiyeti incelenmektedir. Klasik kiimelerde tiyelik fonksiyonunun ala-
cagl degerlerin kiimesi {0,1} iken, bulanik kiimelerde [0,1] kapali araligidir. X uza-
yinda bulunan bir A bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edil-
mektedir (Smithson and Verkuilen 2006).

Ha(x):X = [0,1]

Tanmim 2.4.1. X herhangi bir kiime olmak tizere u: X — [0,1] olarak tanimlanan u
fonksiyonuna X in bir bulanik alt kiimesi denir. X in tim bulanik alt kiimelerinin olug-

turdugu kiimeye X in bulamk kuvvet kiimesi denir ve [0,1]% ile gdsterilir (Zadeh
1965).

Tamm 2.4.2. u € [0,1]% olmak iizere {u(x) | x € X} kiimesine u niin gériintii kiimesi

denir ve u(x) veya Im(x) ile gosterilir (Kaufmann 1975).

Tammm 2.4.3. u € [0,1]¥ olmak iizere u* = {x | x € X, u(x) > 0} kiimesine u niin
destek kiimesi denir. Eger u* sonlu sayida elemana sahipse p ye sonlu bulanik kiime,
u1* sonsuz sayida elemana sahipse u ye sonsuz bulanik kiime denir. Ayrica 1 € u(x)

ise u ye X in birimli bulanik alt kiimesi denir (Kaufmann 1975).

Tamm 2.4.4.Y € X ve a € [0,1] olmak iizere ay € [0,1]* asagdaki gibi tanimlanir

a ,x€EY
ay(")={0 x¢Y

Ozel olarak, Y = {x} ise ay kiimesi agolarak gosterilir ve [0,1] -nokta veya [0,1]-
singleton olarak isimlendirilir. Ayrica, a = 1 olarak segilirse 1, fonksiyonuna Y nin

karakteristik fonksiyonu denir (Kaufmann 1975).

Tamim 2.4.5. A bulanik kiimesinin A, ile gosterilen a-kesimi, X uzaymin, iiyelik de-

receleri a ya esit veya biiyiik olan elemanlarindan olusan kiimedir, yani
Aa = {x | :uA(x) = a,a € [Oll]}
(Babuska 1998).

Tanmim 2.4.6. Her x € A, i¢in u,(x) # a ise A, ya tam a-kesimi denir (Babuska
1998).
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Tamim 2.4.7. X uzayinda tanimli bir A bulanik kiimesinin ¢ekirdegi, iiyelik derecesi 1

e esit olan elemanlarin kiimesidir, yani

core(A) = {x € X | uy(x) = 1} (Babuska 1998).

Tamim 2.4.8. X uzaymda tanimli bir A bulanik kiimesinin kardinalitesi, X in eleman-

larinin A ya tiyelik derecelerinin toplami olarak tanimlanir, yani

Al =) 1 0.

x€eX

(Babuska, 1968).

Tamim 2.4.9. X uzayinda taniml bir A bulanik kiimesinin yiiksekligi, X in elemanlari-

nin A ya iiyelik derecelerinin supremumudur, yani
h(a) = sup u, (x).
xeX

(Babuska 1998).

Tanim 2.4.10. X uzayinda tanimli bir A bulanik kiimesi i¢in g4 (x) = 1 olacak sekilde

bir x € X varsa A ya normal bulanik kiime denir (Babuska 1998).
Tamim 2.4.11. X uzayinda tanimli A ve B bulanik kiimelerinin birlegimi, her x € X
i¢in
Haup (%) = pa(x) V pp(x) = max{p,(x), up(x)}
olarak tanimlanir (Babuska 1998).
Tamim 2.4.12. X uzayinda tanimli A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi, her x € X
i¢in
tans (%) = pa(x) A pg(x) = minfu, (x), up(x)}
olarak tanimlanir (Babuska 1998)

Tamm 2.4.13. X uzaymda, « € [0,1] olmak {izere her x € X i¢in u,(x) = a olacak

sekilde tanimlanan bir A bulanik kiimesine sabit bulanik kiime denir.

Ornek 2.4.14. X = {a, b, c} uzaymnda, p,: X - [0,1] ve ug: X — [0,1] iiyelik fonksi-

yonlart sirasiyla
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pa(a) =0.3
pa(bh) = 0.8
pa(c) =1

pg(a) = 0.4
ug(b) = 0.34
ug(c) =0
olarak tanimlanan A ve B bulanik kiimeleri
A =1{(a,0.3),(b,0.8),(c,1)}
B ={(a,0.4),(b,0.34),(c,0)}
olarak yazilir. Bu kiimelerin birlesimleri ve kesisimleri sirastyla
ANB ={(a,0.3),(b,0.34),(c,0)}
AUB ={(a,0.4),(b,0.8),(c,1)}
olarak verilir.
Tamm 2.4.15. X uzayinda tanimhi bir A bulanik kiimesinin tiimleyeni, her x € X igin
pz(x) =1 = pu(x)
olarak tammlanir ve 4 ile gosterilir (Babuska 1998).
Ornek 2.4.16. X = {a, b, c} uzayinda,

A =1{(a,0.3),(b,0.8),(c, 1)}

olarak tanimlanan A bulanik kiimesi verilsin. Buna gore A nin tiimleyeni olan A bula-

nik kiimesinin pz: X — [0,1] tiyelik fonksiyonu
pz(a) =1 —py(a) =0.7
pz(b) =1 —py(b) =0.2
pz(c) =1—pu(c) =0
olarak bulunur ve
A ={(a,0.7),(b,0.2),(c,0)}

olarak yazilir.
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Tammm 2.4.17. Bir R bulamik bagintisi, X; X X, X ... X X,, kartezyen g¢arpiminin

(x4, X5, ..., X) n-lilerine [0,1] kapal1 araliginda bir tiyelik derecesi atayan
R:X; XX, XxX3%X..xX,—>[0,1]

dontlistimidir. Bir bulanik baginti, X; X X, X X3 X ... X X, kartezyen carpimindaki
bir bulanik kiimedir. Uyelik dereceleri, farkl1 X; tanim uzayimndaki elemanlar arasin-

daki iliski derecesini ifade eder (Babuska 1998).

Ornek 2.4.18. X; = {a,b} ve X, = {1,2,3} uzaylarinda taniml sirasiyla A = 274

a

0.5

~, ve B = 01;5 + 02;4 + ? bulanik kiimeleri X = X; X X, uzayinda tanimli bulunan

C = A X B Kartezyen c¢arpimi,

0.5 0.4 0.7 0.5 0.4 0.5
“wnTen T e T oo (b’2)+(b’3) olarak bulunur.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Coklu Kiime Topolojileri

Tamm 3.1.1 M € [X]" ve t € P*(M) olsun. T asagidaki ozellikleri sagliyorsa T ya

coklu kiime topolojisi denir.

. QveMEert
ii. 7 ailesinin sonlu ve sonsuz sayida alinan elemanlarin birlesimi yine 7 nin
elemanidir.
lli. 7 ailesinin sonlu sayida elemanlarinin kesigimileri yinede T elemanidir.
7 € P*(M) ve M € [X]Wolsun. 7 ailesine M iizerinde bir ¢coklu topoloji ve (M, 7) iki-
lisine M iizerinde bir ¢oklu topolojik uzayi denir. T bir klasik kiimedir.

Genel topolojide, bir dizi noktalar kiimesi olarak tanimlanir, ancak ¢oklu kiime topo-

lojisi noktalardan ziyade bir ¢oklu kiimeler kiimesi olarak tanimlanir.

Genel olarak t ailesi topolojide kuvvet kiimesinin alt kiimesidir ancak ¢oklu kiime to-

polojilerinde t destek kuvvet kiimesinin alt kiimesidir (Girish and John 2012).

Ornek 3.1.2 M € [X]" olsun. T = P*(M) ise (M, t) ¢oklu topolojik uzayma ayrik

coklu topoloji denir.

Ornek 3.1.3. M herhangi bir ¢oklu kiime olsun. PW (M) ¢oklu ailesi M iizerinde bir
¢oklu topolojidir.

Ornek 3.1.4. PF (M) ailesi M iizerinde bir ¢oklu topoloji degildir. Ciinkii @ & PF (M)
dir. Fakat PF (M) U {@} M tizerinde bir ¢oklu topolojidir.

Ornek 3.1.5. 7; M nin kismi biitiin alt goklu kiimelerin ailesi M de bir toploji degildir.

M ={2/x,3/y}olsun. A={2/x,1/y} ve B ={1/x,3/y} kismi alt ¢oklu kiime-
lerdir. Boylece AN B = {1/x,1/y} kiimesi kismi ¢oklu tam bir alt kiimesi degildir.

Bu nedenle 7 kesisim altinda kapali degildir.

3.1.1. Coklu Kiime Tabanlari ve Coklu Kiime Alt Tabanlarn

Tamim 3.1.1.1. M ¢oklu bir kiime olsun. (M, 7) ¢oklu topolojik uzay1 ve B ¢oklu agik
kiimelerin bir sinifl olsun. T sinifinin her elemani B sinifina ait olan kiimelerin birle-

simi olarak yazilabiliyorsa B sinifina 7 topolojisi i¢in ¢oklu taban denir. Yani;
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i. Herx €™ Mvem > 0i¢in m/x igeren bir B € B vardir.
ii.  Eger m/x, iki M-tabani elemanlar1t M ve N nin Kesisimine ait ise, o halde m/x
iceren bir tane P M-tabani elemani vardir dyle ki, Vy # x ler i¢in Cp(y) =

Cunn (x) Ve Cp(yy < Cynn(y) ile beraber P € M N N olur.

Not: Eger B ailesi, M tabaninin kosullarin1 saglarsa, o halde B iiretilen M- topolojisi

asagidaki gibi tanimlanabilir.

M’nin alt ¢oklu kiimesi olan U’nun, M’de agik bir ¢oklu kiime oldugu sdylenebi-
lir.(Ornegin, T nin bir elemani olabilir.) her x €U i¢in ise bir M-taban1 eleman1 olan

B € B vardir. Oyleki tiim y # x ler i¢in x €¥ B ve C B(y) = Cy(y) seklindedir.

Her bir M- taban elemaninin 7 nin elemani oldugunu géz o6niinde bulundurunuz

(Girish and John 2012).

Teorem 3.1.1.2. B ¢oklu taban tarafindan lretilen bir 7 ailesi M € [X]Y lizerinde bir
¢oklu topolojidir (Girish and John 2012).

Ispat:1.9,M € 1.

2. {Uq}q € j, T nmn elemanlarmin indisli bir ailesi olsun. O halde *= [[,¢; U,, T ya ait
olur. Verilen x €™0, m = max,{Cy,(x)} bir indisli a vardir. Oyle ki bum/x i ige-
ren U, dir. U,, agik ¢oklu kiime oldugu i¢in m/x i igeren M-tabani elemani vardir.
Oyle ki, bu durumda B € U, seklindedir. O halde, x €™B ve B € U olur. Ciinkii U,

tanim olarak bir a¢ik ¢oklu kiimedir.

3. Eger U, ve U,, 7 iki elemanmiysa U; N U, ifadesini ispatlamak ve 7’ya baghdir.
x €¥ U, N U, gbzdniinde bulunduruldugunda, k = min{CU1 (x), Cy, (x)} olur. M-
taban1 tamim geregi, k/x iceren bir B; eleman1 mevcuttur. Oyle ki, B; € U, ve k/x
iceren diger bir M-taban1 elemam olan B, de vardir. Oyle ki, B, € U, olur. Bir M-
tabani igin ikinci bir durum ise bize k/x‘i igeren bir B; M-tabani eleman1 vardir. Bu

durumda B; € B; N B, seklindedir. O halde x €% B; ve B; € U; N U,, B3 € T dir.

Son olararak tiimevarim ile bu sonug¢ c¢ikar; T nin herbirinin sonlu kesisimi
(U; n U, NN U,,) T ailesine aittir. Bu gercek k=1 asikardir ve k=n i¢in ispatlana-
bilir. Su anda (U, N U, NN U,)=(U; N U, NN U, _;) N U, seklindedir. Bir
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varsayimla hareket edersek U; N U, N-+-~N U,_;, T ailesine aittir ve yukarida is-
patlanmis bir sonug olarak; U; N U, NN U, _; veU, ayn1 zamanda 7 ailesine aittir.
Bundan dolay1 B; M-tabani tarafinda olusturulan agik kiimelerin ailesi aslinda bir M-

topolojisidir.

Teorem 3.1.1.3. M € [X]" olsun ve B de M tizerinde M-topolojisi i¢in bir M-tabani

olsun. O halde 7, B M-tabaninin tiim ¢oklu kiime birlesim elemanlarinin ailesine esittir

(Girish and John 2012).

Ispat. Verilen B elemanlarmin ailesi, ayn1 zamanda 7 nun elemanlaridir giinkii 7 bir
M- topolojisidir, birlesimleri de 7 ailesine aittir. Buna karsilik, U da her bir m/x igin
verilen U € 7, B,y ile ifade edilen m/x igeren B nin bir B eleman: vardir. Oyle ki,
Bm/x € U seklindedir. O halde U =U By, /, seklindedir, bundan dolay1 U, B nin ele-

manlarmin birlesimine aittir.

Yardimer Teorem 3.1.1.4. M € [X]"¥ ve M-topolojik uzay olsun. N nin de M nin

coklu agik kiimelerin bir ailesi oldugunu farz edelim. Oyle ki U da bulunan her bir

m/x eleman1 ve M nin bir N eleman1 mevcuttur. Oyle ki, Cy(x) < Cy(x) olur. O

halde M, M nin M-topolojisi i¢in bir M-tabandir (Girish and John 2012).

Ispat. x € M dikkate alindiginda, M nin kendisi bir ¢oklu acik kiime oldugundan bir
varsayimla hareket edersek m/x iceren M nin bir N elemaninin mevcut oldugunu sdy-
leyebiliriz. ikinci durumu kontrol etmek i¢in; m/x, N; N N, de olsun, bu durumda N,

ve N, ¢oklu agik kiimeler oldugu igin bunlar kesisimi N; N N, olur. Bundan dolay1

varsayimla hareket edilirse, m/x’i iceren Cde bulunan bir N5 elemani vardir. Oyle ki

N3 S N; N N, olur. Bundan dolay1, M ailesi bir M-tabanidir.

T, M nin ¢oklu agik kiimelerin bir ailesi olsun. O halde, M tarafindan olusturulan M-
topolojisi T, M-topolojisi T ye esittir. Sayet U, T ye ve x €™ U aitse, 0 halde bir var-
sayimla m/x’i igeren M nin bir N eleman1 mevcuttur diyebiliriz. Oyle ki bu durumda

N <€ U olur. Tanim geregi, bundan U nun M-topolojisi T ye ait oldugu sonucunu
¢ikarabiliriz. Buna karsilik, eger W, M-topolojisi 7 ye aitse o halde W, teorem 3.1.1.3

ya gore M nin elemanlarinin birlesimine esittir. Her bir M elemani t ya ait oldugu i¢in
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T bir M-topolojisidir. W ye ayn1 zamanda t ye aittir. M iizerindeki M-topolojisi ve M-

tabani tarafindan olusturulan M-topolojisidir.

Tanmmm 3.1.1.5 7 ve 7’ nin [X]Y da verilen bir ¢oklu kiime iizerinde iki M-topoloji
oldugunu farz edelim. Eger 7 < t’ ise 0 halde t’ nin t dan daha ince oldugunu yada t
nin v’ den daha kaba oldugunu soyleyebiliriz. Eger T’ c t ise, 0 halde ', T dan daha
incedir ya da t, 7’ den daha kabadir. 7" 2 T yadat 2 7’ olursa, 7 ile T’ karsilastirila-
bilir denir. Diger bir teoremde M iizerindeki bir M-topolojisinin, M-taban1 bakiminda

digerinden daha ince oldugu belirleyen bir 6lgiit verir (Girish and John 2012).

Teorem 3.1.1.6. B ve B'sirasiyla [X]"deki M iizerinde bulunan M-topolojileri T ve

7' igin M-tabanlari olsun. O halde asagidakiler es degerdir;

1. t',7 dan daha incedir.
2. m/x’i i¢eren her bir B € B M- taban elemam ve x €™ M i¢in m/x’i i¢eren

B’ € B' M-tabani eleman1 vardir.

Ispat. (1) = (2) m/x’i iceren B € B ve M de bulunan m/x elemani verilirse B,
tanim olarak 7 ya aittir ve (1) de gosterilen ifadeye T € t’ seklindedir. Bundan dolay1
B € 7’ olur. 7/, B’ tarafindan olusturuldugundan, m/x’i iceren B’ € B M-taban1 ele-

man1 meveuttur. Oyle ki Cyr(x) < Cg(x) olur.

(2)=(1) 7 nun bir U bir eleman1 goz 6niinde bulunduruldugunda bunu U € t’ gostere-
biliriz. x €™ U olarak olsun, B; T meydana getirdiginden, m/x’i igeren bir B € B M-
tabani elemam mevcuttur. Oyle ki bu durumda, B € U olur. Ispat (2) den dolay1
m/x’i igeren bir B’ € B' M-tabani eleman1 mevcuttur. Oyle ki B’ € B olur. O halde
B' € U ve U € t' seklindedir (Girish and John 2012).

Ornek 3.1.1.7. {{m/x}: x €™ M} ailesi, M-topolojisi PW (M) igin bir M-tabanidur.

Genel topolojide, {{x}: x € X} ayrik topolojisi bir tabandir. M-topoloji durumunda

{{m/x}: x €™ M} ailesi, ayrik topoloji igin bir M- taban degildir.

Tanim 3.1.1.8. (M, 7) bir M-topolojik uzayi ve N ve M nin bir alt ¢oklu kiimesi olsun
Ty ={U' =N nNU;U € 1} ailesi, N iizerinde bir M-topolojisidir. Coklu alt uzay

topolojisi olarak adlandirilir. Bu M-topolojisiyle, N; M nin alt uzayi olarak adlandirilir
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ve ayni1 zamanda N ile beraber M nin agik ¢oklu kiimelerin tiim ¢oklu kiime kesigim-
lerinden olusan acik ¢oklu kiimeleri olarak adlandirilir (Girish and John 2012).

Teorem 3.1.1.9. Eger B, [X]" da bulunan M nin M-topolojisi igin bir M-tabani ise o
halde By = {B N N: B € B} ailesi, M nin alt ¢oklu kiimesi olan N tizerinde alt uzay
M-topolojisi i¢in bir M-tabanidir (Girish and John 2012).

Ispat. U, M de agik oldugu goz 6niinde bulundurulursa ve y €™ U NN de ayni
sekilde gdz Oniinde bulundurulursa, B nin bir B elemanini segebiliriz. Oyle ki
y €™ BNN < Un N olur yardimci teoremden de anlasildig1 gibiBy, N iizerinde alt

uzay M-topolojisi i¢in M-taban1 mevcuttur.
Ornek 3.1.1.10. M = {3/a,4/b,2/c,5/d}ve N = {2/a,2/b,3/d}

h {(D,M,{Z/c},{Z/a},{S/a,2/b},{2/a,3/d},{2/a,2/c},{3/a,3/b,3/c},}
B {3/a,4/b,2/c},{2/a,2/c,3/d}
halde ' = {0,{2/a,2/b,3/d},{2/a},{2/a,2/b},{2/a,3/d}} N iizerinde bir M-

topolojisi olur, ve N iizerinde M-topolojisi alt uzayi olur.

Tanmm 3.1.1.11. M iizerinde alinan 7 nun bir P alt ailesi 7 i¢in bir alt M-tabani olarak
adlandirilir. Eger P nin elemanlarinin biitlin sonlu ¢oklu kiime kesisimlerinin ailesi, t
icin bir M-tabandir. Alt M-tabam1 P tarafindan olusturulan M-topolojisi, P nin
tanimlanir (Girish and John 2012).

Not : Alt M-tabani elemanlarinin bos ¢oklu kiime kesisimi evrensel ¢oklu kiimedir.

Teorem 3.1.1.12. (M, t) bir M-topolojik uzay: ve P de M nin alt ¢oklu kiimelerinin
bir ailesi olsun. P, t yu olusturdugu durumda ancak ve ancak 7 i¢in bir alt M-tabani
olur (Girish and John 2012).

Ispat. B nin elemanlarmin sonlu kesisimlerinin ailesi olsun. P da 7 igin bir alt M-
tabani olsun T nun P yi igeren M iizerindeki en kii¢iilk M-topolojisi oldugu gosterile-
bilir. Ciinkii PEB ve B < 1,C 7 seklindedir. T nun M iizerinde baska bir M-topolojisi
oldugunu varsayalm. Oyle ki, P € t* seklindedir. T € t* oldugunu ayrica
hatirlamkata faydali oldugunu sdyleyebiliriz. Clinkii P € 7" oldugundan, 7*, P nin

elemanlarinin biitiin sonlu kesisimlerini icerir. Ornegin, B € t*, B bir M-tabam
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oldugundan, T nun her bir eleman1 B nin bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazila-

bilir ve buradan da t € t* oldugu sonucu ¢ikarabiliriz.

Buna karsilik, T nun P yi i¢eren en kiigiik M-topolojisi oldugunu varsayalim. P nin t
i¢in bir alt M-taban1 oldugunu gostermek durumundayiz. Ornegin; B, 7 igin bir M-
tabandir. M iizerinde bir M-topolojisi 7* oldugunu farzedelim. Oyle ki, B; * icin M-
tabandir. O halde 7*’nin her eleman1 B nin alt ailesinin bir birlesimi olarak ifade edile-
bilir, ve bundan dolay1 B € 7 olarak oldugu igin T sinifindadir. Buda t* € 7 anlamina
gelir.sonug olarak * = 7 olur. 7, P yi igeren en kiigiik M-topolojisi oldugu i¢in, B nin
T i¢in bir M-tabani oldugu ve 2 nin de 7 i¢in bir alt taban1 oldugu gosterilebilir.
Ornek 3.1.1.13. M = {3/a,5/b,4/c} olarak olsun. ? = {{3/a,5/b}{5/b,4/c}}
ailesi bir M-taban ise, o halde B = {{3/a,5/b},{5/b,4/c}} ailesi denk M-tabandir
ve t = {M,0,{5/b},{3/a,5/b},{5/b,4/c}}, M-tabani tarafindan iiretilen bir M-
topolojidir.

Eger alt M-tabani elemanlarinin bos ¢oklu kiime kesisimlerinin evrensel ¢oklu kiime
sayarsak, o halde asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

Ornek 3.1.1.14. M ={3/a,4/b,2/c,5/d} olarak olsun. Eger P =
{{B/a, 3/b},{4/d}, {Z/a}} ailesi  bir alt M-tabam1 ise, o halde B=
{{B/a, 3/b},{4/d},{2/a}, 0, M} denk M-tabani olur ve T=
{{2/a,4/d}, {3/a,3/b,4/d},{3/a,3/b},{4/d},{2/a},®, M} M- tabani tarafindan

tiretilen M- topolojisi olur.

3.1.2. Kapalh Coklu Kiimeler

Tanim 3.1.2.1. Eger M © N ¢oklu kiimesi agiksa,[X]" daki M-topolojik olan M nin
bir N alt ¢coklu kiimeleri kapali oldugu sdylenebilir.

Ayrik M-topolojisinde, her ¢oklu kiime kapal1 bir ¢oklu kiime oldugu kadar acik ¢oklu
kiimedir. M-topolojisi PF (M) U {@} da, her ¢oklu kiime kapali bir ¢oklu kiime oldugu
kadar agik bir ¢coklu kiimedir (Girish and John 2012).

Teorem 3.1.2.2 (M, t) bir M-topolojik uzay1 olsun. O halde asagidaki durumlar

gecerli olur.
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I. M coklu kiimesi ve @ bos ¢oklu kiimesi kapali ¢oklu kiimelerdir.
ii. Kapali kiimelerin rastlantisal ¢oklu kiime kesisimleri bir ¢oklu
kiimedir.
iii.  Kapali ¢oklu kiimelerin sonlu ¢oklu kiime birlesimleri kapali ¢oklu

kiimedir (Girish and John 2012).

Ispat. 1. @ ve M kapali ¢oklu kiimelerdir ¢iinkii sirasiyla M ve @ agik ¢oklu kiimelerin

tiimleyenidir.

2.{N,}, € kapali ¢oklu kiimelerin ailesi goz Oniinde bulunduruldugunda,

asagidaki sonucu elde ederiz:
CM@naNa(x) =Cy(x) — minaej{CNa(x)} = maxaej{CM(x) — CNa(x)}
= Cngmoyng (%)
Buradan
M ©Nge; N, = capa(M ©O)N,
sonucu ¢ikar.

Tanim geregi, (M ©)N, coklu kiimeleri aciktir. A¢ik ¢oklu kiimelerin rastlantisal
birlesimleri de agik oldugundan dolay1, (M ©) Ngej Ng bir agik ¢oklu kiimedir.

3. Benzer sekilde, eger N; kapali ise i = 1,2,3, ... ... ,n icin asagidaki Ornegi
inceleyelim.

CM@naNa(x) = maxi{CM(x) - CNi(x)} = Cy(x) — mini{CNi(x)} = Cni(M@)Ni)(x)
Bundan dolay,

n n

mol [m=(|mom

i=1 i=1

olur.

Acik ¢oklu kiimelerin sonlu ¢oklu kesigimleri acik oldugundan dolayz,

n
[ [n
i=1

kapal1 bir ¢oklu kiimedir.
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Teorem 3.1.2.3. N, [X]" da bir M-topolojik uzaymin bir alt uzay1 olsun. O halde an-
cak ve ancak N ile birlikte M nin kapali ¢oklu kiimesinin kesisimine denk oldugu tak-
tirde ¢oklu kiime olan A, N de kapal1 ¢oklu kiime olur (Girish and John 2012).

Ispat. C nin M de kapal1 bir ¢oklu kiime oldugu durumda A = C N N oldugunu far-
zedelim. Alt uzay M-topolojisinin tanimi geregi M © C, M de agik bir ¢oklu kiimedir.
Boylece (M © C) N N de N de bir agik kiime olur. Fakat (M © C)NN=NQ© A
olur. Bu nedenle N © A, N de agik bir ¢oklu kiimedir. Béylece A, N de kapal1 ¢oklu
kiimedir. Buna karsilik, A nin N de kapali bir ¢coklu kiime oldugunu varsayalim. O
halde N © A, N de agik bir ¢oklu kiime olur. Béylece tamim geregi, N ile beraber M
nin agik ¢oklu kiimesi olan U nun kesisimine denk oldugunu soyleyebiliriz.M © U
¢oklu kiimesi M de kapali bir ¢oklu kiimedir ve A =N N (M © U) seklindedir.

Boylece istendigi gibi A, N ile beraber M nin kapali ¢oklu kiime kesigsimine esittir.

Teorem 3.1.2.4. N, [X]" da bir M-topolojik uzay1 olan M nin bir alt uzayi olsun. Eger
A, N de kapali bir ¢oklu kiime ise ve N de M de kapal1 bir ¢oklu kiime ise, o halde A,
M de kapal1 bir ¢oklu kiimedir (Girish and John 2012).

3.1.3. Coklu Kiimelerin Kapamsu, i¢i ve Siir Noktasi

Tanmm 3.1.3.1. [X]" da bir M-topolojik uzay1 olan M nin bir alt ¢oklu kiimesi olan A
dikkate alindiginda, A nin i¢i A y1 da i¢inde barindiran tiim agik ¢oklu kiimelerin ¢coklu

kiime birlesimi olarak tanimlanabilir ve int(A) ile ifade edilir.
Ornegin; int(A) = U{G S M: G agik bir ¢coklu kiime ve G € A} seklindedir ve
Cint(a)(x) = max{Cs;(x): G < A} olur (Girish and John 2012).

Tanim 3.1.3.2. [X]" da bir M-topolojik uzay1 olan M nin bir alt ¢oklu kiimesi dikkate
alindiginda, A nin dis noktasi A y1 igeren tiim kapali ¢coklu kiimelerin kesisimi olarak

tanimlanir ve CI(A) ifade edilir.

Ornegin; CI(A) =N {K S M: K kapali bir ¢coklu kiimedir ve A € K seklindedir} ve
Cci(A)(x) = min{Cx(x): A < K} olur (Girish and John 2012).

Tamm 3.1.3.3. (M, ) bir topolojik uzay1 olsun, x € M ve N € M olarak olsun. O

halde N nin k/x’in bir komsulugu oldugu sdylenebilir. Sayet 7 de agik bir ¢oklu kiime
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olan Vnin olmas1 durumunda béyle olur. Oyle ki Vy # x ler icin, x €% M ve C,(x) <

Cy(y) olur.

Ornegin; M’de k/x in bir komsulugu k/x’i igeren herhangi bir acik coklu kiime an-
lamina gelir. Buradaki k/x’in N nin bir i¢ noktas1 oldugu soylenilebilir (Girish and
John 2012).

Tamim 3.1.3.4. A, [X]" daki bir M-topolojik uzay1 olan M nin alt ¢oklu kiimesi olsun.
Eger k/x M nin bir elemantysa o halde k/x, bir ¢oklu kiime olan A nin bir sinir nok-
tasidir. M nin bir elemaniysa o halde k/x, bir ¢oklu kiime olan A nin disinda ayni nok-

tada A ile kesistiginde olur. A’, A nin tiim sinir noktalarin ¢oklu kiimesini ifade eder

(Girish and John 2012).

Teorem 3.1.3.5. N, [X]" de bir M-topolojik uzayi olan M nin bir alt uzay1 ve A da bir
coklu kiime olan N nin alt ¢oklu kiimesi olsun. Ve CI(A), M de bir ¢oklu kiime olan
A nin kapanisin ifade etsin. O halde N deki ¢oklu kiime A nin kapanisin1 CI(A) N N
ifadesine denktir (Girish and John 2012).

Ispat. B, N de bir ¢oklu kiime olan A nin kapanisini ifade etsin. Eger CI(A), M de bir
kapal1 ¢oklu kiime ise, o halde teorem 3.1.2.4’e gore CI(A) N N, N de kapal1 ¢coklu
kiime olur. CI(A) N N ifadesi N yi i¢erdiginde ve B de A y1 igeren N nin tiim kapali
alt ¢oklu kiimelerinin kesigimine denk oldugu i¢in B € CI(A) N N ifadesini elde

ederiz.

Bunun yanisira B, N de kapali bir ¢oklu kiimedir. Bunun sonucu teorem 3.1.2.4 e gore
bazi ¢oklu kiime C’ler i¢in B = C N N ifadesi M de kapali bir ¢oklu kiimedir. O halde
C, A y1 igeren M nin kapali bir ¢oklu kiimesidir. Ciinkii CI(A4), bu gibi tiim kapali
coklu kiimelerin kesisimidir. Burdan CI(A) S C sonucuna varabiliriz. Bundan dolay1
CI(A)NN S CNN = B olur.

Teorem 3.1.3.6. (M, 1) bir topolojik uzay1 ve x € M ve A € M olarak olsun. O
halde;

i. Ancak ve ancak k/x’i igeren herbir acik coklu kiime U, A ile kesisirse
x €F CI(A) olur.
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ii.  Eger M-topolojisi (M, t), M-taban1 B tarafinda iiretilirse 0 halde ancak ve an-
cak k/x’i iceren M-tabani eleman1 olan B € B, A ile kesisirse x € CI(A)
olur (Girish and John 2012).

Ispat 1. Eger k/x, CI(A) da degilse, o halde ¢oklu kiime U = M © CI(A), A ile
kesismeyen k/x’i igeren agik bir ¢oklu kiimedir. Buna karsilik eger A ile kesismeyen
k/x’1 igeren bir agik ¢oklu kiime olan U mevcutsa, o halde ¢oklu kiime M © U, A y1
iceren kapali bir ¢oklu kiimedir. CI(A) tanim geregi ¢oklu kiime M © U, CI(A) y1
icermelidir.bundan dolay1 k/x, CI(A)’da olmaz.

2. Eger k/x’i igeren her bir agik ¢oklu kiime A ile kesisirse, bundan dolay1 k/x’i

iceren her bir M-tabani elemamni U vardir. Ciinkii B, ¢oklu bir kiimedir.

Buna karsilik, eger k/x’ii¢eren her bir M-tabani elemani A ile kesisirse bundan dolay1
k/x’1 igeren her bir acik ¢oklu kiime U da mevcuttur. Ciinkii U, k/x’i iceren bir M-

tabani elemanini igerir.

Teorem 3.1.3.7. Ancak ve ancak bazi ¢oklu elemanlarin herbirinin bir komsulugu
varsa, M-topolojik uzaymin alt kiimesi agik alt ¢oklu kiime olur (Girish and John
2012).

Ispat. M, bir M-topolojik uzay1 ve N € M olarak olsun. Ik olarak N nin agik bir ¢oklu
kiime oldugunu varsayalim. O halde agik bir sekilde N, bir takim ¢okluklu noktalarin
herbirinin komsulugudur. Buna karsilik, N nin kendi noktalarimin herbirinin
komsulugudur. Buna karsilik, N nin kendi noktalarinin her birinin bir komslugu

oldugunu varsayalim. O halde, N deki bir k/x igin bir V}/, acik ¢oklu kiimesi vardir.
Oyle ki, x €* Vie/x V& Vi © N olur. Agik bir sekilde buradan

N = 1_[ Vigs k= max {Cy, . ()
x€kN
sonucu ¢ikarabiliriz.

Her bir V} /. agik ¢coklu kiime oldugundan N de agik bir coklu kiimedir.

Teorem 3.1.3.8. A, M-topolojik uzayr M nin bir alt ¢oklu kiimesi ve A’ da A nin tiim
sonlu noktalarin ¢oklu kiimesi olsun. O halde C¢e4y(x) = max{C,(x), C,(x)} olur

(Girish and John 2012).
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Ispat. Eger k/x A’ daise, 0 halde k/x’in her komsulugu A ile kesisir. Bundan dolay1
teorem 3.1.3.7 yE gore k/x CI(A) yaaittir. Bundan dolay1 de A" < CI(A) olur. Tanim
geregi A € CI(A) olarak oldugunda burden da A U A" = CI(A) sonucu ¢ikarabiliriz.

Buna karsilik k/x’in CI(A) min bir noktasi oldugunu varsayalim. O halde, x €¥ A U
A’ olur. Eger k/x, A daise x € A U A’ oldugu agiktir. k/x’in A’ ya ait oldugunu var-
sayalim. Ciinkii x €* CI(A) seklindedir. k/x ‘in her komsulugu olan U nun A ile
kesistigini biliyoruz. Bundan dolay1 U ¢oklu kiimesi, k/x den farkl1 bir noktada A ile

kesismelidir. Bundan dolay1 x €% A’ ve x €¥ A U A’ olur.

Sonu¢ Bir M-topolojik uzaymin alt ¢oklu kiimesi, ancak ve ancak kendi siirlarinin

timiinii kapsarsa ag¢ik bir ¢oklu kiime olur.
Ispat. A coklu kiimesi kapali ¢oklu kiimedir.

i.  Ancak ve ancak A = CI(4),
ii. Ancakveancak A =AUA',
iii.  Ancak ve ancak A" € A durumlar sagladiginda A ¢oklu kiimesinin kapali bir

coklu kiime oldugunu soéyleyebiliriz.

Teorem 3.1.3.9. Eger A ve B, [X]" da M-topolojik uzay1 olan Mnin alt ¢oklu kiimel-

eriyse, o halde asagidaki 6zellikler gecerli olur:

I.  Eger C4(x) < Cg(x) ise, 0 halde C,r(x) < Cgr(x) Olur.
ii.  Eger C4(x) < Cp(x) ise, 0 halde Ci,:(A) < Cine(B) olur.
lii.  Eger C4(x) < Cg(x) ise, 0 halde C;(A) < Cc;(B) olur.
V. Cintans)(X) = min{cint(A) (%), Cine(m) (X)}
V. Ceray(x) = max{Ceica)(x), Cersy(x)} (Girish and John 2012).

3.1.4. Siirekli Coklu Kiime Foksiyonlari

Tamm 3.1.4.1. M ve N iki M-topolojik uzay1 olsun. f: M = N ¢oklu fonksiyonunun
stirekli oldugu soylenebilir. Sayet N nin her bir acik alt ¢oklu kiimesi olan V igin,
f1(x) ¢oklu kiimesi, M nin agik alt coklu kiimesidir. Bu durumda f~*(x) ifadesinin
M ’deki tim m/x noktalarin ¢oklu kiimesi oldugunda gerceklesir. Yukarida ifade
edilen M, bazi n ler igin f(m/x) €™ V seklindedir (Girish and John 2012).
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Ornek 3.1.42. M ={5/a,4/b,4/c,3/d}N ={7/x,5/y,6/z,4/w} ifadeleri
coklu iki kiime olsun

t={M,0,{5/a},{5/a,4/b},{5/a,4/b,4/c}}
v ={N,0,{7/x},{5/y},{7/x,5/y},{5/y,6/z,4/w}}

ifadeleri sirasiyla M ve N lizerinde sirasiyla iki M-topolojisi olsun.

f:M — Nve g:M — N ¢oklu kiime fonksiyonlarinin
f=1{5/(5/a,5/y),4/(4/b,6/z),4/(4/c,4/w),3/(3/d,6/z)}
9=1{5/(5/a,7/x),4/(4/b,7/x),4/(4/c,6/2),3/(3/d,4/w)}

ifadeleri verildigini gbz 6niinde bulunduralim.

N tizerindeki M-topolojisi T’ nin her bir elemaninin tersi, M tizerindeki M-topolojisi t
nin bir eleman1 oldugu igin, f ¢oklu fonksiyonu siireklidir, g ¢oklu fonksiyonu siirekli
degildir. Ciinkii {5/y,6/z,4/w} € T’ seklindedir. Ornegin; N nin acik ¢oklu bir kii-
mesidir. Fakat onun ters goriintiisii olan g~ ({5/y,6/z,4/w}) = {4/c,3/d} ifadesi
M nin agik bir ¢oklu kiimesi degildir. Ciinkii {4/c, 3/d} ¢oklu kiimesi 7 ya ait degil-
dir.

Ornek 3.1.4.3. f: M — N bir ¢oklu fonksiyon ve t = P*(M) ifadesi de M iizerindeki
M-topolojisi olan M nin ¢oklu kuvvet kiimesinin destek kiimesi olsun. O halde bir

f:M — N ¢oklu fonksiyonu N ftizerindeki herhangi bir M-topolojisi i¢in siireklidir.

Ornek 3.1.4.4. f: M — N bir ¢oklu fonksiyon, T’ = PF(N) U {@} ifadesi ise N iize-
rinde bir M-topolojisi olsun. O halde her bir f: M — N ¢oklu fonksiyonu, M iizerin-
deki herhangi bir M-topolojisi i¢in siireklidir. Ciinkii 7" da bulunan agik ¢oklu kiime-
ler, destek kiimesi N* olan N’nin alt ¢oklu kiimeleridir. H ve @, T de agik olsun. O
halde f~1(H) = M ve f~1(®) = @ olur. Bundan dolay1 f, herhangi bir 7 i¢in siirekli-
dir.

Teorem 3.1.45. M ve N, iki M-topolojik uzaylari, f: M — N ifadesi de bir ¢oklu
fonksiyon olsun. O halde asagidaki ifadeler denktir.

1. f ¢oklu fonksiyonu siireklidir.

2. M nin her bir alt goklu kiimesi A i¢in Cr(cra)(x) < CCI(f(A))(x) seklindedir.
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3. N nin her bir kapali ¢oklu kiimesi B i¢in, f~1(B) ¢oklu kiimesi M de kapali bir

¢oklu kiimedir.

4. Vx €% M ve f(k/x) in her bir komsulugu olan V i¢in komsulugu vardir. Oyle ki
Crw)(x) < Cy(x) olur (Girish and John 2012).

Ispat. (1) = (2) f ¢oklu fonksiyonunun siirekli oldugunu varsayalim. A da M nin alt
coklu kiimesi olsun. Eger x €¥ CI(A) olursa, o halde baz1 r ler igin
f(k/x) €" CI(f(A)) olarak oldugunu gosterebiliriz. Eger V, f(k/x) in bir komsu-
lugu ise o halde f~1(V), k/x’i kapsayan M’nin acik ¢oklu bir kiimesidir ki bu k/x,
bazi n/y noktalarinda A ile kesisir. O halde V, f(n/y) noktasinda f (A) ile, ve bazi
f(k/x) € CI(f(A)) ile kesisir.

(2) = (3) B, N de kapali bir ¢coklu kiime ve A = f~1(B) olarak olsun. A nin, M de
kapali bir ¢oklu kiime oldugunu Ispatlamak istiyoruz. CI(A) = A olarak gosteririz.
Buradan da f(4) = f(f ~*(B)) S B ifadesini elde ederiz. Bundan dolay1 x €* CI(4)
olursa o halde f(k/x)€" CI(f(A)) € CI(f(A) € CI(B) =B olur. Oyle ki
x € f~1(B) = A seklindedir. Bundan dolayr CI(A) € A diyebiliriz. Oyle ki
CI(A) = A ifadesi de ¢ikar.

(3) = (1) V, N nin agik bir ¢oklu kiime ve B = N © V olarak olsun. O halde U =
f~1(V), k/x’in bir komgulugudur. Oyle ki f(U) € V olur.

(4) = (1) V, N nin agik ¢oklu kiimesi ve k/x de f~1(V) nin bir noktas1 olsun. O
halde baz1 r ler i¢in f(k/x) € V olur. Bu varsayimla k/x’in bir U, komsulugu
vardir. Oyle ki f(U,) € V seklindedir. o halde de U, € f~*(V) olur. Bundan su so-
nucu ¢ikarabiliriz. f~1(V), U, acik ¢oklu kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir. Bun-

dan dolay1 f~1(V), M’nin a¢ik bir ¢oklu kiimesidir ve f de siireklidir.

Teorem 3.1.4.6. Eger M, N, P M-topolojik uzaylari ise f: M — N ile g: N — P de sii-
rekli coklu kiime fonksiyonlari ise o halde onun bileskesi olan gof: M — P ifadesi sii-

rekli bir ¢oklu fonksiyondur (Girish and John 2012).
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Ispat. Eger H, P de acik bir ¢oklu kiime ise, o halde g ~*(H), g nin siirekliligi yaninda
N de agik goklu kiimedir. Simdi yeniden f in siirekliligi nezdinde, f~*(g~*(H)) =
(gof)~1(H), M de acgik bir ¢oklu kiimedir. Bundan dolay1 gof siirekli bir coklu fonk-

siyondur.

Not 1. Genel topolojide, ayrik topoloji X in tiim alt kiimelerin kiimesidir ve agik se-
Kilde n’in X in niceligi oldugu yerde 2" eleman igerir. Fakat M-topolojisinde ayrik M-
topolojisi P*(M), [X]" daki M nin ¢oklu kuvvet kiimesinin destek kiimesidir ve

n
1—[(1 + mi) < 2"
i=1

elemanlarimi igerir ki bu ifade m; nin, M ¢oklu kiimesindeki bir x; elemanin ortaya

¢iktig1 yerde ve n’nin de M ¢oklu kiimesinin eleman sayist oldugunda olur.

2. Genel topolojide eger X in ayrik bir topolojisi, Y nin her hangi bir topolojisi varsa
herhangi bir f: X — Y fonksiyonu siireklidir. Ama topolojik uzaylar1 durumunda
f:M — N ¢oklu fonksiyonunun her biri siireklidir. Yalniz bu durum [X]" da bulunan
M’nin M-topolojisinin [Ti,(1 + m;) < 2™ elemanlarini igermesi ve [X]" daki N nin
her bir M-topolojisi i¢in olur. Yukaridaki ifade de yer alan m;, M ¢oklu kiimesinde
bulunan bir x; elemanin varlig1 ve n de, ¢oklu kiime olan M nin eleman sayis1 oldu-

gunda gergeklesir.

3.2. Bulanik Topolojik Uzaylar

Tamm 3.2.1. T < I* bulanik kiimelerin ailesi asagidaki sartlar1 saghyorsa, T ya X de

yari- bulanik topolojisi (X, ) ikilisine de yari-bulanik topolojik uzay: denir.

i. 0,X€et(01€1)
il. VA BeETtT=>AANBET

iii. VlEIl(,‘mAl ETﬁViEIAi ET

T topolojisinin her elemanina bulanik agik kiime, X uzayma gore tiimleyeni agik olan
kiimeye bulanik kapali kiime denir. Genel topolojide 7 ailesi sadece @ ve X olusuyorsa
(X, 1) topolojik uzaymna indiskret topolojik uzay ve 7 ailesi X in tiim alt kiimelerinden
olusuyorsa (X, ) topolojik uzayina da diskret topolojik uzay denir. Ayni durum bula-
nik topolojik uzaylar i¢inde gecerlidir (Chang 1968).
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Tamim 3.2.2. T < I¥ bulanik kiimelerinin ailesi olsun. 7 ailesi asagidaki sartlar1 sagli-

yorsa T ya X de bir bulanik topolojisi (X, 7) ikilisine de bulanik topolojik uzay denir.

i. VA€ I¥(Asabit olmak iizere) bulanik kiimesi 1 € T
ii. Vusup€t=>usANuyg €t (A, BET=>ANBET)

i, {Ailies ST Vigts, €T ({Ai}ie S 7> Vigdi €7)

Yar1 bulanik topolojik uzayi ile bulanik topolojik uzay1 arasindaki fark; yar1 bula-
nik topolojik uzayimdaki sabit kiimelerin 6zel hali olan X ve @ un t da olmasi sart1
vardir. Bulanik topolojik uzayinda ise, bunlara ek olarak biitiin sabitlerin = da ol-
masi sart1 vardir (Chang 1968).

Ornek 3.2.3. X = {a, b} olmak iizere X kiimesi iizerinde bulanik kiimeleri asagi-

daki gibi tanimlansin:
A = {(a,0.3),(b,0.6)}
B = {(a,0.4), (b,0.1)}
C = {(a,0.3),(b,0.1)}
D = {(a,0.4), (b,0.6)}
X={(a1),(b 1)}
@ ={(a,0),(b,0)}

Bulanik kiimeleriyle T = {@, X, A, B, C, D} bigiminde tanimlanan t ailesi X tize-

rinde bir yar1 bulanik topolojik uzay1 olusturur.

i. ©0,X€tdr.

ii. 7 ailesine ait her sonlu elemanin kesisimi 7 ailesine aittir. @ kiimesinin di-
gerleri ile kesisimi @, X digerleri ile kesisimi digerlerni verir.
Ayrica;
AANB ={(a,0.3),(h,01)}=Ce€TANC ={(a03),(b01)}=Cer

Benzer sekilde;
ANBAC)=(AANB)AC=CE€T,ANBAD)=(AANB)AD=DE€ET

iii.  Keyfi birlesimleride 7 ya ait oldugu (ii) sikkina benzer sekilde gosterilir.
O halde 7 ailesi X de bir yar1 topolojik uzaydir.

32



X iizerinde benzer sekilde sonsuz ¢oklukta bulanik topolojisi konulabilir, ¢iinkii a, b €
X olmak iizere p, iiyelik fonksiyonu | sonsuz deger alir. Ornekte verilen X iizerinde

en fazla dort tane topolojik yap1 konulabilir.

Tamm 3.2.4. X kiimesi tlizerinde birden fazla t; ve 7, bulanik topolojisi var olsun.
Eger; 1, < 1, iSe, T, bulanik topolojisi t; bulanik topolojisinden daha incedir, ya da

7, bulanik topolojisi 7, bulanik topolojisinden daha kabadir (Pu Pao and Ming 1980).
Teorem 3.2.5. (X, t) yar1 bulanik topolojik uzay olsun.
K = {A < X: Abulanik kapali & A¢ € 1} ailesi asagidaki sartlar1 saglar.

i D,XET
ii. VA BEK=AVBEK
iii. {Ai}iEI €EK =N A, EK (Alaca 2001)

Teorem 3.2.6. X # @ K ailesi teorem 3.1.5 sartlar1 saglasin. Bu durumda 7 =

{A < X: A€ € K} ailesi X iizerinde bir tek yar1 bulanik topolojisidir (Alaca 2001).

Tamm 3.2.7. (X, 7) bulanik topolojik uzay ve A € I* olsun. A bulanik kiimesini kap-
sayan bulanik kapali kiimelerin ara kesitine A nin kapanis1 denir ve A veya cl(4) ile

gosterilir.
Yani;
cl(A) =A=A{B:A<B,B° €1} =inf{B:A < B,B¢ € t}dir (Azad 1981).

Teorem 3.2.8. (X, 7) bulanik topolojik uzay ve 4, B € I* olsun. Bu durumda asagi-

daki ifadeler saglanir.

i. X=X0=0
ii. A bulanik kapahdir.
iii. A<A

2 A, A y1 kapsayan en dar kapali bulamik kiimesidir.
V. A<ASA<B

vi.  Abulanik kapali <A = A

vii. A=A

viii. (AVB) = AV B (PuPao and Ming 1980).
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Tamm 3.2.9. (X, 7) bulanik topolojik uzay ve A € I* olsun. A nin kapsadig: biitiin
0
bulanik agik kiimelerin birlesimine A nin igine denir ve A veya int(A) ile gosterilir.
Yani;
0
int(A)=A=vy={B:B<ABet}=sup{B:B<ABET}
dir (Azad 1981).

Teorem 3.2.10. (X, 7) bulanik topolojik uzay ve 4, B € I* olsun. Bu durumda asag1-

daki ifadeler saglanir.

[ X=X0=0
ii. A<A
iii. A bulanik agiktir

iv. A, A y1 kapsayan en genis bulanik acik kiimesidir.
V. A<B=>A<B

Vi. (ANB)=ANAB

Vi, (Zi)0

viii.  Abulanik agiktir & A = A (Chattopadhyay et al. 1992).

=A

Tanim 3.2.11. (X, ) bulanik topolojik uzay ve 4, X iizerinde bir bulanik kiime olsun.
—\0
I. Eger A = (A) ise, A ya bulanik diizenli acik kiime
ii. Eger A = (A) ise, A ya bulanik diizenli kapali kiime denir.

Teorem 3.2.12. Bir X kiimesi tizerindeki A bulanik kiimesinin bulanik diizenli agik

(kapali) olmast igin gerek ve yeter sart A¢ bulanik kiimesinin diizenli kapali(acik) ol-

masidir ( Pu Pao and Ming 1980).

Teorem 3.2.13. (X, ) bulanik topolojik uzay olsun.

i A, X tizerinde bulanik ac¢ik kiime ise, A bulanik diizenli kapal1 kii-

medir.
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ii. A, X tizerinde bulanik kapali kiime ise, A bulanik diizenli a¢ik kii-

medir (Pu Pao and Ming 1980).

Tamim 3.2.14. X ve Y herhangi iki kiime olsun. g: X — Y bir fonksiyon ve B, Y de bir
bulanik kiimesi olmak iizere B nin g~1(B) ile gosterilen g altindaki ters goriintiisii, X

tizerinde bir bulanik kiimesidir denir ve iiyelik fonksiyonu her x € X i¢in;

He-15y(X) = pp(8())
biciminde gosterilir. Ayrica X tizerindeki bir A bulanik kiimesinin g(A) ile gosterilen
g altindaki goriintiisii, Y {lizerinde bir bulanik kiimesidir denir v iiyelik fonksiyonu
Vy € Y i¢in;

SUp,eg-1(pia(2)} g7 (y) # @

He () = { 0,87 (y) =0

bigiminde gosterilir ( Chang 1968).

Tanmim 3.2.15. (X, 1) ve (Y,7") bulanik topolojik uzaylar ve f: (X,t) — (Y,7") bir

fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler vardir.

I. VB € 1'icin f71(B) € tise, f ye bulamik siirekli fonksiyon,

ii. VA € ticin f(A) € t' ise, f ye bulanik acik fonksiyon,

iii. Her A 7- kapali bulanik kiimesi i¢in f(A) t'- kapali ise, f ye ka-
pal1 fonksiyon,

iv. Y iizerinde her B bulanik diizenli acik kiimesi f~1(B) € 7 ise f ye
bulanik hemen hemen siirekli fonksiyon,

V. X Uzerindeki her A bulanik diizenli ac¢ik kiimesi i¢in f(A) € 7' ise,

f ye hemen hemen agik fonksiyon denir (Azad 1981).

Teorem 3.2.16. (X, 1) ve (Y,7") bulanik topolojik uzaylar ve f: (X,t) — (Y,t’) bir

fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

I. f fonksiyonu bulanik siireklidir,
ii. Her - kapali bulanik kiimenin ters goriintiisii - kapali bulanik kii-

medir (Alaca 2001).

Teorem 3.2.17. X,Y ve Z birer kiime f: X = Y, g: Y — Z fonksiyonlar olsun. X iize-

rinde A, A;, A, bulanik kiimeleri ve Y iizerinde B, By, B, bulanik kiimeler verilsin.
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Bu durumda;

Vi.

Vii.

£-1(B%) = (f~'(B))"

f fonksiyonu &rten ise, (f(A))C < (f(AC)),

f(f~1(B)) < B ve dzel olarak f orten ise f(f~(B)) = B dir.

A < f1(f(A)),

B, < B, ise, f~1(B;) < f~1(B,),

A; < Ajise, f(A1) < f(Ay),

f ve g fonksiyonlarin bileskesi gof olmak iizere Z iizerindeki her
C bulanik kiimesi icin (gof)~1(C) = f‘l(g_l(C)) olur (Chang
1968).

Teorem 3.2.18. (X, ) ve (Y,7") bulanik topolojik uzaylar ve f: (X,t) — (Y,t’) bir

fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

f bulanik hemen hemen stirekli fonksiyondur.
Y nin her bulanik diizenli kapali B kiimesi i¢in f ~*(B), X iizerinde

7- kapal1 bulanik kiimedir.

Her B € T icin f=1(B) < (£-1((B)?))" dir.

Y deki her bulanik kapali kiimesi i¢in W < f~1(B) dir (Azad
1981).

Tanmmm 3.2.19. (X, 1) ve (Y,7") bulanik topolojik uzaylar ve f: (X,t) — (Y,") bir

fonksiyon olsun. Eger her B € 7’ igin f~1(B) < (f _1(§))O ise f ye bulanmk zayif sii-
rekli fonksiyon denir (Azad 1981).

Tammm 3.2.20. (X, 1) ve (Y,7") bulanik topolojik uzaylar ve f: (X,t) = (Y,7") bir

fonksiyon olsun. Eger X {izerindeki her A bulanik kiimesi igin f(A) < f(A) ise, f ye

bulanik gii¢lii siirekli fonksiyon denir (Azad 1981).

Teorem 3.2.21. (X,t) ve (Y,t') bulanik topolojik uzaylari verilsin. Bir f: (X,T) —

(Y, ") fonksiyon bulanik gii¢lii siirekli ise, bulanik siireklidir (Giinel, 2006).
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Tanim 3.2.22. (X, T) bulanik topolojik uzay ve p, X in bir bulanik noktas1 olsun. p bu-
lanik noktasini i¢eren VA € t bulanik kiimesini kapsayan N bulanik kiimesine p nin

bulanik komsulugu yani;

N, p nin bulanik komsulugu < 3A € tvar 3 p < A < N denir ve p nin biitiin bula-

nik komsuluklarinin ailesini N (p) ile gosterilir. Yani;
N(p) = {N € I*: N, p nin bulanik komsulugu } dir (Alaca 2001).

Tamm 3.2.23. (X, T) bulanik topolojik uzay ve A € I* olsun. A y1 iceren her B € T
elemanmi kapsayan N € I¥ kiimesine A bulanik kiimesinin komsulugu denir. Yani
A,N € I¥ i¢in A < B < N olacak sekilde B € t varsa N ye A bulanik kiimesinin kom-
sulugu denir (Alaca 2001).

Tamim 3.2.24. (X, T) bulanik topolojik uzay verilmis olsun.

i. B < tolmak lizere VA € T, i¢in A; € B, i € I olmak lizere 74V A;, B bula-
nik kiimeler ailesine T nun tabani denir.

ii. S < 1 olmakiizere S ye ait bulanik kiimelerin sonlu arakesitleri 7 i¢in bir taban

ise S ye T nun tabani denir (Giirsul 2006).

Tamim 3.2.25. (X, T) bulanik topolojik uzay ve £, T nun bir taban olsun. X in bir p bu-
lanik noktasi i¢in Bp = {B:p < B ve B € B} ailesini goz oniine alahm. p < A olmak
lizere, VA € T i¢in p < B < A olacak sekilde Bp nin bir eleman1 varsa, Bp ailesine p

bulanik noktasina ait T topolojisinin yerel tabani (lokal taban) denir (Alaca 2001).

Tanim 3.2.26. X ve Y herhangi iki kiime olsun. X den Y ye birebir ve 6rten bir g fonk-
siyonu varsa, X ve Y kiimelerine elemanlar say1 bakimindan denktir ya da ayn1 kardi-
nala sahiptir denir. Herhangi bir X kiimesinin kardinal say1si, bu kiimenin kardinalite-

siyle belirlenir ve |X] ile gosterilir (Wong 1973).

Tanim 3.2.27. (X, 1) bulanik topolojik uzay1 ve f7 = {f: T nun tabani} ailesi olsun.
V3 € Bt icgin [ kardinal sayilar kiimesinin en kii¢lik elemanina (X, t) bulanik topolo-

jik uzaymnin agirligi (wieght) denir ve w (X, 1) ile gosterilir yani;

w(X, 1) = eke{|B|: B € B}
(Wong 1973).
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Tanmm 3.2.28. (X, 1) bulanik topolojik uzay1 ve p € X ve {E(p)} komsuluklar taban-
larinin bir ailesi olsun. E (p) komsuluklar tabanlarinin |E(p)| kardinal sayilarinin en
kii¢iik elemanina, p bulanik noktasinin karakteri denir ve y(p, (X, 1)) ile gosterilir,

yani;
x(p, (X, t)) = min{|E(p): E(p), p nin komsuluklar tabani|}
(Chang 1968).

Tamm 3.2.29. (X, ) bulanik topolojik uzay1 ve N(p) X kiimesinde p nin komsuluk-
lart ailesi ve E(p) de N(p) nin bir alt ailesi olsun. N(p)’nin her N elemanina karsi-
lik E < N olacak sekilde E(p) nin bir E eleman1 varsa E(p) lizerindeki 7 bulanik to-
polojisi i¢in p bulanik noktasinin bulanik komsuluklar tabani denir (Alaca 2001).

Teorem 3.2.30. (X, t) bulanik topolojik uzayi ve f < 7 olsun. § nin 7 topolojisi i¢in

bir taban olmasi i¢in gerek ve yeter sart her p € X i¢in
E(p) ={E € B:p € E}
ailesinin p bulanik noktasi i¢in bir komsuluklar taban1 olmasidir (Alaca 2001).

Tamim 3.2.31. (X, T) bulanik topolojik uzaymin her noktasinin sayilabilir bir komsu-

luklar tabani varsa, bu uzaya birinci sayilabilir uzay denir (Ganter et al. 1978).

Tamm 3.2.32. (X, T) bulanik topolojik uzay1 sayilabilir bir tabana sahip ise bu uzaya
ikinci sayilabilir uzay denir (Ganter et al. 1978).

Teorem 3.2.33. Ikinci sayilabilir her bulanik uzayi, birinci sayilabilir bulanik uzayidir
(Ganter et al. 1978).

Ispat: (X, 1) ikinci sayilabilir bir bulanik topolojik uzay olsun. Ikinci sayilabilirlik ta-
nimindan (X. t) bulanik topolojik uzaymnin sayilabilir bir taban1 vardir. Yani 35 € ©

tabani var 3 || sayilabilir tabana sahiptir. Teorem 3.2.29 dan p € X bulanik noktasi-

nin E(p) komsuluklar taban1  nin bir alt ailesidir. O halde,

E(p) < B =E()I| < IBI
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Tamim 3.2.34. (X, ) bulanik topolojik uzay, X de bulanik noktalarin ailesi y ve
p= p;} € x de X in f- noktas1 olmak iizere;
f:IN - x
n - (p)_ = pn

biciminde tanimli fonksiyona ( dogal sayilar tarafinda indislenen bulanik noktalarinin

kiimesine) X de bulanik dizisi denir ve (p}_) = py, ile gosterilir (Alaca 2001).

Tanmm 3.2.35. (X, t) bulanik topolojik uzay (p,), X de bulanik noktalarin dizisi ve

A € X olsun. Bu durumda:

i.  (pp) Bulanik dizisi sonunda A dadir gerek ve yeter sart 3m € N var 3 Vn <
micin p < A((p,) = 4) dir.
ii.  (py) bulanik dizisi bir A bulanik kiimesine ( p bulanik noktasina) yakinsiyor

denir, eger, (p,) bulanik dizisi sonunda A nin (p nin) her bir komsulugunda ise

(Alaca 2001).

Tanim 3.2.36. (X, ) bulanik topolojik uzay (p,) X de bulanik noktalarin dizisi ve
Po € X olsun. p, mher N € N (py) komsulugu icin

m<n=>p,EN

olacak sekilde N komsuluguna bagli m € N sayisi varsa, (p,,) dizisi p, noktasina ya-

kinstyor veya (p,,) dizisinin limiti p, dir denir. Ve
Pn = Po Veya lim py = po
Seklinde yazilir yani;

limp, =py, © VN €N (py) icin 3Mm €N var avn=>m = p, € N dir (Alaca
n—->oo

2001).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Sezgisel Bulamik Coklu Kiime Topolojik Uzaylar

Tamm 4.1.1 X, bos olmayan bir kiime olsun. X ten alinan, bir bulanik kiime olan A

kiimesi;X — [0,1] ifadesinin A bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu oldugu durumda,
A={<x:uy(x) >:x € X}
olarak tanimlanmaktadir. (Zadeh 1965)

Tamm 4.1.2. X, bos olmayan bir kiime olsun. X ten yararlanilan bulanik bir ¢oklu
kiime olan A(FMS), CM, olarak simgelenen A nin “{iyelik derecesi” olan fonksiyon
tarafindan nitelendirilir. Oyle ki, CM,: X — Q seklindedir. Yalniz, yukaridaki ifadenin
gerceklesebilmesi i¢in Q ifadesinin [0,1] birim araligindan alinan tiim yeni ¢oklu kii-
melerin kiimesi olmasi1 gerekir. O halde, her bir x € X i¢in, iiyelik dizisi, CM4(x) ifa-
desindeki elemanlarm azalan sirali dizisi olarak tanimlar. Ve bu, p} > u3 > --- > uh
oldugu durumlarda, (u}(x), u3(x), ..., u% (x)) olarak ifade edilir (John and Kunnam-
bath 2017).

Tamim 4.1.3. X, bos olmayan bir kiime olsun. Sezgisel bulanik bir kiime (IFS) olan A,
A = {< x:uy(x),Vy(x) >:x € X} formuna sahip bir nesnedir. Bu durum her bir x €
X igin, 0 < py(x) + V4 (x) < 1 olarak olmasiyla beraber u,:x — [0,1] ve Vj:x -
[0,1] fonksiyonlarin sirasiyla, A kiimesi bir x € X elemanlarin iiyelik derecesine ve

iye olmama derecesini tanimladigi durumlarda gegerlidir (Atanassov 1986).

Not Bos olmayan bir kiime olan X {izerindeki her bir bulanik A kiimesi, A =

{<x:rpy(x), 1 — pua(x) >:x € X} formuna sahip apagik sezgisel bir bulanik kiimedir.

Bulanik ¢oklu kiime (FSM) ve sezgisel bulanik (IFS) tanimini kullanarak, yeni bir ge-

nellestirilmis kavram asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamm 4.1.4. X, bos olmayan bir kiime olsun. X den alinan IFMS olarak simgelenen
sezgisel bulanik ¢oklu kiime olan A, iki fonksiyon ile nitelendirilir. Bunlardan ilki
CM,: X — Q tarafinda verilen A nin iiyelik derecesi (CM,) ve bunlardan ikincisi olan
CNy: X — Q tarafinda verilen A nin iiyelik derecesi olmama (CN,) fonksiyonlaridir ki
bu durum [0,1] araliginda alinan tiim yeni ¢oklu kiimelerin kiimesi Q oldugunda ger-

ceklesir. Oyle ki her bir x € X icin; iiyelik dizisi, CM,(x) daki elemanlarin giderek
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azalan sirali bir dizisi olarak tanimlanir. CM,(x) ifadesi, (u5(x) = p5(x) >,...,>
uk (x)) olarak oldugunda (u}(x), us(x), ..., uk (x)) ifadesi ile simgelenir ve yondes
iiye olmama dizisi, V} (x), VZ(x), ..., V¥ (x) olarak simgelenecektir. Oyle ki; her x €

X i¢in0 < p,'(x) + Vi(x) < 1olurvei = 1,2,...,p olarak olacaktir.

Bir IFMS olan A(IFMS: Sezgisel Bulanik Coklu Kiime) asagidaki sekilde simgelene-

cektir.
A= {<x: (a0, p5(0), e, g (), (V4 (), VE(x), oor, Vi (X)) >:x € X}
(Shinoj and John 2013)

Not: Uyelik dizisini azalan sirada diizenleriz fakat yondes iiye olmama dizisi azalan

ya da artan sirada olmayabilir.
Tamim 4.1.5. X ve Y iki bos olmayan kiime ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. O halde

i. f fonsiyonu altindaki X de bulunan sezgisel bulanik bir ¢oklu kiime olan A nin go6-

riintiisti, f(A) olarak simgelenir ve asagidaki sekilde gosterilir:

—yCM,(x); () # @
CM — {vf(x) y A
a1 () 0 aksi taktirde

N =yCNA(X) 5 ) # @
CN ={ Fe)=yCNaX);
a1 ) 1 aksi taktirde

ii. f fonksiyonu altindaki Y de bulunan sezgisel bulanik bir ¢oklu kiime olan B nin ters

goriintiisii, f ~1(B) olarak simgelenir ki bu durumda asagidaki durumda gergeklesir:
CM-115)(x) = CMpf[x], CNy-115(x) = CNpf[x]
(Shinoj and John 2015)
Tanim 4.1.5. - 0={<x:(0,0,..,0),(1,1,..,1) > :x € X}
-1={<x:(,1,..,1),(0,0,..,0) > x € X}
seklinde tanimlansin (Shinoj and John 2015)

Tamim 4.1.6. X tizerindeki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojisi (IFMT) olan sezgi-
sel bulanik ¢oklu kiimelerin (IFMSs) bir r ailesidir. Oyle ki;

i. —0—-1€r

ii.  Herhangi G,,G, € ri¢in G; N G, € r dir.
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iii.  rde herhangi bir raslantisal aile olan {G;: i € I} igin U G; € r olmaldir.

O halde, (X, ) sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 kisaca (IFMT) olarak ad-
landirilir ve r de herhangi bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime (OIFMS) olarak bilinir.

Not bir agik sezgisel bulanik ¢oklu kiimenin (OIFMS) tiimleyeni, kapali sezgisel bu-
lanik ¢oklu kiime (CIFMS) olarak adlandirilir (John and Kunnambath 2017).

Bostan farkli bir X kiimesini ele alalim. Sezgisel ¢oklu kiime olarak

A= {<x (a0, uz (), ., g (), (V4 G0, Vi (x), ..., Vi (X)) >:x € X}

verilsin. [ JA sezgisel bulanik ¢oklu kiimesi

[14 = {< 2 (i G,z (), v, i (), % (1 — 04 (0), 1 — pE (%), 1 — pfi(x)) >}
seklinde tanimlansin (Shinoj and John 2015).

Onerme 4.1.7.(X, ) X iizerinde tanimli sezgisel bulanik coklu kiime topolojik uzay1
olsun. O halde, ro; = {[ ]A: A € r}, sezgisel bulanik ¢oklu topolojidir (Shinoj and
John 2015).

4.2. Sezgisel Bulamik Coklu Kiimelerin Kapamsi ve I¢i

Tamim 4.2.1. (X, r) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 ve 4, X de taniml
bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime olsun. O halde, cl(A) olarak simgelenen A nin kapa-
nis1, cl(A) =N {M: M; X' de kapali ve A € M} olarak tanimlanir (Shinoj and John
2015)

Tanim 4.2.2. (X, 1) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzayi ve B, X de tanimli
bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime olsun. O halde, B nin i¢i ve int(B) ile simgelenir.
int(B) =U {N: N, X'de acik ve N € B} olarak tanimlanir (Shinoj and John 2015).

Onerme 4.2.3. (X, ) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 ve 4, X de ta-
niml1 bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime olsun. O halde; cl(A) kapal1 bir sezgisel bulanik

coklu kiimedir (Shinoj and John 2015).

Onerme 4.2.4. (X, ) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 ve 4, X de ta-
niml1 bir sezgisel bulanik ¢coklu kiime olsun. O halde; int(A) agik bir sezgisel bulanik
coklu kiimedir (Shinoj and John 2015).
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Onerme 4.2.5. (X, ) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 ve 4, X de ta-
niml bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime olsun. O halde; cl(VA) = V(int(A)) olur (Shi-
noj and John 2015).

Onerme 4.2.6. (X, ) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 ve 4, X de ta-
niml bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime olsun. O halde; A, ancak ve ancak cl(4) = A

kapali bir sezgisel bulanik ¢oklu kiimedir (Shinoj and John 2015).

Onerme 4.2.7. (X, r) bir sezgisel bulanik ¢coklu kiime toplojik uzay1 ve 4, X de tanimli
bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime olsun. O halde; A, ancak ve ancak int(A4) = A seklin-

deyse bir agik sezgisel bulanik ¢oklu kiime olur (Shinoj and John 2015).

4.3. Sezgisel Bulanik Coklu Topolojik Uzaylarda Siirekli Fonksiyonlar

Tanmmm 4.3.1. (X, ) ve (Y, d) iki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylari ol-
sun. f: X — Y fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur ancak ve ancak ¢ deki her bir agik
sezgisel bulanik ¢oklu kiimenin ters goriintiisii, r de taniml bir acik sezgisel bulanik

¢oklu kiime ise (Shinoj and John 2015).

Teorem 4.3.2. (X,r) ve (Y, ) iki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylar1 ol-
sun. f: X — Y fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur ancak ve ancak ¢ daki her bir ka-
pali sezgisel bulanik ¢oklu kiimenin ters goriintiisii r de bir kapali sezgisel bulanik

coklu kiime ise (Shinoj and John 2015).

Teorem 4.3.3. (X, r) ve (Y, §) iki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylar1 ol-
sun. f: X = Y fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur ancak ve ancak X deki her bir sez-

gisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 olan A i¢in,f[cl(A)] € cl[f(A)] ise.

Teorem 4.3.4. (X,r) ve (Y, ®) iki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylar1 ol-
sun. f: X = Y fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur ancak ve ancak Y deki her bir sez-
gisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 olan B icin,cl[f ~1(B)] € f~[cl(B)] ise
(Shinoj and John 2015).

Teorem 4.3.5. (X,r) ve (Y, d) iki sezgisel bulanik ¢coklu kiime topolojik uzaylari ol-
sun. f: X = Y fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur ancak ve ancak X deki her bir sez-
gisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 olan A igin, int[f(A)] € f[int(A)] ise
(Shinoj and John 2015).
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Teorem 4.3.6. (X, ) ve (Y, ®) iki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylari ol-
sun. f: X = Y fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur ancak ve ancak Y deki her bir sez-
gisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzayi olan B i¢in,f ~*[int(B)] € int[f ~1(B)] ola-
rak ise (Shinoj and John 2015).

4.4. Sezgisel Bulanik Coklu Topolojik Uzaylarin Alt Topolojik Uzaylar:

Tanmmm 4.4.1. (X,r) ve (Y, ¢) iki sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylari ol-
sun. Y topolojik uzayi, X topolojik uzaymnin bir alt uzayi olarak adlandirilir. Sayet bu
durum, Y’nin agik alt kiimeleri tam olarak bazi acik alt kiimeleri olan O i¢in O’ = 0 N
Y formunun O’ alt kiimeleri oldugunda ve Y € X olarak oldugunda gergeklesir. Iste
biz burada, Y ye bir kisitlama oldugunu soyleyebiliriz. O’ ayn1 zamanda, Y de bagil
acik olarak adlandirilir (Shinoj and John 2015).

4.5. Sezgisel Bulanik Coklu Kiimelerde Kompakthk

Tanmim 4.5.1. (X, r), bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 ve {G;: i € I} ifa-
desi de X de agik sezgisel bulanik c¢oklu kiimelerin bir ailesi olsun. dyle ki, U
{G;:i € I} — 1 seklindedir. O halde X in agik bir ortiisti olarak adlandirilir. {G;: i € I}
ifadesinin sonlu bir alt ailesi, X in bir acik ortiistidiir. O halde, X in bir alt ortiisii olarak
adlandirilir (John and Kunnambath 2017).

Tamim 4.5.2. X deki kapali sezgisel bulanik ¢oklu kiimelerin bir ailesi olan {H;:i € I}
ifadesi, sonlu kesisim 6zelligini saglar. Sayet bu durum, ailenin her bir sonlu alt ailesi
olan {H;:i =1,2,3,...,n} ifadesi NL; H; #— 0 durumunu saglarsa meydana gelir
(John and Kunnambath 2017).

Tanim 4.5.3. (X, r) bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 olsun. O halde,
eger X in her bir agik Ortiisli sonlu bir alt ortiiye sahipse X, kompakttir (John and Kun-
nambath 2017).

Ornek 4.5.4. X = {1,2} olsun ve asagida gosterildigi gibi Xde bulunan sezgisel bula-

nik ¢oklu kiimeleri tanimlansm. n € N* i¢in, p € N
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Gy
={<l(n/n+1,n+1/n+2,..,n+p/n+p+1),A/n+1,1/n+3,..,1/n+p+2)
>,
<2:(n/n+1,n+2/n+3,...n+p+1/n+p+2),(1/n+3,1/n+4,..,1/n+p+3)
>}

r ={— 0,— 1} U {G,,} olarak olsun. O halde; (X, r), bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime

topolojik uzayin1 olusturur.

Verilen 6rnek kompakt degildir. Ciinkii {G,;: n € N} ifadesinin sonlu bir ortiisii yok-

tur.

Teorem 4.5.5. (X,r), bir sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzay1 olsun. Eger
{X, 1o} ifadesi de kompakt ise (X,r) ifadesi kompakttir (John and Kunnambath
2017).

Ispat. (X, r) kompakt olsun.{[ ]4;;i € I, A; € r} ifadesi ise (X,rq,) de X in agik bir
oOrtlisti olsun.
=>U([]4)=1={<x:(1,1,..,1),(0,0,...,0): x € X} olarak (1)
olur, eger asagidaki durumlar saglanirsa:
[14; = {< x: (ud, (), 1, (0, oo i, (), < o0 (1 = iy (), 1 — i, (20), .. 1 —
uh, ()},
Ay = {< o (i, 00, 13, (0, vons iy, (), (VA (0, VA (), ..o, VA (1)) >ix € X}
Simdi (1)=
i, OV, s, V.. =1vel —pg ()AL —pj (x)..=0

e (2)

,uAl(x) Vqu(x) w.=1vel— ,uAl(x) Al — ,qu(x) ..=0
Simdij = 1,2, ...,picin

VA AVEG) .. < (1) () A (1 — 1y, CO) A .
=1- (/x{ll(x) V/VLI{12 (x) Vv )

=1-1
=0
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(3)
(1) ve (3) U 4; =— 1
= {A;;1 € 1, A; € r}, (X, r) deki X in bir agik Ortiistidiir.

(X, r) kompakt oldugu i¢in, sonlu bir alt ortii olan {A;;i € r,i = 1,2, ..., n} mevcuttur.
Oyle ki;

Uiz 4; =— 1 (4)

(4) de verilen ifadeye gore j = 1,2, ..., p igin

.“,{11 () V.... Y ,ui,n (x) =1ve

1-— ,uill(x) Ao A1 — ,ui,n(x) =1- (.“,{11(") V.. V/Jin(x)) =1-1=0
=>{[JAsi€r,i=12,..,n} €Ery, ifadesi(X, 1"0,1) in sonlu bir alt ortiisiidiir.

:>(X ) 1"0'1) ifadesi kompakttir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde oncelikle ¢oklu kiimeler, bulanik kiimeler, ¢oklu kiime topolojik
uzayi, bulanik kiime topolojik uzay1 ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.
Ozellikle, sezgisel bulanik ¢oklu kiime topolojik uzaylarinda temel tanim ve teorem-
lerin verilmesinin yani sira bazi genel topolojik kavramlarin bu uzay altindaki incele-

mesi yapilmistir.
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