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OZET

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez calismasina
temel teskil eden konunun daha iyi anlasiimasi i¢in genel bilgilere yer verilmistir. ikinci
boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak fonksiyonel analizin temel kavramlari, daralma
doniisiimleri ile sabit nokta teorisi iizerinde durulmustur. Ugiincii bdliimde ise bulanik
kiime ve temel ozellikleri, sezgisel bulanik metrik uzay ve sezgisel bulanik normlu uzay
yapilan literatiirdeki gelisimlerine gore incelendi. Dordiincii boliimde sezgisel bulanik
daralma doniisiimleri ve bu daralma dontisiimleri i¢in yaklasik sabit nokta ozelligi
lizerine yapilan caligmalar irdelendi. Tezin son kisminda ise yeni Sezgisel bulanik
daralma doniistimleri tanimlanarak bu doniisiimler i¢in yaklasik sabit nokta teoremleri

ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Bulanik metrik, Bulanik norm, Bulanik daralma, Bulamk

yaklasik sabit nokta, Sezgisel bulanik norm.
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SUMMARY

This thesis consists of four parts. In the first chapter, general information is
given for a better understanding of the subject that forms the basis of the thesis study. In
the second part, the basic concepts of functional analysis, contraction mappings and
fixed point theory, which will be used in the thesis, are emphasized. In the third chapter,
fuzzy sets and their basic properties, intuitionistic fuzzy metric space and intuitionistic
fuzzy normed space structures are examined according to their developments in the
literature. In the fourth chapter, studies on intuitionistic fuzzy contraction mappings and
the approximate fixed point property for these contraction mappings are discussed. In
the last part of the thesis, new intuitionistic fuzzy contraction mappings are defined and

approximate fixed point theorems for these mappings are proved.

Keywords: Fuzzy metric, Fuzzy norm, Fuzzy contraction, Fuzzy approximate

fixed point, Intuitionistic fuzzy norm.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

N : Dogal sayilar kiimesi
N, - Nu {0}
Z : Tam sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel (gergel) sayilar kiimesi

R* : Pozitif reel (gergel) sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi

< : Kiigtiktiir

> : Biiytiiktiir

= : Esittir

#* : Esit degildir

< : Kiiciik esit

= : Biiyiik esit

€ : Elemanidir

€ : Epsilon

) : Delta

a . Alfa

B : Beta

| : Oyle ki

\4 : Herhangi

= : Ise

s : Ancak ve ancak

vb. : Ve benzeri

vd. : Ve digerleri

F(T) : T donlisiimiin sabit noktalar kiimesi

FM(T)  :T doniisiimiin yaklasik sabit noktalar kiimesi

< : Kismi siralama bagintisi



1. GENEL BILGILER

Matematik ge¢misten bugiine kadar ele aldig1r her konuda mutlaka bir kesinlik
aramistir. Bu durum 1879 yilinda Cantor’un kiime kavramini agiklamasi ile baslamistir.
Cantor’ un tanimladigi iki farkli kiime tanimindan biri olan klasik mantikta kiime tanimi
sunu ifade eder “bir eleman bir kiimeye ya tam aittir ya da degildir’. Ornegin bugiin
hava soguktur, bunun kesin olarak herkes¢e ayni olmasini ister oysaki hava bugiin bazi
insanlara gore sicaktir. Boyle durumlarin sonucunda belirsizlik ka¢inilmaz olacaktir.

1930 yilinda belirsizlik {izerine g¢alismalar yapan Max Planck ne kadar {izerinde
calissa da belirsizlik kavramini1 1965 de asil ismi Lotfi Askarzadeh olan Azeri kokenli,
Kaliforniya Universitesi profesdrii ve ayn1 zamanda Elektrik Elektronik miihendisi olan
Zadeh yaymladigi “Fuzzy Sets” baslikli makalesinde agiga kavusturmustur. Zadeh
kesinlik olmayan bu belirsizlik kavramini oldukga gelistirerek bulanik mantigi ve
bulanik kiimeleri kesfetmistir. Bulanik kiimeleri sadece matematikle sinirlamayip fizik,
genetik, astronomi ve kendi alani olan mithendislikte de kullanmistir (Zadeh, 1975).

Klasik topolojide 6nemli bircok kavramin bulanik kiime kavrami ile olan
baglantis1 1968 yilinda Chang tarafindan bulanik topolojik uzay taniminin verilmesiyle
baslamistir (Chang, 1968). Daha sonra 1976 yilinda Lowen ve daha birgok matematikgi
bu baglamda galismalar yapmistir (Lowen, 1996). Hatta zamanla kompakt bulanik
topoloji gibi farkli bulanik topolojik yapilar1 tizerine de ¢aligmalar yapilmuistir.

Bulanik topolojilerinin gelisimine paralel olarak fonksiyonel analizde 6nemli bir
yere sahip olan metrik uzay kavrami da 1975 de Kramosil ve Michalek basta olmak
tizere 1983 Abu Osman, 1984 Kaleva ve Seikkala tarafindan farkli bulanik metrik uzay
tanimlar1 ile bagka sekillerde agiklanmaya calisilmis ve klasik analizde yeni bir alan
olusturulmustur (Kramosil ve Michalek, 1975), (Abu Osman, 1983), (Kaleva ve
Seikkala, 1984). Ayrica, 1994 yilinda George ve Veeremani bulanik metrik tanimini
farkli bir sekilde vermistir (George ve Veeramani, 1994). Bulanik mantigin 6ne siirdiigii
bir ifade olan “artik bir eleman bir kiimenin belirli bir dereceye kadar elemani
olabilmektedir’. Yani [0,1] arasindaki degerler elemanin {yelik derecesini
belirlemektedir. Dolayisiyla literatiire yeni bir konu agan bu mantik bulanik kiimelerinin
baska bir genellemesi olarak 1986 yilinda Atanossov tarafindan ortaya konmustur
(Atanassov, 1986). Bu genellestirme sezgisel bulanik kiime olarak adlandirilir. Burada
bir nesnenin bir kiimeye ait olma derecesi ile olmama derecesi birlikte incelenir. Yani
bir diger anlamda bu derecelerin toplaminin 1 den kiigiik ya da esit olma sart1 ortaya

konulmustur. Bu durumla birlikte su da ortaya ¢ikmistir; bulanik kiime, sezgisel bulanik



kiimenin 6zel bir halidir. Sezgisel bulanik kiimenin agiklanmasi ile birlikte bu alanda
cok sayida calisma yapilmistir. George ve Veeramani bulanik metrik uzay kavramina
deginerek bulanik metrik uzayin temel 6zelliklerini incelemistir. Park ise siirekli t-norm
ve siirekli t-conorm kavramlarini kullanarak sezgisel bulanik kiimeyi ve bulanik metrik
uzayla baglantis1 olan sezgisel bulanik metrik uzayr tamimlamistir (George ve
Veeramani, 1994; Park, 2004). Ayrica, bulanik metrik uzaylardan da bilindigi iizere, bir
vektor uzayr verilip bunun tzerinden farkli uyarlamalarla Katsaras (1984), Felbin
(1992), Cheng ve Mordeson (1994) ve Saadati ve Vaezpour (2005) bulanik normu
tanimlanmustir.

Ote yandan, sabit nokta teorisi matematigin hem icinde hem de disinda muazzam
uygulamalar1 olan, matematigin en basarili ve etkili araclarindan biridir ve matematigin
birgok dalinda, 6zellikle diferansiyel denklemler, integral denklemler, kismi diferansiyel
denklemler ve diger ilgili alanlarin varlig1 teorisinde yaygin olarak kullanilmaktadir.
Abu Osman, Banach'in sabit nokta teoremini bulanik metrik uzaylarda ele almistir (Abu
Osman, 1983). Ardindan George ve Verammani (1994), Felbin (1992), Hadzic (2002)
ve Gregori (2004) gibi arastirmacilar, sabit nokta teoremini ve bulanik metrik uzaylarin
diger oOzelliklerini incelediler. Birgok arastirmaci bu alanda ¢alismalarini
stirdiirmektedir.

Uygulamali matematikte sabit nokta teorisi ile ¢oziilebilecek bir¢ok problem
olmasima ragmen, sabit bir noktanin varligim1 kanitlamak her zaman kolay degildir.
Aslinda, uygulamalara bakildiginda, birgok gercek diinya problemlerinde yaklasik bir
¢Ozlimiin fazlasiyla yeterli oldugu goriilmektedir. Bu nedenle sabit noktalarin varligi
kesinlikle gerekli degildir, “yaklasik™ sabit noktalarin varligir gereklidir. Dogal olarak,
“yaklasik™ sabit nokta ve yaklasik sabit nokta 6zelligine sahip bir fonksiyon olan &-sabit
nokta (veya yaklasik sabit nokta) kavramlar1 ortaya atilmis ve bunlarla ilgili uygun bir
teori elde edilmistir (Berinde, 2007). Ilk olarak klasik metrik uzaylarda verilen yaklasik
sabit nokta kavrami daha sonra bulanik metriklerde hizla gelistirildi.

Biitiin bu gelismeler bulanik kiime kavraminin yalniz analiz ve topolojide degil
ayn1 zamanda uygulamali matematik ve bir¢ok miihendislik alaninda da yaygin bir
kullanima sahip oldugunu gostermektedir. Tiim ¢alismalar ise bizi bu konu {izerine tez

calismasi hazirlamaya motive etmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde sirasiyla metrik uzay, normlu uzay ve sabit nokta ile ilgili baz1 temel

kavramlar verilmistir.

2.1. Metrik ve Normlu Uzay Kavramlari

Tamm 2.1.1: X bostan farkli herhangi bir kiime olmak tizere Vu, v,w € X olsun.

i) dlu,v) =0

i) dluv)=0=u=v

i) d(u,v) = d(v,u) (simetri)

iv) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (liggen esitsizligi)

sartlarin1 saglayan d:X X X - R fonksiyonuna X de bir metrik, (X,d) ikilisine de
metrik uzay denir (Bayraktar, 2006).
Simdi yukarida tanimi verilen ifade iizerinden gesitli 6rnekler verilecektir.
Ornek 2.1.2: d:RX R - R, d(u,v) = |u — v| olarak tanimlanan d fonksiyonu
bir metriktir.
Coziim: Oncelikle Vu,v € R igin d(u,v) < +o oldugunu yani iyi tanimh

oldugunu gosterelim. V u, v € X i¢in

du,v) =lu—v|<|lu+v| <|ul+|v| <+

olur. Simdi metrik sartlarina bakalim. V u, v, w € R olsun.

i) dw,v) =|lu—v[=0

i)duv)=lu—v|l=0u—-v=0Uu="V

i) du,v) =lu—v|=|-(v—uw)| =|-1|lv—u| =dw,u)

iv) du,v) =lu—v|l=lu—w+w—1|
<lu—w|+|w-1v|

=d(u,w) +dw,v)



olur. Boylece (R, d) bir metrik uzaydir. Bu metrige R nin aligilmis metrigi veya mutlak
deger metrigi denir.
Ornek 2.1.3: d(u,v) = \/|u — v | ile taniml1 fonksiyon R de bir metriktir.

Coziim: d fonksiyonunun metrik sartlarini sagladigini gosterelim. Vu,v,w € R

olsun.

i) dw,v) =+/lu—v|[=0
i) dlu,v)=0=/lu—v|=0

Slu—v|=0
Su—v=0

SUuU=v

oldugundan (ii) sart1 saglanir.

iii) Vu,v € R i¢in d(u,v) = \/Iu —v| = \/Iv —u| =d(v,u) oldugundan (ii)
saglanir.

iv) Heru,v,w € R igin

d?(u,v) = |lu —v|
=lu+w—w-—v|

<lu—w|+|w-—-v|

Slu—W|+|W—U|+2\/|u—W||W—U

= (V=i +w=vl)

olup

d(u,v) S\/Iu—wl +\/|W—U| =d(u,w) +dw,v)

gerceklenir. O halde (iv) 6zelligi saglanir. Boylece d fonksiyonu R de bir metriktir.
Ornek 2.14: d:RXR-> R,

0, u=v
1, ufv

dlu,v) = {



olarak tanimlanan d bir metrik (R, d) de bir metrik uzaydir. Bu metrige ayrik (discrete)
metrik denir.

Ornek 2.1.5: (X, d) bir metrik uzay olsun. d metriginden faydalanarak X iizerinde

d(u,v)
1+du,v)

d*(u,v) =
seklinde yeni bir metrik tanimlanabilir.
Coziim: Simdi metrik kosullarinin saglandigini gosterelim. Her u, v,w € X i¢in

i) d bir metrik oldugundan d(u, v) = 0 olup

=0
—_—

d(u,v) -
1+d(u,v) —
>0

dir. Dolayisiyla,

d*(u,v) =0
olur.
ii) d*(u,v) = 0 © u = v oldugunu gosterelim.
" _ duv)
d*(wv) =0 1+d(upy)
oduv)=0
S u=v
olur.
i) d*(u, v) = d*(v,u) oldugunu gosterelim.
d(u,v) d(v,u)
d* ) = = = d* )
W) =y " T+rdwn - ¢ OW
olur.

iv) d*(u,v) <d*(u,w) +d*(w,v) oldugunu gosterelim. d* m tanim ve

d(w,v ) = 0 oldugu kullanilirsa;



d(u,v) - dlu,w) +d(w,v)
1+d(x,y) = 1+duw)+dw,v)
B d(u,w) d(w, v)
1+du,w)+dw,v) 1+duw)+dw,v)
d(u,w dlw,v
=1 +(d(u,1v) "1 +(d(w,) v)
= d*(u,w) + d*(w, v)

d*(u,v) =

olur. Boylece,

d*(u,v) <d*(u,w) + d*(w,v)

elde edilir.
Tamm 2.1.6: X = (X,d) metrik uzay, uy € X ve r > 0 reel say1 olsun. Bu
taktirde

acik yuvar, kapali yuvar ve yuvar yiizeyi sirasiyla

B(uy, 1) =B (up) ={ueXx: duuy) <r}
Blug, 7] = B lugl ={fu€ X : d(uuy) <r}
S(ug, ) =S(uy) ={uex: duuy) =r}

olarak tanimlanir. Bu {i¢ durumda da u, a merkez r ye yarigap denir (Bayraktar, 2006).

Burada u, € B(uy,r) oldugundan B(ugy, 1) # @ dir. Boylece u, merkezli r
yarigaplt bir acik yuvar merkeze olan uzaklig1 r den daha kiigiik olan X e ait noktalarin
kiimesidir. Yuvar ylizeyi ise u, a olan uzakligt r ye esit olan X e ait noktalarin
kiimesidir. Ayrica S(ug,7) = Blug, 7]\B(uy, ) oldugu aciktir. Yuvar deyimi yerine
civar veya komsuluk ifadeleri de kullanilir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.1.7: (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Her u € A i¢in B(u,r) € A
kosulunu saglayan bir tek r > 0 sayisi bulunabiliyorsa A kiimesine (X,d) metrik
uzayinda bir agik kiime denir. Eger B € X i¢in B nin tiimleyeni, X de agik ise B
kiimesine kapali kiime denir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.1.8: Bir (X, d) metrik uzayinda bir (u,,) dizisi alalim. Her € > 0 sayisina
karsilik Any(e) € N dogal sayisi vardir 6yle ki Vn > ny(¢) igin d(u,,u) < € ise (u,)
dizisi X de u ya yakinsaktir denir (Bryan ve Youngson, 2000).

(uy,) dizisi yakinsak degilse 1raksaktir denir.



Tamm 2.1.9: (X, d) metrik uzayinda bir (u,) dizisi ele alalim. Eger her € > 0
sayisina karsihik 3ny(e) € N vardir dyle ki V m,n > ny(¢) igin d(upy, uy,) < € ise (uy,)
dizisine Cauchy dizisi denir (Bryan ve Youngson, 2000).

Tammm 2.1.10: Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi uzayin bir
elemanina yakinsiyor ise X e tam uzay denir (Bryan ve Youngson, 2000).

Ornek 2.1.11: R aligtlmis metrige gore tamdir.

Ornek 2.1.12: R nin d(u, v) = |arctanu — arctanv| ile tanimli metrik ile tam
olmadigini gdsteriniz.

Coziim: R de (u,) = n ile tamimh diziyi goz Oniine alalim. Tanjant fonksiyonu

artan oldugundan her n > m icin

0 < d(up, um)
= |arctanu, — arctanu,y,|

= arctann — arctanm

n—m

= arctan
1+nm

n

< arctan
1+nm

n
< arctan—
nm

< arctan—
m

elde edilir. Buradan n,m — oo i¢in limit alinirsa d(u,, u,,) = 0 bulunur. Bu ise (u,)
dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Kabul edelim ki (u,) —» L € R olsun. O
halde

0 = lim d(u,, L)
n—-00

= lim |arctann — arctanl|

n—-oo

T
= E — arctanlL

olur. Bdylece arctanL =§ elde edilir ki bu ise boyle bir L sayis1 olmayacagindan

celiskidir. Yani (u,) dizisi yakinsak degildir. Dolayisiyla (R, d) tam degildir.
Tamm 2.1.13: X bostan farkli herhangi bir kiime ve [F bir cisim olmak {izere

+ XXX->X



 FXX-X

islemleri tammli olsun. (X, +) islemine gore degismeli bir grup ise yani her u,v,w € X

igin

)u+velx,
iu+@w+w)=w+v)+w,
i) u+ 60 =0 + u = u olacak sekilde 6 € X vardir,
iv) u+ (—u) = (—u) + u = 0 olacak sekilde —u € X vardir,

V) u+v=v+u,

ayrica her u,v € X ve a, f € F olmak iizere

vi) a.u€X,

vi) a.(u+v) =au+a.v,
viii) (e +B).u=a.u+p.u,
ixX) (a.B).u=a.(B.u),

X) 1.u=u (1, F nin birim elemanidir) ,

sartlar1 saglaniyorsa X e [F {izerinde vektor uzay1 (lineer uzay) denir. F = R ise X e reel

vektor uzayi, F = C ise X e kompleks vektor uzayr adi verilir (Pugachev ve Sinitsyn,
1999).

Tamm 2.1.14: X bir vektor uzayi olsun. ||-]| : X - R* fonksiyonu

i) Vu € Xigin|lu||=0,

i) Vu eXicin||lu|| =0 u=29,

iiil) VA€ Fig¢inve Vu € X igin ||Aul| = |A][|ull,
iv) Vu,v € Xicin |lu + v|| < [lull + [|v|

sartlarini sagliyor ise [|-]| fonksiyonuna X de norm, (X, ||-|]) ikilisine de normlu uzay
denir (Musayev ve Alp, 2000).

Simdi yukarida tanimi verilen ifade ile ilgili baz1 6rneklere yer verecegiz.

Ornek 2.1.15: X = R alinirsa, u € R igin

IR - R, u— flull = lul,



seklinde tanimlansin. (R, ||]|) normlu uzaydir.

Coziim: Vu,v € Rve her A € Rigin
i) [lull =0,

i) lul=0e|ul=0 © u=0,
i) [[Aull = [Au| = |Allul = [A]]|ul],

V) llu+vll = lu+vl < lul+ vl = llull + vl = llu+ vl < llull + v,

dir.

Ornek 2.1.16: u = (uy, Uy, ...) olmak iizere

[ee]
Zluk—l — Uy < oo
k=1

Ozelligini saglayan kompleks degerli tiim u dizilerinin vektor uzay1 X olsun.

(o)
lall = sl + ) Tty = 2
k=1

fonksiyonu X de bir norm tanimlar.

Coziim: Yu,v € Rve VA € Ri¢in

1) Mutlak deger fonksiyonunun 6zelliginden dolay1 her u = (uq,u,,...) € X i¢in
llul] = 0 oldugunu goriiriiriiz.

ii)u =(0,0,...) = 0ise ||[u|| = 0olur. ||u|| = 0 ise 0 zaman
lus | + Y=g g+ —ukl = 0

ve boylece u; = 0 ve her k € N i¢in
[ —wl =0

olur. Buradan her k € N i¢in u; = 0 yani u = (0,0, ...) = 0 bulunur.

) u = (uq,uy,...) €EX ved € Figin du = (luy, Au,, ...) dir ve



lAull = [Auy | + Xgq| A sy — Auy]
= |Allug | + 12 ey g1 — el
= |Al[ull

olur.
iv) llu + vl < [lull + [lv]|

oldugunu gosterecegiz. u = (uy, Uy, ...) € X, v = (v,V, ...) €EX ve herhangi bir

pozitif n tamsayisi igin

n n
Zl(uk+1 + Vt1) — (U + )| = Zl(uk+1 —Uy) + (Wgg1 — Vi)
k=1 k=1

n n

< 2'“k+1 — | + Zlvk+1 — Uy
(o] [ee]

< Z|uk+1 — | + Z|Vk+1 — Vg
k=1 k=1

dir. Ayni zamanda |u; + v4| < |uq| + |v4]| dir. Buradan

oo
o vl = aty v+ ) | + Vi) = (g + 0]
k=1

[o.0] [0 0]
< |luy| + |vi| + Zluk+1 — | + Z|Vk+1 — Vg
k=1 k=1

= [lull + vl

elde edilir.
Lemma 2.1.17: (X, ||*]]) bir normlu uzay olsun. d: X - R,

dw,v) =lu—-vl|, (uvex)

olarak tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir (Musayev ve Alp, 2000).
Lemma 2.1.17 de verilen bu metrige norm tarafindan iretilen metrik denir
(Musayev ve Alp, 2000). Bu lemmanin dogal bir sonucu olarak her normlu uzay bir

metrik uzaydir.
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Tamm 2.1.18 (X, ||-||) normlu vektor uzayi, bir u, € X ve pozitif bir r sayisi

verilsin. Bu taktirde;

B(ug, ) = By (up) = {u € X: |lu —ull <7}

kiimesine u, merkezli ve r yarigapli acik yuvar,

B(ug,m) = B.(up) ={u e X: |lu—ugll <r}

kiimesine u, merkezli ve r yarigaph kapali yuvar,

S(ug, ) =S, (up) ={mev: lu—uyll =r}

kiimesine u, merkezli ve r yarigapli yuvar yiizeyi denir.

B(ug,7) = B(ugy, 7) U S(ug, 1)

oldugu aciktir. B, (ug) agik yuvarina u,y € L noktasinin bir komsulugu,

B(ug, 1) — {uo}

kiimesine ise u, noktasinin bir delinmis komsulugu denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanim 2.1.19: X normlu uzay olsun
d:X->R, duv) =lu—v|, (u,veX)
norm metrigine gore tam ise X ye Banach uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).
Tamm 2.1.20: (X, ||-]|) normlu uzay, M ise bu uzaydan alinmis bir kiime olsun.
Her bir u, € M noktasi i¢in

B(uyg,r) ={ueM:|lu—uyl| <r}cM

sart1 saglayan Oyle r > 0 sayis1 varsa M kiimesine X normlu uzayinda agik kiime denir
(Musayev ve Alp, 2000).
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Tamm 2.1.21: X bir normlu uzay ve A c X bir kiime olsun. Eger her (u,) c A
dizisi A kiimesinde bir elemana yakinsayan bir alt dizi igeriyorsa A € X kiimesine bir
kompakt kiime denir (Bryan ve Youngson, 2000).

Ornek 2.1.22: R®, n > 1 Euclid uzayinda her kapali smirli kiime kompakttir.

Tamm 2.1.23: X ve Y iki Banach uzay1 ve A € L(X,Y) olsun. Eger X deki her
sinirlt kiimenin A altinda goriintiistiniin kapanigi Y de kompakt ise A ya kompakt

operator denir (Kreyszig, 1978).

2.2. Daralma Doniisiimleri ve Sabit Nokta Teoremi

Bu kesimde daralma doniisiimleri verilmis ve sabit nokta teorisi hakkinda genel
kavramlara yer verilmistir.

Tamm 2.2.1: (X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisiim olsun. Eger Vu, v €
X i¢in

d(Tu, Tv) < Ad(u,v)

kosulunu saglayan bir A > 0 sayist mevecut ise T ye bir Lipschitz doniisiimii denir
(Berinde, 2007).

Ornek 2.2.2: X = E, 1) ve T: X —» X donisimi T(u) = % bagintist verilsin. T,

A = 4 igin bir Lipschitz dontisimiidiir.

Coziim: Yu, v € X olmak lizere

d(T(w, T(W)) = |l_ l|

u v
e

u.v

_I=D@-v)

lu. v|

lu —v|

u.v

lu —v|

N —
N| —

= 4d(u,v)
d(T(w), T(v)) < 4d(u,v) olup A > 4 igin bir Lipschitz déniisiimii oldugu goriiliir.
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Tamm 2.2.3: (X,d) bir metrik uzay, T: X — X bir Lipschitz doniisiimii olsun.
Eger Vu, v € X i¢gin,

d(Tu,Tv) < Ad(u,v)

olacak sekilde en az bir A € [0,1) sayist bulunabiliyorsa T ye daralma (contraction)

doniisiimii veya daraltan doniistim denir (Berinde, 2007).

Ornek 2.2.4: X = Rve T: X - X doniisiimii T (u) = % + 4 bagintisi ile verilsin. T
daralma doniistiimiidiir.

Ornek 2.2.5: T: R? > R? déniisiimii T(w) = T((uy, up)) = Gsinuz , %cosul +
2) ile tammlansin. R? {izerindeki alisilmis metrige gére her bir u = (u;,u,) ve v =

(v, v,) i¢in d((T(u),T(v)))S;ld(u,v) saglamir. Yani; R? de bir daralma
doniigtimiidiir.

Uyart 2.2.6: T:X — X bir donilisim olsun. Lipschitz kosulunu saglayan her
doniistim diizgiin siirekli oldugundan daralma doniistimleri de diizgiin siireklidir.
Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daralma doniisimii olamaz. Fakat T daralma
doniistimii olmasa bile T™ bir daraltan doniistim olabilir.

Ornek 2.2.7: T:[0,2] = [0,2] doniisiimii

0, uel01]
1, ue(1.2]

JOR
seklinde tamimlansin. T doniisimii u =1 de siireksizdir ve dolayisiyla daralma
doniisimii  olmaz. Diger taraftan T2:{0,1} - {0}, T?(u) =0 olup bir daralma
doniistimiidiir.

1968 yilinda R. Kannan ¢alismasinda T nin X tizerinde siireklilik gerektirmeyen
bir daralma sart1 tanimlayip, Banach daralma prensibini Tanim 2.2.8 de genellestirerek
sunmustur (Kannan, 1968).

Tamm 2.2.8: X bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Vu,v €

X i¢in

d(Tu, Tv) < a[d(u, Tu) + d(v, Tv)]
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olacak sekilde en az bir a € [O,%) sayist mevcut ise T ye Kannan doniisimii denir

(Kannan, 1968).

Kannan dontigiimiinden yola c¢ikarak T nin siirekli olmadigi bazi tipteki
dontigiimler icin bircok daralma doniisiimii tanimi yapilmistir. Bunlardan birisi de
Chatterjea tarafindan asagida ifade edilmistir (Chatterjea, 1972).

Tamm 2.2.9: X bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her u,v €

X i¢in
d(Tu, Tv) < Bl d(u,Tv) + d(v, Tu)]

olacak sekilde en az bir § € [0, %) sayist mevcut ise T ye Chatterjea doniisiimii denir.
Zamfirescu tiim bu tanimlar1 bir araya getirerek asagidaki tanimi gelistirmistir
(Zamfirescu, 1972).
Tammm 2.2.10: X bir tam metrik uzay, T:X — X bir doniisim olsun. Vu,v €

X i¢in

i) d(Tu,Tv) < 1d(u,v),
i) d(Tu,Tv) < a[d(u,Tv) +dw,Tv)],
i) d(Tu,Tv) < Bld(u, Tv) + d(v, Tu)],

kosullarindan en az birisi dogru olsun. Eger 1 € [0,1), 0 < a,fB < % sartlarini saglayan

A, a ve B reel sayilar varsa T ye Zamfirescu doniisiimii denir.

Berinde, Zamfirecsu’nun tanimindaki i) ve iii) sartlarindan daha kapsamli olan ve
T dontigiimiiniin stirekliligini gerektirmeyen daralma sartin1 tamimlayarak asagidaki
doniistimii tammmlamustir (Berinde, 2007).

Tamm 2.2.11: X bir tam metrik uzay, T:X — X bir doniisiim olsun. V u,v € X

igin
d(Tu,Tv) < &d(u,v) + Ld(v,Tu)
veya

d(Tu,Tv) < &d(u,v) + Ld(u, Tv)
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olacak sekilde bir § € (0,1) ve L > 0 sayilar1 varsa, T ye bir zayif (weak) daralma
doniistimii veya hemen hemen (almost) daralma doniisiimii denir.

Daralma sartlar1 baz1 fonksiyonlar yardimiyla genellestirilebilir.

Tamm 2.2.12: X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. Eger

Vu,v € X i¢in
d(Tu,Tv) < 6d(u,v) + @(d(u,Tw))

kosulunu saglayan bir § € [0,1) sabiti ve ¢(0) = 0 sartin1 saglayan bir ¢: R - R*
monoton artan fonksiyonu varsa, T ye bir contractive-like doniisiim denir (Soltuz ve
Grosan, 2008).

Tamm 2.2.13: (f —Daralma Déniisiimi): (X, d) bir metrik uzay ve f,T: X — X

iki doniisiim olsun. Vu, v € X i¢in 0 < k < 1 olacak sekilde

d(fT@W), fT(W)) < kd(f(w), f(v))

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine f —daralma doniisiimii denir (Beiranvand vd.,
2009).

f —daralma donistimleri f = [ (I birim doniisiim) alinmasi halinde daralma
doniisiimlerine denk olur.

Tamm 2.2.14: X # @ ve T:X — X bir doniigiim olsun. Eger T(u) = u olacak
bicimde bir u € X varsa, bu u noktasina T nin sabit noktas: denir. T nin tiim sabit
noktalar kiimesi F (T ile gosterilir (Berinde, 2007).

Simdi sabit noktalar1 bulunan ve bulunmayan bir takim 6zel doniisiim 6rnekleri
verilecektir.

Ornek 2.2.15:

i) EgerX=RveT(u)=u?+5u+4ise F(T)={-2}.

ii) EgerX=RveT(uw)=u+2ise F(T)=0.

i) T:{s,u,v}->{s,u,v} ; Tw=v, T(s)=s ve T(w) =u ile tanimh

doniisiimiinii ele alalim. Bu durumda F(T) = {s} dir.

Ornek 2.2.16: X = {a, b} olmak iizere T(a) = b ve T(b) = aile tanmh T: X —
X sabit noktas1 yoktur. Ayrica X = [1,5] , Y = [6,9] olmak iizere herhangi bir T: X —

Y veyaT:Y — X doniislimiiniin sabit noktasi yoktur.
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. 2u , <
Ornek 2.2.17: T(u) =

dontistimiinde 0 ve 2 noktalar
2—-2u , 3

<u
<u<

NIRr O
WINN | R

doniigiimiin tanim kiimesine ait olmadigindan, bu doniisiimiin sabit noktalart yoktur.

Ornek 2.2.18: Tu = e* déniisiimiiniin de higbir sabit noktas1 mevcut degildir.
Buna karsin Tu = e%"! ve Tu = —e%**! doniisiimlerinin sabit noktas sirasiyla 1 ve —1
dir.

Tamm 2.2.19: X bostan farkli herhangi bir kiime, T: X — X bir doniisiim olsun.
Herhangi bir u € X icin T**1(u) = T(T*(u)) olacak sekilde T*(u) tanimlansin. T*(u)
ya u nun T altindaki k. iterasyonu denir (Berinde, 2007).

Daralma doniisiimlerde X bir tam metrik uzay alinirsa, bu doniisiimiin sabit bir
noktasi vardir ve bu sabit nokta tektir. Simdi bu durumu karakterize eden teoremi ifade
edelim (Banach, 1922).

Teorem 2.2.20 (Banach Daralma Prensibi): (X,d) bir tam metrik uzay ve
T: X — X bir daralma doniistimii olsun. Bu durumda,

i) T, X te bir tek u sabit noktasina sahiptir;

ii) Herhangi bir (uy) € X i¢in u,4; =Tu,; n=0,1,2,.. ile tamimlanan

Picard iterasyonu tarafindan tiretilen (u,)y=o dizi u noktasina yakinsar.

Bu teoremin Tamim 2.2.3 de verilen daralma doniisiimii disinda yukarida ifade
edilen diger daralma doniistimleri ve literatiirde mevcut olan birgok farkli daralma
dontigiimleri, iterasyon metotlar1 ve farkli uzay yapilart kullanilarak yeni versiyonlari
elde edilmistir. Yeni elde edilen bu teoremler ise uygulamali matematikte ve matematik
disinda birgok ana bilim dalinda uygulama bulmustur. Dolayisiyla bu gelismeler
matematik anabilim dalinda sabit nokta teorisi olarak yerlesmesine neden olmustur.

Simdi de metrik uzaylarda yaklasik sabit nokta tanimini verelim (Berinde, 2007).

Tamm 2.2.21: (X, d) bir metrik uzay ve T: X - X ,&e > 0,u, € X olsun. Eger,

d(T(UO)in) <g,

ise uy noktasina T nin yaklasik (approximate) sabit noktasi veya & —sabit noktasi denir
(Berinde, 2006).

T nin biitiin e-sabit noktalar1 verilen bir € i¢in F,(T) = {u € X:u, T nin bir € —
sabit noktast} seklinde gosterilecektir.

Tanmmm 2.2.22: T:X - X bir doniisim olsun. Bu taktirde eger Ve > 0 igin
F.(T) # @ ise T ye yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir denir (Berinde, 2006).
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Asagidaki Lemma bir metrik uzay {lizerindeki bir operatoriiniin €- sabit noktasinin
varligint garanti eder.
Lemma 2.2.23: (X,d) bir metrik uzay, T: X — X asimptotik regiilerlik sartini

saglasin. Yani Vu € X i¢in
d(T™(w), T""1(u)) > 0,n >

olsun. Bu taktirde T yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir (Berinde, 2006).
Ispat: u, € X olsun. Bu taktirde,

d(T"(uo),T"+1(u0)) - 0,n—> o & Ve >0,3Iny(e) € N dyleki Vn > ny(e)

i¢in
d(T"(uO),T"+1(uO)) < & © Ve >0, Any(e) € N dyleki Vn = ny(e) igin

d (T"(uo), T(T"(uo))) < &
dur. yo = T™(x,) olarak tanimlanirsa
Ve > 0,3y, € X dyleki d(yo, T(yo)) < €

olur. Boylece her € > 0 i¢in T nin X de bir &- sabit noktasi vardir. Yani T doniisiimiiniin
€- sabit noktasi y, dir. Bunun anlami tam olarak T yaklasik sabit nokta 6zelligine
sahiptir.

Asagidaki Onerme hangi kosullar altinda bir doniisiimiin sabit noktalarin
varligiin yaklasik sabit noktalarinin varligini gerektirdigini ifade eder.

Onerme 2.2.24: (X,d) metrik uzaym bir kapali alt kiimesi A ve T:A > X bir
kompakt doniisim olsun. Bu taktirde T bir sabit noktaya sahiptir ancak ve ancak T

yaklasik sabit noktaya sahiptir (Granas ve Dugundji, 2003).
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3. BULANIK KUME VE BULANIK UZAYLAR
Bu boliimde bulanik kiime, bulanik metrik uzay, sezgisel bulanik metrik uzay,
bulanik normlu uzay ve sezgisel bulanik normlu uzay kavramlari ve bu kavramlar ile

ilgili temel 6zelliklere yer verilmistir.

3.1. Bulanik Kiime ile Ilgili Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1: X # @ bir kime, [ =[0,1]c R olmak fiizere X -1 ya
fonksiyonlarin tiimiiniin kiimesini 1% ile gosterelim. IX in her bir elemanina X in bir
bulanik kiimesi denir (Zadeh, 1965).

Tamm 3.1.2: X herhangi bir kiime ve A < X olsun.

1, ued

seklinde tanimlanan y,(u) : X - {0,1} fonksiyonuna A kiimesinin Kkarakteristik
fonksiyonu denir (Zadeh, 1965).
Tamim 3.1.3: X herhangi bir kiime, A € X ve [ = [0,1] € R olmak iizere f4: X —

I fonksiyonu tarafindan karakterize edilen
A={(u, fr(uw):ueX}cXxI,

kiimesine X de bir bulanik kiime denir. Burada f, ya A bulanik kiimesinin tyelik
fonksiyonu ve Vu € X icin fy(u) € I degerine de X in A ya ait olma derecesi denir
(Zadeh, 1965).

Tamm 3.1.4: Her a € (0,1] ve u € X igin iiyelik fonksiyonu

_(a v=u
fa(v) = {0, diger durumda

seklinde tanimlanan f,: X — [0,1] bulanik kiimesine X de bir bulanik nokta denir
(Wong, 1974).
Tanim 3.1.5: X # @ olmak iizere Vu € X icin fy(u) =1 ve fy(u) =0 iyelik

fonksiyonlari ile karakterize edilen @ ve X bulanik kiimeleri
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d={(u,0):ueX} ve X={w1):ueX}

seklinde ifade edilir (Zadeh, 1965).

Tanmm 3.1.6: X # @ ve A € [0,1] olmak iizere her u € X i¢in A*(u) = A seklinde
tanimlanan A* bulanik kiimesine sabit bulanik kiime denir (Zadeh, 1965).

Yukaridaki tanimlara gore klasik anlamdaki her kiime bir bulanik kiimesidir.
Simdi ise bu tanimlarin daha iyi anlagilmasi i¢in bir 6rnek verilecektir.

Ornek 3.1.7: f4: R — [0,1] iiyelik fonksiyonu olmak iizere

0, u<l1
fa) =4 J@-1)  1sus<4
1,4<u

olarak tanimlanan

A={(wf,w): ueR}

kiimesi bulanik kiimedir.

Tanmm 3.1.8: Kiimeler teorisinden de bildigimiz kapsama, birlesme, kesisme ve
esitlik sembolleri bulanik kiimelerde sirasiyla “ <, V, A, = " seklinde ifade edilir. Bu
islemler tanimlanacak olursa: A, B kiimeleri X de iki bulanik kiime olsun. f; ve fp

fonksiyonlari ise A ve B nin iiyelik fonksiyonlar1 olmak {izere Vu € X igin

i) fp(w) < fy(u) ise A bulanik kiimesi B bulanik kiimesini kapsar yani A < B
dir.

i) AVB = {(u, fave@W) t favp(w) = max{fA(u);fB(u)}} kiimesi A ve B

bulanik kiimelerinin birlesimidir.

i) AAB ={(u fars (W) : fars @) = min{f, @), f(w)3}} kiimesi 4 ve B
bulanik kiimelerinin kesisimidir.

iv)  fa(u) = fz(u) ise A ve B bulanik kiimeleri birbirine esittir yani A = B dir.

Bununla birlikte tiimleyen ve fark islemleri de asagidaki sekilde tanimlanur.
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i) A={ufy@):fyw)=1-f(w)} bulanik kimesi ise A nm
tiimleyenidir,

i) A—B= {(u, fA_B(u)) fa_p(u) = min{fA(u),fBr(u)}} bulanik kiimesi ise

A, B bulanik kiimelerinin farki olarak tanimlanir (Chang, 1968).

Tamm 3.1.9: {4;};c; , X deki bulanik kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda

birlesim ve kesisim islemlerinin genellestirilmis hali Vu € X i¢in

) C=Vigdi © fe(w) = maxie{fa, W)}
i) D= AgegA o fru)= miniel{fAi (u)}

olarak tanimlanir (Chang, 1968).
Teorem 3.1.10: X # @ bir kiime ve A, B c X iki bulanik kiime olsun. Boylece

) =4
iy A<BoB <A

i) (AAB) =A'"VB', (AVB) =A"AB'
V) (VierAD' = Nier Af'

V) (AierAD' = Vi A/

ozellikleri saglanir (Chang, 1968).
Ispat: A bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu f;, B bulanik kiimesinin iiyelik

fonksiyonu f; olmak iizere;
) far (@) = 1= fu(0) Ve £y () = 1= (1= f,(W) = fo(w)
oldugundan
Ay =4
dir.
i) £ () = 1= 4 (0) Ve fr () = 1~ fi(u1)

dir. Dolay1siyla,
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A<B o f(w) < fp(w)
e1-f(w)=21-fzu)
©1-fpw) <1-f(w)
& fpr(w) < fa(w)
B <A
elde edilir.
iii) (Av B)' = A" A B’ esitligini gostermek i¢in ilk olarak Vu € X igin
f(AVB)'(u) = farap' (W)
esitligi gosterilmelidir. £y, fz : X — [0,1] tiyelik fonksiyonlar1 olmak iizere
min{l — f,,1 — fg}, A’ A B’ bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu,
max{fy, fg}, AV B bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu,
1 — max{fy, fz} de (A Vv B)’" bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu
dir.
1 —max{fy, fz} = min{l — f;, 1 — fz}
oldugu dikkate alinirsa,
min{l1 — f4,1 — fg}, (A Vv B)' bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu
olur. Dolayistyla Vu € X i¢in
f(AVB)’(u) = farns' (W)
olup

(AvB) =A'AB’

dir. Su halde benzer olarak,
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max{l — fy,1— fg}, A’ VB’ bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu
1 —min{fy, fg}, (AAB)" bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu

dir. Buradan,
1 —min{fy, fz} = max{1 — f,,1 — f5}
oldugu kullanilirsa
max{l — f,,1— fg}, (A A B)' bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu
olur. Boylece Vu € X igin
f(AAB)'(u) = farve (W)
dir.
iv) (Vier4;) = max{fAi W}ve (Vi 4)' =1- max{fAi )]

oldugundan

(\/Ai>, = min{1 — f,, (W)}

i€l

dir. Timleyen alma 6zelliginden

(\/Ai), = min{f, @} = [\ 4

i€l i€l
olur.
V) (Nies A)=min{fy,(w)} ve (Aie; A)'=1 — min{fy,(w)}

oldugundan
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(/\Ai> = max{l - fAi(u)} = max {fAri(u)} = \/A’l-

i€l i€l

bulunur.

Uyar:1 3.1.11: X bir kiime ve A bir bulanik kiime olsun.

i) AANA #0
i) AVA #X

dir. Yani klasik kiime teorisinden farkli olarak

favar (X)) = fx(X) ve fana(X) = fo(X)

esitlikleri gegerli olmak zorunda degildir. Asagidaki 6rnekle bu durumu inceleyebiliriz.
Ornek 3.1.12: X ={a,B8}, A={(a,0.3),(8,0.8)} olsun. ANA'=@ ve AV

A" = X esitliklerinin saglanip saglanmadigini arastiriniz.

Coziim: A' ={(a,0.7),(B,0.2)} dir. f W) =min{f(w),f(uw)} olarak

tanimli oldugundan
ANA" ={(a,03),(8,02)} 0

bulunur. Ayrica f 4, »(w) = max{f,(w), f ,(w)} oldugundan
AVA ={(a,07),(8,08)} X

bulunur.
Yukaridaki bulanik kiime ile ilgili tanim ve teoremler goz 6niine alindiginda X #

@ bir kiime ve A4, B,C X bulanik kiimeler olmak {izere asagidaki ozellikler saglanir
(Chang, 1968).

i) AVA=A, ANA = A (Tek kuvvet 6zelligi)

i) AVB=BVA, AANB =B A A (Degisme ozelligi)

i) Av(BVC)=((AVvB)vC, AN(BAC)=(AAB)AC (Birlesme
ozelligi)
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iv) AV(BAC)=((AVB)AAVC(C), ANBVC)=(AAB)V(AACD)
(Dagilma ozelligi)

V) AvX=X, AND® =0 (Yutaneleman 6zelligi)

vi) AvO=A, ANX = A (Etkisiz eleman 6zelligi)

vi) (AAB) =A"VB', (AvB)' = A" A B’ (De Morgan kurali)

Tamm 3.1.13: X # @ bir kiime, A € I* ve y, bir bulanik nokta olsun. Vu € X
icin @ < A(u) ise y, € A denir. Bir bulanik kiime, bu bulanik kiimeye ait bulanik
noktalarinin birlesimi seklinde yazilabilir, dolayisiyla A ya ait her bulanik noktast ayni
zamanda A nin bir bulanik alt kiimesidir (Pao-Ming ve Ying-Ming, 1980).

Tamm 3.1.14: X # @ bir kiime, 7 ise /X deki bulanik kiimelerden olusan bir alt

aile olsun. Eger t ailesi

i) §,X€r,
i) A1A;, ...,Ay ETigin AL 4; €T,

|||) {Ai}iEI <T 1(}11’1 Vier Ai ET,

Ozelliklerini sagliyorsa T ailesine X iizerinde Chang anlaminda bulanik topoloji ve

(X, 1) ikilisine de Chang anlaminda bulanik topolojik uzay denir (Chang, 1968).

3.2. Bulanik Metrik Uzaylar ve Sezgisel Bulanik Metrik Uzaylar
Tanmmm 3.2.1: =*:[0,1] x [0,1] - [0,1] ikili islem tammlansin. Buna gore
Va,b,c,d € [0,1] olmak iizere

1) a*b=b=xa

i) (axb)*xc=ax(bxc)
iii) * iglemi stireklidir

V) axl=a

V) a<cveb<dikenaxb <cx*d

kosullarini saglayan * islemine siirekli t-norm denir (Schwiezer ve Sklar 1960).
Ornek 3.2.2: Her a, b € [0,1] i¢in

a*, b =max{0,a+b—1}
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seklinde taniml ikili islem stirekli t-normdur. Bu siirekli t-norma Lukasiewicz t-normu
denir.

Coziim: V a,b,c,d € [0,1] i¢in

i) axb=max{0,a+b— 1} =max{0,b+a— 1} = b+, a olur. Béylece %,

islemi degisme 6zelligine sahiptir.

ii) (axyb)* ¢c=(max{0,a+b—1}) %, c
= max{0,max{0,a + b — 1} +c — 1}
=max{0,a+b—1+c—1}
max{0,a+b+c—1-—1}

= max{0,a + max{0,b + c — 1} — 1}
= a *; (max{0,b +c —1})
=a*y (bx )

olup

(axyb) *3c=ax*y (b*c)

dir. Boylece *; islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

iii) (a,),(b,) c [0,1] lizerinde taniml iki dizi ve a,, » a, b,, > b;n > o ise
a, *1 b, = max{0,a, + b, — 1}rioo>max{0,a +b—1}=ax b
dir. Dolayisiyla,
an, *1 b, 2 a*x b;n—- o

oldugu goriildiigiinden *; dizisel siireklidir. O halde *; islemi siireklidir.

iv) Va € [0,1] i¢in
a*;1=max{0,a+1—-1}=max{0,a}=a=>a+x1=a
elde edilir.
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V) a < cveb < d olmak iizere her a, b, c,d € [0,1] i¢in

a+b<c+d

dir. O halde,

a+b—-1<c+d-1
max{a +b — 1} < max{c +d — 1}

a*x b <cxd

olur.
Boylece (i)-(iv) den *, islemi siirekli t-normdur.
Ornek 3.2.3: Hera, b € [0,1] icin

a*xsb=a.b

seklinde tanimli ikili islem siirekli t-normdur. Bu siirekli t-norma ¢arpim t-normu denir.
Ornek 3.2.4: Her a, b € [0,1] icin

a *3 b = min{a, b}

seklinde tanimli ikili islem siirekli t-normdur. Bu siirekli t-norma minimum t-normu
denir.
Yukaridaki orneklerde tanimlanan %, %, ve %3 birer siirekli t-normdur. Ayrica

kolayca goriilebilir ki

ax* b<axb<ax*3b

dir.

Klasik metrik uzaym bagka bir ifadesi olan ve Menger tarafindan 1942 yilinda
tanmimu yapilip Schweizer ve Sklar tarafindan 1960 yilinda gelistirilmis olan olasiliksal
metrik uzay kavrami 1975 yilinda Kramosil ve Michalek tarafindan bulanik metrige
genellestirilmistir.

Tamm 3.2.5: X keyfi secilmis kiime, = siirekli bir t-norm olsun. Eger M, X? X

[0, ) tizerinde her u, v,w € X ve s,t > 0 i¢in

26



i) M(u,v,0) =0,

i) Hert > 0icinM(u,v,t) =1 u=r,
iii) M(u,v,t) = M(v,u,t),

iv) Mu,v,t) * M(v,w,s) < M(u,w,t +5s),
V) M(u,v, -) :[0,1) - [0,1] sol siireklidir,

kosullarini saglayan bir bulanik kiimesi ise (X, M,*) sirali ii¢liisiine bir bulanik metrik
uzay denir. M(u,v,t) degeri u ile v arasinda t ye gore yakinlik derecesi olarak
diistiniilebilir. Her t > 0i¢in M(u,v,t) =1 ile u=v ve oo ile M(u,v,t) = 0 aym
anlama gelmektedir (Kramosil ve Michalek, 1975).

Simdi Kaleva ve Seikkala tarafindan ifade edilen bulanik metrik tanimin1 verelim.

Tamm 3.2.6: Vt <0 i¢in u(t) =0 ise u (bulanik sayisi) negatif olmayandir.
Negatif olmayan biitiin bulanik sayilarin kiimesi G ile gosterilecektir. R deki tiim
bulanik sayilarin kiimesi igin ise L(R) sembolii kullanilacaktir. Ote yandan bulanik
sayilarin toplamaya gore birimi ve garpmaya gore birimleri sirastyla 0 ve 1 olarak

gosterilecektir. € R olmak tizere 7 € L(R) bulanik sayisi

A(t) = {1, t=r
)= 0, diger durumlarda

bi¢iminde tanimlanir (Kaleva ve Seikkala, 1984).
Tamm 3.2.7: X bir keyfi kiime, L, R : [0,1] x [0,1] — [0,1] simetrik ve artan iki
doniisiim ve L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 olsun. Bu durumda d : X x X — G fonksiyonu

) duv)=0u="v
i) VuveXicindu,v)=dwu)

iii) Y u,v,w € X igin

a-)s <u (u,w), t <u,(w,v), s <uy(u,w) olmak iizere
dwv)(s + ) > L(dww), (s), dw,v), ()

b-) d(u, v)(s + ) < R (dw,w), (), d(w, v)(®))
s = U—1(u, w)
t = u,(w,v)

s+t =>u(u,v)
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kosullarint sagliyorsa (X,d,L,R) ye bulanik metrik uzay denir (Kaleva ve Seikkala,
1984).

Simdi de literatiirde de genis bir kullanima sahip olan Kromasil ve Michalek
anlamindaki bulanik metrik iizerinde calisilarak George ve Verammani tarafindan
tanimlanan bulanik metrik uzay1 ifade edelim.

Tanmm 3.2.8: X bostan farkli herhangi bir kiime ve * islemi bir siirekli t-norm
ve M, X? x (0,00) da tanimlt bir bulanik kiime olsun. M her u,v,w € X ve t,s > 0

icin

i) MQu,v,t) >0

i) Muvt)=1lex=y

i) M(u,v,t) =M(v,u,t)

iv) M(u,v,t) * M(v,w,s) < M(u,w,t +s)
V) M(u, v, -) : (0,0) - [0,1] siireklidir.

sartlarim1 saglantyorsa M ye X de bir bulanik metrik ve (X, M,*) ticlisiine de bir bulanik
metrik uzay denir (George ve Veremmani, 1994).

Lemma 3.2.9: (X, M,*) Uglisti bir bulanik metrik uzay olsun. Bu taktirde her
u,v € X igin M (u, v, -) azalmayan bir fonksiyondur (Grabiec, 1988).

Ispat: 0 < t < s icin M(u,v,t) > M(u,v,s) olsun. Bu taktirde Tanim 3.2.5 den

M(u,v,t)*Mw,v,s—t) < M(w,v,s) < M(u,v,t)
olur. Yine Tanim 3.2.5 geregince M (v, v,s — t) = 1 olacagindan
M(u,v,t) < M(u,v,t)
bulunur. Fakat bu bir ¢eliski olusturur. Sonug olarak her 0 < t < s i¢in
M(u,v,t) < M(u,v,s)

dir.
Tamm 3.2.10: (X, M,*) bulanik metrik uzay,u € X, 0 <r <1vet > 0ise

By(u,r,t) ={fveX: Mu,v,t) >1—r}
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kiimesine u merkezli, r yarigapli acik yuvar denir (George ve Verammani, 1994).
Lemma 3.2.11: Her agik yuvar agik bir kiimedir (George ve Verammani, 1994).
Ispat: By, (u,7,t) acik yuvarini inceleyelim. v € By, (u, , t) bir keyfi nokta olsun.

By (u, 7, t) ifadesinin tanimindan

v €By(u,rt)>Muwuvt) >1—r
Muv,t) >1—r=M,v,ty)) >1—7r

olacak sekilde 0 < t, < t araliginda bir t, bulunmus olur.

o = M(u,v,ty)

olsun.

o =M, v,ty) >1—r

olup

rp>1—s>1-r

olacak sekilde 0 < s < 1 araliginda bir s bulunmus olur. Ayrica r, > 1 — s olacak

sekilde verilen 1y Ve s igin

To*r,=1—s

kosulunu saglayan 0 < r; < 1 aralifinda bir r; bulunabilir. Simdi By, (v, 1 — 1, t — t;)

acik yuvarini dikkate alalim. Gosterelim ki

By(v,1—1,t—ty) € By(u,r,t)

dir.w € By (v,1 — 1y, t — ty) olsun. O halde,

Mwt—ty)>1—-(1—-r)=n

dir. Dolayisiyla,
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M(u,w,t) = M(u,w,ty) * M(v,w, t — t,)
M(u,w,t) >rg*r, =1—5s
Muw,t) >1—r
w € By (u,r,t)
olur. Boylece,
By(w,1—ry,t—ty) € By(u,r,t)
bulunur. v € By (u, , t) keyfi segildiginden her v € By, (u, 1, t) igin en az bir
By(v,1 —mr,t—ty)
acik yuvar vardir. Oyle ki

BM(U, 1 B Tl,t - to) C BM(u,T', t)

olur. Dolayistyla By (u, 7, t) agik bir kiimedir.
Sonu¢ 3.2.12: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay olsun.

Ty = {A € X : her biru € A i¢in By (u,r,t) S A olacak sekilde r € (0,1) ve t > 0 vardir }

ailesi X tizerinde bir topoloji tanimlar (George ve Verammani, 1994).
Tamm 3.2.13: (X, M,x) bulanik metrik uzay ve u € A olmak lizere (4,7y)

topolojisine gore

(i =12
M u'n'n nm=12,..¢

acik yuvarmin ailesi u noktasimin bir yerel bazidir (George ve Veeramani,1994).
Tamm 3.2.14: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay (u,) < X olsun. Vt > 0 igin

lim M(u,,u,t) = 1 sart1 saglamirsa (u,) dizisi u noktasina yakinsar denir ve limu,, =
n—>00

n—-oo

u seklinde gosterilir (George ve Veeramani,1994).
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Tamm 3.2.15: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay (u,) < X olsun. vt > 0 ve 0 <
€ < 1 olmak iizere Any(e) € N vardir dyle ki Vm,n > ny(e) igin M (uy, upy,, t) > 1 —
¢ ise (u,,) dizisine Cauchy dizisi denir (George ve Veeramani,1994).

Tamm 3.2.16: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay (u,) € X olsun. X deki her
Cauchy dizisi yakinsak ise (X, M,*) bulanik metrik uzayma tamdir denir (George ve
Veeramani,1994).

Tamm 3.2.17: (X, M,x) bir bulanik metrik uzay ve A c X olsun. A kiimesindeki
yakinsak her dizinin limiti A da ise A ya X de kapalidir denir (George ve Veeramani,
1994).

Tamm 3.2.18: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay ve A c X olsun. A kiimesindeki
her dizinin A da en az bir yakinsak alt dizi var ise A kiimesine X de kompakt denir
(George ve Veeramani, 1994).

Tamm 3.2.19: (X, M,*) bir bulamk metrik uzay ve K(X), X in bostan farkl

kompakt alt kiimelerinin ailesini gostermek tizere V A, B € K(X) ve t > 0 i¢in,
Hy(A,B,t) = min{ inf,e4M(a,B,t), infpegM(A,b,t)},
ile tanimlanan H,,: K(X) X K(X) X (0, ) — [0,1] fonksiyonuna M bulanik metriginin
olusturdugu Hausdorff bulanik metrik denir (Rodriguez-Lopez ve Romaguera, 2004).
Teorem 3.2.20: Her bulanik metrik uzay Hausdorff bulanik metrik uzaydir
(George ve Verammani, 1994).
Ispat: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay u,v € X ve u # v olsun. Bulanik metrik
uzaym tanimima gore u # v oldugundan 0 < M(u,v,t) <1 dir. Dolayisiyla r =

M(u, v, t) dersek 0 < r < 1 olur. r < ry < 1 olacak sekilde her bir ry i¢in 1y * 1y =1y

esitsizligini saglayan r; bulunabilir. Simdi,
1 1
BM (u, 1 - Tl,Et) ve BM (U, 1 - T'l,zt)
acik yuvarini inceleyelim. Soyle ki
BM (u, 1 - Tl,%t) N BM (v, 1 - Tl,%t) == (Z)

dir. Kabul edelim ki
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Bu (w1 —r5t) By (v,1-7,2t) = 0

olsun. 3w € By, (u, 1- rl,%t) N By (v, 1- rl,%t) icin

M(u,w,%t) >1-(1-r)=n
ve

M(v,w,%t) >1-(1-r)=n

r=MQuvt) > M(u,w,%t) *M(W,U,%t)

>k
r>T1
r>r

olur. Bu ¢eligkidir. Béylece u, v € X ve u # v i¢in;
1 1
BM (u, 1 - rl,Et) n BM (v, 1 - T‘l,zt) == @

dir. Buna gore (X, M,*) bulanik metrik uzay1r Hausdorff uzayidir.
Tamm 3.2.21: (X, M, *) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger M, t den bagimsiz ise

yani her u, v € X i¢in
Mu,v(t) = M(u) v, t)

sabit ise M ye X iizerinde yerlesik bulamk metrik ve (X, M,*) da yerlesik (stationary)
bulanik metrik uzay denir. Bu durumda M (u, v,t) yerine (M, u, v) kullanilir (Gregori
ve Romaguera, 2004)

Tamm 3.2.22: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger her bir u € X ve t >

0 icin
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{B(u,r,t) : r€(0,1)}

ailesi X in bir yerel tabani ise M ye temel bulanik metrik ve (X, M,x) ii¢liisiine de temel
(principal) bulanik metrik uzay denir (Gregori vd, 2009).

Tamm 3.2.23: (X, M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger M, Vu,v,w € X ve
t > 0icin

Mu,w,t) = MQu,v,t) * M(v,w,t)

Ozelligini saglaniyorsa M ye kuvvetli (strong) bulanik metrik denir (Gregori vd, 2010).
Tanim 3.2.8 deki bulanik metrik taniminin (iv) aksiyomu ile Tanim 3.2.23 daki
aksiyom degistirilemez. Ciinkii bu durumda M, X in istiinde bulanik metrik olmayabilir.
Tanim 3.2.8 deki (iv) aksiyom yerine Tanim 3.2.23 daki aksiyom alinarak ve Tanim
3.2.8 ki (v) aksiyomda M(u,v, -) nin t ye gore artan siirekli olmasi istenerek bir

kuvvetli bulanik metrik tanimindan bulanik metrik elde etmek miimkiindiir. Gergekten,

Mu,w,t+s)=>Mu,v,t+s)*Mw,w t+s)>Muvt)*(v,w,s)

tir. Yerlesik bulanik metrikler ayni zamanda kuvvetli bulanik metriklerdir.

Simdi degisik siirekli t-normlart géz Oniine alinarak George ve Veremmani
tarafindan verilen bulanik metrik tanimi igin 6rnekler inceleyelim.

Ornek 3.224: X=R ve a*,b=ab olsun. Vu,v €X ve t>0 igin M

fonksiyonu

M(u,v,t) =

|lu—v|
e t

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, M,*,) bir bulanik metrik uzaydir.

Coziim: Vu,v,w € X ve t,s > 0 i¢in

i) M(u,v,t) >0
i) MQu,v,t)=1 ise
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e t =1
lu — v
=0
t
lu—v| =0
u=v
1 1
i) MQu,v,t) = |u_v|=w=M(U,u,t)
e t e t

iv) M(u,v,t)*, M(v,w,s) < M(u,w,t+5)

oldugunu gostermek icin

lu—w|<lu—-v|+|lv—w

olup

t+s t+s
u—WIS(T>Iu—v|+< S )Iv—w

esitsizligini ele alalim.

lu—w| |u—v| |v—w]|
< +

t+s t S

[lu—w| lu—v| | lv-w|
etts <e t ' s

lu—w| lu-v| |v-w|
e t+s <et e s
1 1
<
lu—v| [v—-w| — |u-w]|
et e s e t+s
1 1 1
<
lu—v| [v=w| = |u-w|
et e s e t+s

M(u,v,t)*, M(v,w,s) < M(u,w,t +s)

V) Vty > 0igin;

lim M(u,v,t) = lim ——
t-to t-to @
e
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[u—v|
lime t
t—>t0
1
[u—v|
e to
lim M(u,v,t) = M(u,v,tg)

t—)to

olup M(u,v, -) : (0,00) — [0,1] siireklidir.
Boylece (X, M,*,) bir bulanik metrik uzaydir.

Simdi verilecek bulanik metrikler ile ilgili 6rneklerin ¢oéziimiinde kullanilacak
olan asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.2.25: (X, d) bir metrik uzay, s,t > 0 ve u,v,w € X olsun. vn = 1 tam

sayislt i¢in

d(u,w) {d(u, v) d(v, W)}
< max e (1)
d(gr,lv) (t + 5)" t S

esitsizligi dogrudur (Sapena, 2002).
Ispat: Asagidaki ii¢ duruma bakalim.

i) du,w)<du,v)
i) du,w) <d(u,w)
i) d(u,w) > d(u,v) ved(u,w) > d(v,w)

(1) ve (ii) durumlarinda esitsizligin dogru oldugu agiktir. (iii) nin saglandigini

varsayalim. O zaman iki olasilik ortaya ¢ikar. Bunlar;

(@ d(u,w) =du,v)+dw,w)
(b) d(u,w) < d(u,v) +d(v,w)

dir.

(a) saglansin. B € (0,1) olmak iizere d(u, v) = B(u, w) alinsin. Bu durumda

dwv,w) = (1 - B)d(u,w)
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olur. (1) esitsizligini kanitlamak i¢in

1
(t+s)n

R 1-p
-l

esitsizliginin dogru olduguna bakalim. Bunun i¢in f(B) =% ve g(B) =%

fonksiyonlarini1 géz 6niine alalim. Boylece f kesin azalirken, g de artan fonksiyondur.

t" st
min {— }

B'1-p

tn
t4sm

nin alacagi en biiylik deger f(B) = g(B) durumda yani; g = olur. Boylece

t+s)"=t"+s"=f (tnt_:lsn) = min {%%}

olur. Buradan (1) esitsizligi kolayca elde edilir. (b) de (a) nin bir sonucu olarak kolayca

gorilir.

Ornek 3.2.26: (X, d) metrik uzay olsun. u,v € X ve t > 0 ise V n € N i¢in

1

d(u,v
e t"

Mu,v,w) =

—

olarak tanimlansin. Bu taktirde (X, M,*3) bir bulanik metriktir. Ozel olarak n =1
George ve Verammani, tarafindan verilmis olup bu durumda (X, M,*3) temel bulanmk
metrik uzaydir. Ayrica (X, M,x) de kuvvetli bulanik metrik uzaydir.

Coziim: Tanim 3.2.8, Lemma 3.2.25 nin sonucu olup diger ozellikler agik
oldugundan (X, M,*3) bir bulanik metriktir.

Ornek 3.2.27: (X, d) bir metrik uzay ve a *, b = ab olsun. Her a, 8 € R* ve n €

N i¢in

at"
at™ + fd(u,v)

Md(ur v, t) =

olarak ifade edilen fonksiyon bir bulanik metriktir (George ve Verammani,1994).
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Coziim:
i) t € (0, ) ve metrik uzay tanimindan d(u, v) > 0 olur ve M (u, v, t) > 0 dir.
N VuveXvet > 0icin;

M =1 —— =1
(v, ) < t+d(u,v)

dluv) =0 u="v

olur.
iii) Metrik tanimindan d(u, v) = d(v, u) olup
Muv,t)=— = Mt
wu ) = ) -t dww - M@w
dir.

V) Vu,v,w € X ve s, t > 0 igin
M(u,v,t) *; M(v,w,s) < M(u,w,t +5s)
esitsizliginin saglanmasina bakalim. Metrik tanimina gore
du,w) < d(u,v) +dw,w)
ve

t+s t+s
>1 >

oldugundan

d(u,w) < (HTS) d(u,v) + (t al ) d(w,w)

S

d(u,w) < d(u,v) N d(v,w)
t+s t S
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d(u,w) - sd(u,v) + td(v,w)

t+s = st
d(u, sd(u,v) + td(v,
1JF(W)SlJr (u,v) (v, w)
t+s st

t+s+duw) < st +sd(u,v) + td(v,w)
t+s B st

d(u,v)d(v,w) > 0 oldugundan

t+s+duw) - st + sd(u,v) + td(v,w)
t+s - st
- st + sd(u,v) + td(v,w) + d(u, v)d(v,w)

st
st < t+s
st+sd(u,v) + td(v,w) + d(w,v)d(v,w) ~ t+s+ d(u,w)

( t )( S >< t+s
t+du,v)/\s+d(w,w)) " t+s+duw)
M(u,v,t) *; M(v,w,s) < M(u,w,t +s)

elde edilir.

V) Heru,v e X vet,> 0i¢in;
lim M(u,v,t) = lim ——
t-to ( ) t-to t + d(u, v)

lim ¢t
t—>t0

~hm ¢+ d(w,v)
t—>t0

T to+d(u,v)

= M(u,v,ty)

oldugundan M (u, v, -) : (0,00) — [0,1] siireklidir.
O halde M, X de bir bulanik metrik ve (X, M,*,) bir bulanik metrik uzaydir.
Bu son 6rnekte siirekli t-norm *5 olarak alindiginda da (X, M,*3) bir bulanik

metrik uzaydir.

38



Ornek 3.2.28: (X, d) metrik uzay olsun. u,v € X ve t > 0 olmak iizere her bir

a,p € R* ven € Nigin

ath
at™ + fd(u,v)

M(u,v,t) =

bigiminde tanimlansin. O zaman (X, M,*5) bir bulanik metrik uzaydir (Sapena, 2001).
Coziim: Diger bulanik metrik aksiyomlarini agik oldugundan sadece bulanik

metrik kosullarindan (iv) aksiyomu gosterilecektir. Lemma 3.2.25 den

1

N Bd (u, w) < x{1+ﬁd(u,V)’1+/>’d(v,W)}
a(t +s)n at™ as™

olup buradan

a(t+s)" _ M { at™ as™ }
at+s)n+pdww) = " latn + Bd(w, v) as™ + Bd (v, w)

bulunur. Boylece M (u,w,t +s) > M(u, v, t) *3 M (u,w, t) ispatlanmis olur.
Bu ornek n € R* i¢in gegerli degildir. Gergekten d, R iizerindeki mutlak deger

metrigi ise @ = f = 1 olmak iizere n =§ olarak alindiginda M, R iizerinde bulanik

metrik uzay olmaz.
Tanim 3.2.29: Ornek 3.2.27 ve Ornek 3.2.28 da eger @ = B = n = 1 alinirsa

t
t+du,v)

My(u,v,t) =
bulunur. Bu durumda M; bulanik metrigine d tarafindan indirgenen standart bulanik
metrik denir (George ve Verammani, 1994).

Sonu¢ 3.2.30: Ornek 3.2.27 ve Ornek 3.2.28 érneklerinin bir sonucu olarak her
metrik uzay bir bulanik metrik uzaydir diyebiliriz. Ancak tersi dogru degildir. Asagida
bu durum igin bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.2.31: X € Nve a *, b = ab olsun. Her t > 0 i¢in
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M(u,v,t) =

it

seklinde tamimlanirsa (N, M,*,) bir bulanik metriktir. Fakat bu bulanik metrik i¢in N

uizerinde
M, v,6) = ——
WO A, v)

esitligini saglayan bir d metrigi yoktur. Gergekten d metriginin var oldugu kabul

edilerek gerekli islemler yapilirsa,

B t(l — M(u,v, t))
d(w,v) = M(u,v,t)

dir. Bu fonksiyon metrigin ligiincii aksiyomunu saglamaz. Bu nedenle (X,d) nin bir
metrik uzay olmadigi goriiliir. Dolayisiyla her bulanik metrik uzay, bir metrik uzay

degildir.
Ornek 3.2.32: (X,d) metrik uzay olsun. u, v € X ve a > 0 bir sabit ise

M v,0) = ——
WO =+ d(u, v)

olarak tanimlansin. Bu durumda (X, M,*) bulanik metriktir (Gregori vd., 2011).
Ornek 3.2.33: X # 0 bir kiime f: X - R* birebir fonksiyon ve g: R* - [0, o)
artan siirekli fonksiyon olsun. a, f > 0 sabit sayilar a *, b = ab olmak iizere u, v € X,

t > 0i¢in

MG, 0) — (@U@ FI) + g© Y
T\ maxd{f W), ()} + g (1)

seklinde tanimlanan M fonksiyonu, X tizerinde bir bulanik metriktir (Gregori vd., 2011)

Uyan 3.2.34: Eger Ornek 3.2.33 de f = I ve @ = B = 1 olarak alinirsa;
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a)X =R*olsun. u,v € X, t > 0i¢in

B min{u,v} +t

Mu,vt) =———
( ) max{u, v} +t

b) X € N ve g(t) = 0 olmasi halinde

minu, v
Mu,v,t) = #
max{u, v}

olarak tanimlanirsa (X, M,*) bir bulanik metriktir.
Uyarn 3.2.35:

e Ornek 3.2.27 ve Ornek 3.2.28 de 6zel olarak @ = f = n = 1 alinirsa standart

bulanitk metrik elde edilir.

e Standart bulamk metrik uzaylar ve yerlesik bulanik metrik uzaylar temel

bulanik metrik uzaylara birer drnektir.

e Ornek 3.2.32 de (X, M,*) yerlesik bulanik metrik dolayisiyla kuvvetli ve temel

bulanik metriktir. Fakat genelde (M,*3) yerlesik bulanik metrik olmaz.

Bu kisimda Park’in siirekli t-norm ve siirekli t-conorm iizerinden vermis oldugu
sezgisel bulanik metrik uzay tanimi verilecektir. Ayrica bu sezgisel bulanik metrik uzay
ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

Tamm 3.2.36: ¢ : [0,1] x [0,1] — [0,1] ikili islemi

)} 0 islemi birlesmeli ve degismeli,

i) 0 islemi siirekli,

iii) Va€[01]i¢ina¢0=a,

iv) Va,b,c,d € [0,1]igina <cveb <doldugundaa ¢ b <c ¢ d.

kosullarini sagliyorsa bu isleme siirekli t-conorm denir (Schweizer, 1960).
Ornek 3.2.37: a, b € [0,1] icin

a ¢, b = min{a + b — 1,0}

a®,b=a+b—ab

a ¢3 b = max{a, b}
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Yukarida verilen ¢4,9,,05 birer siirekli t-conormdur. Ayrica,

ad01b=>ad,b=>adzb

oldugu kolayca goriiliir. Ote yandan,

ad0b=1—(1—-—a)*(1->b)

dir.
Ornek 3.2.38: a,b € [0,1] icin a ¢ b =min{1, a + b} olarak tanimh ¢ islem bir t-

conormdur.

Tamm 3.2.39: X + @ ve = islemi siirekli t-norm, ¢ islemi siirekli t-conorm ve
M, N kiimeleri X? x (0, 0) iizerinde bulanik kiimeler olsun. Eger asagidaki kosullar
saglamyorsa (X, M, \V',*,0) beslisine bir sezgisel bulanik metrik uzay1 denir. V u, v € X

ve s,t > 0 i¢in

i) Muvt)+Nwuvt) <1,

i) MQuuv,t) >0,

i) M(u,v,t) =1ancak ve ancak u = v,

iv) Mu,v,t)=Mw,ut),

v) M@,v,t)*Mw,w,s) <Mu,w,t+s),
vi) M(u,v,): (0,00) - (0,1] siireklidir,
vi)  N(u,v,t) <1,

viii) N(u,v,t) = 0ancak ve ancak u = v

ixX) Nuvt)=N(,u,t),

X) Nwuvt) 0 Nww,s)=Nww,t+s)
xi)  N(u,v,): (0,00) > [0,1) siireklidir.

Yani bu tanima gore kisaca (M, V) ikilisine X tizerinde sezgisel bulanik metrik denir.
Burada M (u, v, t) ve NV (u, v, t) fonksiyonlar: sirasi ile u ve v nin t ye gore birbirine
yakin olma ve yakin olmama derecesidir (Schweizer, 1960).

Tamm 3.2.40: (X, M, N,*,0) sezgisel bulanik metrik uzay, r € (0,1), t > 0 ve
u € Xolsun. Blu,r,t) =fveX: Mu—-v,t)>1—r, N(u—v,t) <r} kiimesit
ye gore u merkezli ve r yari gapli agik yuvar olarak tanimlanir (Park, 2004).

Teorem 3.2.41: Her agik yuvar bir agik kiimedir (Park, 2004).
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Uyan 3.2.42: (X, M, \V,*,0) bir sezgisel bulanik metrik uzay olsun. Boylece,

Toen) ={tAc X :Vu € Aicin B(u,v,t) c Aolacak sekildet > 0ver €
(0,1) vardir}
ailesi X de bir topolojidir (Park, 2004).

Teorem 3.2.43: Her sezgisel bulanik metrik uzay bir Hausdorff uzaydir (Park,
2004).

Tamm 3.2.44: (X,M,N,*,0) sezgisel bulanik metrik uzay ve A c X olsun.

Boylece her u,v € A i¢in
M@, v,t) >1—r ve N(u,v,t)<r

olacak sekilde r € (0,1) ve t > 0 varsa, A kiimesine sezgisel bulanik sinirhidir denir
(Park, 2004).

Tamm 3.2.45: (X, M, \',*,0) X de d metrigi tarafindan tiretilen sezgisel bulanmik
metrik uzay olsun. A c X sezgisel bulanik simirhdir & A kiimesi sinirlidir (Park, 2004).

Tamm 3.2.46: (X, M,V ,*,0) sezgisel bulanik metrik uzay ve 7y, (M, N)
tarafindan tretilen topoloji olsun. X {izerinde bir (u,) dizisi u € X e yakinsaktir ancak
ve ancak n — oo iken M (uy,, u,t) - 1 ve N (u,, u,t) — 0 (Park, 2004).

Tamm 3.2.47: (X, M, V',*,0) bir sezgisel bulanik metrik uzay olsun. Bu durumda
here > 0 vet > 0 igin m,l > ny oldugunda

M (U, up, t) > 1 —eve N (up, u,t) <e

olacak sekilde ny € N varsa (u,) dizisine (M, N') sezgisel bulanik metrigine gore bir
Cauchy dizisi denir (Park, 2004).

Tamm 3.2.48: (X, M, V" *,0) deki her Cauchy dizisi (s 5~ ye gore yakinsak ise
(X, M,V ,%,0) beslisine tam sezgisel bulanik metrik uzay denir (Park, 2004).

Lemma 3.2.49: (X, M, NV,*,0) sezgisel bulanik metrik uzay olsun. Eger n — oo

. (M,V) M) . ..
ikenu, — uve v, — vise Vt > 0igin

i) Muuvt) < Ilim inf M (uy, vg, t) ve N'(u, v, t) = Ilim SupN (U, v, t),

i) Mu,vt) = Ilim supM (uy, v, t) ve v(u, v, t) < ]lim infN (ug, vy, t)
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esitsizlikleri saglanir (Alaca, vd., 2006).

Uyar 3.2.50: * t-normu ve ¢ t-conormu Yu, v € X igin
udv= 1—((1—u)*(1—v)))

olacak sekilde baglantili olmak tizere her (X, M,*) bulanik metrik uzay1 (X, M,1 — M,x
,0) formunda bir sezgisel bulanik metrik uzaydir (Lowen, 1996).

Uyan 3.2.51: (X, M, N ,*,0) sezgisel bulamik metrik uzayinda Vu,v € X igin
M (u,v, -) azalmayan ve NV (u, v, -) artmayandir (Mohamad, 2006).

Ornek 3.2.52:(X, d) metrik uzay olsun. Va, b € [0,1] i¢in

a*,b=abvea(b=min{l,a+ b}

ve X2 x (0, ) iizerinde M; ve N bulanik kiimeleri V h, k,m,n € R* icin

h n
Md(ulvlt) = h ‘

_ d(uv)
t"+md(u,v) ' Na (w,v,6) = k

t"+md(u,v)

olarak tanimlansin. Bu taktirde (X, M, , Ny ,*,0) bir sezgisel bulanik metrik uzaydir. Bu
bulanik metrik uzaya dogurulan (iiretilen) bulanik metrik denir.

Uyan 3.2.53: Yukaridaki ornekte dikkat edilmelidir ki a *, b = min{a, b} ve a ¢
b = max{a, b} i¢inde bir sezgisel bulanik metrik uzaydir. Boylece (M, ') siirekli bir
t-norm ve siirekli t-conorm igin sezgisel bulanik metrik uzaydir. Ayrica yukaridaki

omekte h =k =m = n = 1 alinirsa

d(u,v)
t+d(uv)

Md (ul v, t) =

t
) Ny, v, t) =

olup (X, My, Ny,*,0) bir sezgisel bulanik metrik uzaydir. Bu sezgisel bulanik metrik
uzaya d metrigi tarafindan iiretilen standart bulanik metrik uzay adi verilir.

Ornek 3.2.54: X = N olsun. V a, b € [0,1] i¢cin
axyb=max{0,a+b—1}ve a0, b=a+b—ab
X? x (0, ) iizerinde M ve IV bulanmk kiimeleri V u, v € X, t > 0 icin
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Mu,v,t) =

flI=tg |
~
kS
S
o~
~—
Il
<
| <
<

olarak tanimlansin. Bu taktirde (X, M, V' *,0) bir sezgisel bulanik metrik uzaydir.
Uyan 3.2.55: Dikkat edilmelidir ki yukaridaki 6rnekte * t-normu ve ¢ t-conorm
baglantili degillerdir. Yukaridaki 6rnekte X iizerinde M (u, v,t) ve N (u, v,t) bulanik

kimeleri olmak tizere

d(u,v)

, Ny(w,v,t) = m

My(u,v,t) = m

olacak sekilde d metrigi yoktur. Ayrica yukaridaki (M, N) fonksiyonlari a *, b =
min{a, b} ve a 03 b = max{a, b} olarak tanimhi t-norm ve t-conormlar ile birlikte bir

sezgisel bulanik metrik uzay degildir.

3.3. Bulanik Normlu Uzaylar ve Sezgisel Bulanik Normlu Uzaylar
Bu kesimde oncelikle bulanik normlu uzaym tanimi ifade edilecek ve bunun
tizerinden sezgisel bulanik normlu uzayin tanimu ile birlikte bazi 6rnekler sunulacaktir.
Tamm 3.3.1 X bir vektor uzay1, * doniistimi siirekli t-norm ve N de X x (0, ) da

taniml1 bir bulanik kiime olsun. Burada N bulanik kiimesi her u, v € X ve t,s > 0 i¢in

i) N(ut)>0,

i) Nut)=1u=0,

iii) Hera # 0igin N(au,t) = N (u,ril)
iv) N(u,t)*N(v,s) <Nu+uvt+s),
v) N(u,): (0,00) — [0,1] siirekli,

vi) girzlo N(u,t) =1

sartlarin1 saglaniyorsa N ye X vektor uzayi lizerinde bir bulanik norm ve (X, N,*)
tigliistine de bulanik normlu uzay denir (Saadati ve VVaezpour, 2005).

Ornek 3.3.2: (X, ||]]) bir normlu uzay: iizerinde a *, b = ab almsin. u € X ve

t € (0,0) igin
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Nw 8 =

e

olarak tanimlansin. O halde (X, N,*) bir bulanik normlu uzaydir.
Coziim: u € X ve t,s € (0, ) i¢cin

i) N(u,t) = - > 0 oldugu biliniyor.

IIuI
et

i) Nwt)=

iIv) Norm tanimindan
lu + vl < llull + vl

oldugundan

e+ ol < (S22 hall + () ol
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bulunur. Buradan

u+v u v
| IISII II+II |
t+s t S

olur. Ustel fonksiyonun 6zelliginden

llu+vll llull, vl llull vl

egtts <et s =et.es

llu+vll llull vl

egtts <et.es

olup
< 1
ull ™ vl = fludtvl]
et e s e t+s

bulunur. Boylece,
N(u,t) *, N(v,s) < N(u+v,t+5s)
esitsizligi elde edilir.

V) e% siirekli oldugundan N (u,-): (0, 0) — [0,1] siireklidir.

vi) lim N(u,¢) = lim
t—oo t—oo eT

olur. Boylece (X, N,*) bir bulanik normlu uzaydir.

Tanmm 3.3.3: Eger X bir vektor uzayi, * islemi bir siirekli t-norm, ¢ islemi
siirekli bir t-conorm ve M, N kiimeleri X X (0, o0) iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan
bulanik kiimeler ise (X, M, V',*,0) beslisine bir sezgisel bulanik normlu uzay denir. Her

u,veEXves,t>0icin
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) M) +Nwt) <1,
i) M (u,t) >0,
iii) M (u,t) =1 ancak ve ancak u = 0,
. . _ t
iv) a # 0i¢in M (au,t) = M (u, Ial)’
V) M@, t) *M(w,s) < Mu+uv,s+t),
Vi) M (u, -) : (0,00) - (0,1] streklidir.
vii) tlim Mu,t) =1ve %in(}J\/[(u,t) =0,
viii)  NM(u,t) <1,
iX)  N(u,t) =0ancak veancak t = 0,
- _ t
X) a # 0igin V(au, t) = N(u, |a|),
i)y Nuwt)ONws)=Nu+v,s+t),
xii)  N(u, -): (0,00) - [0,1) siirekli,
Xiii) tlim N t) =0 ve ltirré]\f(u, t) = 1.

Boylece bu tanima gore (M, V') ikilisine bir sezgisel bulamk norm denir (Saadati ve

Park, 2006). Eger, (X, M, V',%,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ise
xiv) Hera € [0,1]icha*xa=a,ada=a

kosulu saglanir.

Ornek 3.3.4: (X, |I. ) normlu uzay olsun. Ya, b € [0,1] i¢in
ax,b=a.b, adb=min{l,a+ b}

olsun ve M ve IV kiimeleri her t € R i¢in X X (0, ) iizerinde asagidaki gibi bulanik

kimeler olsun.

1
t+|lull

[luell
t+|lull

ve N(u,t) =

Mu,t) =

Bu taktirde (X, M, \V,*,0) bir sezgisel bulanik normlu uzaydir (Saadati ve Vaezpour,
2005).
Tamm 3.3.5: (u,) dizisi (X, M,V,*,0) sezgisel bulanik normlu uzaymnda u ya

yakinsaktir denir ancak ve ancak her t > 0 ve n - oo i¢in
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Mu, —u,t) > 1ve N(u, —u,t) >0

dir. (u,,) dizisi u ya yakinsak ise UnGray U seklinde gosterilir (Saadati ve Park, 2006).

Tanmm 3.3.6: (X, M, ,*,0) sezgisel bulanik normlu uzay ve (u,) c X dizi
olsun. (u,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir ancak ve ancak her t > 0 ve her ¢ €

(0,1) i¢in en az bir k, € N vardir 6yle ki her k,m > k igin
MU, — up,t) >1—ave N(u, —up,t) <e¢

dir (Saadati ve Park, 2006).

Tamim 3.3.7: (X, M, V',*,0) sezgisel bulanik normlu bir uzay olsun. (X, M, V',*
,0) deki her Cauchy dizisi yakinsaksa (X, M, V',*,0) uzayina tamdir denir (Saadati ve
Park, 2006).

Tamm 3.3.8: X ve Y iki sezgisel bulanik normlu uzay ve f: X - Y, u, € X olsun.
Eger, X teki herhangi bir (u,,) dizisi u, a yakinsak iken f(u,) dizisi de Y de f(u,) a
yakinsaksa f e uy € X de siireklidir denir. Eger f, X in her noktasinda siirekli ise bu
taktirde f e X tizerinde siireklidir denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009).

Tamm 3.3.9: (X, M, \V,*,0) sezgisel bulanik normlu bir uzay ve A c X olsun.

Her u € A ve n — oo iken uy, rou olacak sekilde bir (uy,) dizisi varsa A ya X de

yogundur denir (Mursaleen vd, 2010).

Sezgisel bulanik normlu uzaylar i¢in 6nemli 6zellikleri veren asagidaki lemmay1
ifade edelim (Saadati ve Park, 2006).

Lemma 3.3.10: (X, M, V',x,0) sezgisel bulanik normlu uzay olsun. Bu taktirde
asagidakiler saglanir:

i)  u € X igin sirastyla M (u,") ve NV (u,") azalmayan ve artmayandir.

i)  Herhangi bir t >0 i¢cin M(u—v,t) =Mw—u,t) ve N(u-—-uv,t)=

N —u,t)dir.
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4. BULGULAR

Bu bolimde sezgisel bulamik normlu uzaylarda bir fonksiyonun yaklasik
(approximate) sabit nokta Ozelligi tanimi verilecektir. Ayrica sabit nokta teorisinde
kullanilan bazi dontisiim smiflarinin sezgisel bulanik versiyonlari tanimlanacak ve bu
dontigiimlerin yaklasik sabit nokta 6zelligini hangi sartlarda sagladigi incelenecektir.

Tamm 4.1: (X, M, \V',*,0) sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X bir

fonksiyon olarak verilsin. Verilen bir e > 0ve Vt > 0 igin
M(T(uy) —ug, t) >1—cve N(T(ug) —ug, t) < &

ise ug € X, T nin sezgisel bulanik yaklasik sabit noktasi veya e-sabit noktasi1 olarak

adlandirilir. T nin sezgisel bulanik yaklasik sabit noktalarinin kiimesi F;(M‘N)(T) ile
gosterilir (Ertiirk, vd., 2022).

Tamm 4.2: Eger her € > 0 i¢in FS(M'N)(T) # @ ise T sezgisel bulanik yaklasik
sabit nokta 6zelligine sahiptir denir (Ertiirk, vd., 2022).

Ornek 43: T:R — R, T(u)=u+§ ile wverilsin. |-|,R {izerinde alisilmis

mutlak deger normunu gostersin. Her a,b € [0,1] i¢in a*, b=ab ve a0 b =

min{1,a + b} ise

M, t) =—— ve N(u,t) =4

t+|u| t+|ul

olarak tanimlansin. Bu durumda (R, M, V',x,0) bir sezgisel bulanik normlu uzaydir. Bir

sabit noktaya sahip degildir. Eger ¢ > ﬁ vet > 0 i¢in

1
t+|T(uw)—u|

>1—¢ve N(Tw) —ut) = tz;ﬁ;ﬂu <¢€

M(TWw) —u,t) =

oldugundan dolay1 her u € R, T i¢in bir sezgisel bulanik yaklasik sabit noktadir. Fakat

1 (M,N) _
e<3t+1vet>0,F€ (T) = @ dir.
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Ornek 4.4: Ornek 4.3 de verilen sezgisel bulanik norm, t-norm, t-conorm ile
(0,1) kiimesi bir sezgisel bulanik normlu uzaydir. T: (0,1) - (0,1) doniisimii T (u) = g

ile verilsin. Bu doniistimiin sabit noktasi yoktur. Ayrica her u,v € (0,1) ve t > 0 igin

t
M(T()T()t)— 3 ' Mu-v0
u U,3 _l+|2_2|_t+|u—vl_ u v,
3 3 3
ve
oy_ =3l __u-w
3 3 u-—v
N(T —T ,—)z = =N(u-ut
W) =T),3 1+|E+B| P Fp— (w—v1t)
3 3 '3

oldugundan T bir sezgisel bulanik daralma doniisiimdiir. Her € > 0 ve t > 0 i¢in

1 1 t
M(u—T(u),t)=M<u—§u,t>=M(§u,t)=—1>1—£
t+|§u|
ve
1 1 1”
y _ _ __I3
Nu-fw,t)=N u—gu,t =N §u,t =—q <€
t+|§u|

esitsizliklerinden %u < f—_tg yazilir. Her ¢ > 0 ve t > 0 igin gu < f—_tg olacak sekilde
u € (0,1) oldugundan bu doniisiim sezgisel bulanik yaklasik sabit nokta Ozelligine
sahiptir.

Simdi verilen fonksiyonun sezgisel bulanik yaklasik sabit noktalarinin olup
olmadigint kontrol etmek i¢in 6nemli bir role sahip olan ve bizim de yontem olarak
kullanilacagimiz sezgisel bulanik asimptotik regiilerlik tanimi verilecektir.

Tamm 4.5: (X, M, N,*,0) sezgisel bulamk normlu uzay ve T:X — X bir

fonksiyon olsun. Vu € X ve t > 0 igin
lim M(T*(w) — TFw),t) =1

ve
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llim N(T* (W) = T*W),t) =0

ise T ye sezgisel bulanik asimptotik regiiler denir (Ertiirk, vd., 2022).

Teorem 4.6: (X, M,N,x0) sezgisel bulanik normlu uzay ve T:X — X bir
fonksiyon olsun. T sezgisel bulanik asimptotik regiiler ise T sezgisel bulanik yaklasik
sabit nokta ozelligine sahiptir (Ertiirk, vd., 2022).

Ispat: u, , X in keyfi secilmis eleman: olsun. T sezgisel bulamk asimptotik
regiiler oldugundan

111_1)1(30 M(T**(ug) — T*(up), ) = 1

ve

,lim N (T (ug) — T*(ug), t) = 0

dir. Bu durumda her k > kq (&, t) igin
M(T*(uy) — T*(ug),t) > 1 —¢ ve N(TF 1 (ug) — T*(up),t) < ¢
olacak sekilde ko (g, t) € N vardir. Eger T*(u,), v, ile gosterilirse
M(TF* (ug) — T*(up), t) = M (T(T*(ug)) — T*(up), t)
= M (T (vy) — v, t)

>1—¢

ve

W (T*2 atp) = TH(uo), ) = N (T(T*(u0) ) = T*(uo), 1))
= N (T (vp) — v, t)

<&

bulunur. Bu da v, 1n T nin bir sezgisel bulanik yaklasik sabit noktasi oldugunu gosterir.
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4.1. Bazi1 Sezgisel Bulamk Daralma Doniisiimleri icin Yaklasik Sabit Nokta
Teoremleri

Bu kisimda literatiirde Ertiirk ve arkadaslari tarafindan ortaya konan klasik
analizde verilen bazi daralma doniisimlerinin sezgisel bulanik versiyonlarinin
tamimlarina ve bu doniisiimlerin yaklasik sabit nokta ozelligini sagladigi ispatlanan
teoremlere yer verilecektir.

Tamm 4.1.1: (X, M, N,x,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X bir

dontigiim olsun. V u, v € X ve t > 0 igin

M(Tu—-Tv,at) > M(u—v,t)
N(Tu—Tv,at) < N(u-—uv,t)

olacak sekilde a € (0,1) varsa T:X — X doniisimiine sezgisel bulamk daralma
dontigiimii denir (Ertiirk, vd., 2022).
Teorem 4.1.2: (X, M, \V',*,0) sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X sezgisel

bulanik daralma dontistimii olsun. Bu durumda Ve € (0,1) igin FE(M‘N)(T) + @ dir
(Ertiirk, vd., 2022).
Ispat: u € X, € € (0,1) ve t > 0 olsun. T nin sezgisel bulanik daralma déniisiimii

oldugu kullanilarak

M(TR () = T ), 8) = M (T(T*w) = T(T+ W) t)
> M (T*(w) - T (u), )

> M (Tk—l(u) - T"‘Z(u),é)

v

> M (T(u) —u, ﬁ)

ve

N (TR ) = T*@), ) = & (T(T* @) - T(T* W) t)
<N (Tk(u) - T"‘l(u),é)

< v (T51 () = T2 (w), )

IA

<N (T(u) —u, a—tk)
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bulunur. Yukaridaki esitsizliklerde k — o i¢in limit alimirsa a € (0,1) oldugundan

ﬁ — oo dur. Sezgisel bulanik normun (vii) ve (xiii) 6zelliklerinden

Iym M(T**1(w) = Tk),t) =1 ve Ilim N(T**1(w) = TkW),t) =0

bulunur. Yani T sezgisel bulanik asimptotik regiilerdir ve Teorem 4.6 den dolay:
sezgisel bulanik yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Tamm 4.1.3: (X, M, V,,0) sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X fonksiyon
olsun. vV (u,v) € X ve t > 0 i¢in

M(Tw) —Tw),at) =Mu—-Tw),t) *Mw—T(w),t)
NTW) —-TWw),at) < Nw—-Tw),t) O N(@w-—-Tw),t)

seklinde bir a € (O, %) varsa T: X — X doniisiimiine sezgisel bulanik Kannan doniisimii
denir (Ertiirk, vd., 2022).

Teorem 4.1.4: ax*3; b =min{a,b} ve a0;b=max{a, b} olmak iizere
(X, M, NV ,*,0), < ile gosterilen kismi siralamaya sahip bir sezgisel bulanik normlu uzay

olsun. «c X X X kismi siralama bagintisi i¢in asagidakilerin sagladigini varsayalim.

1) <, X X X in bir alt vektor uzayidir
veya

il) X, tam sirali bir kiimedir.

Eger her u € X i¢in T: X — X sezgisel bulanik Kannan doniisiimii u < T (u) i saglar ve
her t > 0 ve u > 6 kosulunu saglayan her u € X i¢in M'(-,t) azalmayan ve N'(-,t)
artmayan ise, her € € (0,1) igin F;(M‘N)(T) # @ dir. Bu da T: X — X sezgisel bulanik
Kannan doniisiimii yaklagik sabit nokta 6zelligine sahiptir (Ertiirk, vd., 2022).

Tamm 4.1.5: (X, M, N ,x0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X bir

fonksiyon olsun. V (u,v) € X ve t > 0 igin

M(T(w) —Tw),at) =>Mu—-Tw),t) * M —T(u),t)
NTWw) —TWw),at) <Nw—-Tw),t) O N(w—T(u),t)
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seklinde a € (0, %) varsa T: X — X doniisiimiine sezgisel bulanik Chatterjea doniisiimii

denir (Ertiirk, vd., 2022).
Teorem 4.1.6: ax*3 b =min{a,b} ve a0;b=max{a,b} olmak iizere
(X, M,V ,%,0), < ile gosterilen kismi siralamaya sahip bir sezgisel bulanik normlu uzay

olsun. Kc X x X kismi siralama bagintis1 i¢in asagidakilerin sagladigini varsayalim.

1) <, X X X in bir alt vektor uzayidir,
veya

i) X, tam sirali bir kiimedir.

Eger her u € X igin T: X — X sezgisel bulanik Chatterjea doniisimii u < f(u) i saglar
ve her t > 0 ve x » 6 sartim1 saglayan her u € X i¢in M (-,t) azalmayan ve NV (-, t)
artmayan ise, her € € (0,1) i¢in FS(M'N)(T) # @ dir. Yani T: X — X sezgisel bulanik
Chatterjea dontigiimii yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir (Ertiirk, vd., 2022).

Sonug¢ 4.1.7: Teorem 4.1.6 da sezgisel bulanik Chatterjea doniisimii igin u <«
T(u) ise ve her t > 0 ve u « 6 sartin1 saglayan her u € X i¢in M (-,t) artmayan ve
N(-,t) azalmayan ise T: X — X sezgisel bulanik Chatterjea doniisiimii yine yaklasik
sabit nokta 6zelligine sahip olur (Ertiirk, vd., 2022).

Tamm 4.1.8: (X, M, N',*,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X bir
fonksiyon olsun. V(u,v) € X ve t > 0 i¢in asagidakilerden en az biri dogru olacak
sekilde

ae©D), ke(0,3), ce(03)

varsa T: X — X doniisiimiine sezgisel bulanmik Zamfirescu doniistimii denir (Ertiirk, vd.,
2022).

i) M(Tw) —TWw),at) =>Mu—uv,t)
NTw) —Tw),at) < N(u-—mwv,t)

i) M(Tw) —Tw),kt) >Mu—-Tw),t) * M —Tw),t)
NTW)-Tw),kt) < Nu—-Tw),t) O N@w-Tw),t)

i) M(Tw) —Tw),ct) =Mu—-Tw),t) * M(v—T(),t)
NTW-Tw),ct) < Nu—-Tw),t) I N(w-T),t)
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Teorem 4.1.9: (X, M, N,*,0) bir sezgisel bulamk normlu uzay ve T: X — X bir
sezgisel bulanik Zamfirescu doniisiimii olsun. Sezgisel bulanik Kannan ve Chatterjea
doniistimii i¢in verilen sartlarla sezgisel bulanik Zamfirescu dontisiimii yaklasik sabit
nokta 6zelligine sahiptir (Ertiirk, vd., 2022).

Tamm 4.1.10: (X, M, V',%,9) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X bir

fonksiyon olsun. Yu,v € X ve t > 0 igin

M(TWw) —Tw),t) =M (u _, é) « M (v 3 f(”)'i)

N(TW) -Tw),t) <N (u _ Ué) 0N (v _ f(u),%)

olacak sekilde @ € (0,1) ve L =0 varsa T:X - X doniisimii sezgisel bulanik zayif
daralma olarak adlandirilir (Ertiirk, 2014).
Teorem 4.1.11: (X, M, V',%,9) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X —» X bir

sezgisel bulanik zayif daralma doniigiimii olsun. Ve > 0 ve t > 0 i¢in FS(M’N) (T +0
dir (Ertirk, vd., 2022).

4.2. Yeni Sezgisel Bulamk Daralma Doéniisiimleri icin Yaklasik Sabit Nokta
Teoremleri

Bu kisimda bazi doniisiim siniflarinin sezgisel bulanik versiyonu tanimlanacak ve
bu doniistimlerin sezgisel bulanik normlu uzaylarda hangi kosullar altinda yaklasik sabit
nokta 6zelligini sagladigi arastirilacaktir.

Simdi Mihet tarafindan tanimlanan iy —bulanik daralma doniisiimiiniin tanimini
verelim.,

Tamm 4.2.1: : [0,1] - [0,1]

1) 1 sirekli,
i) ¥ azalmayan,
iii) vt € (0,1) i¢in Y(t) > t,

ozelliklerini saglayan tiim 1 doniistimlerinin smift ¥ = {3y | ¥:[0,1] - [0,1] } olsun.
Ayrica, (X, M,*) bulamk metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. Eger T

dontigimii her u,v € X ve t > 0 i¢in

M(T(w), T(v),t) = Y(M(u,v,t))
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sartin1 sagliyorsa T ye 1 — bulanik daralma doniisiimii denir (Mihet, 2004).

Simdi Tanim 4.2.1 de verilen 1 — bulanik daralma doniisiimiiniin sezgisel 1 —
bulanik daralma doniisiimiinii tanimlayarak bu doniisiimiin hangi sartlar altinda yaklasik
sabit nokta 0zelligini sagladigini veren teoremi ispatlayalim.

Tamm 4.2.2 (Sezgisel ¢ — Bulamk Daralma Déniisiimii): (X, M, NV',x,9) bir
sezgisel bulanik normlu uzay, T:X — X bir doniisim ve 3 — bulanik daralma

doniistimii olsun. Eger her u,v € X ve t > 0 igin

M(Tw) —Tw),t) > l/)(]\/[(u -, t))
N(T ) —Tw),t) < 1,[)(N(u -, t))

olacak sekilde 1 fonksiyonu varsa T doniisimiine sezgisel 1 —bulanik daralma
doniistimii ad1 verilir.
Teorem 4.2.3: (X, M, \V',*,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve T: X — X bir

sezgisel ¥ — bulanik daralma doniisiimii olsun. Eger,

MT W) —Tw),t) =y (M (“ - E))

NTW-Tw),t) < ¢ (N (u v £)>

A

olacak sekilde her t = 0 i¢in Ilinolo Yk(t)=0ve re (0%) var ise bu taktirde Ve €

(0,1) icin X" (T) # @ dur.
Ispat: u € X, e € (0,1) ve t > 0 olsun. Sezgisel bulanik normlu uzaym ve T

sezgisel ¥ —bulanik daralma doniisiimiiniin 6zellikleri kullanilarak,

M(TH@) — T (), t) = M (T(Tk-l(u)) - T(T"(u)), t)

>y (2 (T @) - TR, L) )

=y <M (Tk—l(u) _ TR0y + TR () — Tk(u),i + %))

> | 20 (13 - T4, 5 ) < 2 (T3 — T, )

1
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y (M (rer - Tk(u),ﬁ))
> 2 (TH1) = T4 (), )

= 2 (T2 @) ~ T @),
21,[1<M (T" 2(y) — TR=1(x), ﬁ)>

> 1) <M (T2 = T2 ) + T2 — T ), 5+ #))

> l/)(M (Tk—Z(u) Tk=2(y), 4—/12> *]\/[<Tk 2(w) — T 1(w), 4_12)>

1

t
—y(m (T"‘Z(u) - T, W))

t
> (12 - T (), d A)2>

> M (u — T(u),ﬁ)

elde edilir. Boylece, 1 € (0 ) 2 )

normun (vii) dzelliklerinden

hrn M(u T (uw), (2;),{) 1

olup

lim M(T*w) — T (w),t) =1 (2)
dir. Ayrica,

N(TE@) = T @), ) = v (T(T** ) - T(T W) t)

<y (N (Tk—l(u) - T’%u),/%))
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w(N (ra*-2a) - ), ))

<y (w (N (r*2w - TH@)%)))

v (N (T2 - ), ))

2 <N (T 3 w) - (T w), ))
<y? <¢ (N (= -, )))

_ (N(Tk Sw) — TR2(w), ))

olup 1 € (0%) oldugundan k — o |ken —— oo dir. Sezgisel bulanik normun (Xxiii)

ozelliklerinden lim (u T(w), 1,() = 0 ve her ¢ = 0 igin lim 9* (£) = 0,

Ill_r)glo Pk ( (u - T(u),%)) =0

dir. Boylece,

lim N(Tk@) =Tk (),t) =0 (3)

elde edilir. Dolayisiyla (2) ve (3) den sezgisel i —bulanik daralma doniistimii sezgisel
bulanik yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Simdi de Tanim 2.2.13 da verilen doniistim siifinin sezgisel bulanik versiyonunu
tanimlayalim.

Tamm 4.2.4 (Sezgisel f —Bulamk Daralma Déniisiimii): (X, M, N ,*,0) bir
sezgisel bulanik normlu uzay ve f,T: X — X iki doniistim olsun. Vu,v € X ve t > 0

i¢in
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MUT@) - fTw),0) 2 M (@) - fw),=)

N(T@ - fTw),0) < 7 (£ - F0),5)

olacak sekilde A € (0,1) sayis1 varsa T doniisiimiine sezgisel f —bulanik daralma
doniistimii ad1 verilir.

Uyan 4.2.5: Sezgisel f — bulanik daralma doniisimleri f = [ ([ birim
doniistim) alinmasi halinde sezgisel bulanik daralma déntisiimlerine denk olur.

Asagidaki teoremde ise sezgisel f — bulanik daralma doniisiimiiniin yaklagik sabit
nokta 6zelligini sagladigi ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.6: (X,M,N,x9) sezgisel bulanik normlu uzay. f,T:X - X iki
doniisim ve T bir sezgisel f — bulanik daralma doniisiimii olsun. Bu durumda Ve €
(0,1) igin FE(M’N)(T) #* @ dir.

Ispat: u€X, e€(0,1) ve t>0 olsun. T sezgisel f —bulamk daralma

doniisiimiiniin tanimindan

M) - T W), 0) = M (F(TTE @) - £(TT* W), ¢)
>M<frk L(u) — FT*(w), )
(f TT*2(w)) f(TT"‘l(u)),%)

(f T @) - (T W) )

>]V[<fT(u) FT2), 7 1)

> (£ ) - 100, )
ve

N(TF@W) — T (W), t) = N (f(TTk—l(u)) - f(TTk(u)), t)
<

N (ka—l(u) - ka(u),%)
N (f(TTH(u)) - f(TTk‘l(u)),%)
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< v (f(r2@) - (12w, )

IA

< v (T - 120, 725

< v (e - F100,77)

elde edilir. 1 € (0,1) ve k — o iken Aik — oo dur. Sezgisel bulanik normun (vii) ve (xiii)

ozelliklerinden

Jim MG = FTE4(),20) 2 Jim 3 (£ ) = FT0, ) = 1

lim N(FTE@) — T @), 40) < Jim ¥ () - fT@),37) = 0
elde edilir. Su halde

lim MUFTEwW) — [T (w), ) =1 4)

Jim N (FTE) = FT*(),6) = 0 ©

olup (4) ve (5) den sezgisel f — bulanik daralma doniisiimiiniin sezgisel bulanik

yaklasik sabit nokta ozelligine sahip oldugu goriliir.
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda, genel olarak bulanik kavrami incelendi. Bulanik metrik
uzaylar, bulanik normlu uzaylar ve sezgisel bulanik metrik uzaylar ile sezgisel bulanik
normlu uzaylar hakkinda genel bir literatiir taramasi yapildi. Bu kapsamda yapilan
aragtirmalar sonucu sezgisel bulantk normlu uzaylarda yaklasik sabit nokta 6zelligi
tizerinde duruldu. Son boliimde ise klasik analizdeki bazi daralma doniisiimlerinin
sezgisel bulanik kapsaminda yeniden tanimlar1 yapildi ve bu doniisiimlerin yaklasik
sabit nokta Ozelligini hangi sartlar altinda sagladigi gosterildi. Sonug olarak, farkl
uzaylar ve farkli daralma doniisimleri icin yaklagik sabit nokta teoremleri
gelistirilebilir.

Ayrica, tez ¢alismasi boyunca yapilan ¢aligmalar sonucunda asagidaki kazanimlar elde
edildi:

Bulanik kavrami mutlak bir kesinlik disinda belirsizlik durumlarim1 da matematiksel
olarak modellemek i¢in ortaya konmus bir kavramdir.

Yaklasik yiiz yillik bir gelisime sahip olan bulanik kavrami matematigin bir¢ok dalinda
hem teorik hem uygulamali olarak yer almaktadir.

Ozellikle topolojideki birgok kavram bulanik kiimeler ile yeniden ifade edilmistir.
Fonksiyonel analizin temel kavramlarindan olan metrik uzay ve normlu uzay yapisi
bulanik metrik uzay ve bulanik normlu uzaylar olarak bir¢ok matematik¢i tarafindan
farkl sekillerde yeniden tanimlanmustir.

Bulanik metrik uzay ve bulanik normlu uzaylara paralel olarak sezgisel bulanik metrik
uzay ve sezgisel bulanik normlu uzay kavramlar gelistirildi.

Bulanik kavramindaki gelismeler dogal olarak uygulamali matematikte yaygin bir
sekilde kullanilmaya baslandi. Ozellikle uygulamali matematikte dnemli bir yere sahip
olan sabit nokta teorisi bulanik kavrami ile yeniden incelendi.

Bulanik metrik uzaylarda elde edilen bir¢ok sabit nokta teorisinin yani sira yaklasik
sabit nokta 6zelligi iizerinde de ilerlemeler kaydedildi.

Bulanik kavraminda elde edilen gelismeler sadece matematikle sinirli kalmayip fizik,

genetik, astronomi ve mithendislik gibi birgok farkli bilim dalinda kullanmaktadir.
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