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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Sint(A,r,s)
Scl(A.r1,s)
1(X)

SoIFTS

: Tanim olarak esittir
: Gerek kosul
: Yeter kosul
: Her
: Vardir, mevcuttur
: [ 0,1] kapal1 aralig
: X “in biitiin bulanik alt kiimeleri
: A nin supremumu
: A nin infumumu

: A,B ye esittir

: A’ nmin tiimleyeni

: Birlesim
: Kesisim
: Ait olma derecesini gosteren fonksiyon
: Ait olmama derecesini gosteren fonksiyon
: A’nin agiklik derecesi
: A’nin kapalilik derecesi
: A bulanik kiimesinin i¢i
: A bulanik kiimesinin kapanisi
: Bulanik (r,s) - yar1 i¢
: Bulanik (1,s) - yar1 kapanma
: X deki tiim sezgisel bulanik kiimelerin ailesi

: Sostak anlaminda sezgisel topolojik uzay



SEZGISEL SMOOTH TOPOLOJi

OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Calismanin ilk boliimiinde oncelikle
calismanin tarihi siireci ele alinmustir. Ikinci boliimde ise bulanik kiimelerin genel
ozelliklerine deginilmis bulanik topolojik uzay tanimi verilmistir. Ayrica bu béliimde
sezgisel bulanik kiime kavrami tanitilmistir.

Tezin ti¢lincli bolumiinde sezgisel bulanik kiime kavraminin bazi 6zellikleri
kullanilarak ¢esitli teoremler ispatlanmistir.

Tezin dordiincii boliimde ise Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik
uzay tanimi ve ozellikleri verilmistir. Son olarak bu béliimde bulanik (r,s) —yari
a¢ik kiime ve bulanik (r,s) — yar1 kapali kiime tanimlar incelenmistir.

Tezin son boliimde ise tartisma ve sonug kismi verilmistir.

Anahtar kelimeler : Bulanik kiimeler, Sezgisel bulanik topoloji, Sostak anlaminda
sezgisel bulanik topolojik uzay, bulanik (r,s) — yar1 agik kiime ve bulanik (r,s) —

yar1 kapali kiime.



INTUITIONISTIC SMOOTH TOPOLOGY

SUMMARY

This study consists of five parts. In the first part of the study, the historical
process of study is was first considered. In the second part, the definition of fuzzy

topological spaces is given, which refer to general properties of fuzzy clusters.In
addition, this section introduces the concept of intuitionistic fuzzy sets.

In the third part of thesis, various theorems have been proved by using some
features of the concept of intuitionistic fuzzy sets.

In the fourth part of the thesis, definition and properties of topological space
in the sense of Sostak are given. Finally, in this section, fuzzy (r,s) —semiopen

cluster and fuzzy (r,s) — semiclosed cluster definitious are examined.

In the last part of the thesis, discussion and conclusion part are given.

Key Words : Fuzzy topology,intuitionistic fuzzy sets, intuitionistic fuzzy topological

space in Sostak’in sense fuzzy (r,s) —semiopen cluster and fuzzy (r, s) —semiclosed

cluster.



BOLUM 1.GIRiS

Nesnelerin  ozellikleri veya Olclitlerine yonelik bilgi veya verilerin
dizenlenmesi, Ozetlenmesi, smiflandirilmasi veya genellestirilmesi islemlerinde
kiime kavrami 6n plana ¢ikmaktadir. Klasik kiime, evrensel kiimedeki nesnelerin
ortak Ozelliklerine gore bir araya getirme islemi olarak tanimlanmaktadir. Burada
nesneler bir kiimenin elemani ise iiye, elemam degilse tye degil seklinde
tanimlanmaktadir. Bu durum sayisallastirildiginda tiye olanlar 1 degerini, olmayanlar
0 degerini almaktadir. Bulanik kiimelerde ise klasik kiimelerdeki elemandir veya
degildir ifadesi yerine su kadar elemandir ya da su kadar eleman degildir ifadesi yer
alir. Bir eleman i¢in eleman olma durumu 1 veya olmama durumu 0 ile degil 0 ile 1

arasindaki tiyelik derecisiyle gosterilir.

Bulanik kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya atilmigtir
[1]. Zadeh’in yaptig1 bu ¢alisma bilgisayar teknolojisinde ve uygulamali matematik
alanlarinda calisan bir¢ok insanin dikkatini ¢cekmistir. Ayrica optimizasyon, yapay
zeka, ekonomi, isletme gibi bir¢ok farkli alanlarda calisan bilim insanlarin
etkilemistir. Chang [2] bulanik topolojik uzay teorisini, topoloji kavramlarini ele
alarak vermistir. Daha sonra bir¢ok arastirmaci bulanik topoloji tizerine ¢alismalar

yapmistir.

Bulanik kiimelerin bir genellemesi olan sezgisel bulanik kiimeler kavrami
1968 yilinda Atanassov [4] tarafindan tanimlandi. Son zamanlarda Coker ve digerleri

de sezgisel bulanik kiimeler tizerinde topoloji kavramini tanimladi. [5 — 7]

Son yillarda bulanik topoloji kavramina farkli bir bakis agis1 getirilmistir.
Sostak [8] bir kiimenin bulanik alt kiimelerinin agiklik derecesini tanimladi. Bu
tanimda acgik kiime yerine kiimenin agiklik derecesi, kapalilik derecesi gibi
kavramlar1 vermistir. Sostak’in olusturdugu yapiya benzer bir yapiyr daha sonra

Chattopadhyay, Hazra, ve Samanta [9] bulanik kiimesini agiklik derecesi kavramini



tanimlamistir. Ramadan [10] Sostak’in tanimina benzer olan Smooth topoloji olarak

adlandirdig bir bulanik topoloji tanimini vermistir.

Coker ve Demirci [11] agiklik derecesi ve kapalilik derecesi fikirlerini
kullanarak Sostak anlamina gore sezgisel bulanik topolojik uzaylar1 bir genelleme
olarak, smooth topolojik uzaylar ve sezgisel bulanik topolojik uzay olarak

tanimlamistir.



BOLUM 2.KAYNAK ARASTIRILMASI

2.1. Bulanik Kiimeler ve Bazi Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. X bostan farkli bir kiime ve I = [0,1] kapali aralig1 olsun. A: X — 1

fonksiyonuna X’ in bir bulanik alt kiimesi denir. A bulanik kiimesi

A ={< x,A(X) : x € X} seklinde gosterilebilir.
X’ in biitiin bulanik alt kiimelerinin ailesi I* ile gosterilir. Buna gére,
X :={A | A: X=I bir fonksiyon} dur.

x €EX ve A € 1¥ olmak iizere A(x) degerine x noktasinin A bulanik kiimesine ait

olma derecesi denir.
{x € X]A(x) > 0} c X alt kiimesine A bulanik kiimesinin destegi denir ve supp(A)
ile gosterilir.
X kiimesinin herhangi bir A klasik alt kiimesi karakteristik fonksiyonu :
Xa:X—= {01}

0, xeA
Xa )= { 1, x €A

ile X” in bir bulanik alt kiimesi olarak alinabilir. Dolayisiyla her klasik bir kiime

bulanik kiimedir.
Xo : X~ {0,1}
X=Xe(x) =0

sabit fonksiyonu ile X ‘in bos bulanik kiimesi elde edilir ve x4 = 0 yazilr.
Xx - X — {0,1}

X = Xx(x) =1



sabit fonksiyonu ile X’ e karsilik gelen bulanik kiimesi ifade edilir ve y, = 1 [1] .

Tamm 2.1.2. Eger X’ in bir A bulanik kiimesi bir tek x € X noktas1 hari¢ X’ in diger

biitiin noktalarinda 0 degerini aliyorsa bu bulanik kiimeye bir bulanik nokta denir.

X’deki bir bulanik noktanin bir x € X noktasindaki degeri A (0 <A < 1) ise bu

bulanik nokta x; ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir.
Xy: X = [ olmak tlizere

A, V=X
am={y Y

Bu durumda x’ e x, bulanik noktasinin destegi, A degerine de x; bulanik noktasinin

degeri (yiiksekligi) denir. Ve sirayla supp(x;) = x ve h(x;) = A ile gosterilir.
X’deki biitiin noktalarin kiimesi P(X) ile gosterilir. Dolayisiyla

P(X) = {x,]x €X,0 < A < 1}

olur. A € 1X ve x; € P(X) olsun. Eger A(x) = A ise x, bulanik noktas1 A kiimesine

aittir denir ve x, € A yazilir. Yani x, € A & A(x) > A [13] dur.
Tamm 2.1.3. A ve B iki bulanik kiime olsun.
1)A=B: o Vx€ Xicin A(x) = B(x)
2)A<B:© Vx€eX icin A(X) < B(x)
3)A: X >IveVxeX

x = A°(x) : =1— A(x) olarak tanmimlanan A€ bulanik kiimesine A kiimesinin

tiimleyeni denir [1] .
Tanim 2.1.4. A ,B € I¥ olsun.
a) A ile B bulanik kiimelerin birlesim islemi, Vx € X icin
(AUB) (%) := max{A(x), B(x)} biciminde tanimlanir.
Daha genel olarak, X iizerindeki bulanik kiimelerin ailesi {A,, € I*|m € M} i¢in

birlesim islemi V x € X i¢in (Upem Am) (%) := sup{AL(x)|m € M} = (Vymem Am) (X)



b) A ile B bulanik kiimelerin kesisim islemi Vx € X icin
(ANB)(x) := min{A(x), B(x)} biciminde tanimlanir.
Daha genel olarak, X iizerindeki bulanik kiimelerin ailesi {A,, € I*|m € M} i¢in
kesisim ailesi V x € X i¢in (Npem Am)(X) := inf{A, (x)|m € M} = (Anem Am) (X)
bi¢iminde tanimlanir [13].
Tanim 2.1.5. X ve Y bostan farkli iki kiime olsun. f: X = Y bir fonksiyon olsun.

A € 1¥ bulanik kiimesinin f fonksiyonu altindaki gériintiisii V'y € Y icin

SupA®), f'(y) =0
fA):Y I f(A)y) =
0 =0

olarak tanimlanir. B € IY bulanik kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii

fHB):X -1 f(B)(x):=(Bef)x)=B(fx)  (Vx€X)[13].



2.2.Bulanik Topolojik Uzaylar

Tammm 2.2.1. X bostan farkli bir kiime t c I¥X olsun. Eger T ailesi asagidaki

ozellikleri sagliyorsa T ailesine X iizerinde bir bulanik topoloji denir [2] .
(X, 1) ikilisine de bir bulanik topolojik uzay denir [2] .
1)0,1et
2)ABEt=ANBET
3)Vm € MigcinA, €ET= VypemAn €T
(X, T) bir topolojik uzay ve A € IX olsun. A° € T ise A’ya kapal1 bulanik kiime denir.
X kiimesinin tiim kapali bulanik alt kiimeleri t’ ile gosterilir [2].
Tamim 2.2.2. (X, 1) ve (Y, T") iki bulanik topolojik uzay olsun.

f: (X, 1) = (Y, t*) fonksiyonu bulanik siireklidir & VB € t* i¢in f~1(B) € 1.[2]



2.3.Sezgisel Bulanik Kiimeler

Tamm 2.3.1. X bostan farkl: bir kiime olsun. X iizerinde A sezgisel bulanik kiimesi
A={<x, pa(x), va(x) >: x € X}

seklinde tanimlanir [4]. Burada ps: X — T fonksiyonu V x € X i¢in X’ in A’ ya ait
olma durumu derecesi ve v: X — I fonksiyonuna ise V x € X i¢in X’ in A’ya ait

olmama derecesini gosteren bulanik kiimelerdir. Ayrica V x € X i¢in
0 S HA(X) +VA(X) S 1

Kolaylik olmasi i¢in X’ deki tiim sezgisel bulanik kiimelerin ailesini IF(X) olarak

gosterelim. Basitlik olmasi i¢in biz A = (ua(X), va(X)) olarak alalim.

UYARI 2.3.2. A bir bulanik kiime olmak tizere ¥V x € X’ in A’ya ait olma derecesi
A(x), ait olmama derecesi 1 — A(x) olarak diisiiniildiigiinde bu A bulanik kiimesi bir
sezgisel bulanik kiime olarak g6z oOntine alinabilir. Yani A bulanik kiimesi 6zel

olarak ;

A={<x, AX), 1 — A(x) > x€X}
sezgisel bulanik kiime seklinde yazilabilir [14].
Tamm 2.3.3. A sezgisel bulanik kiime olsun.
TA(X) = 1= pa(x) —va(x) ,x €X
seklinde tanimlanan degere x noktasinin A sezgisel bulanik kiimesinde belirsizlik

derecesi denir. Buradaki degere biz x elemaninin A kiimesine ait olup olmama

belirsizliginin derecesi denir. O zaman T4 (x), 0 ile 1 araliginda degismektedir. Yani
0< my(x) < 1dir
Tanim 2.3.4. [14] X bostan farkli bir kiime ve A,B iki sezgisel bulanik kiime olsun.
Buna gore
I)AcBe VxeXiginpa(x) < pg(x) ve va(x) = vg(x)
2)A=Be© AcBve BCA
3)A={<x,Vo(x),pa(x) >: x € X}

4)ANB= {< x,min( ua (%), uB(x)),max( VA(X),VB(X)) >:XE X}



5)A UB={<x,max( ua(x), ug(x)), min( v4(x),vg(x)) >: x € X}

6) AtB={<x,ua(x) + pp(x) = pa(x) . up(x) , va(x) .v(x) >: x € X}
TYA.B={<x,ua(x). ug(x),va(x) + vg(x) — va(x) .vg(x) >:x € X}
8) UA; = {< x, Vua, (%), Ava, (x) >:x € X}

9) NA; = (< %, Apa, (X), Vva, (%) >:x € X)



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1.Sezgisel Bulanik Kiimelerle ilgili Literatiirde Bulunan Baz1 Sonuclar

Teorem 3.1.1 [15,16]

a) N ve U islemleri degismeli ,birlesmeli, aralarinda saga ve sola
dagilmis es giiclii oldugundan De Morgan kuralini saglar.

b )+ ve - islemleri De Morgan yasasina benzer sekilde degistirilebilir bir kanun

uygular.
c)+ ve- islemlert N ve U islemine gore saga ve sola degistirilir.
Ispat: a) X — NjeaA; =Ujea(X —A;) oldugunu gosterelim.
Niep A= { < X, infpy, (%), supvy (x) >:x € X}
UieaAi= {<x, suppy, (x), infvy, (x) >:x € X}
NieaAi = {< x suppa, (%), infvs (x) >:x € X} (1)
A= {< X, U, (%), vy, (X) >:x € X}.
A= {< X, Va, (%), uy, (%) >:X € X}.
UieaAi = {< x supvy, (), infys, (x) >:x € X} (2)
(1) ve(2)’den X — NjeaAi=Uiea(X —4A;) “dir)
b) i) +icaAi =iea A = [X — (+icaA) = iea (X— A)] bakahm.
+ieahi={<x +ieaka, (X), iea Va, (X) >:X € X}

X - Ai - {< X’VAi(X)! uAi(X) >:X € X} = A_l



+ienBi = {< X ieava, ®), Fieata, (X)) — e Ha,(X) > x €X}=X — (+icaA)
3

deaAi ={<x eava, (X)), +ieata, () —iea ta, () =X €X} = riep X—A)
(4)

(3) ve (4) birbirine esittir

i) 1enAi = +ieahi = [X—CieaA) =+ieaX—A) ]

+ieahi={<x, +ieaka,(X), iea Va, (X) >:X € X}

ten A= {< X, ‘ien Ma,(X), Fieava,(X) —rieava, (X) >:XE X}

X—A)={<x Va, (%), Ha, (X) >:x € X} = A

X—=CieaAd) = ienAi = {<x+ieava,(X) —icava, (X), ieaba,(X) > x € X}

()
FHieaX —A) ={<x,+icava,(®) —icava, %), icaba, (X > x€X]} (6)
(5) ve (6) birbirine esittir.
Qi) A+(BUC)=(A+B)U(A+C)

ii) A.(BUC) = (A.B) U (A.C) oldugu asikardur.

Her sezgisel bulanik kiimeyi bir bulanik kiimeye doniistiiren sezgisel bulanik
kiimelerinin iki islemini tanimlayalim.
Tamim 3.1.2. A herhangi bir sezgisel bulanik kiimesi i¢in

OA={<xua(®X) > x €X}={<x, ua (%), 1 — pp(x) >:x € X}
ifadesine gereklilik operatorii denir.

CA={<x1-vy(x) =x€EX}={<x1—-v,(x),va(x) >:x € X}
ifadesine ise olanaklilik operatorii denir.

Teorem 3.1.3. A sezgisel bulanik kiimesi i¢in asagidakiler dogrudur.

10



4) OOA=0A;

5) OQA = QA ;

6) OOA = DA

7) O0A = OA [15,16].

Ispat: 1) A={<x pa(x),va(x) >:x € X}
OA={< X, ua(x),1 — pp(x) >:x € X}
OA={<x,1—-va(x),va(X) >:x € X}

A={<xVa(x), ta(x) >:x € X}

OA={<x%x1— ps(x), pa(x) >:x € X}

0A=(<x1— a0, 1ua() >ix EX)
={=xpa(x), 1 —pa(x) >:x € X}
2) A ={< %, 1a(X), Vs (%) =:x € X}
OA = {< %1, (%), 1 — pa(X) =:x € X}
OA ={< %1 —va(x),va(X) =:x € X}
A={<xVaA(x), pa(x) >:x € X}

OA ={< x,v5(x),1 —va(x) >:x € X}

0A = [< % va(0), 1 —VA(X) > X EX)
= (< %1 —va(®),va(®) =:x € X}
3) DA C A= VxeXicn
Moa(X) = pa(X) < pa(x) ve vpa(x) = 1-pa(x) S va(x) = 1-pa(x)

A C OA =V x € Xi¢in

11

()



Ha(X) < poa(x) = 1=va(x) ve  va(X) 2 voa(x) (8)
(7) ve (8) den DA C A c OA’dir.

HoA={<xpus(x),1 —pa(x) >:x € X}

00A = {< x, up(x), 1 — pa(x) >:x € X} oldugundan
O0A = OA’dir

5) A={<x,ua(X),va(x) >:x € X}

OA ={<x,1—vua(x),va(x) >:x € X}

O00A ={<x,1 —va(x),va(x) >:x € X}
0QA = QA dir.

6) A={<xup(x),va(x) >:x € X}
OA ={< % ua(x),1 — pp(x) >:x € X}

O0A = {< x,ua(x),1 — pa(x) >:x € X}

OODA =DA
NA={<xua(x),va(x) >:x € X}
QA ={<x1—-vp(x),va(x) >:x € X}
O0A ={<x,1 —Vva(x),va(x) >:x € X}
00A = QA dur.

Teorem 3.1.3. A ve B sezgisel bulanik kiimeleri i¢in asagidaki bagintilar dogrudur.
Ho(AuB)=0AUOB
2)O0(AuB)= OAUOB

Ispat: ) A ={< x, pp(%),va(x) >:x € X} , B={<x ng(x),vg(x) >:x € X}

(AUB)= {< x, max(pa (x), ug(x)), min(vA(X),vB(X)) >:X € X}

12



0 (A UB)={<x,max(ps(x), ug(x)), 1 — max(ps(x), ug(x)) >:x € X}
OA U OB = {< x, max(ps (x), ug(x)) , min(1 — pa (%), 1 — pg(x)) >:x € X}
1 — max(pa (%), ug(x)) = min(1 — pa(x), 1 — pug(x)) oldugunu gosterelim.
ua(x):=a ve pg(x): = b olsun. O zaman a < b veya a > b dir.
i) Eger a < bise max(ab)=Db
l-a>1—-— b isemin(l—a,1— b)=1—-Db (9
ii) Eger a > b ise max(a,b)=a
l-a<l-—bisemin(l—a,1—b)=1-a (10)
(9) ve (10)dandolay1 o (AUB)=0AuoB
DA={<xu(x),va(x) >:x € X} ,B={<x,ug(x),vg(x) >:x € X}
(AUB)= {< x, max(p, (%), ug(x)), min(vA(X),vB(x)) >:1X € X}
O(AUB)= {< x,1— min(vA(x),vB(X)) . min(vA(x),vB(x)) >:X € X}
OAUOB= {< x, max(1 — vo(x), 1 — vg(x)), min(v4 (x), vg(x)) >:x € X}
1 — min(va(x),vg(x)) = max(1 — v4(x), 1 — vg(x)) oldugunu gosterelim
va(X) =c ve vg(x) =d olsun.
1—min(c,d) = max(l—c,1 —d)
¢ < dveyac > d olsun.
i)Egerc<d=min(c,d)=c¢
I-c>1-d=>max(l-c,1-d)=1 —c (11)
ii)c>d=>min(c,d)=d
l-c<1-d=max(l-c,1—d)=1-d (12)

(11) ve(12)dan 0 (A UB)= 0A U OB’dir.
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Teorem 3.1.4. A ve B sezgisel bulanik kiimeler i¢in asagidakiler dogrudur.
1o (AnB)=0AnNOB
2) 0 (ANB)=0ANOB
3)0(A+B)= 0A + 0B
4H0(A+B)=0A -0B
55\0(A-B)=0A-0OB
6)0(A-B)=0A +0B
Ispat: 1) A ={< x, ua(x),va(x) =:x € X} ,B={<x,u5(x),vg(x) >:x € X}
ANB= {< x,min( ua (%), uB(x)) , max( vA(x),vB(x)) >:XE X}
O(ANB)= {< X min( up (%), uB(X)) ,1— min( up (%), uB(X)) >:XE X}
OANOB= {< xmin( up (%), uB(X)) , max(l —ua®),1 - uB(x)) >:X € X}
1-— min( ta(x), Ug (x)) = max(l —pax),1 —pup (X)) oldugunu gosterelim.
Ha(x) :=ave pg(x) :=b olsun. O zaman a < b veya a > b dir.
i)Egera<bise
min (a,b)=a
l—a>1—-b=>max(l—a,l-b)=1-a (13)
ii)a>bise
l-min(a,b)=b
l—-a<l—b=>max(l—a,l-b)=1-Db (14)
(13) ve(14)dan o (ANB)=cANoB

DA={<x, s (X),va(x) >:x € X} ,B={< X, ug(x),vg(x) >:x € X}
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ANnB={<x,min( pa(x), pa(x)), max( vo(x),vg(x)) > : x € X}
O (ANB)={<x1—max(va(x),vg(x)), max( vy(x),vp(x)) >:x € X}
O0A N OB ={< x,min(1 — va(x),1 — vg(x)), max( va(x),vg(x)) >:x € X}
1 — max( va(x),vg(x)) = min(1 — v5(x), 1 — vg(x)) oldugunu gosterelim
va(x) = ¢ ve vg(x) :=d olsun.
¢ < dveya c > d dir.
i) Egerc < d
1— maks (¢, d)=1-d
l-c>1—-d=>min(l-cl1-d) =1-d (15)
ii)c>d=1-max(c,d)=1—c
lec<1-d=min(l-c¢l-d)=1-c (16)
(15) ve (16) dan O (AN B)=0A N OB
3) (A+B)={<x pa(x) + up(x) — pa(x) - pp(x),va(x) - vp(x) >: x € X}

O0(A+B) ={<xpax) + ug(x) — ua(x). up(x), 1 — (ua(x) + pp(x) —
ua(x). pup(x) >:x € X)'}

DA+OB= {< %, 1 (0 + 1 () — pa() - 10, (1 = ma(®), 1 — () >:x € X}
(1-pma() (1= pp(0)) = 1-pp() — [1a() = pa() - pp()]
=1—pp(X) — pa () + pa®). up(x) oldugundan
0(AUB)= DA + oB’dr.
4) 3 ¢ benzer sekilde yapilir,
S)A-B={<xua(x) - pp(x),1 — pa(x) - pp(x) >:x € X}
OA - OB ={<x,1a(x) - ug(x),1 — pa(x) - pg(x) >:x € X'}

o(A-B)=oA-oB
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6) O (A-B)= 0{<x,1ua(x) " up(x),va(x) +vp(x) = va(x) - vg(x)) > x €X}

={<x1—-va(xX) —vg(x) + vo(x) - vg(x) >:x € X}

={<x,vp(x) + vg(x) —vp(X) - vg(x) >:x € X}

={<x,va(x) >:x €X}+{<xvg(X) >:x €X}
=0A +0B
Asagidaki iki iliski miimkiindiir.[17]
a)AcygBoe vVxeXigin  py(x) < pgx).
b)AcyBe VxeXigin va(x) = vg(x).
Cp ve C, kavramlarin bir gerekgesi su sekildedir.
Teorem 3.1.5. A ve B sezgisel bulanik kiimeleri i¢in asagidakiler dogrudur.
1)Ac,Bs 0OAcOB
2)Acy,Be 0Ac OB
Ispat: 1)" =" A cgBolsun. Vx € Xi¢in pa(x) < pg(x).

Vx€Xigin pa(x) < pg(x) oldugundan — pp(x) >—pug(x)=>1 —
ua(x) > 1- pg(x) dir.

Bu ise € tanimina gére oA < oB dir.
"< " Eger oA c oB ise V x € X icin pu (%) < pg(x) dir. Yani A c B'dir.
2)"=>"AcyBolsun. V x € X i¢in v (x) = vg(x).
VxeXicin —va(X) <—vg(x) > 1-va(x) <1-v(x)
VxEXicin  va(x) = vg(x) ve 1-v4(x) < 1-vg(x)
Bu ise c tanimina gore CA < OB

"< " Eger 0A c OB ise 0 zaman V x € X i¢in v4(x) = vg(x) dir. Yani A c, B dir.
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Not 3.1.6. A sezgisel bir bulanik kiime ve x € X olsun.
Eger A c B=VxeXigin my(x) < mg(x)

Teorem 3.1.7. A ve B sezgisel bulanik kiimeleri i¢in ;
1)AcyBveAcy B AcCB
2)Acy;BveAC-Bozaman A c B
3)Aco,BveBC Aozaman A CB

bagntilart dogrudur.

Ispat: 1) Eger Ac, B Vx € Xicin  pa(x) < pg(x) ve
AcyBe VxeXigin vy(x) = vg(x) dir.

A c;Bve A ¢y Boldugundan V x € Xigin pa (%) < pg(x) ve va(x) = vg(x) dir

Bu nedenle A c B’dir. Aksine A € Bise V x € X igin pp(x) < pug(x) ve vao(x) =

vg(x).olur. Yani A c; B ve A c, B’dir.
2) A c, B oldugundanV x € X igin pu(x) < pug(x) (17)
A £ Boldugundan V x € X igin My (x) < mg(x) dir.
Vx €Xigin 1— pa(x)—va(x) < 1— pg(x)
=1+ pa(x) +va(x) = =1+ pg(x) + vp(x)
Ha(x) +va(x) > pup(x) + vp(x)
up(X) + vp(x) < pua(x) +va(x)  (18) ve pa(x) < pp(x)
(17) den pa(x) < pg(x) oldugundan her iki tarafa vg(x) eklersek
Ha(x¥) +vg(x) < py(x) + vg(x) elde ederiz. (19)
(17)ve (19)dan  pp(x) + vg(x) < pp(x) + vg(x) < pa(x) +va(x)

Ha ()+Vvp(x) < pa(x) +va(x) = vp(x) < va(x) (20)
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(17) ve (20) den A c B’dir.
3) A ¢, Boldugundan V x € X igin v (X) = vg(x) (21)
B = A oldugundan V x € X igin Tig(x) <ms(x) dir
Vx€eXigin 1—pg(x) — vg(x) <1 — pa(x) — va(x)
=1+ pp(x) + vp(x) = =1 + pa(x) + va(x)
MaA(X) +va(x) Sup(x) + vg(x) (1) ve va(x) 2 vp(x) (22)
(22) nin her tarafina pg(x) eklersek
VA(X) + pp(x) = vp(x) + pp(x) (23)
Va(X) + pp(x) = vp(X) + pp(x) = pa(x) + va(x)
Va(X) + pp(x) = pa(x) + va(x) = pp(x) = pa = pa < pp(x)  (24)
(21) ve (24) den A c B dir.
Teorem 3.1.8. A,B,C,B; € [(X) ve 1 € I olsun.
HD0cAci
2)(0)=1;(1)=0
3) AcBveBcC=>AcC
4)ABcAUBL,ANB=AB
55 AUB=BUA;ANB=BNA
60O0AU(BUO=(AUB)UC;AN(BNC)=(ANB)NC
NHAU(CNB)=N(AUB;); AN (YU;B;)=U;(ANB;)
8) ACB&BCcA
9) (UiBi) = NiBi ; (NiB;)=U; B;

10)A=A
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ispat: 1) 0=(0,1) dir

x € X keyfi verilsin ve 0 < pa (%), va(x) < 1°dir. Ciinkii py (x), va(x) : X > 1=1[0,1]

dir. Dolayisiyla” © " tanimina gore 0 ¢ A’dur. (25)
A c 1 oldugunu gosterelim.

A=(pa®), va(x))vel= (ﬁ)) (26)

x € X keyfi verilsin. pa(x) <1 ve va(x) = 0°dr.

Ciinkii pa(x), va(x) : X —> 1=[0,1]

Dolayisiyla "’ € " tanimina gore A ¢ 1°dur.

(25) ve (26) dan 0 c A c 1,olup ispat tamamlanur.
2) (:O ) =1 oldugunu gosterelim.

(0)=(01)=(10)=1

(1)=(10)=(01)=0du
3)A=(pa(x),va(x)), B=(ps(x),ve(x) ), C=(pc(x), vc(x) ) olsun.
Eger x € X keyfiise A € B = iy (x) < pp(x) , va(x) = vg(x) dir. 27)
Eger x € X keyfiise B C = pp(x) < pe(x) , vp(x) = ve(x) dir. (28)
(27) ve (28) den pa(xX) < pc(x) ve vo(X) = ve(x) dir.
4) A={< % 1ta(x),va(x) >:x € X}, B={<x pup(x),vg(x) >:x €X}
A U B = {<xmax(pa(x), pg(x)), min(va(x),vg(x) >:x € X}
(1A G0, va (9, (1 00, v (9) © (< % max(pa (), up (), min(va (), v (x) >
X € X))}
Haug (X) =max(pa (x), pg(x))

Vaug(X) = min (va (%), vg(x)
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Ma (%), g (%) < paup(x) = max(pa(x), pp(x))

va(X), vg(X) = vaup(X) = min (v (X), vg(x)) oldugundan A.Bc A UB
dir.

A N B c A,B oldugunu gosterelim.
ANB= {< X, min(uA(x), uB(X)), maX(VA(X),VB (X)) >:X € X}
Hang(X) = min ( pa (), pp(x)) dir.

Vangs () = max (vA (), v () dir.

n

Dolayisiyla " < "' tanimindan
Mang () = min (pa (%), pp(x)) < pa(X), np(x) (29)
Vang(x) = max (va(x),vg(x)) = va(x),vp(x) (30)
(29) ve (30) dan AN B c A,B’ dir.
5) A U B = {< x, max(ps (%), ug (%)) , min(v, (x), vg(x)) >:x € X}
B U A = {< x, max(pp(x), pa(x)) ,min(vg (x), va(x)) >:x € X}
max(pa (%), np(x)) = max( pp(x), pa(x)) ve
min(va(x),vg(x)) = min(va (x), vg(x)) oldugundan AUB=B U A
A N B =B N A oldugunu gosterelim.
A N B={<xmin(p(x), up(x)) , max(va(x),vg(x)) >:x € X}
B N A ={< x,min(pg(x), ua(x)), max(vg(x),v4(x)) > x € X}
min(pa (%), g (x)) = min (kg (x), ka (%)) (31)
maks(va (%), vg(x)) = maks(vg (%), va(x)) (32)

Dolayisiyla (31) ve (32) den ANB=BN A dir.

6) BU C = (max(pg(x), uc(x)), min(vg(x), ve(x)))
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AU (B U €) = (max(pa (x), max(pp (x), 1 (%)), min(va (%), min(vg (x), ve (x)))

(AUB) U C = (max(1s (0, s (9, me (), min(min (v (0, vs (), ve ()))

a,b,c €[0,1]i¢in py(x) =ave pg(x) =b, uc(x) =c olsun.

max(a, max(b, c)) = max(max(a, b), ¢) oldugunu gosterelim.

i) Egera > b, cise a = max(a, b)'dir ve a > max(b, ¢)
a= max(a, max(b, c))
max(max(a,b),c) = max(a,b) = a
oldugundan (33) ve (34) den esitlik saglanir.
Egerb>a,c=> max(a, max(b, c)) = max(a,b) =b
max(a, max(b, c)) = max(b,c) =Db
(35) ve (36) den saglanir.
Eger ¢ > a,b olsun. = max(a, max(b, c)) = max(max(a, b), c)
max(a, max(b,c)) = max(a,c) = ¢
max(max(a,b),c) = max(c,c) =c¢

(37) ve (38) den saglanir.

min(vA (x), min(vg(x), v¢ (x))) = min(min(vA (x),vg (x)), Ve (X)) oldugundan

va(x) =t,vg(x): =5, vc(x) =k olsun.
min(t, min(s, k)) = min(min(t, s), k) dir.
i) Egert < s,kise

min(t,t) =t
min(min(t, s),k) = min(t, k) = min(t, k) =t
(39) ve (40)’den esitlik saglanir.

ii) Eger s < t,kise
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min(t, min(s, k)) = min(t,s) =s 41)
min(min(t,s),k) = min(s,k) =s (42)
(41) ve (42) den esitlik saglanir.

iii) k< s, t ise
min(t, min(s, k)) = min(t k) = k (43)

min(min(t, s), k) = min(k, k) =k (44)
(43) ve (44) den esitlik saglanir. Dolayisiyla A U (BUC)=(A UB) U C dir.
AN(BNC)=(ANB)N C benzer sekilde yapilir.

7){a;:i € A} c[0,1] ve z € [0,1] olsun.

max(z, Aja;) = Ajmax(z, a; ) oldugunu gosterelim.
Ajmax(z, a; ) =: k olsun.
=V e >0i¢in 3 i, € A dyle ki rnax(z, ai0)< k+e buradan z <k+eve a; <k+e
=>Ve>0icinz<kve Aja; <kdir.
=>max(z,A\;ja;) <k
max(z, Aja;) < Ajmax(z, a; ) (45)
Tersine max(z,A;a;) =:kolsun.
=>z<k Ve>0icinve Aja; <k dir
Ve >0i¢in 3 iy € A dyle ki a;, <k+e dir. Buradan ve z < k oldugundan
V £>0i¢in 3 i, € A Oyle ki max(z, aj,) ) < k+e
= Ajmax(z a;) <k = max(z, A;a;) (46)

(45) ve (46) dan max(z, A;a;) = Ajmax(z, a; ) dir.

8) A= (Ua(x),va(x)) , B = (up(x), vg(x)) , A = (va(x),1a(x)) , B =
(VB (%), ug(x)) olsun.

"=" x € X keyfi verilsin. O zaman pa(x) < pg(x) ve va(x) = vg(x)

oldugundan va(x) < vg(x) ve pa(x) = pg(x) dir.
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" &" Egerx € X keyfi verilsin. A € B oldugundan va(x) < vg(x) ve

ta(X) > pug(x) dir. O zaman
Ha (%) < pp(x) ve va(x) = vg(x) dir.

9) i) (UiBy) = {< % Vi, (%), Ajvg, (x) >:x € X}

i Bi ={< %, Ajvp, (%), Viup, (x) >:x € X} (47)
B; = {< x,vp,(x), up,(x) >:x € X}
N B; ={< x Aivg, (¥),Vipg, (%) >:x € X} (48)
(47)ve (48) den esitlik saglanir.

ii) N; B; = U B; benzer sekilde yapilir.

10) A= (HA(X)rVA(X)) =A= (HA(X)'VA(X))

A = (va00, 1A (0) =(1 (0, va () olur.

K:Adlr

Tanmm 3.1.9. X ve Y bos olmayan iki kiilme f:X — Y bir fonksiyon ve A € 1(X)

olsun.

a) A, X’ de sezgisel bulanik kiime olmak tizere A’nin f altindaki gortintisi

f(A) ile gosterilir ve f(A) = (r(a) V £ (a)) seklinde ifade edilir.

1 1
R
-1 -1

b) B € I(X) olsun. B, Y’ de sezgisel bulanik kiime olmak tizere B’nin f altindaki
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ters goriintiisii f~1(B) = (‘U.f—l(B), v f—l(B)) olarak tanimlanir.

Hf—i(B)(x) = HB(f(X)): Vf—l(B)(x) = VB(f(x)) dir.
Sonug¢ 3.1.10. AJA;, € I(X) ve BB € I(Y),i€1,j €J ve f: X — Y bir fonksiyon

olsun.
1).A; € Ay, = f(A) C f(Ap)
2).B; B, = f7'(By) c f'(By)

3). [f(A)] C f(A) dur. Eger f orten ise esitlik saglanir.

). f7*B) = |f(B)] d.

5).A C £-1(f(A)) dir. Eger f 1-1 ise esitlik saglanur,

6). B f(f~1(B) dir. Eger f orten ise esitlik saglanir.

7). fHU;B) = Uy fH (By)

8). f~1(N;Bp =N f~(By)

9).- f(Ui4y) = U; f(4)

10). £(N; A)) = Ni (A’ dir. Eger f 1-1 ise esitlik saglanur.
1. f(Ay) =1k

12). f~1(0y) = 0y [5].
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde bulanik (1, s) — yar1 agik kiimeleri ve bulanik (r,s) — yar1 kapali
kiimelerini Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzaylarda tanittik ve daha

sonra bazi1 dzelliklerini inceledik.

Tamim 4.1 X iizerinde smooth bulanik bir topoloji su sekilde tanimlanir. T : I¥ — 1

bir fonksiyon olsun.
D.1(0)=t1)=1
2). T(py A pz) = T(H) A T(H2)
3). TV i) = A (1)
sartlar1 sagliyorsa (X,7) ya smooth bulanik topolojik uzay ad1 verilir.

X tizerindeki sezgisel bulanik topoloji, X’ deki sezgisel bulanik kiimelerin t ailesi

olup asagidaki 6zellikleri saglar.
HOo.,1. et
2)AjAeETtigcinA; NAET
3) {Ailigg © Ticin Uy, E T

(X,7) ya sezgisel bulanik topolojik uzay olarak adlandirilir. I(X), X’ in biitiin sezgisel
bulanik kiimelerinden olusan bir ailesi olsun. [ @ I, (r,s) € T ve r + s < 1 kosulunu

saglayan (1,s) ¢iftlerinin bir kiimesi olsun.

Tamm 4.1.2. X bos olmayan bir kiime olsun. X tizerinde Sostak anlaminda bir
sezgisel bulanik topoloji ( biz kisaca SoIFTS olarak tanimlayalim) i¢in © = ( 74, T3)

ve T: [(X) = I @ I bir fonksiyon olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir [11] .
D 7(00) =711(1.) =1ve 7(0.) =72(1.) =0

2)T(ANB)=11(A) Aty(B) ve
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7,(ANB)<1,(A)V 7,(B)
3) 11(UA;)) = A 11(A) ve T,(UA;) <V 1(4)

(X, 7)= (X, 14,72 ) ye Sostak anlaminda bir sezgisel bulanik topolojik uzay denir.

71(A)’ya A’nin bir aciklik derecesi denir. 7, (A)’ya A’nin kapalilik derecesi denir.

Tamim 4.1.3. A sezgisel bulanik kiime, (X, T4, T,) Sostak anlaminda bir sezgisel

bulanik topolojik uzay ve (r,s)€ I @ 1. O zaman asagidaki dzellikler saglanir [12] .
1) 71(A) > ve 7,(A) <s = A’ya bulanik (r,s)-acik
2) 7, (A°) = r ve 1,(A°) < s = A’ya bulanik (r,s)-kapali

Tamm 4.1.4. ( X, 74, T, ) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay ve V (r,s)

eEl®IveV A €IX)olsun [12].

1) int(A,r,s) = U{B € I(X): A © B, B bulanik (r,s) — ac¢ik} ifadesine A’nin igi

denir.

2)cl(A, 1, s) =N {B € I(X): A c B, B bulanik (r, s) — kapali} ifadesine bulanik
A’nm kapanist denir. Int: [X) x I® I — I(X) ve cl : I(X) x | ® I — I(X) sirastyla

( X, 14, T, ) de bulanik i¢ operator ve bulanik kapanis operatorii olarak adlandirilir.
Lemma 4.1.5. A bulanik (r,s) agiktir & A€ bulanik (r,s) kapalidir.
Ispat:” = " A bulanik (r,s) agik alalim.
T1(A)>rve 15(A) <s
T3 ((A9)) 21 ve T((A9)) <
= A° bulanik (r,s) kapalidir.
" <" A® bulanik (r,s) kapali olsun .
T3 ((A)) Zrve To((A°)9) <s
T1(A)>1rve 12(A)<s

= A bulanik (r,s) agiktir.
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NOT 4.1.6. 0.=(0,1) ve 1.=(1,0) dir.

Lemma 4.1.7. A sezgisel bulanik kiime (X, 14, T;) Sostak anlaminda sezgisel bulanik

topolojik uzay ve (r,s) € I @ I olsun [12].
1) [int(A,r,8)] =cl (A,r,s)
2) [cl(A, 1, 8)]¢ = int(AS,1,s)
fspat: 1) Int(A,r, )= (Vpg | Avg)
[int(A,1,8)]°=(Avg , Vi)
cl(A,r,s)= (/\ gV VF)
cl(ASr,s) = (/\ HE V VF)
(Avg , Vug) = (/\ HE VVF) oldugunu gosterelim.
Oncelikle Avg = A pgp olduguna bakalim.
X:={vg|Bc A, 1(B) =r1,1,(B) < s}
Y := {ug|A° € F, 1, (F¢) >, 1,(F°) < s} olarak tamimlayalim.
vg € X keyfi verilsin
=>BcA, 7 (B)=r ve T,(B) < s “dir.
A c B¢, 11 ((B9))=rve T,((B%))‘<s

= A° c B¢ ve B¢ bulanik (r,s) kapalidir ve ayrica B¢ = (uge,vge) = (vg, Ug)

oldugundan Y’nin tanimindan vg = pge € Y dir. Dolayisiyla vg € Y dir.

=X c Y’dir (49)
Hg € Y keyfi verilsin.

O halde A° c F, 1, (F€) > r ve 1,(F¢) < s’dir.
=>F°c A, 1,(F¢) >rver,(F¢ < s’dir.

= F¢ c A ve F€ bulanik (r,s) agiktir. Ayrica F€ = (ugc,Vge ) = (Vg, 1g) oldugundan

ve X’ in tanimindan pg = vge € X’ dir. Yani pg € X ‘dir.
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=Y c X'dir (50)
(49) ve (50) ‘den X =Y dir.

2) Benzer sekilde yapilir.

(X,T) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay olsun. O zaman V(r,s)

€ I ® ligin (., ailesi asagidaki sekilde tanimlanir.
Tirs) = 1A € I(X)|11(A) = rve 1,(A) < s}
ve X tizerinde sezgisel bulanik topolojidir.
Ispat : T(r,s) » X Uzerinde bir sezgisel bulanik topoloji oldugunu goésterelim.
i). 0. € T(rs) oldugunu gosterelim. r €[0,1] ve s €[0,1] olsun.
T1(0.) =1 =21 ve 15(0.) < s oldugundan 0.. € T dir.
1. € T, oldugunu gosterelim. r €[0,1] ve s €[0,1] olsun.
T1(1)=1=2rve1(1.) <s 1. € 1) dir.
ii) A1, A, € T keyfi verilsin. A; € 1,5 ve A; € T(5) Olsun.
T1(A)) =1 ve 1,(A)) <s

T1(Az) =1 ve 15(A,) < s dir.( X,t ) bir Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik

uzay oldugundan
T1(A1 NAY) =2 11(A)ATI(A) =T AT
= 1,(A; NAy) =>rdir
T2(A1 NAy) S T2(A1) VT2(A2) SsVs
= 1,(A; NA,) < s'dir.
iii) A; € 1(r), Vi € ligin Ui Aj € T(r5) 0ldugunu gosterelim.
Vi € ligin A;j € 1(;.5) olsun.
Vi € licin 11 (A;) = r ve 1,(A;) < s dir. Buradan Ajg;t1(A;) =1 ve Vig 12(4;) < s

dir.
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(X, ) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay oldugundan ve tanim 4.1.2

den 11 (UjerAy) = Aty(A) = rve t,(UierA) <V 1,(4)) < sdir. Yani
11 (UA;j) = rve 1,(UA;) < sdir. Dolayistyla Uiep A € T ) dir.

Teorem 4.1.8. ( X, T ) sezgisel bir topolojik uzay ve (r,s) € I @ I ve 1™ : I[(X) -

[ ® I olsun. O zaman
(1,0), A=0_,1_
t™9D(A)={(r,s), Aet—{0_,1.}
(0,1), A¢r,
X tlizerinde Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojidir.
spat: 1) T : [( X ) > I ® I olsun. ). T :( Tgr,s)'rgr,s) ) olarak gosterelim.
©"0.)=2
900.) = (1,00 = ") =1 ve 17¥(0.)=0
1) =2
@91 = (1,002 V1) =1 vetIV(1.) =0
2) A,B € I(X) keyfi verilsin
Gostermemiz gereken : T (A N B) = 19 (A) A" (B)
= A NB) < T @A) v (B)
i) A € T ve B € T olmasi durumunda
@A) = tD(B) = (0,1) =2 17V (A) =" (B) = 0
>t AanB) =t @) A" (B)
ii) A,.B € Tt —{0,1} olsun.
™9 A) = tI(B) =r

diger yandan (X,T) bir sezgisel bulanik topolojik uzay ve A,B € t— {0,1}
oldugundan A N B € t'dir. O halde
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(1,0),A=0_,1._
T (A) ={(r,s),AeT—{0_,1.}
(0,1), diger
dontisiimiine gore Tl 2 (A N B)>rdir. O halde
(r ) (ANB)> T(r ) (A A r(r S)(B) saglanir.

iili) A=0_.veyal.ve B=0. veya 1. olsun.
(ANB)=0_veya 1. =t (A N B)=(1,0).Yani
" (A N B) =1"dir
Tgr's) (A N B)=1=1"9(4) A" (B) saglanir.

1v) A ¢ Tve B€ T — {0,1} olsun.
@) =0 ve " (B) =
(r 5) (ANB)=0= r(r ) (A) A r(r S)(B) saglanir.
v) A€ tveB=0. veya 1. olsun.
©" (AN B)>0=1"(A) A" (B) saglan.
vi) Aet— {0,1} ve B=0. veya 1. olsun
@A) =rvet"(B) = 1

A,B € 7 oldugundan sezgisel bulanik topolojik uzay tanimina gére ANB €1 =

(r 5) ANB)y=zr = r(r 2 (ANB)>r= r(r s) (A A ‘E(r S)(B) saglanir.
T(r ) (ANB) < t¥(A) v (B) oldugunu gosterelim.
i) A € T ve B € T olmasi durumunda
9 (A) =t (B) = (0,1) = T (A) =tV (B) = 1
= ‘Egr's) (ANB)<1= (r (A) v T(r S)(B) saglanur.

ii) A,.B€et— {0,1} olsun.
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@A) =1 (B) =

Diger yandan (X,T) bir sezgisel bulanik topolojik uzay ve A.B € t— {0,1}
oldugundan A N B € t dir. O halde

(1:0)'A = 0"" 1"'
T(r,s)(A) ={(r,s),Aet—{0_,1_}
(0,1), diger

doniistimiine gore ‘rgr’s) (ANB)< Tgr,s) A v Tgr’s)(B) saglanir
ili) A=0_. veyal.ve B=0. veya 1. olsun.
ANB=0_veyal.=71"9(ANB)=(1,0). Yani
rgr‘s) (ANB)=0=> Tgr's) (ANB)=0= rgr’s) (A) Vv ‘tg’s)(B) saglanir.
iv) A ¢ tve Bet— {0,1} olsun.
w9 a) =1 ve TV (B) =5
(r,s) _ (1) (r,s) ~
T, (ANB)<1=1,7(A) VT, (B) saglanir.
v) A€ tve B=0. veya 1. olsun.
9 A)=1ve 19 (B) =0
(r,s) _ (1) (r,s) o
T, 7 (ANB)<1=1,""(A) VT, (B) saglanr.
vi)A € T—{0,1} ve B=0_ veya 1. olsun.
9 A) =s ve 1 (B) =0

A,B € 7 oldugundan sezgisel bulanik topolojik tanimmna gore ANB €17 = rgr’s) (A
NB)<s

= rgr’s) (ANB)<s= 1Y) v (B) saglanr.
Tanim 4.1.9. ( X,t4, T,) Sostak anlaminda bir sezgisel bulanik topoloji ve A sezgisel
bulanik kiimesi i¢in (r,s) € I ® I olsun

(1) Eger B c A c cl(B,1,s) olacak sekilde X’de bir B bulanik (1,s) acik

kiimesi varsa A kiimesine bulanik (r, s) -yar1 agik denir.

(2) Eger int(B,r,s) € A c B olacak sekilde X’de bir B bulanik (r,s) kapali

kiimesi varsa A kiimesine bulanik (r,s) — yari kapali denir.
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Acgikgasi her bulanik kiime (r, s) -acik, ((r, s)- kapali ) kiimesi bir bulanik(r,s) -yar1
agik kiimedir ((r, s)-yar1 kapalidir).Bunun tersi dogru degildir.

Ornek 4.1.10. X = {x,y} ve A; ve A, X’in bir sezgisel bulanik kiimesi olarak

tanimlayalim.
A;(x) =(0.6,03) A,(x)=(0.8,0.1) A;(y)=(03,05) A,(y) =(0.50.4)
7: I(X) » I ® I olsun.

(1,0)igcinA= 0.,1.

(@) = (@), M) =4 (5.3) idin A = A,
(0,1) A¢t

Acikea (74, T,) X lizerinde bir Sostak anlaminda bir sezgisel bulanik topolojidir.

. . 11 11 g 11
Sezgisel bulanik kiime A, , (5, 5)-yar1 acik, ama (E’ §) acik degildir. AS , (5, g)-yarl
kapali ama G, %) kapal1 degildir.

Ispat : A, (%,é) yar1 acik oldugunu gosterelim. Yar1 agik kiime tanimindan B €
AcC cl(B,%é) olmalidir.

A, CcA,C cl(B,%,g) olsun.

A, c A, oldugunu gosterelim.

Ha, (%) S ppa, () => 0.6<0.8

Up, (X) 2 va,(x) 0.3 =20.1 oldugundan A; A, dr. (51)
11 - N .

A, (5, §) yar1 a¢ik oldugunu gosterelim.

B G,%) acik olmasi gerekirki Bc A cl(B,%,g) olsun.

A4 (%, %) acik olduguna bakalim.
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7,(A)) = % > % ,To(A)) = § < % > A, G,g) aciktir
cl(A,%,é) =N {B|A1 c B, B bulanik G,é) — kapah}

A, (x) = (0.6,0.3), A, (y) = (0.3,0.5)

B bulanik G, g) — kapali olan tim B kiimeleri bulalim .

1 (0.9 =1,(1) =127 ve

(52)

,(0.9=1,(1.)=0< % oldugundan 0. bulanik (%,%) — kapalidir.

1,(1.9=1(00.)=1 2% ve

,(1.9=1,(0.)=0 <! > oldugundan 1. bulank (— —) kapaldir.

A§ =:D olarak tanimlayalim. (( A7))¢=D¢ = A; = D€

D(x) = (0.3,0.6) ,D(y) = (0.5,0.3)

1 (D9 = 1,(A) =5 =5 ve T,(D%) = T, (A;) =

wl»—\

G , é) — kapaldir.

wl»—l

oldugundan D bulanik

Bu uzayda bulanik G, é) — kapali kiimelerinin timii sunlardir; 1., 0. ,D

A1C1~,A1¢0~,A1¢D.

O halde cl(Al,g,g) = { |A1 c B, Bbulanik (— -) kapah} _d.

Dolayisiyla A, € 1. cl(Al, , ) dir.

Yani A, C cl(Al, 1, ;

cl(Al, , ) elde edilir ve ayrica (52)’den
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Ay G,é) acik oldugundan yar1 agik tanimana gore A, G,é) yart agiktir. Ancak A,
(gg) agik degildir. Ciinkii T(A,) = (1,(A,), T2(A,)) = (0,1) oldugundan T, (A,) =

0vet,(Ay)=1"dir. ;(A,)) =02 %
1 5 11 ey
Ve 1,(A,) = 1< 3 oldugundan A, bulanik (5'5) acik degildir.

AS (l g) yar1 kapali ama G, g) kapali degildir.

2 )
A c AS olduguna bakalim

AS(x) = (0.1,0.8) , AS(y) = (0.4,0.5) ve AS(x) = (0.3,0.6) , AS(y) = (0.5,0.3)
ise pac(X) < ppc(x) = 0.1 <0.3

Vac(X) = vae(x) = 0.8 = 0.6 oldugundan A3 < Af dir.

AS G,%)-yarl kapali oldugunu gostermek igin A kapali oldugunu gostermemiz

gerekir. Kapali kiime tanimindan t; ((A°)€) >rise t1;(A,) = r ve

T, ((A)) < sise 7,(4;) < s dir. Boylece A (%,%) kapalidir.

int( ¢l 1) =N {B|B c A§ ve B bulanik (%,g) — aglk}.

1 E ) 5
B bulanik (%,g) —ack © 1,(B;) = %Ve 7,(By) < % dir.
AS < AS ve B bulanik G, %) — acik olan tiim B kiimelerini bulalim.

7,((0.99 = 1,(0) =1> % ve T,((1.99 = 1,(1.)=0< % tiir. 0 bulamk
G’é) agiktir.
1 ((1.99 = 1(1) =125 ve 1,((0-9%) = 1,(0.) = 0 < dir. 1 bulanik
G,é) agiktir.

A§ =K olarak tanimlayalim.((A$)€) := K¢ = A; =K€

<

N |-

11 (K = 11 (A) =5 = - dir. T,(K%) = T,(A)) =

Wl
W
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Bu uzayda B bulanik G, g) — acik olan tiim B kiimeler sunlardir; 1., 0. ,K
Aic1.,Af ¢0.,Af ¢K.

int(Ai, %,%) c A c A{’dir ve A G, g) kapali oldugundan yar1 kapali tanimina gére

C

3 G,%)—yarl kapalidir.
AS (% g) kapalt degildir.
71(AS) =02 % veT,(AS) =1« éoldugundanAc , G,g) kapali degildir.
Lemma 4.1.11. (X, T4, T,) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topoloji B € I(X)ve B
bulanik (r,s) — acik ise
B =int(B,r,s) dir.

Ispat: B = int(B, r, s) oldugunu gésterelim.
int(B,r,s) = U{G € I(X)|G c B, G bulanik(r, s) — acik}
B bulanik (r, s) — agik oldugundan birlesiminin igerisinde vardir. Dolayisiyla

Bc int(B,r,s) (54)

int(B,r,s) c B (55)
(54) ve (55)’den B = int(B, r, s) dir

Teorem 4.1.12. A sezgisel bir bulanik kiime, (X,t4,T;) Sostak anlaminda sezgisel

bulanik topolojik uzay ve (r,s) € I @ I olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir.
1) A bulanik (r, s) — yar1 acik kiimedir
2) A¢bulanik (r,s) — yar1 kapali kiimedir
3) cl(int(A,1,s),1,8) 2 A
4) int (cl( AS,1,s),1,8) © A€
Ispat: (1) » (3) A, X'in bulanik (r, s) yar1 acik kiimesi olsun.

X ‘de bir B bulanik (1, s) a¢ik kiimesi vardir. Yani B = int(B,r,s) c int(A,r,s)
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Bundan dolay1 A c cl(A, 1, s)  cl(int(A, 1, s)

(3) > (1) cl(int(A,r1,s),1,s) 2 A ve B = int(A,r,s) oldugundan B bulanik
(r,s) — acik kiime ve B = int(A,1,s) € A c cl(int(A, 1, 8),1,5) = cl(B,r,s) ‘dir

(2) » (4) A°, X’in bulanik (r,s)— yar1 kapali kiimesi olsun.
X’ de bir bulanik (r, s) kiimesi varsa int(B,r,s) € A c B'dir. Yani
B= cl(B,r,s) c cl(A,r1,s). O zaman int(B,r,s)c A c int(cl(AS, 1, s) olur.

4)- (2) int (cl( AS,1,8),1,5) € A® ve B = cl(A,1,s) ‘dir. B bulanik (r,s) kapali kiime
ve B=cl(B,r,s) c A° c int(cl(A,1,s),1,5) = int(B, 1, 5)

(4) - (3) Ac cl(int(A,r1,s),1,5)
A 5 [cl(int(A, 1,5), 1, 5)] = int([int(A, 1, 5)]%,1,5) = int(cl(AS,T, ), T, 5)
A° > int(cl(AS, 1, ), T, 5) dir.
(3) = (4) [int(cl(AS,r,5),1,5)] © A® icin
[int(cl(A%, 1, s), 1, )] > (A)©
cl([cl(A%, 1, 8))]1,8) 2 A
cl(int(A,r,s),r,s)> A

Teorem 4.1.13. (X,t4, T;) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay ve (r,s)

€l ® I olsun.

1) Eger A bir bulanik (r,s) —yariagik ve int(A,r,s) € Bc cl(A,r1,s), o

zaman B bulanik (r, s) — yar1 agiktir.

2) Eger A bulanik (r,s) — yarikapaliveint(A,r,s) € B c cl(A,1,5s),0

zaman B bulanik (r, s) — yar1 kapalidir

Ispat: 1) A bir bulanik (r,s) — yar1 acik bir kiime ve int(A,1,s) € B c cl(A, 1, 5).
O zaman vardir bir C bulanik kiime (r,s) — ac¢ik kiime oyle ki C € A < cl(B,r,s)
olsun. Buradan C = int(B,r,s) c int(A,r,s) € A c cl(A, r,s)cl(cl(C,1,5s),1,5) =
cl(C,1,s).Dolayisiyla C c int(A,r,s) € Bc cl(A r,s) € cl(C,1,s).Bu  yiizden B
bulanik (r,s) — yar1 aciktir.
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2) A bulanik (r,s) — yar1 kapali oldugudan en az bir D bulanik (r,s) —
kapali : int(A,r,s) € A c D dir.

int(D, r,s) = int(int(D, r,s),r,s) c int(A,r,s) c B c cl(A,r,s) < cl(D,r,s) = D dir.

Buradan int(D,r,s) € B € D dir. Bu ise B ‘nin bulanik (r,s) — yar1 kapali oldugu

goriiliir.

Teorem 4.1.14. (X,t4, T;) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay ve (r,s)

€l ® I olsun

1) Eger {A;}iep bulanik (r,s) — yariacik kiimelerinin bir ailesi ise U A;
bulanik (r,s) — yar1 agiktir.

2) Eger {Ai}iep bulanik (r,s) —yarikapali kiimelerinin ailesi ise N A;
bulanik (r,s) — yar1 kapalidir.

Ispat: 1) {A;}bulanik (r,s) — yar1 agik kiimelerin olsun. V; i¢in bulanik (r,s) —
acik B; vardir : B; € A; c cl(B,r1,s).0 zaman t; (U B;) > A1(B;) = rve 1,(U
B;) =V 1,(B;) <s,UB; bir bulanik(r,s) —a¢ik kiimedir. Ayrica ,UB; c UA; U

cl(U B;, 1,5). Bu ylizden U A; bulanik (r,s) — yar1 acik kiimedir.

2) Vi € I i¢in A; bulanik (r,s) — yari kapali oldugundan 3B; bulanik (r,s) —
kapali : int(B;,1,s) € A; C B; dir.

Vi i¢in B; bulanik (r,s) — kapali oldugundan t,;(B;€) >r ve T1,(B;€) <s dir.
ﬂint(Bi,r, S) c nAl c ﬂBl

7, ((NB)) =1, (UB;) = A1;(B;) = rve

,((NB)°) = 1,(UB*) =V 1,(B;°) <s dir. Dolayisiyla NB; bulanik (r,s) —
kapalidir.

int(NB;,r,s) = Nint(B;,1,s) € A; € NB; dir.
Buradan NA; bulanik (r, s) — yari kapalidir.

Lemma 4.1.15. (X,t4,T;) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topoloji uzay ve

B c I(X) olsun. Bu taktirde
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1) Eger B bulanik (r, s) — acik kiime ise B bulanik(r, s) — yar1 agik kiimedir.

2) Eger B bulanik (r,s) — kapali kiime ise B bulanik (r,s) — yariagik

kiimedir
Ispat: 1) B bulanik (r,s) — acik kiime olsun. B € B c cl(B, r, s) oldugu asikardir.

B bulanik (r,s) — acik kiime oldugundan bulanik (r,s) — yari agik tanimina gére B

bulanik (r,s) — yar1 agiktir.

2) B bulanik (r,s) — kapali kiime oldugundan kesisimin igerisinde vardir.

Bunun i¢in B € cl(B, r,s)'dir. (56) Tersine cl(B,r,s) c B'dir. (57) olsun.
Bu taktirde (56) ve (57)’den B = cl(B, , s) olur.

Tanmim 4.1.16. (X,t,, T,) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay V(r,s) €

I ® Ive VA € I(X) i¢in bulanik (r,s) — yari i¢ sdyle tanimlanir.

a) sint(A,r,s) = U{B € I(x)|A 2 B, B bulanik (r, s) — yar1 agik kiime }
ve bulanik(r, s) — yar1 kapanma soyle tanimlanir.

b) scl(A,r,s) = N{B € I(x)|A c B, B bulanik (r,s) — yar1 kapali kiime }
Acikgasi scl(A, 1, s) A'yiiceren en dar bulanik (r,s) — yar1 kapali kiimedir ve
sint(A, r,s) A’nin i¢erisindeki en genis bulanik (r, s) — yar1 acik kiimedir.

Ayrica herhangi A bulanik (r,s) — yar1 kapali kiimesi i¢in scl(A,r,s) = A 'dir ve
herhangi A bulanik (r,s) — yar1 agik kiimesi i¢in sint(A, r,s) = A’dir. Buradan

int(A, 1, s) c sint(A,1,s) € A c scl(A,1,s) € cl(A,1,8)
Buna gore asagidaki sonuclara sahip oluruz.

1) scl(0.,r,s) =0_,scl(1.,r,s) =1_

2)scl(A,r,s) DA

3)scl(AUB,1,s) D scl(A,1,s) Ucl(A,1,s)

4) scl(scl(A,1,s),1,5) = scl(A, 1, 8)

5) sint(0.,r,s) = 0_,sint(1.,r,s) = 1_
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6) sint(A,r,s) Cc A
7) sint(A N B,r,s) c sint(A, r,s) N sint(B, , s)
8) sint(sint(A, 1, s),1,s) = sint(A,r,s)

Ispat: 1) a) scl(0.,1,s) = 0. oldugunu gosterelim.

scl(0.,r,s) = N{B € I(X)|A < B, B bulanik(r, s) — yar1 agik kapali kiime} = 0.
(58)
0. c 0. oldugu asikardir ve 0.. bulanik (r,s) — yari kapali oldugunu gésterelim.

Oncelikle 0. bulanik (r,s) — kapali olup olmadigina bakalim.
7,(09) =1;(1.) =1vet,(0¢) =1,(1.) =0
7,(09) =12>r,1,(0¢) = 0 < s oldugundan 0. bulanik (r,s) — kapalidir.
7,(08)=1=>r , 1,(0%) =0 < soldugundan 0. bulanik (r,s) — kapalidir.
4.1.14’ten dan 0. bulanik (1, s) — yar1 kapalidir. Ve (58) den scl(0..,r,s) =0.
1) b) scl(1.,r,s) = 1. oldugunu gosterelim.

scl(0.,1,s) = N{B € I(x)|A c B, B bulanik(r, s) — yar1 kapali kiime} =
1. (59)

1. c 1. oldugu asikardir. 1. bulanik (r,s) — yar1 kapali oldugunu gésterelim.
Oncelikle 1_bulanik (r,s) — kapali olup olmadigia bakalim.
1,(19) =1,(0.) = 1ve1,(1¢) = 1,(0.) =0
71(1¢)=1>r , 1,(0¢) =0 < s oldugundan
1. bulanik (r,s) — kapalidir. 4.1.14’ten 1 _bulanik (r,s) — yar1 kapalidir
2) Tanimdan asikardir.
3) scl(A,r,s) U (B, 1,s) < scl(A U B, r, s) oldugunu gosterelim.
scl(A,r,s) € scl(AUB,r,s) ve scl(B,r,s) c scl(A U B, r,s) oldugunu gésterelim

Once scl(A, 1,s) € scl(A U B, 1, s) oldugunu gésterelim.

39



A c AUB c scl(AUB,r,s)'2 den dolayi saglanir.
Buradan Ac scl(AU B, r,s)’dir (60)
Diger yandan (60)’dan scl(A U B, , s) bulanik(r, s) — yar1 kapalidir (61)
(60) ve (61)° den scl(A, 1,s) c scl(A U B, r, s)oldugu goruliir.
Benzer sekilde scl(B,r,s)  scl(A U B, r,s)’dir.
Dolayistyla scl(AUB, r,s) D scl(A, r,s)Ucl(A, 1, s)’ dir.
4) scl(scl(A, 1, s),1,5) = scl(A, 1, s) oldugunu gosterelim.
(61)'den dolayi scl(A, 1,s) < scl(scl(A,1,s),1,5) (62)
Simdi scl(scl(A, r,s),1,5) C scl(A, 1, s) oldugunu gosterelim.
scl(scl(A, 1, s),1,5) = N{F|scl(A,1,s) c scl(A,r,s) F bulanik (r, s) — yar1 kapali}

scl(A, 1, s) © scl(A, 1, s) oldugu asikardir ve scl(A, 1, s) (58)'a gore bulanik(r,s) —
yar1 kapali oldugundan scl(scl(A, 1, s),1,s) € scl(A,r,s)"dir. (63)

(62) ve (63)'den esitlik saglanir.
5) sint(0.,r,s) = U{B € I(x)|0. © BB bulanik (r,s) —yartacitk} =0_... (64)
0. < 0. oldugu asikardir. 0. bulanik (r,s) — yari agik midir?
0. c 0. ccl(B,r,s)dir.
0. (r,s) — acik midir?
T(0) =1(1.) =1 71(0.) =1,(1.) =0
7,(0.)=12>r 7,(0.) = 0 < soldugundan 0. (r,s) — agiktir.

(64)"'e gore 0.. (r,s) — yar1 aciktir.

b) sin(1.,r,s) = U{B € [(x)|1. D B,B bulanik (r,s) — yar1acik} =1._

1. 2 1. oldugu asikardir. 1.. bulanik (r, s) — yar1 agik midir?

40



1. (r,s) —acitk m1?

1.c1_ccl(l.,r1,5)

7,(1.) =1(0.) =1 1,(0.) = 1,(1.) =0

7,(1.) =12>r,1,(0.) = 0 < soldugundan 1. (r,s) — agiktir.

(58)"e gore 0.. (r,s) — yar1 agiktir.

6) Tanimdan agiktir.

7) sint(A, 1, s) = U{B € I(X)|A D B, B bulanik (r,s) — yar1 acik} oldugunu
gostermek i¢in dncelikle sint(ANB),r,s) € sint(A,r,s) ve sint(ANB),r,s) C
sint(B, r, s) olduklarini gostermemiz gereKir.
sint(A N B), r,s) c sint(A, 1, s) oldugunu bakalim.

(58)'dEN dolayi sint(A N B), 1, s) bulanik (r,s) — yar1 agiktir. (65)
sint(ANB),r,s) € ANB c A oldugunu gosterelim.

sint(ANB),r,s) € A (6)'dan dolay1 agikardir. (66)
(65) ve (66)’den sint(ANB), r,s) c sint(A, r, s)'dir. Benzer sekilde

sint(ANB,r,s) c sint(B,r,s) dir.
8) sint(sint(A, r,s),1,5) = sint(A,r,s) oldugunu gosterelim.
(6)’dan dolayi sint(sint(A,r,s),1,s) C sint(A,r,s) (67)
Simdi  sint(sint(A,1,s),1,5) C sint(A, 1, s) oldugunu gosterelim.
sint(sint(A, 1,s),1,5) = U{F|F c sint(A,r,s) F bulanik (r, s) — yar1 agik}
sint(A, 1, s) c sint(A, 1, s) oldugundan ve sint(A, r, s)'e (xx)"a gore bulanik — yari
kapali oldugundan sint(sint(A, r,s),r,s) c sint(A,r,s) (68)
(67) ve (68)'den sint(sint(A,1,s),1,s) = sint(A,1,s)

Teorem 4.1.17. (X,t4,T,) Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzay, A

sezgisel bir bulanik kiime ve (r,s) € [ @ I olsun.
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1) sint(A, r,s)¢ = scl(AS, 1, s)

2) scl(A, 1, s)€ = sint(AS, 1, s)
ispat: 1) sint(A, r,s) € A ve sint(A, 1, s), X'te bir bulanik (r, s) — yar1 acik, A€

sint(A, 1, s)€ ve sint(A, r, s)€ X’ te bir bulanik(r, s) — yar1 kapalidir.

scl(AS, r,s) c scl(sint(A, 1, s)S,1,5) = sint(A, 1, 5)°¢ (69)
Tersine A® c scl(AS, r, s) ve scl(AS, r,s) X’ te bulanik(r, s) — yar1 kapali.
scl(AS,r,s) © Ave scl(AS,1,s)¢ X'te bulanik(r, s) — yar1 acik .Bu yiizden

scl(AS, 1, s)¢ = sint(scl(AS, r,5)€),1,s) C sint(A,,r,s) (66)'dan ve sint(A,1,s)¢ C
scl(AS, r, s)'dir.

2) A c scl(A,1,s) ve scl(A, 1, s) bulanik (1, s) — yari kapali ve
scl(A,1,5)¢ € A° ve scl(A, 1, s)€ bulanik (1, s) — yari agiktir.
scl(A, r,s)€ = sint( scl(A, 1, s)S,1,5) € sint(AS, 1, s)
= scl(A,1,5)¢ c int(AS, 1, s) (70)
Tersine int(AS,r,s) € A® ve sint(AS,r,s) bulanik (r,s) — yar1 agik ve
A c int(AS, 1, s) © ve sint(AS, r, s)€ bulanik (r,s) — yar1 kapalidir.
Buradan scl(A, 1, s) c scl(sint(AS, r,s)¢,1,s) = sint(AS,r,s)¢
= scl(A, 1, s) € sint(AS, 1, s)°¢
= sint(AS,1,s) c scl(A, 1, s)°¢ (71D

(70) ve (71)’ den esitlik saglanir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez c¢alismasi [1,2,4,6,8] makalelerinin derlemesinden olusur. Burada
bulanik kiime kavraminin tanimi yapildiktan sonra sirasiyla bulanik topolojik uzaylar
ve bulanik kiimelerin bir genellemesi olan sezgisel bulanik kiimeler incelenmistir.
Ayrica, Sostak anlaminda sezgisel bulanik topolojik uzaylarda yar1 agik kiimeler
incelenmis, elde edilen sonuclar detayli bir sekilde verilmistir. Bu ¢alismanin 6nemi

bu alanda ¢alisacak olan bilim insanlarina yararl bir kaynak olusturmasidir.
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