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Bu calisma ile, “Klasik Topolojik Uzaylar” ’da onemli bir yer tutan “Filtreler”,
“Kompakthk”, ve “Yakinsaklik” konularinin “Sezgisel Topolojik Uzaylar” ’
lamas1 yapilmug, bu kavramlarin klasik topolojik uzaylarda gosterdigi 6zellikler ile

sezgisel topolojik uzaylarda gosterdigi ozellikler arasindaki farklar ve benzerlikler

a uygu-

aragtirilmistir.

Bu kohularin daha somut bir hale gelmesi icin Grnekler verilmig, bu ornekler

sayesinde kavramlarin gosterdigi ozelliklerin kolayca goriilebilmesi amaglanmuigtir.
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ONSOZ

Belirtisiz kiime teorisi, 1960’ yillarin basinda Zadeh (1965) tarafindan ortaya
atilmigtir.  1965’ten bu yana, belirtisiz kiime, Zadeh ve cok sayida aragtirmaci

tarafindan geligtirilmektedir. Bu teori, pek gok bilimsel alanda uygulanmaya

baslanmistir.

Belirtisiz kiimelerden yola gikilarak tanimlanan farkl 6zelliklere sahip kiimelerden
biri de sezgisel kiimedir. Atanassov’un (1982),(1986) sezgisel belirtisiz kiime
tanimindan sonra, Coker (1996),(1997),(2000) sezgisel belirtisiz topolojik uzay,
sezgisel kiime ve sezgisel topolojik uzay kavramlarin tammladi. Bu, sezgisel kiimeler
iizerinde bilinen topolojik yapilarin kurulup kurulamayacag: sorusunu beraberinde
getirdi. KAYNAKLAR bolimiinde de goriilebilecegi gibi, bu sorunun cevabi bir
cok kisi tarafindan aragtirilmigtir. Ortaya gikan sonuglar cevabin “evet” oldugunu
gostermistir. Bu tez galigmasimin da, cevabin “evet” oldugunu pekigtiren bir caligma
olmasi amaglanmistir. Bu amaca uygun olarak, sezgisel yakinsaklik, sezfisel fil-
tre, sezgisel kompakthk ve sezgisel siireklilik iizerinde caligilmigtir. Yapilan bu

caligmanin, bu konudaki bazi séru isaretlerini gidermesini dilerim.

Bana bu konuda calisma olanag: veren ve yardimlarim esirgemeyen damgmanim

Sayin Prof. Dr. Dogan Coker’e (Ak. Uni. Fen-Edeb. F.) tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS
1.1. Caligmanin Kapsami ve Amaci

Bu galigmanin kapsamim ozetle; sezgisel kiime, sezgisel nokta, sezgisel topolojik
uzay, sezgisel topolojik uzaylarda komsguluk sistemleri, sezgisel kiimelerin igi, sezgisel

sireklilik, sezgisel yakinsaklik, sezgisel filtre, sezgisel kompaktlik olugturmaktadur.

Bu tez caligmasi ile, daha 6nce Sezgisel Kiimeler ve Sezgisel Topolojik Uzaylar
lizerine yapilan ¢aligmalardan faydalamlarak, “Sezgisel Yakinsaklik”, “Sezgisel Filt
re”, “Sezgisel Kompakthk” kavramlari tanimlanip, ne gibi 6zellikler gosterdikleri
arastinlacak, uygun orneklerle konu saglam bir yapiya oturtulmaya caligilacaktir.
Asagidaki bolimde, bu caligmanin tamaminda gerekli olan tanim ve ozellikler veri

lecektir.
1.2. Sezgisel Kiimeler

“Belirtisiz kiime” ilk olarak L. Zadeh (1965) tarafindan tanimlanmug, daha sonra K.
Atanassov (1984),(1986) tarafindan bunun bir genellestirilmesi olan “sezgisel belirti-

siz kiimeler” e girig yapilmigtir. Daha sonra D. Coker (1996),(1997),(2000) “sezgisel

belirtisiz topolojik uzay”, “sezgisel kiime”, “sezgisel topolojik uzay” kavramlarim

tanmimlada.

“Sezgisel kiime”, bir X kiimesi tizerinde, X ’in klasik altkiimelerinden farkl olarak,
ancak klasik altkiimelerden yararlanilarak tanimlanmig altkimeler olarak ifade
edilebilir. Bir “sezgisel kiime” nin farkli niteliklere sahip, farkli iki tipte elemam
vardir. Bu farklh tamimli elemanlarin varhigl, kiimenin gosterdigi ozelliklerin de

farklilagmasina ve iizerinde kurulan yapilarin klasik anlamdaki yapilardan farkh ol-

masina yol agar.

X iizerinde tammlanan bu yeni tipteki “sezgisel kiimeler” lizerinde de acaba klasik
kiimeler iizerinde tamimlanan topolojik yapilar kurulabilir mi? Bundan sonraki

boliimlerden, bu sorunun cevabi alinabilecektir:



Tamim 1.2.1. (Coker 1996) X' bog olmayan bir kiime, A; ve A2, X ’'in A;NA; =0

olacak gekilde iki altkiimesi olsun.
A= (.X, Al, Ag)

seklinde gosterilen A, bir sezgisel kiime (kisaca SK) olarak adlandirilir. A kiimesi,
A 'nin tiyelerinin kiimesi, A3 kiimesi A 'nin {iyesizlerinin kiimesi olarak adlandirilir.

Bir X kiimesindeki tiim SK 'lerin ailesi /(.X) ile gosterilir.

Bos olmayan bir X kiimesindeki her A altkiimesinin (X, A, A*) formunda bir SK

belirttigi agiktir. SK ’ler arasindaki birkag baginti ve iglem agagida tanimlanmigtir:

Tanim 1.2.2. (Coker 1996) X bos olmayan bir kiime ve A ve B sirasiyla A =
(X, Ay, A2), B = (X, By, B;) formunda iki SK ve {A; : i € J} her i icin A; =
(X, A,(l),Agz)) olacak sekilde X 'teki SK ’lerin herhangi bir ailesi olsun. Bu durumda,

su tanimlamalar yapilir:

(a) ACB & A CByve A, B, ; (b) A=Beo ACBve BCA:
(c) A = (X, Az, Ay) ; (d) 0 = (X,0,X) ve X = (X, X,0f ;
(e) AUB = (X, AU By, A0 By) ; (f) ANB = (X, A0 By, A,UBy) ;
(8) 14 = (X, Ay, A) ; (h) ()A = (X, 43 42) ;

(i) UA; = (X,UA®,nAP) ; (3) nAi = (X,nA",uAl) ;

(k) A-B=ANB.

Sonug 1,2.3. (Coker 1996) A, B ve A; (i € J), X 'te SK 'ler olsunlar.

(a) (VieJ) AiCB = UACB; (b)(VieJ) BCA = BCnA;

(c) UA; = NA; ; (d) NA; = UA;;
(e) ACB=BCA; (f) (A) = 4;
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(8) 0 = X; (h) X=0.

Simdi bir SK ’nin goriintiisiinii ve ongoriintiisinii tanimlayalm. X ve Y iki bog

olmayan kiime ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

Tanim 1.2.4. (Coker 1996)

() B = (Y, By, B,), Y ’de bir SK ise, B ’nin f altindaki éngoriintusu f~'(B), X

'te bir SK ’dir ve

FUB) = (X, fY(B), f71(Ba))

ile tanimhidir.

(b) A = (X, Ay, A;) X ’te bir SK ise, A 'nin f altindaki goriintiisi f(A), Y ’de bir
SK ’dir ve f_(Az) = (f(A}))! olmak iizere

f(A) = (Y, f(Al):f—(Az»

ile tanimhidir.

Simdi ileriki boliimlerde sik¢a kullanacagimiz goriintii ve ongoriintiinin 6zelliklerini

gorelim:

Sonug 1.2.5. (Coker 1996) A, A; (i € J), X ’te SK 'ler, B, B; (j € K), Y 'de SK

'ler ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
(@) AAC A = [f(A4)C f(4)

(b) BLC B, = [f7(B)C [ (B)

(c) A C f7'(f(A)) [f bire-bir ise, A= f~1(f(A)).]
(d) f/(f(B)) € B [f brten ise, f(f~!(B)) = B.]

(e) f/~1(UB;) = Uf~Y(B;)



(f) f~(NB;) =nf~'(B;)
(8) f(VA:) = Uf(Ai)
(h) f(NA;) CNf(A) [f bire-bir ise, f(NA;) = Nf(A:).]

M) ;) =X G) /(@) =9

(k) f orten ise, f(X) =Y (1) f(9) =0
(m) f orten ise, f(A) C f(A). [Ayrica f bire-bir ise, T(A) = f(A).]
(n) f4(B) = f-Y(B)

Tanim 1.2.6. (Goker 1996) X bog olmayan bir kiime ve p € X, X ’te sabit bir
eleman olsun. p = (X, {p}, {p}!) sezgisel kiimesi X ’te bir sezgisel nokta (kisaca

SN), p = (X, 0,{p}") sezgisel kiimesi X ’te bir sifirlanan sezgisel nokta (kisaca SSN)

olarak adlandinlir.

Simdi bir SN veya bir SSN ’nin bir SK ’ye ait olma durumlarim gosterelim:

Tanim 1.2.7. (Coker 1996) A = (X, A1, Az), X 'te bir SK ve p € X olsun.
(a) p, A 'mn bir elemanidir (kisacap € A) & p € Ay
(b) p, A 'min bir elemamidir (kisacap € A) & pg Az & p € A,

Onerme 1.2.8. (Coker 1996) {A; : i € J}, X ’te SK ’lerin bir ailesi olsun. Bu

durumda,
(al) p € NiesAi & Vi € J igin S A,
(a2) p € NiesAi & Vie Jigin p € A

(b1) p € UiesAi & 3i € J igin p € A



(b2) p € UiesAi & 3i € J icin p € A

Onerme 1.2.9. (Coker 1996) A ve B, X ’te iki SK olsun. Bu durumda,
(a)AgB@HerEiging €A=>pe€Bveherpicginp e A= peB.

(b)A:B@HerBiqinE€A¢>BEBveherEiginEEAﬁgeB.

Onerme 1.2.10. X #0, p€e X ve A= (X,A;Az), X ’te bir SK olsun. Bu

durumda,

(a)gGZ@g(j{A (b)gg’ﬁﬁgeA
(c)gEAﬁggZZ (d)B&’A@QEE

Kanit (a)géﬁ:(A’,Al,Az) & pEA & ped A & EQA

Digerleri de benzer sekilde kanitlanir.

Onerme 1.2.11. (Coker 1996) A, X ’te bir SK olsun. Bu durumda,

A= (U{p :EEA})U(U{Q:Q € A}).

Bu 6nerme X ’teki her A SK ’sinin, A = U{p : pEA}veA = U{p : p € A} olmak
iizere, A = A U A seklinde yazilabilecegini gosterir. Burada A = (X, A,, 4,) ise,
A = (X, Ay, A]) ve A = (X, 0, Az) oldugunu géstermek kolaydir.

Onerme 1.2.12. (Coker 1996) A, X ’te bir SK ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda, f(A) = f(A)U f(A) olur.

Kamt A = A U A oldugundan agiktir.



2. SEZGISEL TOPOLOJIK UZAYLAR

2.1. Sezgisel Topolojik Uzay Kavrami

Tamim 2.1.1. (Coker 1997) Bos olmayan bir X kiimesi tizerindeki bir sezgisel
topoloji (kisaca ST), @ ve X i igeren, sonlu kesigim ve herhangi birlesim altinda
kapal X ’teki sezgisel kiimelerin bir 7 ailesidir. Bu durumda (X, 7) ikilisi bir sezgisel
topolojik uzay (kisaca STU) olarak adlandinlir ve  'daki her SK, X ’te bir sezgisel
agik kiime (kisaca SAK) olarak bilinir. (X,7) STU "indaki bir A SAK ’nin tiimleyeni
A, X ’te bir sezgisel kapali kiime (kisaca SKK) olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.2. (Coker 1997) Agiktir ki, her (X, 7o) topolojik uzay1, X ’in bir A
altkiimesini A" = (X, A, A') karsiligiyla bir tuttugumuzu diigiintirsek, = {A": A €

70} formundaki bir STU ’dir.

Ornek 2.1.3. (Coker 1997) 7o indiskret topoloji olmamak tzere (X, 7o) topolojik

uzayini gozoniine alalim: o = {0, X} U {G:i:i € J}. Bu durumda X tiizerinde iki

ST kurabiliriz:
(a) ' ={0,X}U{(X,Gi,0): i € J},
(b) 7* = {0, X}U {(X,0,G) :i € J}.

Onerme 2.1.4. (Coker 1997) (X, 7), bir STU olsun. Bu durumda, X tzerinde
agagidaki yollarla iki ST kurulabilir:

(a) Ty = {[|G: G € 7},

(b) T02 = {()G: G € T}.

Hatirlatma 2.1.5. (Coker 1997) (XX, 7), bir STU olsun.

(a) = {Gy : G = (X,G,Ga) € 7}, X lizerinde bir topolojidir.
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(b) 7 ={G:: G = (X,G1,G,) € t}. X iizerindeki i = {G} : G = (X,G1,G,) €

7} topolojisinin biitiin kapali kiimelerinin ailesidir.

(c) Her G = (X,G,,G,) € 7 igin G; N G2 = 0 oldugundan, G; C G4 ve G2 C G}
'dir.

(d) (a) ve (b) kullamilarak (X,7,7;) 'nin bir bitopolojik uzay oldugu sonucuna

varabiliriz.

Tanim 2.1.6. (Coker 1997) (X, 7) ve (X, ;) iki STU olsun. 7, 7 tarafindan
kapsamyorsa (r; C 73), “ry, 7, 'den daha kabadir” veya “r;, 7y 'den daha incedir”

denir.

Tanim 2.1.7. (Coker 1997) (X, 7) bir STU olsun.

(a) 7 'nun her elemani 8 'nin elemanlarinin bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa, 8 C 7

ailesi (X, 7) icin bir taban olarak adlandirilir.

(b) ¢ ailesinin elemanlarinin sonlu kesigimlerinin ailesi (X,7) icin bir taban
olusturuyorsa, § C 7 ailesi (X,7) STU "imin bir alttabam olarak adlandirilir. Bu

durumda, “r, § tarafindan olusturulur™ denir.

Tanim 2.1.8. (Coker 1997) (X, 7) bir STU ve A = (X, A;, A;) X ’te bir SK olsun.

Bu durumda A ’nin igi ve kapanisi su sekilde tanimlidir:

int(A) =U{G:G X 'te SAK ve G C A},
c(A)=n{K: K X 'te SKK ve AC K}.

Burada, c/(A) 'nin X 'te bir SKK ve int(A) 'nin X ’te bir SAK oldugu goriilebilir

ve

(a) A, X 'te bir SKK 'dir & cl(A) = A;

7



(b) A, X 'te bir SAK 'dir ¢ int(A)=A

olur.

Onerme 2.1.9. (Qoker 1997) (X, 7) 'daki her A SK ’si igin,

(a) cl(A) = int(A), (b) int(A) = cl(A).

Onerme 2.1.10. (Coker 1997) (X, 7) bir STU ve A, B, X 'te SK 'ler olsunlar. Bu

durumda agagidaki ozellikler saglanir:

(a) int(A) C A (a’) A C d(A)
(b) AC B = int(A) C int(B) (b’) AC B = cl(A) C cl(B)
(c) int(int(A)) = int(A) () el(cl(A)) = cl(A)

(d) int(AN B) = int(A) Nint(B) (d) cl(AU B) = cl(A) U el(B)
(e) int(X) = X (") el(@) =0

Onerme 2.1.11. (Coker 1997) (X,7) bir STU ve A = (X, 4;, 43), X ’te bir SK

olsun. Bu durumda,

int(A) C (X, int,, (Ar),elny(A2)) C A

ve
A C (X, el (A1), inty (A3)) € el(A)

olur,
Sonug 2.1.12, (Qoker 1997) A = (X, A1, Ag) (X, 7) 'da bir SK olsun. Bu durumda,
(a) A bir SKK ise, Ay, (X,72) 'de kapalidir ve Ay, (X,n) 'de agiktir,

(b) A bir SAK ise, Ay, (X, ) "de agiktir ve Ay, (X,73) 'de kapalidir.

8



2.1.1. Sezgisel topolojik uzaylara ornekler

Ornek 2.1.1.1. X #9, p€ X ve X # {p} olsun. X 'in
r={X,0}u{(X,A,{p)) |AC X, p¢& A}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Ozel Sezgisel Diglanmig Nokta Topolojisi”

olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.1.2. X #0, p€ X olsun. X 'in

o= {0}U{(X.G1.G2) |p € (X,G1,Ga))
= {P}U{(X,G1,G2) | p € G}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Ozel Nokta Topolojisi” olarak

adlandirilir.

Ornek 2.1.1.3. X #0, p€ X olsun. X 'in

o= {_@}U{(X.Gl,G‘z)IgE(X,G'J,Gz)}
= D}U{(X.G1.Ga) | p ¢ Ga)

=~

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Ozel Sifirlanan Nokta Topolojisi”
olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.1.4. X #£0, p€ X ve X # {p} olsun. X ’in

1'~£ = {)5} U {(.\',Gl.Gz) |E ﬁ:’ (.\', G[,Gg)}
= {X}U{(X,G\,G2) | p & G1}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Diglanmig Nokta Topolojisi”

olarak adlandirilir,

Ornek 2.1.1,5. X #0, pe X ve X # {p} olsun, X ’in

Tnp = {z.\_} U {(X,G,G) | P # (X,G1,Gy)}
= {‘E} U {(-\’,Gh Gg) | p € Gg}

9



sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Diglanmig Sifirlanan Nokta

Topolojisi” olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.1.6.

(a) X #0Dved = (X, A}, Ay), X 'te bir SK olsun. A 'min sonlu bir SK olmas

5 ‘ - -
demek, A} ’nin sonlu olmasi demektir.

(b) X #0 ve A= (X, A, A,), X 'te bir SK olsun. A 'min sayilabilir bir SK olmasi

demek, A}, ’nin sayilabilir olmasi: demektir.

Ornek 2.1.1.7. X # 0 ve X sonsuz bir kiime olmak iizere, X ’in

v = {@}U {(XsGlst) I (X,Gl,Gz) sonlu}
= {0} U {(X,G1,G3) | G} sonlu}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Sonlu Tiimleyenler Topolojisi”

olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.1.8. X # @ ve X sonsuz bir kiime olmak tizere, X ’in

r = {01V {{X, G1,G-) | (X, Gy, G,) sayilabilir}
= {0}u{(X, G, Gz) | G sayilabilir}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Sayilabilir Timleyenler Topolo-

jisi” olarak adlandirilir,

Ornek 2.1.1.9. X # 0, X sonsuz bir kiime ve p € X s, R

r = {(X,G,G3)|(X,G1,Gs) sonlu ve p & (X,G1,Ga)}

= {(X,G1,G) | G; sonlu ve p ¢ G}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde “Sezgisel Fort Topolojisi” olarak ad-

landirihr.
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Ornek 2.1.1.10. IR ’nin

e {H.:t.“@} U {<m=(_°°sa)![b1+°°)) |a,b€ R, a < b}
U {(R, (_001“)19) |a€ R}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, IR iizerinde “Sezgisel Sol-Sol Topoloji” olarak ad-

landirilir.

Ornek 2.1.1.11. IR 'nin

r={R,0} U {(R,(e,00),(~00,b])|a,bER, b<a}
U {(R,(a,0),0)|a € R}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, R iizerinde “Sezgisel Sag-Sag Topoloji” olarak ad-

landirlir.

Ornek 2.1.1.12. (Coker 1997) IR ’nin

r={R,0} U {(R,U(a;b),(—00,c]) | c<inflai}, a;,bi,c € R}
U {(]R,.,U(G.‘,b;'),m> l ﬂ,’,b,’ € IR]' U {(IR,,@,(—OO,C]) I c€E IR}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, IR iizerinde “Sezgisel Bilinen-Sag Topoloji” olarak ad-

landiribir.

Ornek 2.1.1.13. (Coker 1997) IR ’nin

T = {H}!@} U {<m1 U(ah bl')s[caoon l sup{bi} S c, a;, b.-,c € IR}
U {(R,U(a;,b),0) | ai,b; € R} U {(IR, 0, [c,0)) | c € R}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, IR iizerinde “Sezgisel Bilinen-Sol Topoloji” olarak ad-

landirilir.

Ornek 2.1.1.14. IR 'nin
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5 = {R,0)
U { (

(R, U(ai, b), (00, U [d,00)) | ¢ < inf{ai}, sup{bi} < d, ai,bi € R}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, IR tizerinde bir ST iiretir. Bu ST “Sezgisel Bilinen

Topoloji” olarak adlandirlir.

{(IR, U(ai,b:), (—o00,¢]) | ¢ < inf{ai}, ai,bi,c € R},

{(IR, U(ai, b;), [¢,0)) | sup{b:;} < ¢, a;,b;,c € R},

{(IR, U(ai, ), (—oc0,c] U [d, e]U [f,00)) | inf{a;}, sup{b;} var ve
U (ai,b;) N ((—o0,c] U [d, e] U (f,00)),},

{(]R9U(ahbi)’ B) | a;,b; € R},

{{R,0, (=00, U [d,00)) | c,d € R}

SK ’leri bu ST ’ye gére SAK ’lerdir.

Ornek 2.1.1.15. IR ’nin

7= {R,0} U {{R,(~6,+5),(~00,—5 — ] U[§ + ¢,00)) | 6, € R*}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, IR tizerinde bir sezgisel topolojidir.

Ornek 2.1.1.16. R* ’nin
r={R*,0} U{(R*,(0,6),[6+¢,00)) | §,¢ > 0}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, R* {izerinde bir sezgisel topolojidir.

Ornek 2.1.1.17. X #0, 0 # A = (X, A;, A3) € I(X) olsun. X ’in
T= {9} U {(X! GI!G‘JI) l (X!AI!A2> (_: (X1 thz)}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X tizerinde bir sezgisel topolojidir.
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Ornek 2.1.1.18 (X, 7) bir STU, p ¢ X, X = X U {p} olsun. X ’in
T={0}u{Gup|Ger}

sezgisel altkiimelerinin ailesi, X iizerinde bir sezgisel topolojidir.

2.2. Sezgisel Topolojik Uzaylarda Komsuluk Sistemleri

Tanim 2.2.1. (Coskun, Coker 1998) (X, 7) STU verilsin.

(a) p, X ’te bir SN olsun. p € G C N olacak sekilde G € T SAK 'si bulunabiliyorsa,
X’in N SK ’si, X ’te p ’nin bir komsulugudur.

(b) p, X te bir SSN olsun. p € G C N olacak sekilde G € T SAK ’si bulunabiliy-

orsa, X ’'in N SK ’si, X ’te p ’'nin bir komsulugudur.

'nin biitiin komsuluklarinin

i~

p ’nin bitiin komguluklarinin kiimesini N(p) ile,

=

kiimesini N(p) ile gosterecegiz. N(p) ve N(p) komsuluk sistemleri asagidaki

ozellikleri saglar:

Onerme 2.2.2. (Coskun, Goker 1998) (X,7) STU "indaki N(p) komsuluk sistemi
agagidaki ozellikleri saglar:

(N1) N € N(p) ise, p € N.

(N2) N € N(p) ve N C M ise, M € N(p).

(N3) Ny, N; € N(p) ise, NN, € N(p).

(N4) N € N(p) ise, her g € M igin N € N(g) olacak sekilde M € N(p) vardr.

Kamt (N1), (N2) ve (N4) kolayca goriilebilir.

(N3) Ny, N2 € N(p) olsun. Bu durumda, p € Gi € N; (i = 1,2) olacak sekilde
G, ve G, SAK ’leri vardir. G := G N G, agg igin, pE G C N, N N *dir. Yani,
N[ n Nz € N(E)-

13



Onerme 2.2.3. (Cogkun, Coker 1998) (X, 7) STU "indaki N(p) komsuluk sistemi

| asagidaki ozellikleri saglar:

(N1) N e N(g) ise,g € N.

(N2) N € N(p) ve N C M ise, M € N(p)-
(N3) Ny, N, € N(p) ise Ny n N; € N(p).

(N4) N € N(p) ise, her g € M igin N € N(g) olacak sekilde M € N(p) vardir.

i~
~

Kanit Bir 6nceki teoreme benzer gekilde kanitlanr.

Simdi,
7={G: herp € Gicin G € N(p)}

)}

ailelerini tanimlayalim. Agiktir ki, her G1,G2 € 7 icin G1 N G, € 7 ’dir. Ayrica,
(Gi)ies, 7 "da SAK 'lerin bir ailesi ve G := Use;G; olsun. Bu durumda, her p € G
icinp € b;o olacak sekilde bir zo € J indeksi vardir. Burada G, € N(p) ve G,-: caG
oldu-éu gozoniine alinirsa, (N2) 'den G € N(g) gikar. Yani G € T dir. Sonug olarak

i

={G: herEEGiQiﬂGEN(

i

agagidaki 6nermeyi elde ederiz:

Onerme 2.2.4. (Cosgkun, Coker 1998) Tver, X tzerinde birer ST ’dir.

Onerme 2.2.5. (Cogkun, Coker 1998) 7 C TverCT.

Kanit G € 7 olsun. Sirasiyla her p € G ve p € G icin G € N(E) ve G € N(P)

~

oldugunu biliyoruz. Buradan, G € T ve G € 7 dogrudan gikar.

Ornek 2.2.6. (Coskun, Goker 1998) X = {a,b,c,d} ve

A= (X! {a,b},{d}), Az = (X, {c}:{b’d})!
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Ay = (X,0,{b,d}), Av= (X, {a,b,c), {d))
olmak tizere,
T = {9 " ‘}: ’ Al! Az, As, A"}

SK ailesini goz onii b A Al .
ini gbz oniine alalim, Bu durumda, r X iizerinde bir ST 'dir ve bu sezgisel

topolojik uzaydan Tver ST 'leri agagidaki gekilde elde edilir:

As = (X,{c},{b}), As = (X, {c},{d}), A7 = (X, {a,b},0),
As = (X, {a,b,c},0), Ay =(X,{c},0), Ao = (X,0,{a}),
An = (X,0,{b}), A = (X,0,{c}), Arz = (X,0,{d}),
A = (X,0,{aq,b}), Ays = (X,0,{a,c}), Are = (X,0,{a,d}),
Az = (X,0,{b,c}), A = (X,0,{c,d}), A = (X,0,{a,b,c}),

Axn = (X,0,{a,b,d}), An=(X,0,{a,c,d}), Ay = (X,0,{b,c.d}),
A = (X,0,0)

olmak iizere,
T=1U {A; 21 =5,6,...,23}

ve Az = (X,{a,c},{b,d}), Azs = (X, {a},{b,d}) olmak iizere,

= 7 U {Ag, Ass}

4y

elde edilir.

Onerme 2.2.7. (Cogkun, Coker 1998) X 'in her p elemani igin Onerme 2.2.2. 'de

verilen (N1), (N2), (N3) ve (N4) dzelliklerini sagilayan X 'in SK 'lerinin N(p) gibi

bir ailesi varsa, X iizerinde, her p € X igin N(p), p 'nin bitin komguluklarinin

ailesi olacak gekilde bir ST vardir.

Onerme 2.2.8. (Cogkun, Coker 1998) X 'in her p eleman icin Onerme 2.2.3 de

verilen (N1), (N2), (N3) ve (N4) szelliklerini saglayan X 'in SK ’lerinin N(p) gibi
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bir ailesi varsa, X iizerinde, her p € X igin N(p), p 'nin biitiin komsuluklarinmn

ailesi olacak gekilde bir ST vardr.

Simdi bu iki STU arasindak; bagintilar verecegiz:
Onerme 2.2.9. (Cogkun, Coker 1998) r=7rnN7.

Onerme 2.2.10. (Coskun, (oker 1998) A, (X,7) STU ’nda bir SK olsun. Bu

durumda,
int(A) = int,(A) Nint,(A).

Genelde agagidaki kapsamalar vardir:

int(A) C int,(A) ve int(A) C int,(A).
Ancak ters kapsamalarin dogru olmasi gerekmez:
Ornek 2.2.11. (Coskun, Coker 1998) Ornek 2.2.6 'daki (X,7) STU "1 ve A =

(X,{a,c},{d}) SK ’sini gozoniine alirsak;

int(A) = (X, {c}, {b,d})

ve

int,(A) = (X,{ch{d}), int;(A)=(X,{a,c}.{b.d})
bulunur.
2.3, Sezgisel Topolojik Uzaylarda ic

(X, 7) STU verildiginde, herhangi bir A SK 'sinin i¢i 7, 1 ve 7 ST 'lerine gére elde
edilebilir. Ayrica asagidaki kavramlarin kogullarinda bir SK 'nin iginin farkh tipleri

olugturulabilir.
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Tanim 2.3.1. (Coskun, Coker 1998)

(a) 4, X te bir SK, p € A bir SN ve p € A bir SN olsun. Bu durumda, eger A p
"min bir komsgulugu ise, Py A’'min 7-ig noktasidir denir. Eger A, p 'nin bir komgulugu

ise, Py A ‘min 7-i¢ noktasidir denir.

(b) A 'nin biitiin 7-ig ve 7-i¢ noktalari sirasiyla 7 —int(A) ve 7 —int(A) ile gosterilir.

Onerme 2.3.2. (Coskun, Coker 1998)
(a) AeT & A =71 —int(A).

(b) A€ TS A=1- int(A).

Kanit

(a) A€ T vep € A alahm. A C A oldugundan p € A’dir. A € 7 oldugundan A
p 'min bir komsgulugudur. Buradan, p € 7 — int(A) bulunur, yani A € 7 — int(A)
olur. Tersine, 7 —int(A)=U{p: A€ N(p)} vep €1 — int(A) olsun. A € N(p)

oldugundan, p € A ve p € A olur. Buradan 7 — int(A) € A demektir. Bu iki

icermeden A = 7 — int(A) sonucu gikar.

Simdi A = 7 — int(A) varsayalim. A € 7 oldugunu gostermeliyiz. Eger p € A

herhangi bir SN ise, p € A 'dir ve buradan A, p € A 'nin bir komsulugudur. Sonug

olarak, tanim geregi, A€ T elde edilir.

(b) Kansts (a) 'ya benzer gekilde yapilabilir.

Onerme 2.3.3. (Cogkun, Coker 1998) (Gi)ies X 'te SK 'lerin bir ailesi ve G =
UiesGi olsun. Bu durumda,

(a) G = UiesG

(b) (é' = Uingl_-
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Kamt (b) "nin kamti (a) ya benzer oldugundan, sadece (a) 'min kanit yapilacaktir:

(a) Gi = (X,Gy, Giz), (i € J) olsun. Bu durumda,
G = U.'EJG,' = (X, U,'EJG.'l,nieJGt‘?)

olur. §imdi bir SN secelim: p EQG.
P € UiesGiy olacag aqiktir. Bu durumda, p € Gi; olacak sekilde bir G; vardir. Bu
dap € (3', demektir ve buradan p € UiesG . olur.

Tersine l) (= U"EJ(;;'_ OISUD. Bu durumda, P € G Dlacak §Ekildel € J Vardl!'.
Buradan p € Gy ve p € U;csGi; oldugu gériiliir. Bunun sonucunda, Ufejgl- cG
gikar.

Onerme 2.3.4. (Cogkun, Coker 1998)

Kanit (b) 'nin kamt: (a) 'min kamitina benzediginden, sadece (a) 'min kamt:

yapilacaktir.

(a)p eV{G :GCAGE 7} olsun. Bu durumda, G C A ve p € G olacak sekilde
bir G € 7 vardir. G € T ve p € G oldugundan, G € N(p) olur ve buradan da
A € N(p) elde edilir. Budap € 7 — int(A) anlamina gelir.

Tersine p € 7 —int(A) olsun. p € G C A olacak gekilde, G € T vardir. p € G ve

G € r ifadelerinden sonuca ulagiriz.

Daima agafidaki kapsamalarin gegerli olduguna dikkat ediniz:
r —int(A) C int,(A) ve T — int(A) C int:(A).

Asagidaki ters ornek bu kapsamalarin tersinin genelde dogru olmadigin: gésterir:
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Ornek 2.8.5. (Coskun, Goker 1998) X = {a, b,c,d, e} kiimesi ve
T o= A0, X (X, {a,b,¢}, {e}), (X, {c,d}, {e}), (X, {c}, {d, €}),
(‘\” {a‘l b: c, d},@)}

olmak tzere, (X, 7) STU "1 gozoniine alalim. Bu durumda,

I =7Td {(Xv {ﬂ’bw c}, 0),(X,{c,d}, 0)3 (X, {c}, {d})? (X,{c}, {e}),
(X,{c},®} U {(X,0,5): S C X}

LT U {(X, {a,b,c,d},{e}), (X, {a,b,c},{d}), (X, {a,c,d}, {e}),
(X, {bs ¢, d}, {e}), (X,{a,b,c},{d,€e}), (X, {a, c},{d,e}),
(X, {b,c},{d,e})}.

oldugunu gostermek kolaydir. B = (X,{b,c},{d}) SK ’sini alirsak, int(B) =
(X, {c},{d,e}) ve

2'nt‘f'(*B) = (‘\’! {C}= {d})’ Int_j’(B) = ("{1 {bv C}, {d! e})s
7 —int(B) = (X, {c}, {a,bd,e}), T —int(B)=(X,0,{d,e}),
olur. Bu da asagidaki icermeleri gerektirir:

int,(A) 2 T —int(A),  int.(A)# T —int(A),

Ll

int:(A) Q; —int(A), int;(A) 75_;{‘ —1nt(A).

r — int ve T — int ic operatorlerinin 6zelliklerini inceleyelim:

Onerme 2.3.6, (Coskun, Coker 1998) (X, 1) bir STU ve A, B X ’te iki SK olsun.
Bu durumda,

(a) 7 — int(A)C A

(b) r—int(4) C A

—~
~
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(c)ACB =T —int(4) C 1 —ini(B)

(d)ACB = T-int(4)C r- int(B)

(e) r —int(AN B) =T —inl(A) N1 —int(B)
(f) I int(AN B) S int(A) N1 —int(B)

(8) 7 —int(X) =X

r

o

(h);—int(.g):J

Kamt Sadece (e) 'nin kanitim yapalim, digerleri dogrudan ¢ikmaktadir:

(e) Once P> AN B 'nin 7-ig noktasi olsun, yani AN B € N(p). Buradan A € N(p)
ve B € N(p) gikar ki bu, p ’nin hem A 'min hem de B ’nin 7-ig noktasi olmasi

demektir. Bu durumda,
p €T —int(A) vep € T —int(B) = p € T —int(A)N 7 — int(B).

olur.
Diger taraftan, eger per— int(A) g int(B) ise, A € N(B) ve B € N(B) yani
AN B € N(p) olur. Buda p 'nin AN B "nin 7-i¢ noktasi olmasi demektir.

Genelde,
T —int(r — int(A)) = T —int(A),
T —int(T — int(A)) = 7 —int(A)

saglanmadigina dikkat ediniz. Bunun icin, Ornek 2.3.5. teki (X, 7) STU “im1 ve
A= (X, {b,c},{d}) SK 'sini alalim. Bu durumda asagidakileri elde ederiz:

r —int(A) = (X, {c}, {a,b, d,e}) ve T —int(r —int(A)) = (X,0, X) = 0.
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2.4. Sezgisel Siireklilik

Tamm 2.4.1. (Coker 1997) (X,7) ve (Y, 4) iki STU ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun siirekli olmasi demek, ¢ ’deki her SK 'nin
ongorintiisiniin 7 'da bir SK olmasi demektir.

Tanim 2.4.2. (Coker 1997) (X, 1) ve (Y,¢) iki STU ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun agik olmasi demek, 7 'daki her SK ’nin

goruntisiiniin ¢ ’de bir SK olmasi demektir.

Onerme 2.4.3. (Coker 1997) (X, 7) ve (Y, ) iki STU ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, f : (X,7) - (Y, ¢) stirekli olmas: igin gerek ve yeter kosul YV
"deki her SKK 'nin 6ngériintisi X ‘te SKK olmasidir.

Onerme 2.4.4. (Coker 1997) (X, 7) ve (Y,¢) iki STU olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(a) f:(X,7) = (Y, ) siireklidir.

(b) Y ’deki her B SK ’si icin f~'(int(B)) C int(f~1(B)).

(c) Y ’deki her B SK ’si igin cl(f~'(B)) C f~!(cl(B)).

Onerme 2.4.5. (Goker 1997) (X, 7) ve (Y,4) iki STU ve f : (X, 7) = (Y, ¢) siirekli
bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

(a) f:(X,n) = (Y,¢) siireklidir,

(b) £ : (X,72) = (Y, ¢2) siireklidir.

2.4.1. Sezgisel siirekli fonksiyon drnekleri

Ornek 2.4.1.1. Sabit fonksiyonun sezgisel siirekliligi:
pER, f:IRo R, f(z)=p fonksiyonu igin f: (IR,7) = (IR, 7*) fonksiyonunun
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sezgisel siirekliliginj inceleyelim:
A= (R, Ay, A2) € 7 SAK ‘sinj
f71(4) = (R, f_l(Al),f'l(Az))
PEA = f(4)= (ﬂ?.,f“(Al),f“‘(A,)) =(R,R,0) =R €7
PE A = f7Y(A)=(R, AN, [ (A,)) = (R, 0, IR) = @~e T
PEALPE A = [A) = (R, f-1(Ay), - (Ag)) = (R, 0,0)
Bu durumda, (IR,0,0) € T ise f stireklidir.

gozonune alalim. A 'nin ters goriintiisii,

Ornek 2.4.1.2. f: R R, f(z) = 2z fonksiyonu ve IR iizerinde  sezgisel sonlu

timleyenler topolojisi icin, f : (IR, 7) = (IR, 7) fonsiyonu sezgisel siireklidir.

Ornek 2.4.1.3. 7 IR iizerinde sezgisel sonlu tiimleyenler topolojisi olmak tzere
(R,7) STU i1 ve f: (R, ) = (RY, 7), f(z) = z? fonksiyonunu gozoniine alalim.

Bu durumda f fonksiyonu siireklidir.

Ornek 2.4.1.4. pe R, f:IR—> IR, f(z) =p ve 1, IR iizerinde sezgisel 6zel nokta

topolojisi olmak tizere f : (IR,7,) — (IR,7,) fonksiyonunun sezgisel sirekliligini

inceleyelim:
(IR, Gy, G2) € 7, SAK ’sinin ters goriintiisiiniin 7, ’da olup olmadigini arastiralim.

(IR,G;,GQ)E'::E = P E(]R,Gl,Gz) = peGl.
f—l(I‘R, G],Gg) = (]R'} f_l(Gl)&f_l(GZ)) = (]R, IR-.@) € 7}3.

O halde f, sezgisel siireklidir.

Ornek 2.4.1.5. p € R, [/ : R = R, f(z) = p, ve 7~y IR iizerinde sezgisel

dislanmug nokta topolojisi olmak iizere [ : (R,7y) = (IR,7,) fonksiyonunun

sezgisel siirekliligini inceleyelim:
(IR,G),G2) € Top SAK 'sinin ters goriintiisiinin 7.y ’da olup olmadigini aragtiralim.
’ 1 ~ ~

(miGhG?)epr = Eg(]RﬂGhG‘?) = ngl = PEGi

ki durum sozkonusudur:



*p€G: = fTYR,G\,G,) = (R, f=1(Gy), [~}(G2)) = (IR0, IR) € 7wy
*p ¢ G, = f‘l<]RgGl1(r'2> = (m!f-l(Gl),f_l(G'z)) s (IR@.@) € Tp
O halde f, sezgisel stireklidir. : : s

Ornek 2.4.1.6. f: R —» R, [(z) = 3z fonksiyonu ve IR iizerinde Tyor0t Sczgisel
sol-sol topolojisi igin, f : (IR, Tyotsol) = (IR, Tyotsot) fonsiyonunun sezgisel siirekliligini

aragtiralim. (IR, (—co,a), [b,00)) € Tyose SAK ’sini alalim.

YR, (—00,a),[b,00)) = (R, f*(—c0,a),f"[b,00))
= (R (-o0,2), (5,000}

a S b = % S % = (m,(_mag)al%-m» € Tsolsol-
O halde f, sezgisel siireklidir.

Ornek 2.4.1.7. f: R —» R, f(z) = = + 1 fonksiyonu ve IR iizerinde 7 sezgisel

bilinen topolojisi icin, f : (IR, 7) — (IR, ) fonsiyonu sezgisel siireklidir.

Ornek 2.4.1.8. f: IR = R, f(z) = z? fonksiyonu, IR iizerinde 7 sezgisel bilinen-sol
topolojisi ve IR tizerinde 7* = {]I_},@}U{(IR, (0,+3),[6+¢,00)) | §,€ > 0} topolojisi
icin, f : (R,7) = (IR, ") fonsiyonu sezgisel siireklidir.

Ornek 2.4.1.9. f: R = R, f(z) = —z fonksiyonu ve IR {izerinde 750150 sezgisel sol-
sol topolojisi Ve Tsagsag S€ZGisel sag-sag topolojisi icin, f : (IR, Tsotsot) = (IR, Tyagsag)
fonsiyonunun sezgisel siirekliligini aragtiralim.

* A = (IR, (a,00),(—00,b]) € Teagsag =

F1(A) = (R, f-}(a; 00}, f~} (=00, b)) = (IR, (00, ~a),[=b,5)) € Tusta

* A= (R,(a,00),0) € Tsagsag =

7N (A) = (R, f"‘(ﬂ,oo),f”'(@)) = (IR, (—00, —a),0) € Tsotsot

O halde f, sezgisel siireklidir.

Ornek 2.4.1.10, f: IR = R, f(z) = 2? fonksiyonu ve IR tizerinde 7 sezgisel

bilinen topolojisi igin, f : (IR, 7) = (IR, 7) fonsiyonu sezgisel stireklidir.
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Ornek 2.4.1.11. f: R 9 R, f(z) = [z] fonksiyonu ve IR tizerinde Tsolsol
sezgisel sol-sol topolojisi igin, ¢ (R, Tootsot) = (IR, Tuotser) fonksiyonunun sezgisel
stirekliligini aragtiralim.

A = (R, (—00,a),[b,00)) € Tyorsor SAK ’sini alalm.

FHR, (~00,a),[b,c0)) = (RR,f~!(~c0,a), /™" [b,00))
= (IR,(-—-OO,ﬂa] + l)a mb] +1, 00)) € Tsolsol

O halde f, sezgisel siireklidir.

2.4.2. Sezgisel noktasal stireklilik

Tamim 2.4.2.1. (X, 7), (Y,4) STU ’lar, p€ X, f: X = Y bir fonksiyon olsun.

(a) f fonksiyonu,
VU € N(f(p)) IV eN(p) f(V)CSU

kosulunu sagliyorsa, f fonksiyonuna p 'de siirekli denir.

(b). f fonksiyonu,
VU € N(f(p)) IV e N(p) f(V)C U

kosulunu sagliyorsa, f fonksiyonuna p ’de siirekli denir.
(c) Hem p ’de hem p ’de siirekli olan f fonksiyonuna p ’de stirekli denir.

(d) Her p € X 'de siirekli olan f fonksiyonuna noktasal siirekli denir.

Onerme 2.4.2.2. (X,7), (¥, ¢) STU 'lar, f: X = Y bir fonksiyon olsun. J 'nin

siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul S 'nin noktasal siirekli olmasidir.

Kanit =: p € X olsun.
p 'de siireklilik: U € N(f(p)) alahm. V = f~!(U) secersek istenen kogul saglanir.

p 'de siireklilik: Benzer iglem yapilir.

Buradan f, noktasal siireklidir.
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<:G=(Y,G\,G) € pve H = J7U@) = (X, [~Y(G1), [71(G)) olsun.
PEMN=[p)EG=Cin3Ve N(p)> J(U)CG=pelC[G)=1
pEN=Ip)eG=GignaveNp) s f(V)CG=peV C/(G)=1.

H “nin tiim noktalar igin, o noktay: iceren ve [ 'nin kapsadigi bir agik bulun-
abildiginden H (X, 7) STU "inda bir SAK *dir. Yani } = J/7Y(G) € 7 bulunur. O
halde f, stircklidir.

2.4.3. Sezgisel noktasal siirekli fonksiyon érnekleri

Ornek 2.4.3.1. f: R = R, f(z) = [z] fonksiyonu verilsin. 7 sezgisel bilinen
topoloji olmak iizere f : (IR,7) — (IR,7) fonksiyonunun siirekliligini ve noktasal

stirekliligini inceleyelim:

G = (R,(3,5),(~00,1] U [3,00)) € 7 SAK ’sinin ters gériintiisi, f~'(G) =
(RR,[2,3),(—00,1) U[3,00)) & T oldugundan f siirekli degildir.

Simdi herhangi bir @ € Z noktasini alalim. f(a) = a ’dir.

a 'da siireklilik: V' = (IR,(a — La+1),(—0,a—32]U[a+1,00) € N(f(a))
F~YV) = (R, [a,a + 1),(—00,a — 1) U [a + 1,00)) olur. a € U C f~(V) olacak
sekilde U € 7 yoktur. O halde f, a ’da siirekli degildir.

a ’da siireklilik: V = (R, (a + la+2),(—c0,a—1]U[a+200)) € N(f(a))
}-1([/) = (R,[a + 1,a + 2),(—o0,a) U [a + 2,00)) olur. a € U C f~Y(V) olscak
sekilde U € 7 yoktur. O halde f, a ’da siirekli degildir. )

Ancak a € Z oldugunda, f, a 'da ve a "da sureklidir.

Ornek 2.4.3.2. f: R = R, f(z) = sgn(z) fonksiyonu verilsin. T sezgisel bilinen
topoloji olmak tizere f:(R,7) = (IR, 7) fonksiyonunun siirekliligini ve noktasal

siirekliligini inceleyelim:
= (IR,(2,3),(-00, SHu [4,00)) € 7 SAK ’'sinin ters goriintisi, f~Y(G) =

(R, 0, (—00,0)) ¢ 7 oldugundan [ siirekli degildir.

Simdi 0 noktasimi alahm. f(0) = 0'dur.
0 *da siireklilik: V = (R, (3 3) (00, -3JU[3,00)) € N(f(0)) =
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-1(V) =
(V) = (IR, {0}, 0) olur. 0 € U C f~Y(V) olacak sekilde U € T yoktur. O halde
f, 0 ’da sirekli degildir.
2 'da streklilik: V = (IR, (2,3), (=00, 'T']U[d,oo)) € N(f(0)) =

=1 s -
f7HV) = (R,0,(=00,0)) olur. 0 €U C f~Y(V) olacak sekilde U € 7 yoktur. O
halde f, 0 "da siirekli degildir.

Ornek 2.4.3.3. f: R* - Rt f(x) = 1 fonksiyonu verilsin. = = {IR*,0} U
; % e
{(R",(0,6),[6+¢,00)) | 4, > 0} olmak iizere f : (R*,7) = (R*, 7) fonksiyonunun

stirekliligini ve noktasal siirekliligini inceleyelim:
G = (R%,(0,4),[8 + €,00)) € = SAK ’sinin ters goriintiisi,

F(G) = (R*, (5,000, 0, ) & 7

oldugundan f siirekli degildir.

Simdi a € R* noktasimi alahim. f(a) = 1 dir.

a 'da siireklilik: V = (R¥,(0,b),(c,00]) € N(f(a)) = Le@b = 0<i<
b = 3<a f7Y(V)= (R*, (3, 00), (0, 1]) olur. aelUC f~Y(V) olacak sekilde
U € 7 yoktur. O halde f, a 'da surekli degildir.

a ’da siireklilik: V = (R*,(0,b),(c,00]) € N(f(a)) = l<e = l<a
}"(V) = (R*,(},00),(0,2]) olur. a € U C f“(l;) olacak sekilde U € 7 yoktur.
O halde f, a 'da sirekli degildir.

Ornek 2.4.3.4. f: R = IR, f(z) = z fonksiyonu verilsin. T sezgisel sayilabilir
tiimleyenler topolojisi ve 7* sezgisel bilinen topoloji olmak tizere f : (IR,7) —
(IR, r*) fonksiyonunun siirekliligini ve noktasal siirekliligini inceleyelim:

G = (R,(1,2),(—00,0 U [3,00)) € 7" SAK ’sinin ters gortntiisi, f~(GQ) =
(R,(1,2), (—00,0] U 3, o)) ¢T oldugundan f sirekli degildir.

Simdi herhangi bir a € IR noktasim alalim. f(a) = a'dir.

a 'da siireklilik: € > 0 olmak tizere;

V =(R, (a—c,a+c),(-—oo,a—-f]U[a-l-c,OO)) € N(f(a
) olur. U C f~'(V) olacak sekilde

)) SAK ’sinin ters goriintiisii,
(V)= (IR,(a—-c,a+c),(—oo,a—£]u[a+c,oo)
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U € N(a) yoktur. O halde f, a 'da siirekli degildir.

nin a 'da
I stirekli olmadi dn benzer sekilde gosterilebilir.,

2.5. Sezgisel Yakinsaklik

Tamm 2.5.1. X' # 0, IN doggal sayilar kiimesi, f : IN = X ve her n € IN igin
Pn = (-\a{l’n}n{l’u}') seklinde tanimh her fonksiyona X ’te bir B-dizi denir ve
(pn)nen seklinde yazilir.

Tamm 2.5.2. X # 0, IN dogal sayilar kiimesi, f : N = X ve her n € IN igin
= (X,0, {p.}") seklinde tamimli her fonksiyona X ’te bir p- -dizi denir ve (p.,),.gn
§eklmde yazilir.

Ornek 2.5.3. f:IN = R ve f(n) = L olsun.
(za) = (R,{%}, {‘,l;}t))neN dizisi bir p-dizidir.
(:,,) = ((R,0, {3}") )nen dizisi bir p-dizidir.

Tamm 2.5.4. (X,7) bir STU, (z,) bir g-dizi ve 19 € X olsun. Her U € N(zo)
icinn>ng = Zn€ U olacak gekilde bir ng € IN bulunabiliyorsa, (z ) E-dizisine

(X,7) 'da zo 'a yakinsiyor denir.

lim z, =20 veya Tn = To
n—00 ~

seklinde gosterilir. Burada zo, (zn) dizisinin limitidir.

Onerme 2.5.5. (X, 1) bir STU, (5,.) bir L)-dizi ve ro € X olsun.

r
:“-It.ro L= :,.—5.1'0

Kamt
VU € N(zo) o €EINn2ng = Ia€ U

VU € N(xo) o ENn2ng = 1. € U,
YU, € Ny, (x0) Ino € INn>ng = z, €U,

T T ¢ 32
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Tanmim 2.5.6. (X, 1) bir STU, (r ) bir p- -dizi ve 79 € X olsun. Her U € N(To)

iginn 2 no = z, € U olacak §el\11de bir ng € IN bulunabiliyorsa, ( n) P- d'Z'Sme
(X, .,-) 'da To "a yakmsnyor denir. ~
limz, = -ro veya :r,, - z“

NS00 =

seklinde gosterilir. Burada o, (z,) dizisinin limitidir.

Onerme 2.5.7. (X, ) bir STU, (z.) bir p-dizi ve 2o € X olsun.

T T
Ty — <=>:cn-—’)zg

HH

Tamim 2.5.8. (X, 7) bir STU, (z5) bir p-dizi ve 7o € X olsun. Her U € N(zo)
icinn > ny = z, € U olacak sekilde bir no € IN bulunabiliyorsa, (z,) p-dizisine

(X,7)da z¢’a yakinsiyor denir.

lim z, = To veya ZIn — To
n—4o0 =~ .

seklinde gosterilir.

Onerme 2.5.9. (X, ) bir STU, (z4) bir p-dizi (z) bir p-dizi ve zo € X olsun.

Tn—>Tog = Tp—To

Kanit
T, —Tog = VUGN(:":O)Hnoeangnuz:-:fneU
= VYU € N(xo)InoeNn2no = xn €U

= Inp—T0

Onerme 2.5.10. (X,7) bir STU, (zn) bir f_diZi’ (Zs) bir g-dizi ve z € X olsun.

T
(a):EﬂI}E 4 Eﬂ:-)E
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Kanit

(a) =>:Ne Af:r(f;') ise, 3U € 7 vardir dyle ki z € U C N ’dir. 7 'nun taninu geregi
U € N(z) olur. Tn =  oldugu igin 3n, G-N vardir ve ng % n = z, €UC
N => Tn € N 'dir. Bu durumda Tn lf} z olur.

&: Ne N(.::_:) o]sm?. U € 7 vardir 6}’Ie kiz € U C N ’dir. 7 C 7 oldugu igin
Ue€rolup, Ne N_’_,(.::_:) ’dir. Buradan, 3In, \;rdlr veng<n = g: € N olarak
istenen gikar. Yani z, 5 z dir.

(b) Benzer sekilde cikar. )

Onerme 2.5.11. (X, 7) bir STU, (z,) bir p-dizi, (z,) bir p-dizi ve z € X olsun.

(@) zn Dz & 2z, Dz

-~

b))z, 5z & 2z, Fz

Kanit
(b) = .
N € Np,(z) = IT=XT,T)er 3 ze (X, ;)TN
= 3“0 =) ”05” = 'Eﬂe<‘¥1TlaT2)
= fn E(-X'JTI-:T?) _C_:{-XaT"LTQ) _(;N
=> I € N.
O halde z,, g z 'dir.
<
N € N.(z) = Ir=(X,T1,T;)€r > t€TCN
) = -‘I'ET; = I G(X!T;rT2)€TO.2
= dng 3 no<n = 2. € (X,T3,Ta)
= Tn € (A’QTHT?) g N
= EHEN.
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O halde z, 5 z 'dir.

(a) Benzer sekilde gikar.

Tanim 2.5.12. (X,7) ve (¥,77) iki STU, f : X —= Y bir fonksiyon ve o € X olsun.
X te o = z¢ kosulunu saglayan her (zn) p-dizisi igin, ¥ de f(z,) = f(z0) kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonuna Zo 'da dizisel sureklidir denir.

Tamm 2.5.13. (X,7) ve (Y,7") iki STU, f : X — Y bir fonksiyon ve 7o € X
olsun. X 'te , — z¢ kogulunu saglayan her (zn) p-dizisi igin ¥ 'de f(xn) = f(z0)

kogulu saglaniyorsa, f fonksiyonuna zo 'da dizisel stireklidir denir.

Onerme 2.5.14. (X,7) ve (Y,7") iki STU, f : X = Y bir fonksiyon ve xo € X

olsun. f, zo 'da ve r¢ 'da dizisel siirekli ise f xo ’da dizisel siireklidir denir.

Onerme 2.5.15. (X,7) ve (Y,7°) iki STU, f : X = Y bir fonksiyon ve 2o € X
olsun.

f, xo 'da siireklidir. = f, zo 'da dizisel siireklidir.

Kanit f, 7o 'da siirekli = VYV € N(f(z0)) 3U € N(zo) 3 f(U)CV

(za), X ’te bir p-dizi olsun ve zo 'a yakinsasin. f(zo) "in bir V' komsulugunu

secelim:

U e N(zo) > f(U)CV

flzo) € f(U)CV

g0 €U C (V)

JnoeIN 3 n2mnoiginz, €U C f~v)

Ve N(f(-‘fu))

¢$ 4 4 4

Bno € IN 3 n>mngicin f(zn) EV

Buda f(z,) mn f(zo) "a yakinsamas demektir. O halde f, zo 'da dizisel siireklidir.
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Onerme 2.5.16. (X,1) ve (Y,7°) iki STU, S+ X =Y bir fonksiyon ve zo € X

olsun.

To ' i : - 4 di
I To da siirekli = £ To 'da dizisel siireklidir,

Kamt Kaniti bir 6nceki teoremin kanitina benzer sekilde yapilabilir.

Onerme 2.5.17. (X;7) ve (V,r*) ild 8TU, £+ X = ¥ bit fonkelyon ve g & X
olsun.

(a) f, Zo 'da siirekli = f, o 'da dizisel siireklidir.
(b) f, o 'da siirekli = £, 2, 'da dizisel siireklidir.

(c) f5 2o 'da siirekli = [, z 'da dizisel siireklidir.

Bu gerektirmelerin tersi dogru olmayabilir. Bunu bir kag ters ornekle gosterebiliriz:

Ornek 2.5.18. 7 sezgisel sayilabilir tiimleyenler topolojisi ve 7= sezgisel bilinen
topoloji olmak iizere; f : (IR,7) = (IR, 7*), f(x) = z fonksiyonunu gozoniine alalim.
(z0) IR'de bir p-dizi, zo € R ve z, 5 To olsun. A sezgisel kiimesini soyle
tanimlayalim:

A=U{z, |zn # zo, n € N} = (R, {21, 22, ...}, {71, 22, ..})

= A= (IR, {.’Cl,Ig,...}i,{l'l,xg,---}) €T, To € A
= A€ N(zo)

T, = 9 = dng € Niginn 2 ng iken Tn € A ’dir. Ancak burada celiskive
5ﬁ§ﬁlmgktedir. Bu durumda 3ng € IN vardir ki, n 2 no igin 2, = 2o ve bung € IN
igin, n > ng ise f(za) = f(zo) olur. Bu da f(xn) = f(zo) demektir. Yani f, Ze

’da dizisel siireklidir.

Simdi 2o "daki siirekliligi inceleyelim.
V = (IR, (zo — €, 2o + €), (—00, 20 — €] U [70 + ¢,00)) € N(f(z0)) olsun.

7Y (V) = (R, (z0 — 6,70 + €),(—00, 20— €] U [zo + €,00)) olur.
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Bu durumda, hig bir I/ € N(zo) yoktur ki, U C f=!(V) saglansin. Bu da f "nin zo
‘da stirekli olmadigini gosterir. ~

Ornek 2.5.19. 7 = {(IR*,(0,6),[§ + ¢,00)) | § > 0, ¢ > 0} U {IR*,0} olmak
lizere f : (]R+?T) — (IR"',T), J(z) = ‘1:_ fonksiyonunun sﬁrekliliéin.i' veﬁnoktasal
surekliligini inceleyelim:

a € R olsun.

V=(R*(0,b),[c,o0)) eN(L) = L<ce = l<a

> fUV) = (R, (},00),(0,2]) =

a € U C f=}(V) olacak sekilde U € 7 yoktur. Bu durumda f, a 'da siirekli degildir.

-

2.6. Sezgisel Filtreler

Tanim 2.6.1. X #0, F C I(X), F # 0 olsun. Bu F SK ailesinin bir sezgisel filtre
olabilmesi icin agagidaki kogullar: saglamas: gerekli ve yeterlidir:

F1-0 ¢ F.

F2- 1, eF = RNFKeF.

F3- FeFve FCF' = F' eF.

Onerme 2.6.2. F, X iizerinde bir sezgisel filtre olsun.

(a) F, = {Fy | (X, F}, F)eF} X {izerinde bir filtre olup olmadig incelenirse:
0 nin Fl ‘e ait olmas:, Fl = @’ F2 -',é X olacak §ekllde bir (.\', Fth) SK ’'sinin F

'ye ait olmasiyla mimkiin olur. Yani, boyle bir SK F 'de varsa Fy, X' uizerinde bir

filtre degildir.

(b) F, = {F! | (X, F1, F3) € F}, X tizerinde bir filtredir.

Kanmt (b)

F1- 0 'nin F; 'ye ait oldugunu vars
F! = olur, Bu i = X ve n=>0 demektir. Bu sonug da F ’nin filtre olmasiyla
2 = ; = 4

celigir, Yani 0 ¢ F, 'dir.

ayalim. Bu durumda, bir (X, Fy, F;) € F igin
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F2- (X, I, ), (X,G1,(y) € F igin, I}, G% € F; olsun. F 'nin bir sezgisel filtre

(F;UG2)' = F3 NG} € Fy olacaktur.

F3- I} € Fa ve F} C H olsun. Bu durumda,

FF CH = FLC HveF, O H' olur. Bu da (X, F,F,) € (X,H,H") ve
(X, H, ') € F demektir. Yani (H')! = H € F, 'dir.

Tamm 2.6.3. F bir sczgiscl filtrc ve F; C F olsun. Eger her F € F icin Fy C F
olacak gekilde bir Fy € F; varsa, bu Fy ailesine F'nin bir tabani (sezgisel filtre

tabani) adi verilir.

Tamm 2.6.4. X #0, 3 C I(X), 8 # 0 olsun. 8 ’nin X tizerinde bir sezgisel filtre
tabanmi olmas1 demek, her B,, B, € § icin B3 C B; N B; olacak sekilde bir B; € 3

bulunabilmesi demektir.

Ornek 2.6.5. X # 0, 0 # A, X ’te bir sezgisel kiime olsun. F = {F € I(X)| A C
F} X iizerinde bir sezgisel filtredir ve 8 = {A} bu filtrenin tabamdr.

Ornek 2.6.6. X # 0, (X,7) STU ve z € X olsun. N(z), X iizerinde bir sezgisel
filtredir. Bu filtreye 2 'nin komsuluk filtresi denir.

Ornek 2.6.7. X # 0, p € X olsun. F, —{AE!(.\’)lBGA}\eF ={A e
I(X) | p € A} scklinde tamimlanan SK aileleri X {izerinde birer filtredir. Burada

F, C F oldugu gosterilebilir.

Ornek 2.6.8. Y 40, (X,7)STU ve x € X olsun. N(x), X lizerinde bir sezgiscl

filtredir. Bu filtreye z 'min komguluk filtresi denir.

Tamim 2.6.9. Bir tabam / olan F filtresine, A ile iiretilen filtre denir. F, 3 'nin

tim elemanlarinin biitiin tist kiimelerinden olusur ve F = (B) seklinde yazilir.
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Ornek 2.6.10. (z.), X 'te bir p-dizi olsun. Her k icin By = U,s4z, olmak iizere
g= {B: | k € N} ailesi X iizerinde bir sezgisel filtre tabanidir. F = () filtresine
(zn) dizisi ile tretilen filtre denir.

Ornek 2.6.11. (—:l_:'n), X ’te bir p-dizi olsun. Her k igin By = Unszz, olmak iizere
g={Bx| ke N} ailesi X iizerinde bir sezgisel filtre tabanidir. F o (B) filtresine
(zn) dizisi ile tretilen filtre denir.

Tamim 2.6.12. F; ve F3, X iizerinde iki sezgisel filtre olsun. F; C F; ise; Fy,
F,'den kaba veya F3, F; ’den incedir denir. X iizerindeki bir F filtresinden daha

ince bir filtre yoksa, F filtresine ultrafiltre denir.

Onerme 2.6.13. F X iizerinde bir filtre ve {(X, Gy, G3) | G1UG; # X} C F olsun.
Her A€ I(X) igin A€ F yada A e Fise; F, X iizerinde bir sezgisel ultrafiltredir.

Kanit F C G olacak sekilde bir G filtresi varolsun.

3G € G icin G = (X,G1,G;) € F ve G UG, = X ’tir. Varsayimdan G =
(X,G1,G2) eFC G = G € G. Burada celiskiye diigiilmektedir. Ciinki GNG = 0
'dir. Bu durumda F C G olacak sekilde bir G filtresi yoktur. Yani F, X uzerinde

bir ultrafiltredir.

2.7. Sezgisel Kompakthk

Tanim 2.7.1. (Coker 1997) (X, 7) bir STU olsun.

(a) X 'te U{(X, Gsl)’GEQ}) ieJ} = _)S kosulunu saglayan SAK ’lerin bir ailesine
X "in bir agik értdsd denir. X 'In {(X, 61", G{"} 11 € J} oqik Grtisiintn sonlu bir
altailesi X ’in bir agik ortiisii ise, bu altaileye {{X, G",G) : i € J} aqik Grtiisiiniin
bir sonlu altértiisii denir.

(b) X ’teki SKK 'lerinin bir {(X, I\',-m, K,;?)) + 1 € J} ailesinin so;xlu kesigim ozelligini
(X, KM KM 1 i = 1,2,.4n)

saglamas: icin gerek ve yeterli kosul, her sonlu .
altailesinin A, (X, K.-“), K.-‘”) #0 ozelligini saglamasi demektir.
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Tammtz.'T.Z. (Coker 1997) Bir STU "1n kompakt olmasi demek, her agik drtiisiiniin
sonlu bir altdrtiisiiniin olmasi demektir.

Onerme 2.7.3. (Coker 1997) (X, 7) bir STU olsun.

(X,7) kompakttir <« (X, 70,1) kompakttir

< (X, 7) kompakttir

Sonug 2.7.4. (Coker 1997) Bir (X, 7) STU ’in kompakt olmas: icin gerek ve yeter
kogul, X ’teki sonlu kesisim ozelligine sahip her {(X, KM K®) : i € J} SKK

ailesinin bog olmayan kesigime sahip olmasidir.

Sonug 2.7.5. (Coker 1997) (X, 7), (Y,¢) iki STU ve f : X — Y siirekli, érten bir
fonksiyon olsun. (X, 7) kompakt ise, (Y, &) de kompakttir.

Tanmim 2.7.6. (Coker 1997) (X, 7) bir STU ve A, X ’te bir SK olsun.

(a) A c U{(X, GEI},GEZ)) : i € J} kosulunu saglayan X ’teki bir {(X, GEI),G.(-Z)) :
i € J} SAK ailesine A 'nin bir agik értiisii denir. A 'nin {(X, GE“,GE?’) 1i e J}
acik ortiisiiniin sonlu bir altailesi A 'nin bir ortiisii ise, bu altaileye {(X, G‘!‘), GE'-’)) :

i € J} agik értiisiiniin bir sonlu altdrtiisii denir.

(b) (X,7) STU "inda bir A = (X, Ay, A2) SK ’sinin kompakt olmasi demek, A 'nin

her agik értiisiiniin sonlu bir altortiisiiniin olmas1 demektir.

Sonug 2.7.7. (Coker 1997) (X,7), (Y:¢) iki STU ve f : X — Y siirekli bir fonksiyon

olsun. A, (X, ) 'da kompakt ise, f(A) da (Y, ¢) icinde kompakttir,

Onerme 2.7.8. (X, 7) bir STU ve 4, X 'tebir SK olsun. Asonlu ise, A kompakttir.
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Kamt A = (X, Ay, Ay), X *te sonlu bir SK oleun. A 'min agik bir ortiisi {Us}ies
olsun. Ay “in (X,n) waayinda, A, ‘nin (X.73) nzayinda sonlu olmasi ve bunun
sonucunda kompakt olmalars kullanilarak agagidakiler yazilabilir:

AC Vil = A C UierU] olup, Ay C U, U} olacak bigimde bit sonlu altértii
segilebilir.

AC UielUi = A D UjesU] =» Uyes(U]) 2 Al olup, U5, (U]) 5 Aj olacak

bigimde bir sonlu altortii segilebilir. Dolayisiyla, A, 2 U U7 ik,

U ailesi agafidaki gekilde olugturulursa;

U= {Uili=1,2,...n}u{l,)j=12,..m)},
A= (X,A1,A)) C UU = (X,(Un,U}) U (U, U)) (M U) N (U, UF)) elup A
kompakttr,

2.7.1. Sezgisel kompakt uzay ornekleri

Ornek 2.7.1.1. (Coker 1997) X = IN* olsun ve agafidaki A, SK ‘lenini gozonine

alalim:
Ay = (X,{2,3,4,..),0),

Ay = (X, {3.4.5,...}, (1],
As = (X, {4.5,6,...), {1.2)).

A, = (x.{ll + L,n +'.’....].{l,'.',...,u -1} (n22)

Bu durumda, 7 = {X, ﬂl“"‘.'" = 1,2.3,..} N dzerinde bir ST "dir ve (X, 7)

kompakttar,

Ornek 2.7 1.2, (Coker 1997) X = (0,1) olsun ve agagidaki A, SK 'lerini gézénine

- I n _
Au= (X0(=) “=1).0. D) w3450
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Bu durumda 7 = {X,p} u {A,
ST dix:

+n =3,4,5,..}, X lizerinde kompakt olmayan bir

Ornek 2.7.1.3. (X, 7) bir STU, p ¢ X, X = XU {p} ve7 = {T}u{UUp | U € 7}
olsun.

(X,7) 'nun kompakt olmasi igin gerek ve yeter kogul (X,7) 'nin kompakt olmasidir.

=: {(X, GP) U {p}, GE”) :1 € J}, X ’in bir aqik ortiisii olsun. Bu durumda,

X =U(X,6"U{p},G?) = X =u[cM U {p)] = XU{p} = UGN U{p} olur.
(X,7) 'nun kompakthigindan yararlanilirsa, X = U2, G olur. Buradan,

0 = N, (G bulunur. X = ur, G esitliginde her iki tarafin {p} ile birlegimi
alimirsa, X = U, G U {p} elde edilir. Ayrica, @ = N, (G!M)! esitligi de

0= ﬂ:-‘:lGE?} esitligini gerektirir. Bu iki esitligin sonucunda,

X =UL, (X, GMu{p}, GEQ)) bulunur. Bu da (X, 7) 'nin kompakt olmas: demektir.

<: {(X, GE”, G?]) :1 € J}, X ’in bir agik ortisi olsun. Bu durumda,

X = U(X, GE-”,G?)) = X =UG"Y ve = ﬂG‘m olur. Birinci esitligin her iki
tarafinin {p} ile birlesimi, ikinci esitligin her iki tarafinin {p}' ile kesisimi alinirsa,
X U {p} = U[GM]U {p} ve 8 {p} = NG N {p}' elde edilir. Buradan,

X = U[G,(l) U {p}] ve 0 = ﬂ[G,‘-zl N {p}] bulunur. (X,7) 'nin kompakt olmas:
kullamlirsa, X = U, [GM U {p}] ve 0 = N2, G?) qikar. Buradan, X = Ux,G" U
{p} ve § = NZ G™® olur. Birinci esitlikte her iki taraftan p elemanim gikarirsak;

i=1""

X = U?—ch(‘l) ve ) =N G,P) bulunur. Bu iki esitligin sonucunda,

i=1

X =UL, (X, G,(-’),G?)) bulunur. Bu da (X, 7) 'nun kompakt olmas: demektir.
Ornek 2.7.1.4. (X, ) bir STU, p ¢ X, X = X U{p} olsun. X iizerinde agagidaki
gibi tanymlanan ST ile (X,7) STU " kompakttir:

7={0,X}U ((X,Gy, {p}) | (X, G1,Ga) € 7}

Ornek 2.7.1.5. Bog olmayan bir X kiimesi iizerindeki sezgisel diglanmug nokta

topolojisi ile (X,7) STU kompakttir.
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Ornek 2.7.1.6. Sonsuz bir X kiimesi {izerindeki sezgisel sonlu tiimleyenler topolo-

jisi,
L {9} U {(X,G,Gy) | (X, Gy, Gy) sonlu}
= {0}U{(X,G1,G.) | G sonlu}

scklinde tamimliydi. Bu (X, 7) STU "inin kompakt oldugunu gérelim:

{(X,G,G}) : i € J} X ‘in bir agk értiisii olsun. Bu durumda, X =
U"EJ<Xan!1G|?> = X =U:‘eJG}

Bir po € J segelim.

p€e€J = Gpe{(X,GGi):iel}
= (G}, sonlu
= (G:?o)t = {plspb"-!pn}-

Bu {p1,p2, ..., Pn} noktalanim kapsayan G}, Gj, ..., G} kiimeleri vardir ki
(X,G,G%),(X,G3,G3), ..., (X,Gh,GE) SK ’leri segtigimiz agik Grtinin eleman-

lanidir. Boylece X ’y1 sonlu sayida kiime ile 6rtmiig oluyoruz:

X =G, UGIUG}U..UUG, = 0= (Gh)'N(G)' N(G)' N...n(G,)
| > 0=G,NG'NGiN..NG:

i )}: = U?:llGi

Boylece (X, 7) 'nun kompakt oldugu ¢ikar.

2.7.2. Sezgisel yakin ve hemen hemen kompakthk

r) bir STU olsun, (X,7) 'nun hemen hemen kompakt olmasi
kapamglar X icin yine bir ortii olusturacak

Tamm 2.7.2.1. (X,
demek, X ’in her agik ortiisiinden,

hicimde, sonlu bir altailenin secilebilmesi demektir.

(X,7) 'nun hafif kompakt olmasi demek,

Tamm 2.7.2.2. (X,r) bir STU olsun. akt ol
lant X igin yine bir ortu olusturacak

X ’in sayilabilir her agik ortiisiinden, kapanig

bigimde, sonlu bir altailenin segilebilmesi demektir.
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Tamm 2.7.2.3. (X, 7) bir STU olsun, (X,7) 'nun yakin kompakt olmasi demek,

X 'in her agik ortiisinden, kapamglarinin igleri X igin yine bir ortii olugturacak

bigimde, sonlu bir altailenin segilebilmesi demektir.

Onerme 2.7.2.4. (X, 7) bir STU olsun.
(X, 7) kompakttir = (X, r) yakin kompakttir = (X, 7) hemen hemen kompakttir.

Ornek 2.7.2.5. X # 0 ve p € X olsun. X iizerindeki 1, Ozel nokta topolojisini

gozoniine alalim. (X,'ll,) 'nun kompakt olmadig kolayca goriilmektedir. Uzayin

SAK ’lerinin ailesi

7:{-‘ 5 {,@}U{(X:Gl:G2>|£ G(A’sGhG'Q)}
> {@}U{(chl’G2)IPeGl}s

uzayin SKK ’lerinin ailesi
1y = {X}U{(X, K1, K2) | p € Kz}

bigimindedir. -

Simdi de (X, 1:,',) 'nun yakin kompakthgini aragtiralim: Once bu uzaydaki SAK lerin
kapaniglarinin nasil kiimeler oldugunu belirleyelim.

U= (X,U,U,) € Tp) cd(U) = K = (X,K,,K;) € 75 olsun. Burada U 'nun
SAK olmasindan p € U; oldugunu ve K 'min SKK olm;smdan p € R; oldugunu

soyleyebiliriz.

UCK

(X,Up,Us) € (X, Ky, Ka)
UyC Ky, KyCl,
K=X

(V) = K

$ 4 4 4

= VYU € T icin el(U) = é’ = (X,-r:?) yakin kompakttir. (.\',r_,_,) hemen hemen
kompakttir, Ancak (X, 'Q,) kompakt degildir.
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Ornek 2.7.2.6. (1, Teoto1) STU 1 kompakt degildi
gildir. Yakin kompaktlig d grdaki
sekilde incelenebilir: P il

Once bu topolojik uzayin SKK 'lerinin ailesini belirleyelim:

ol = {R,0} U {(IR,[b,00),(=00,a))|a,b€ R, a<b)
U {(H{.,@.(—oo,a)) | a € R}

Simdi bu uzaydaki herhangi bir SAK "nin kapaniginin nasil bir SK olduguna bakalim:
U = (IR, (—00,a),[b,00)) € 7 ve cl(U) = K = (IR, [c,0),(—0c,d)) € 7* olsun. Bu

durumda asagidakileri yazmak miimkiindiir:

UCK = (IR,(—00,a),[b,00)) C (IR,[c,00),(—00,d))
= (—00,a)C [c,00), (—o0,d)C [b,o0)
= K=R
= YUerd{U)=R.

0 halde (IR, Tyotsot) yakin kompakttir. (IR, Tsotsor) hemen hemen kompakttir. Ancak
(IR, Taotsot) kompakt degildir.

Ornek 2.7.2.7. IR iizerinde

T= {Hjlg} U {{IRs ("Jv‘l'é)s ("'001—6 = c] U [6 C = C.OO)) I S, e€ m}
ST ’si incelenirse, (IR,7) STU 'min yakin kompakt oldugu gorilir. Bu, sézkonusu
STU "in ayms zamanda hemen hemen kompakt oldugu anlamina gelir. Ancak uzay

kompakt degildir.

Ornek 2.7.2.8. IR iizerindeki
r={R*0}U ((R*,(0,8), [0 + €,00)) | 5, > 0)

topolojisi ile (IR¥,7) STU " kompakt defildir. Ancak yakin kompakt ve hemen

hemen kompakttir,
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Ornek 2:7.2.9. (X, 11,) sezgisel 6zel sifirlanan nokta topolojik uzayinda SAK ’lerin

kapaniglarini inceleyelim:

{9} U {(IR1 GIIGZ> IE € (IRsGhG?)}

= {0}U{(R,G1,Ga) | p ¢ G2}
7;‘; = {@}U{(machazﬂpﬁGl}

G= (m,Gl,Gz) € 7 SAK ’sini alahm. Bu durumda p ¢ G; 'dir. cl(G) = K =
(R, K1, K2) € 7 olsun. Bu durumda da p ¢ K, 'dir.
peG = d(G)=K=X;p¢gG = c(G)=K =G dir.
Simdi uzay: IR olarak, 6zel sifirlanan noktay: da 0 olarak alalim:
70 = {0}U{(R,G1,G:2) |0 € (R,G1,G2)}
= {0}U{(R,G1,G2) | 0 ¢ G2}
o = {R}U{(R,G1,G2) |0 ¢ Gi}
{U:}ics, R ’nin bir agik ortiisii olsun.
= VieJicn0gU? veUU! =R = 3Jie Jignd(U;) =R = (R,7) yakin

kompakttir = (IR, 7o) hemen hemen kompakttir.

Ornek 2.7.2.10. 7 sezgisel bilinen-sag topoloji olmak tizere (IR,7) 'nun kom-

pakthigini aragtirmak icin, 6nce bu topolojiyi hatirlayalim:

r={R,0} U {(R,U(a;, b)), (—0,€]) | ¢ < inf{ai}, aibisc € R}

U {(R,U(a:b;),0) | ai,bi € R}U {{R,0,(—c0,¢]) | ¢ € R}
™= {R,0} U {(IR,(-—oo,c],U(a.-,b;)) | ¢ < inf{a}, ai,bi,c € R}

U {(IR,0, U(ai, b)) | @i, bi € R} U {(RR, (—o0,¢],0) | c € R}

R ’nin bir agik értiisinii segelim: {(R,(n —1,n),(=00,n — 1]) | n € Z},

Unez(IR, (n — 1,n), (—oo,n — 1]) = IR oldugu agiktir.
YneZ (R, (n—1,n), (—-oo,ﬂ—l]) = (IR, (=o0,n—1], @) *dir. Bu durumda, bu agik

értiiniin, elemanlarimin kapamglari bir srtii olacak gekilde hig bir sonlu bir altailesi

yoktur, = (R,7) hemen hemen kompakt degildir. = (IR,7) yakin kompakt
degildir, = (R, 7) kompakt degildir.
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3. SONUC

«Belirtisiz kume " kavramu ilk kez L. A. Zadeh tarafindan 1965 yilinda gelistirildi.
K. Atanassov’un “Belirtisiz Kiime” nin bir genellestirilmesi olan “Sezgisel Belirtisiz
Kiime” kavramina giriginden sonra “Sezgisel Kiime” (Sezgisel belirtisiz 6zel kiime)
ve “Sezgisel Nokta™ D. Coker (1996),(1997),(2000) tarafindan tanimlandi. Bunun
sonrasinda, “Sezgisel Belirtisiz Topolojik Uzay” a girig yapildi ve bu kavramin bir

klasik versiyonu olarak “Sezgisel Topolojik Uzay” tamimland.

uGezgisel Topolojik Uzay” tanimi beraberinde, klasik topolojik uzaylardaki topolojik
yapilarin bu uzaylarda da kurulup kurulamayacagi sorusunu getirdi. Bu sorunun
cevabi olarak “Sezgisel Topolojik Uzaylarda Baglantililik”, “Sezgisel Topolojik U-
zaylarda Ayirma Aksiyomlar1”, “Sezgisel Topolojik Uzaylarda Komguluk Sistemleri”

konulari iizerine galigmalar yapildi.

Bu tez caligmas: ile, “Sezgisel Topolojik Uzaylar” konusu kapsaminda, tuzerinde
hentiz ¢aligilmamig “kompaktlik”, “filtre”, “yakimsaklik” kavramlar tanimlanmus,
bu kavramlarin, sezgisel topolojik uzaylarda gosterdikleri ozellikler ile klasik

topolojik uzaylarda gosterdikleri ozellikler kar§1la§t1rxh-m§, benzestikleri ve farkhilik
gosterdikleri yonler aragtirilmigtir.  “Sezgisel Siireklilik” kavram degisik karak-

terizasyonlarla ifade edilmeye ¢aligilmug, bu karakterizasyonlar arasindaki iligkiler

incelenmistir.  Arastinlan bu konularla ilgili somut ornekler bulunarak konu

zenginlegtirilmigtir.
Bu ¢aligmalar sonrasinda da “Sezgisel Topolojik Uzaylar” iizerinde ¢ahisiimaya
acik bir konu olma dzelligini korumaktadir.

“Sezgisel Topolojik Uzaylar” konusunda c¢aligmak is
Ayrica KAYNAKLAR baliimiindeki ¢ahigmalarin bir der-

nmistir. Bununla beraber, yukarida

Bu tez caligmasi ile, bundan sonra

teyen biri igin yeterli bir kay-

nak olugturulmustur.
lemesinin yanisira, bu galigmalarin devamu sagla
ifade edilen kavramlarin “Sezgisel Topolojik Uzaylar” konusu icinde yerini almas

saglanmgtar.

42



4. KAYNAKLAR

ATANASSOV, K. 1984 Intuitionistic fuzzy sets, in: V. Sgurev, Ed., VI ITKR’s

Session, Sofia, June 1983 (Central Sci. and Techn.Library, Bulg. Academy of
Sciences).

ATANASSOV, K. 1986 Intuitionistic fuzzy sets. Fuzzy Sets and Systems, 20:
87-96.

BAYHAN, S. and COKER, D. On fuzzy separation axioms in intuitionistic
fuzzy topological spaces. BUSEFAL, 67: 77-817.

BAYHAN, S. and COKER, D. On seperation axioms in intuitionistic topolog-

ical spaces, to appear in International Journal of Mathematics and Mathemat-

ical Sciences.

COSKUN, E. and COKER, D. 1998 On neighborhood structures in intuition-
istic topological spaces. Mathematika Balkanica, 12 (3-4): 289-293.

COKER, D. 1997 An introduction to intuitionistic fuzzy tol?ological spaces.
Fuzzy Sets and Systems, 88(-1): 81-89.

COKER, D. 1996 A note on intuitionistic sets and intuitionistic points. Turkish
Journal of Mathematics, 20 (-3): 343-351.

COKER, D. 2000 An introduction to intuitionistic topological spaces. BUSE-
FAL, 81: 51-56.

zzy compactness in intuitionistic fuzzy

COKER, D. and ES, H. 1995 On fu

topological spaces. Journal of Fuzzy Mathematics, 3 (-4): 899-909.

H. and COKER, D. 1997 On fuzzy continuity in intu-

GﬁRCAY, Hog ES!
Fuzzy Mathematics, 5 (-2): 365-

itionistic fuzzy topological spaces. Journal of

378.

TURANLI, N. and COKER D. 2000 Fuzzy connectedness in intuitionistic
, . an , . . .
fuzzy topological spaces: Fuzzy Sets and Systems, 116: 369-375.

43



OZCAG, 8. and COKER, 1. 2000 A note on connectednesa in intuitionistic

jea and
fuzzy special topological spaces, International Journal of Mathematics an
Mathemalical Seiences, 23 (<1): 4554

OZCAG, 8. and COKER, D. 1008 On connectedness in intoitioniatic fuzzy

; Mathe-
special topological spaces. International Jowrnal of Mathematics and Mathe
malical Seiences, 21 (-1): 3340,

ZADEH, L. A, 1905 Fuzzy sets. Information and Control, % 333353,

“



OZGECMIs

Zeynep GUVENG 1976 yilinda Almanya’da dogdu. Ik, orta, lise 6grenimini An-
talya’da tamamladi. 1993 yilinda girdigi Hacettepe Universitesi Egitim Fakiiltesi
Fen Bilimleri Egitimi Bolimii Matematik Anabilim Dali’'ndan Haziran-1998’de
mezun oldu. Eylil-1998 tarihinde Akdeniz Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi’de
Yiksek Lisans Ggrenimine bagladi. Halen Akdeniz Universitesi Fen-Edebiyat

Fakiiltesi Matematik Boliimii'nde Arastirma Gérevlisi olarak gorev yapmaktadir.

45



