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OZET

1
AYDIN, Aleyna. Sharma-Tasso-Olver-Burgers Denkleminin Gelistirilmis G

Ac¢ilim Metodu ile Akiskanlar Mekaniginin Dinamikleri, Yisek Lisans Tezi, Ardahan,
2025.

Bu tez, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler ailesi olan Sharma-
Tasso-Olver-Burgers denklemini kapsamli bir sekilde incelemektedir. Akiskanlar
mekaniginde temel bir yere sahip olan Burgers denklemi, akiskanlarin ve dalgalarin
dinamik davranislarin1 modellemek i¢in uzun yillardir kullanilmaktadir. Sharma-Tasso-
Olver denklemi ile birlesiminden tiiretilen Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemi,
dogrusal olmayan dalga hareketlerinin daha karmasik ve gercekci temsillerine olanak
tanir. Bu nedenle, bu denklem yalnizca teorik acidan degil, ayn1 zamanda miihendislik,
plazma fizigi, fiber optik ve akiskanlar mekanigi gibi uygulamali alanlarda da énemli
bir aragtirma konusu haline gelmistir.

Bu ¢alisgmanin odak noktasi, Sharma-Tasso-Olver-Burgers denkleminin hareket

eden dalga coziimlerinin sistematik olarak incelenmesidir. Bu baglamda, ¢6ziim
. - .1
siirecinde son yillarda yaygin olarak kullanilan iki yontem kullanilmastir: klasik G

genisletme yontemi ve gelistirilmis versiyonu. Klasik genisleme yontemi daha basit ve
daha az hesaplama gerektiren ¢ozlimler sunarken, ¢6ziim uzaymi smirli bir sekilde
temsil eder. Buna karsilik, gelistirilmis genisletme yoOntemi, tiirev terimlerini
genisleterek daha parametrik, esnek ve fiziksel olarak anlamli ¢oziimler tiretir. Boylece,
yalnizca Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemini degil, ayn1 zamanda 6zel durumlarini
da kapsayan birlesik bir model olusturulmustur.

Uygulamalar sonucunda elde edilen analitik ¢oziimler grafiksel olarak
incelenmis ve tekil ve hiperbolik ¢oziimler olmak tizere iki ana smifta
degerlendirilmistir. Bu formlar arasinda farkli parametre degerlerinde doniisiim
yapilarak, ¢Ozlimler dogrusal olmayan dinamiklerin zengin dogasini ortaya
koymaktadir. Bu yoniiyle, ¢alisma dogrusal olmayan sistemler i¢in ¢oziimler elde etmek

icin metodolojik olarak giiclii bir ¢er¢eve sunmakta ve dalga etkilesimlerinin fiziksel
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yonlerinin daha derinlemesine anlasilmasina katkida bulunmaktadir. Ozellikle
hiperbolik tip ¢ozlimler, akiskan davranisinin, optik dalga paketlerinin ve plazma
salinimlarmin modellenmesinde kritik bir rol oynamaktadir. Ayrica, elde edilen
cOzlimler bilgisayar destekli yazilimlar kullanilarak gorsellestirilmis ve lic boyutlu,
kontur ve iki boyutlu grafiklerde sunulmustur. Bu gorsellestirmeler, denklemin dinamik
yapisint ve dalga c¢oziimlerinin fiziksel etkilerini daha anlasilir ve somut hale
getirmektedir. Bu baglamda, calisma yalnizca teorik bir analiz sunmakla kalmayip ayni
zamanda uygulamali matematik alaninda 6nemli bulgular da ortaya koymaktadir. Sonug
olarak, bu c¢alisma hem elde edilen ¢ozliimler hem de bunlarin grafiksel temsilleri
araciligiyla Sharma—-Tasso—Olver—Burgers denkleminin matematiksel yapisini ve
fiziksel yorumlarini daha anlasilir hale getirmekte; bdylece dogrusal olmayan
diferansiyel denklemler literatiiriine uygulamali ve gorsel acidan zengin katkilar
sunmaktadir.

Anahtar Sozciikler:

Akiskanlar mekanigi, ilerleyen dalga ¢6ziimleri, Sharma-Tasso-Olver-Burgers

. i 1 S |
denklemi, Soliton dalga, e agilim metodu, Gelistirilmis G acgilim metodu
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ABSTRACT

AYDIN, Aleyna. Dynamics of Fluid Mechanics with the Modified Gi

Expansion Method of Sharma-Tasso-Olver-Burgers  Equation, Master's Thesis,
Ardahan, 2025.

This thesis comprehensively examines the Sharma-Tasso-Olver-Burgers
equation, a family of nonlinear partial differential equations. The Burgers equation,
which holds a fundamental place in fluid mechanics, has been used for many years to
model the dynamic behavior of fluids and waves. Derived from its combination with the
Sharma-Tasso-Olver equation, the Sharma-Tasso-Olver-Burgers equation allows for
more complex and realistic representations of nonlinear wave motions. Therefore, this
equation has become an important research topic not only from a theoretical perspective
but also in applied fields such as engineering, plasma physics, fiber optics, and fluid
mechanics.

The focus of this study is the systematic investigation of traveling wave

solutions to the Sharma-Tasso-Olver-Burgers equation. In this context, two methods
. . . . . 1
widely used in recent years are employed in the solution process: the classical o

expansion method and its improved version. While the classical expansion method
provides simpler and less computationally demanding solutions, it represents the
solution space in a limited way. In contrast, the improved expansion method generates
more parametric, flexible, and physically meaningful solutions by expanding the
derivative terms. Thus, a unified model encompassing not only the Sharma-Tasso-
Olver-Burgers equation but also its special cases was created.

The analytical solutions obtained as a result of the applications were examined
graphically and evaluated in two main classes: singular and hyperbolic solutions. By
transforming between these forms at different parameter values, the solutions reveal the
rich nature of nonlinear dynamics. In this respect, the study provides a methodologically
robust framework for obtaining solutions for nonlinear systems and contributes to a

deeper understanding of the physical aspects of wave interactions. Hyperbolic-type



solutions, in particular, play a critical role in modeling fluid behavior, optical wave
packets, and plasma oscillations. Furthermore, the obtained solutions were visualized
using computer-aided software and presented in three-dimensional, contour, and two-
dimensional graphics. These visualizations make the dynamic structure of the equation
and the physical effects of wave solutions more understandable and concrete. In this
context, the study not only provides a theoretical analysis but also reveals important
findings in the field of applied mathematics. In conclusion, this study makes the
mathematical structure and physical interpretations of the Sharma-Tasso-Olver-Burgers
equation more understandable through both the obtained solutions and their graphical
representations; thus, it provides practical and visually rich contributions to the
literature on nonlinear differential equations.

Keywords:

Fluid mechanics, Traveling wave solutions, Sharma-Tasso-Olver-Burgers equation,

Soliton wave, Gi - expansion method, Modified Gi - expansion method
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GIRIS

Matematikteki pek ¢ok temel diisiince, fizik bilimleri baglaminda gelistirilmis
olup, matematiksel denklemler, o6zellikle kismi diferansiyel denklemler, bu
diisiincelerin ifade edilmesinde temel bir dil islevi iistlenmistir. Buna karsilik,
matematik alanindaki ilerlemeler de bilimsel geligmelere yon vermistir. Zamanla
matematikciler ve bilim insanlar1 s6z konusu yontemleri genisleterek bilim ve
teknolojinin hemen her alanina uyarlamis, boylece matematiksel modelleme ad1 verilen
bir paradigma ortaya ¢ikmistir (Logan, 2015). Matematiksel modellemeler genellikle
diferansiyel denklemlerin igerdigi fonksiyonlar ile bu diferansiyel denklemlerin
tirevleri arasindaki baglantiy1 agiklamaktadir (Kizildan, 2023). Model denklemlerinin
lineer yapida olmamasi ¢oziimiin hem karmasikligim1 artirmakta hem de
uygulanabilirligini zorlastirmaktadir (Esen, 2018). Bu durum, uygulamali bilim
dallarinda karsilasilan problemlerin matematiksel modellerini olusturan lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerin ilerleyen dalga ¢oziimlerinin arastirilmasini daha da
onemli hale getirmektedir (Kambur, 2015). Sekillerini degistirmeden ilerleyen dalga
¢oziimleri solitary dalga olarak adlandirilmakta ve bu dalgalar birlesme 6zelligi
gostermemektedir  (Findik Kalkandelen, 2021). Solitary dalgalar, yapisal
benzerliklerinden dolay1r zaman zaman soliton dalga olarak da isimlendirilmektedir
(Idug, 2013). Ancak bu iki kavram arasinda énemli bir ayrim bulunmaktadir: Solitary
dalgalar, integrallenemeyen denklemlerin sinirli ¢6ziimlerini ifade ederken; solitonlar
integrallenebilen denklemlerin sinirli ¢oziimlerini temsil etmektedir (Yang, 2010).

Solitary ve soliton dalgalar yalnizca matematiksel agidan degil, ayn1 zamanda
fiziksel uygulamalar agisindan da biiyiik 5neme sahiptir. Ozellikle akigkanlar mekanigi
(Drazin ve Johnson, 1989), plazma fizigi (Washimi ve Taniuti, 1966), optik fiberler
(Agrawal, 2013) ve biyomedikal bilimler (Scott, 2003) gibi alanlarda gézlemlenen pek
¢ok olgunun modellenmesinde bu tiir dalgalarin ¢oziimleri kritik bir rol oynamaktadir.
Solitonlarin ¢arpisma sonrast sekillerini ve hizlarini koruma o6zelligi, onlar1 lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin arastirilmasinda ayricalikli bir konuma
getirmektedir (Ablowitz ve Segur, 1981). Buna karsin solitary dalgalar, daha genis bir
denklem smifinda ortaya c¢ikmakta ve bu yoniiyle lineer olmayan sistemlerin genel

dinamik davraniglarini anlamak i¢in 6nemli bir ara¢g sunmaktadir (Remoissenet, 1999).



Bu nedenle, hem solitary hem de soliton ¢ozlimlerinin incelenmesi, matematiksel
modellerin ger¢ek diinyadaki fiziksel siirecleri agiklama giiciinii artirmaktadir (Yang,
2010).

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin, olduk¢a karmasik bir yapiya
sahip olmalar1 ve gercek yasamda daha sik karsilagilan problemlere karsilik gelmeleri
nedeniyle, analitik ¢oziimlerine yonelik literatiirdeki caligmalar giin gectikge artis
gostermektedir (Esen, 2018). Bu denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilan analitik
metotlardan bazilar1 su sekildedir; (9 _) - agilim metodu (Duran, 2021), Lie simetri

G G

analizi metodu (Yasar ve Yildirim, 2018), sine-gordon genisletme metodu (Kayhan,

1
2019), a - agilim metodu (Durur ve Yokus, 2019, 2021; Yokus ve Durur, 2019,

2020), alt denklem metodu (Duran ve Kaya, 2021; Tasbozan ve Kurt, 2018),
Kudryashov metodu (Akbulut ve Kaplan, 2021), Jacobi eliptik fonksiyon genisletme
yontemi (Liu, Fu, Liu ve Zhao, 2001), tanh-coth a¢ilim metodu (Wazwaz 2007c, 2007b,

G 4
2008), E - a¢ilim metodu (Ustiindas, 2010), hirota metodu (Wazwaz 2007b, 2008;

Zhou ve Ma, 2017).

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin karmasik yapisi nedeniyle, bu tiir
denklemlerin klasik yontemlerle el ile ¢6ziilmesi olduk¢a zaman alici ve ¢ogu zaman
pratik degildir. Bu nedenle, s6z konusu denklemlerin ¢oziimiinde bilgisayar destekli
sembolik hesaplama yeteneklerine sahip ¢esitli hazir paket programlar (6rnegin,
Mathematica, Maple vb.) yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu tiir yazilimlar araciligiyla,
denklemlerin analitik ¢6ziimlerine daha hizli ve etkin bir bi¢imde ulagsmak miimkiin
olmaktadir. Elde edilen analitik ¢oziimler, 6zellikle soliton teorisi baglaminda énemli
bir yer tutmakta ve bu teorinin temelini olusturan yapilari anlamada kritik bir rol
oynamaktadir (Debnath, 1997). Ilk olarak akiskanlarda kesfedilen solitonlar, daha sonra
karmasik aglar, optik sistemler, plazmalar ve kuantum alan teorisi gibi birgok modern
uygulamali bilimde 6nemli bir rol oynamaktadir (Hu, Miao ve Lin, 2021). Kesin soliton
cozlimlerinin incelenmesi, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri adi
diferansiyel denklemlere donistirmek igin uygun doniisiimler gerektirmektedir.

Analitik ¢oziimilin performansi, doniisiimlerde yer alan parametreler ve katsayilara



olduk¢a baglidir; bu durum, modellerin ger¢ek yasamda uygulanabilirligi agisindan
biiyiik bir onem tagimaktadir (Murad, Ismael, Sulaiman, Shah ve Chung, 2023).

Bu tez kapsaminda, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ailesinde
onemli bir yere sahip olan birlesik formdaki Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemi ele
alimmaktadir. S6z konusu denklem asagidaki sekilde ifade edilmektedir (Yan ve Lou,
2020):

u, +a(3uf +3u%u, +3uu,, +U,, )+b(2uu, +u,)=0, abeR. (1)

Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemi, akiskanlar mekanigi ve dalga teorisi gibi
alanlarda 6nemli bir rol oynamakta olup, 6zellikle karmasik akiskanlarin hareketlerini,
dalga olusumlarin1 ve bu siireglerin matematiksel modellerini agiklamada yaygin olarak
kullanilmaktadir. Lineer olmayan yapist nedeniyle denklem, analiz ve ¢oziim
stireglerinde farkli dinamikler ve giicliikler gostermektedir. (Hussain ve digerleri, 2024).
Bu Dbaglamda, Sharma-Tasso-Olver-Burgers denkleminin farkli  yontemlerle
incelenmesi, hem teorik hem de uygulamali bilimler agisindan degerli sonuglar ortaya

koymaktadir.

Son yillarda, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde a -

acilim metodu ve bu metodun gelistirilmis versiyonu gibi analitik yontemler siklikla
tercih edilmektedir. Bu yontemler, 6zellikle soliton ve solitary dalga ¢6ziimlerinin elde
edilmesinde etkin ve sistematik bir yaklasim saglamaktadir. Dolayisiyla, bu tez
caligmasinda Sharma-Tasso-Olver-Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimleri soz
konusu yontemler kullanilarak arastirilacak ve elde edilen bulgularin hem matematiksel

literatiire hem de uygulamali bilimlerdeki olas1 yansimalarina katki saglanacaktir.



1. BOLUM
TEMEL TANIMLAR

1.1. TUREV

y=f(x) fonksiyonu (f,) araliginda tammli ve x,e(A,m) olsun. Tek

degiskenli fonksiyonlar i¢in;
Y = 1 ()= lim f(x+h)-1(x)

x—0 h

limit degeri varsa, bu limit degeri f fonksiyonunun X=X, noktasindaki tiirevidir.
Burada x degiskeni bagimsiz degisken y degiskenine bagimli degisken denir (Adams
ve Essex, 2013).
Cok degiskenli fonksiyonlarda (XO, Yor Vi y2,...) € Rigin tiirev agagida verilmistir
(Yitmez ve Yilmaz, 2022),
F %+, You Vi Vo) = T (%, Yoo i, Yoo oe)
h

of _nLi f (XO' Yor Y11 Yara Yo +h)_ f (XO' Yor Y1r yzv---)
oy o Yor Y Vo) =i n .

of .
&(Xo’ Yor Y1r yzv---) = LI_F)T(}

1.2. DIFERANSIYEL DENKLEM

Diferansiyel denklem, bir veya daha fazla bilinmeyen fonksiyon ile bu
fonksiyonlarin tiirevleri arasindaki iligkiyi tanimlayan matematiksel bir denklemdir. Bu
denklemler, dogadaki degisim siireclerini modellemek i¢in kullanilir ve genellikle fizik,
miihendislik, ekonomi gibi alanlarda karsimiza cikar. Ornegin, bir sistemin zamanla
nasil degistigini belirlemek i¢in diferansiyel denklemler kullanilir (Vrabie, 2011).
Diferansiyel denklemlerin genel formu asagidaki gibidir

f(x,y,—



Diferansiyel denklemler farkli sekillerde siniflandirilabilmektedir. Bagimsiz
degisken sayisina gore siniflandirirsak adi diferansiyel denklem ve kismi diferansiyel

denklem olarak smiflandirilir (Akgagil, 2013). Adi diferansiyel denkleme ornek

verilirse,

dy

— 4y =0,
dx y

y-3y=9x. (y = % seklinde de gosterilebilir.)
X

Kismi diferansiyel denklemlere 6rnek verilirse,

o’ ou

—-—=0, x,t)=0,

aXZ at ( )

of  o*f o°f

— y f = f y ,t .
ot ox* oy’ (X y )

Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilar1 sabit ise
sabit katsayili diferansiyel denklem, eger bagimsiz degiskene gore farkli degerler aliyor

ise degisken katsayili diferansiyel denklem denir (Engin ve Cengel, 2008). Ornegin:

y +3y =sin X, sabit katsayil diferansiyel denklem iken,

coshxy” +x’y =X, degisken katsayili diferansiyel denklem denir.

1.3. ADIi DIFERANSIYEL DENKLEM

Adi diferansiyel denklemlerin tarihi, matematiksel diigiincenin gelisimi ve doga
bilimlerindeki ilerlemelerle yakindan iligkilidir. 17. yiizyilda Newton ve Leibniz’in
kalkiiliisii gelistirmesiyle tlirev ve integral islemleri sistematik bir yapiya kavusmus, bu
da diferansiyel denklemlerin ortaya ¢ikisi igin temel olusturmustur (Burton, 1997).
Newton, Principia Mathematica’da hareket yasalarii ikinci mertebeden diferansiyel
denklemler aracilifiyla ifade ederek, diferansiyel denklemlerin fiziksel olaylara
uygulanmasinin  Oniinii  agmistir  (Newton,1687). Gilinlimiizde ise diferansiyel
denklemler, yalnizca matematiksel agidan degil, ayn1 zamanda fizik, miihendislik ve
biyoloji gibi pek ¢ok disiplinin temel araci haline gelmistir (Uday ve Rajput, 2024).

Bir diferansiyel denklem yalnizca tek bir bagimsiz degisken, bagimli degisken ve
bagimli degiskenin gesitli mertebeden tiirevlerini igeriyorsa adi diferansiyel denklem
denir (Colak, 2021). Adi diferansiyel denklemler genellikle



dy d’y
F[X, y,&,w,...JIO,

seklinde gosterilebilir. Adi diferansiyel denklemlere 6rnek verilirse:

dy 2 2x
——+y=Xxe",
dx y

2x

3 2
d—Z—d Z/+5d—y+4y:£—e .
dx® dx dx 2

1.4. KISMi DIFERANSIYEL DENKLEM

Kismi diferansiyel denklemlerin kullanimi, 18. ylizyila kadar uzanmaktadir. Bu
donemde Euler, d’Alembert, Lagrange ve Laplace gibi dnde gelen matematikgiler,
mekanik sistemlerin ve fiziksel olaylarin matematiksel analizinde bu tiir denklemleri
aktif olarak kullanmuslardir. Ozellikle d’Alembert, 1747 yilinda gerilmis bir ipin
titresimlerini modelleyen dalga denkleminin ¢6ziimiinii ortaya koyarak bu alana énemli
bir katkr saglamistir. Bu ¢alismalar, kismi diferansiyel denklemlerin teorik temellerinin
atilmasinda ve modern uygulamali matematigin gelisiminde temel bir rol oynamstir.
19. yiizyilda, 6zellikle Riemann'in ¢aligmalariyla birlikte, kismi diferansiyel denklemler
matematigin diger dallarinda da 6nemli bir ara¢ haline gelmistir. Poincaré'nin 1890
tarihli makalesinde belirttigi gibi, elektrik, akiskanlar mekanigi, 1s1, manyetizma, optik
ve elastikiyet gibi farkli alanlardaki fiziksel problemler, benzer yontemlerle ¢oziilebilir
ve bu da kismi diferansiyel denklemlerin matematiksel analizdeki roliinii pekistirmistir
(Brezis ve Browder, 2006). 20. yiizyilda, kismi diferansiyel denklemler sadece fiziksel
modellerin ¢6ziimiinde degil, ayn1 zamanda matematigin saf alanlarinda da 6énemli bir
ara¢ olmustur. Ornegin, Felix Browder'm ¢alismalar1, soyut teorileri kullanarak ¢ok
cesitli hareket ve degisimle ilgili sorunlari ¢d6zmeye yonelikti ve bu da kismi
diferansiyel denklemlerin 6nemini artirmistir (Browder, 2016).

Kismi diferansiyel denklemler, iki veya daha fazla bagimsiz degisken, bilinmeyen
bir fonksiyon (bu degiskenlere bagli) ve bilinmeyen fonksiyonun bagimsiz degiskenlere
gore kismi tiirevlerini igeren matematiksel bir denklemdir. Bu tiir denklemler, genellikle
fiziksel olaylarin hem zaman hem de uzay gibi coklu degiskenler {iizerinden
modellenmesi gerektiginde ortaya c¢ikar. Ornegin, 1s1 iletimi, dalga yayilimi ve

akiskanlar mekanigi gibi bircok doga olaymnin matematiksel modellenmesinde kismi



diferansiyel denklemler temel araglardir (Strauss, 2008). Kismi diferansiyel denklemler
genel olarak
F(x, y,z,g,g,...jzo,
ox oy

seklinde gosterilebilir. Kismi diferansiyel denklemlere 6rnek verilirse:
o°u d’u du

+—+
ox* oy* oz’
oy _oy
oxt ot

=0, u(xy,z)=0,

y(xt)=0.

Ikinci mertebeden iki degisken igeren kismi bir diferansiyel denklem, genel formu

2 2 2
Ag;:z+B§lgy+CZ;2+f(x,y,u,2—u,%J:T(x,y), (1.4.2)
X X

seklindedir (Duran, 2012). Burada A, B, Ce R ve ubagimh degiskeni, X ve Yy
bagimsiz degiskenleri herhangi bir fonksiyonu olarak u(x,y)’nin kismi tiirevlerini

bulundurmaktadir. (1.4.1) de verilen denklemde diskriminant (A) incelenerek eliptik,
parabolik ve hiperbolik olmak iizere ii¢ gruba ayrilir (Logan, 2015).

Eliptik denklemler, genelde “potansiyel” diye adlandirilan bir biiytikliikteki
bolgenin icindeki degisimi ifade etmektedir. Eliptik denklemler, potansiyel denklemler
olarak da isimlendirilir. Bu denklemlerde diskriminant,

A=B*-4AC <0,

seklinde olmalidir. Eliptik denklemlere 6rnek verilirse Laplace denklemi asagidaki
gibidir (Johnson, 2005);

U, +u, =0.

Laplace denklemi, fiziksel olarak zamanla degismeyen veya dengedeki sistemleri
tanimlayan temel bir kismi diferansiyel denklemdir. Denklem, genellikle elektrik,
manyetizma, akigkanlar mekanigi ve 1s1 iletimi gibi alanlarda ortaya cikar ve ¢oziimleri
harmonik fonksiyonlar seklindedir. Bu fonksiyonlar, bir noktadaki deger ile
cevresindeki degerler arasinda bir denge oldugunu gosterir; yani herhangi bir i¢
noktadaki deger, sinirdaki degerlerin bir ortalamasi olarak belirlenir. Laplace
denkleminin ¢6zlimii tamamen sinir kosullarina baglidir ve i¢ bolgedeki degerler,

yalnizca sinirdaki degerler tarafindan belirlenir (Morales, Diaz ve Herrera, 2015).



Parabolik denklemler, potansiyelin bir baslangi¢ durumundan sonra elde ettigi
daimi durum degerlerini temsil eden denklemlerdir. Bu nedenle t(zaman) bagimsiz

degiskeni de parabolik denklemlerin bir degiskenidir. Bu denklemlerde diskriminat,
A=B?-4AC =0,

seklinde olmalidir. Parabolik denkleme Ornek verilirse Is1 denklemi asagidaki gibidir
(Johnson, 2005);

u =pu,, peR.

Is1 denklemi, bir ortamda 1sinin zaman ve uzay boyunca nasil yayildigim
tanmimlayan parabolik bir kismi diferansiyel denklemdir ve 1s1 iletimine iliskin fiziksel
stiregleri yansitir. Denklem, enerjinin korunumu ilkesine dayanir: bir bélgedeki i¢ enerji
degisimi, sinirdan giren ve ¢ikan 1s1 enerjisi ile i¢ kaynaklardan gelen 1s1 sayisini igerir;
bu iliski, sicaklik degisiminin enerji yogunlugu ve 1s1 akisi arasindaki dengenin
ifadesidir (Farlow, 1982).

Hiperbolik denklemler, dalgalarin nasil yayildigini temsil eden denklemlerdir. Bu
denklemler “dalga denklemi” olarak da adlandirilmaktadir ve bagimsiz
degiskenlerinden biri de t (zaman) degiskenidir. Hiperbolik denklemlerde diskriminat,
A=B*-4AC >0,
seklinde olmalidir. Hiperbolik denkleme ornek verilirse Dalga denklemi asagidaki
gibidir (Johnson, 2005);

u, =x’u,, xKeR.

Dalga denklemi, bir ortamda dalgalarin zaman ve uzay boyunca nasil yayildigin
tanimlayan temel bir kismi diferansiyel denklemdir ve genellikle ikinci mertebeden
zaman ve uzay tiirevlerini igerir. Dalga denkleminin ¢dziimleri, dalgalarin belirli bir
hizla ilerledigini ve bu hizin ortamin fiziksel Ozelliklerine bagli oldugunu gdsterir
(Courant ve Hilbert, 1962). Bu denklemin ¢oziimleri enerji korunumu ilkesine uyar;
yani toplam enerji, zamana bagli olarak degismez ve yalnizca dalga boyunca farkli
noktalara aktarilir (Whitham, 1999). Lineer dalga denklemleri siiperpozisyon ilkesine
uygundur, bu da birden fazla dalganin iist liste binmesi durumunda toplam dalga
seklinin, bireysel dalgalarin toplami olarak ifade edilebilecegi anlamina gelir (Strauss,
2008). Ayrica dalga denkleminin ¢oziimii, baslangi¢ ve sinir kosullarina baghdir; bu

kosullar dalganin yansimasi, kirilmasi veya soniimlenmesi gibi fiziksel olaylar1 belirler.



Coziimler genellikle siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlardir, bu da dalga hareketinin
ortam boyunca kesintisiz ve diizgiin oldugunu gosterir. Dalga denklemi ayn1 zamanda
dalgalarin enerji ve momentum tagidigini ifade eder; mekanik dalgalarda potansiyel ve
kinetik enerji dalganin ilerleyisi sirasinda karsilikli olarak donitisiir (Whitham, 1999). Bu
ozellikleriyle dalga denklemi, fizik ve miithendislikte dalga fenomenlerini anlamak ve

modellemek icin temel bir aragtir.
1.5. DIFERANSIYEL DENKLEMIN MERTEBESI

Diferansiyel denklemlerin mertebesi kavrami, 17. ve 18. ylizyilda Leibniz ve
Newton’un tlirev kavramlarini gelistirmesiyle ortaya ¢ikmistir (Zill ve Cullen, 2009).
Bu donemlerde fiziksel olaylar1 (hareket, hiz, ivime) matematiksel olarak ifade etme
ithtiyact dogmus ve denklemlerin tiirev derecelerine gore siniflandirilmasi yapilmistir
(Boyce ve DiPrima, 2017). Mertebe, ozellikle Euler, Lagrange ve d’Alembert gibi
matematikgilerin mekanik ve titresim problemlerini ¢ézerken onemli bir siniflandirma
kriteri olmustur. Mertebe, denklemin ¢oziim yontemlerini ve denklemin davranis
ozelliklerini belirlemede temel bir bilgidir (Tenenbaum ve Pollard, 1985).

Bir diferansiyel denklemin tiirevin en yiiksek degerine denklemin mertebesi denir
(Giileng, 2014). Ornegin:

y +3xy =5, 1. mertebeden diferansiyel denklem.

y —3y +5xy =3, 2. mertebeden diferansiyel denklem.

1.6. DIFERANSIYEL DENKLEMIN DERECESI

Diferansiyel denklemin mertebe ve derece ayrimi, 18. yiizyilda Euler ve
Lagrange’in ¢alismalariyla ortaya ¢ikmustir (Cajori, 1928). Euler 6zellikle Institutiones
Calculi Integralis (1768-1770) adli eserinde tiirevlerin hem mertebe hem de iissiine gore
smiflandirilmast gerektigini belirtmistir (Euler, 1768-1770). Bu ayrim, ozellikle 19.
yiizyilda analitik ¢6ziim yontemlerinin gelismesinde kritik rol oynamistir (Tenenbaum
ve Pollard, 1985).

Diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeyi bulunduran terimin ssiine

denklemin derecesi denir (Giileng, 2014). Ornegin:

(y" )3 +3(y')5 +2y =5, 2.mertebe 3.dereceden diferansiyel denklem.
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Bir diferansiyel denklemin derecesi belirlenirken 6ncelikle denklemin mertebesi
(en yiiksek tiirev derecesi) tespit edilir. incelenen denklemin en yiiksek tiirevli terimi
ikinci mertebeden olup, bu tirev ifadesinin {issiiniin ii¢ oldugu goriilmektedir.
Dolayisiyla, s6z konusu denklem ikinci mertebeden ve iiglincii dereceden bir

diferansiyel denklem olarak siniflandirilir.
1.7. GENEL VE OZEL COZUM

Diferansiyel denklemler, sistemlerde degiskenler arasindaki iliskiyi ve degisimi
tanimlayan temel matematiksel araglardir (Boyce ve DiPrima, 2017). Coziim, sistemin
tiim olast durumlarini kapsayan genel ¢oziim ve belirli baslangi¢ veya sinir kosullarini
saglayan Ozel ¢oziim olarak siniflandirilir (Tenenbaum ve Pollard, 1985). Coziim,
fiziksel sistemi temsil eden fonksiyonlar ve parametreleri igerir; parametrelerin dogru
se¢imi, ¢Oziimiin gercekligi i¢in kritik 6nemdedir (Zill ve Cullen, 2009). Analitik
¢Oziimiin bulunamadigr durumlarda ise sayisal yontemler ve simiilasyon teknikleri
kullanilir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, sistemin davranigini anlamak
ve ger¢ek diinyayr modellemek agisindan merkezi bir rol oynar (Boyce ve DiPrima,
2017). Ornegin:

2

y =CX—C, ?' C,,C, € R, genel ¢ozlim iken,

X2
y =2X 3 0zel ¢oziimdiir.

1.8. BASLANGIC DEGER PROBLEMI VE SINIR DEGER PROBLEMi

Diferansiyel denklemlerde ¢6ziim, yalnizca denklemin kendisiyle degil, ayni
zamanda sistemin kosullariyla da belirlenir. Bu baglamda iki temel problem tiiri 6ne
cikar: Baslangic deger problemleri ve smir deger problemleri. Baslangic deger
problemleri, ¢o6ziimiin belirli bir noktadaki baslangic kosullarina bagli olarak
belirlendigi durumlari ifade eder (Boyce ve DiPrima, 2017; Zill ve Cullen, 2009).

Buna karsilik, sinir deger problemleri, diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin farkl
noktalar i¢cin belirlenen sinir kosullarini saglamasi gerektigi durumlari ifade eder. Bu tiir
problemler 6zellikle miithendislik ve fizik alanlarinda, 6rnegin bir kirigin iki ucundaki

konumlarin sabit oldugu elastik problemlerde ortaya ¢ikar. Bu durumda ¢6ziim, yalnizca
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bir baslangi¢c noktasina degil, tiim sinirlar1 karsilayacak sekilde belirlenir (Boyce ve
DiPrima, 2017; Tenenbaum ve Pollard, 1985).

Diferansiyel denklemlerde baslangic kosullari, ¢oziimiin varligt ve tekligi
acisindan kritik bir rol oynar. Her baslangi¢ sart1 i¢in ¢6ziimiin varlig1 garanti degildir;
¢ozlimiin varhigr ve tekligi, denklemin tiiriine ve ilgili fonksiyonlarn stirekliligine
bagldir. Ornegin, birinci mertebe diferansiyel denklemler i¢in Picard-Lindeldf teoremi,

f(x,y)ve of /0y fonksiyonlar1 belirli bir bolgede siireklilik gosteriyorsa, baslangig
noktas1 X, i¢in tek ve var olan bir ¢6ziim olacagini garanti eder (Tenenbaum ve Pollard,
1985).

Baslangig sart1, ¢oziimiin belirli bir noktadaki degerini tanimlayan bir sabit olarak
verilmelidir: y(X,) =Y,. Bu kosul, ¢dziimiin 6zgiinliigiini saglar ve ¢oziimiin fiziksel
olarak anlamli olmasini garantiler. Baslangic kosulunun degeri, ¢oziimdeki sabit

parametreyi belirler ve dolayisiyla 6zel ¢6ziimii olusturur. Farkli baslangi¢ kosullar

uygulandiginda, ayni diferansiyel denkleme ait farkl1 6zel ¢oziimler elde edilir. Ornegin:

d X

d—y=y, y(0)=1=y=¢",
X

d—y:y, y(0)=2=y=2¢"
dx

Bu o6rnek, baslangi¢ sartinin ¢6ziime dogrudan etkisini ve 06zel ¢oziimiin fiziksel
yorumunu gostermektedir (Boyce ve DiPrima, 2017; Zill ve Cullen, 2009).

Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve bagimli degiskenin tiirevleri
lizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri i¢in verilen sartlara baslangi¢ sartlari, bu
sartlar altinda ¢Oziilmesi gercken probleme ise baslangig deger problemi denir. Bir
diferansiyel denklemde bagimli degisken ve bagimli degiskenin tiirevleri iizerinde
bagimsiz degiskenin farkli degerleri igin verilen sartlara sinir sartlari, bu sartlar altinda
¢oziilmesi gereken probleme ise sinir deger problemi denir (Kayhan, 2019). Ornegin:

y —3y +y—-2xe™* =0
y(2)=5,y (2)=-3.
y —3y +y—-2xe™™* =0
y(2)=5,y(8)=-2.

" Baslangi¢ deger problemi ve baslangic sartlari.

" Sinir deger problemi ve sinir sartlari.
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1.9. HADAMARD KURALI

Jacques Hadamard (1865-1963), Fransiz matematikgi olarak analiz, diferansiyel
denklemler ve fonksiyonel analiz alanlarinda ©nemli katkilarda bulunmustur.
Hadamard’in oOzellikle matematiksel modelleme ve fiziksel sistemlerin ¢oziimii
tizerindeki etkisi, “iyi pozlu problem” kavrami ile 6ne ¢ikar. Matematiksel problemlerin
yalnizca ¢oziimiini bulmak yeterli degildir; ¢oziimiin var olmasi, tek olmasi ve veri
degisikliklerine kars1 kararli olmas1 gerekir. iste Hadamard bu ii¢ kriteri tanimlayarak,
matematiksel ve fiziksel problemlerde gilivenilirlik oOlgiitiinii ortaya koymustur
(Ellwood, Rodnianski, Staffilani ve Wunsch, 2008; Hadamard, 1923; Kizildan, 2023).

Bu kuralin ortaya ¢ikisindaki temel ihtiyag, fiziksel sistemlerin gercek diinyadaki
davraniglarin1  dogru sekilde modelleyebilmektir. Hadamard, baz1 diferansiyel
denklemlerin teoride ¢oziilebilir olsa da, baslangi¢ veya sinir kosullarinda yapilan kiigiik
degisikliklerin ¢6ziimde biiylik farkliliklar ortaya ¢ikardigimi fark etmistir. Bu da
modelin fiziksel gercekligi temsil etmesini zorlastirmaktadir. Bu tiir problemler “kétii
pozlu (ill-posed)” olarak adlandirilir ve matematiksel olarak giivenilmezdir. Hadamard,
¢Oziimiin hem var olmas1 hem tek olmas1 hem de kararli olmasi1 gerektigini belirleyerek,
matematiksel modellerin fiziksel uygulanabilirligini garanti altina almak amaciyla bu
kriterleri geligtirmistir.

Aragtirilan denklemin ve denklemin c¢oziimlerinin birbirleriyle iligkisinin 1yi
konumlandirilmis olup olmadig1 incelenen kuraldir. i1k kez Fransiz matematikgi Jacques
Hadamard “iyi konum” kavramini ileri stirmiistiir (Ellwood ve digerleri, 2008;
Kizildan, 2023). Hadamard’a gore iyi konumlandirilmig olmasi igin asagidaki {i¢ sarti
saglamalidir;

e Varlik: En az bir ¢6ziim mevcuttur.

e Teklik: En ¢ok bir ¢6ziim mevcuttur.

e Kararlhilik: Denklemdeki kiiciik bir farklilik, ¢oziimde de kiiciik bir farkliliga
neden olmaktadir.

Bu ii¢ sartt saglayan denklem iyi konumlandirilmistir, sartlardan birini dahi
saglamaz ise kotli konumlandirilmistir (Guenther ve Lee, 1988).

Bir boyutlu 1s1 denklemini ele alip varligini inceleyelim (Johnson, 2005);

u =gu,, @R xe(OL) t>0. (1.9.1)
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Burada baglangi¢ sinir degerleri asagidaki gibi olsun.
u(x,0)= f(x), u(0,t)=u(L,t)=0. (1.9.2)

Denklemin ¢6ziimiiniin Fourier serisi ile arastiralim.

u(x,t) = i(pme_p(nn sm(mij (1.9.3)

Burada ¢, Fourier katsayilaridir; iistteki tistel azalma ¢ok hizli oldugu i¢in bu seri

diizgiin yakinsar dolayisiyla ¢éziim vardir.

Denklemin ¢dziimiiniin tekligini inceleyelim. iki ¢dziimii oldugunu varsayalim;

uy (x,t) ve u,(x,t) olsun. Aralarindaki farki taniyalim;

w(x,t)=u,(x,t)—u,(x,t). (1.9.4)

O zaman w(x,t)su denklemi saglar;

w(0,t)=w(L,t)=0, w(x,0)=0. (1.9.5)
Enerji fonksiyonu;
1% 5, dE G2
E(t)=§£W (x,t) dX3E=_SO_([(Wx) dx<0. (1.9.6)

E(0) =0, bu nedenle E(t) =0= w=0, olur. Bu da ¢6ziimiin tekligini gosterir.
Coziimiin kararlihgin1 arastiralim. Iki farkli baslangic noktast oldugunu

varsayalim; f,(x) ve f,(x)olsun. Bunlarin ¢oziimleri; u,(xt)ve u,(xt) ve farklari

w(x,t)=u,(x,t)—u,(x,t)olsun.

E(t jw (x,t)d JL.f(x) f,(x))’ (1.9.7)

0
Sonug olarak baslangictaki kiiciik bir degisiklik sonucta kiiciik bir degisiklige
neden oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla ¢oziim kararhidir. Is1 denklemi varlik, teklik ve

kararlilik testlerini sagladigindan 1yi konumlanmig bir denklemdir.

1.10. LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM VE LINEER OLMAYAN
DIFERANSIYEL DENKLEM

Diferansiyel denklemler, matematiksel 6zelliklerine gore lineer ve lineer olmayan
olmak {izere iki temel kategoriye ayrilmaktadir. Bir kismi diferansiyel denklem,

asagidaki kriterlerin tamamini sagladiginda lineer olarak nitelendirilir:
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e Denklemde yer alan bagimli degiskenin ve tiim kismi tlirevlerin iissii bir
olmalidir.
e Bagimli degiskenin katsayilar1 ile her bir kismi tiirevin katsayilar1 ya sabit
olmal1 ya da yalnizca bagimsiz degiskenlere bagli olmalidir.
Bu kosullardan herhangi birinin saglanmamasi durumunda, s6z konusu denklem
lineer olmayan olarak siniflandirilir. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler,
genellikle karmasik davraniglar sergiler ve analitik ¢6ziimii lineer denklemlere kiyasla

daha zor ve kapsamli teknikler gerektirir (Wazwaz, 2016). Ornegin:

Xy =5y +3xy+4 =0 denklemi lineer diferansiyel denklem iken,

(y' )2 +Xxy® —3=0 denklemi lineer olmayan diferansiyel denklemdir.

1.11. DENKLEMIiIN HOMOJENLIGIi

Homojenlik agisindan kismi diferansiyel denklemler ikiye ayrilir: homojen ve
homojen olmayan. Tiim terimleri yalnizca bagimh degisken U veya U’nun tiirevlerini
iceren kismi diferansiyel denklemler homojen olarak adlandirilir. Denklemde U veya U
’nun tiirevleri disinda bagimsiz degiskenler ya da sabit ifadeler bulunuyorsa, bu
denklemler homojen olmayan olarak smiflandirihir (Wazwaz, 2016). Fiziksel agidan
bakildiginda homojenlik, sistem iizerinde herhangi bir dis kuvvetin ya da kaynagin
bulunmadigimi ifade eder. Homojen diferansiyel denklemler, yalnizca sistemin ig
dinamiklerine karsilik gelir. Ornegin, séniimsiiz ve zorlanmasiz bir yay-sarkag sistemi
homojen denklemlerle modellenir. Buna karsilik, dis kuvvetin etkisi altindaki sistemler
homojen olmayan diferansiyel denklemlerle tanimlanir. Bu baglamda homojen
¢ozlimler sistemin dogal davranmigini, homojen olmayan c¢oziimler ise zorlanmig
davranigin1 ifade etmektedir (Krantz, 2016). Homojen denklemlerin genel formati
asagidaki gibidir (Moharg, 1947);
yP+ Ry + R (x)yU P +..+ Py (x)y =0.

Homojen denklemlere 6rnek verilirse:

y -3y —4y =0,
x®y —4e*y +5xy =0.

Homojen olmayan denklemlere 6rnek verilirse:
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y —4xy =e*,
y +3y =4.
Ornek:;

y +y=0, y+y=1 denklemlerinin baslangi¢c sart1 y(0)=0 olacak sekilde
arastirirsak;

y +y =0, birinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemdir. Denkleme
baslangi¢ kosulunu uygulayalim;
y(0)=Ce’=C =0.

Denklemini elde ederiz. Sonug olarak;
y(x) =0,
olur. Bu ¢6ziim tek ¢6ziimdiir ve baslangi¢ kosulunu saglar. Ayrica, lineer homojen
diferansiyel denklem oldugundan, y(X) =0 ¢6ziimii beklenen ve gegerli bir ¢oziimdiir.

y +y=1 bu bir birinci mertebeden lineer olmayan ve homojen olmayan
diferansiyel denklemdir. Denkleme baslangi¢ sartini uygulayalim;
y(0)=1+Ce’=1+C=0=C =-1.

Sonug olarak;
y(x)=1-e™",

seklinde sunulan ¢6ziim hem diferansiyel denklemi saglar, hem de baslangi¢

sartin1 karsilamaktadir.
1.12. DENGELEME TERIMIi

Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden

: S oAl o'u Y
lineer olan bir terim @ ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan bir terim u® [ j

o0&
verilsin. Burada n dengeleme terimi olmak tizere n+q=np+s(n+r) yazilabilir
(Yokus, 2011). Ornegin:

U +U+U°=0,
denkleminde lineer olan U’ ile lineer olmayan U® gbz oniine alindiginda

dengeleme terimi n =1 elde edilir.
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2. BOLUM

SOLITARY DALGALAR VE SOLITON

Uzayda veya maddede yayilan, ¢cogunlukla enerjinin aktariminda olusan titresime
dalga denir (Yilmaz, 2012). Televizyon, cep telefonu, radyo gibi hayatimizi
kolaylastiran elektromanyetik dalgalar, iletisim kurmak igin ses dalgalari, deprem
dalgalari, okyanuslarda meydana gelen su dalgalari, gerilmis yaydaki hareketler olarak
karsimiza ¢ikmaktadir (Yokus, 2011). Tim bu olaylar diferansiyel denklemler ile
modellenebilmektedir. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri ise bu olaylarin fiziksel
ozellikleri hakkinda arastirmacilara bilgi verir. Dolayisiyla diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerine olan ilginin artmasiyla beraber bu denklemleri ¢6zmek igin birgok metot
gelistirilmistir ve giinlimiizde de gelistirilmeye devam etmektedir. Coziim metotlarinin
bir kismi ile analitik ¢ozliimler elde edilirken bir kismi ile de sayisal ¢oziimler elde

edilmektedir (Yokus, 2011).

BIR SALINIM

GENLIK

X

| DALGABOYU

Sekil 1. Bir dalga profili

Mekanik dalgalar; titresim dalgalari, ses dalgalari, su dalgalari gibi dalgalar
ilerleyebilecekleri bir ortama gerek duyarlar. Fakat elektromanyetik dalgalarin
yayilmasi i¢in ortama gerek yoktur, boslukta da yayilabilirler (Idug, 2013; Keskin,
2010). Elektromanyetik dalgalara televizyon dalgalari, x-1sinlari, radyo dalgalari, 151k
ornek verilebilir (Y1lmaz, 2012).

Dalgalar, duran dalgalar ve ilerleyen dalgalar olarak gruplandirilabilir. Pozisyonu

hareketsiz olan dalgalar duran dalgalardir (Davarci Yalgin, 2021). Dalganin bulundugu
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bir ortamda dalganin hareket ettigi yOniin tersi yoniinde hareketlendiginde veya
hareketsiz bir ortamda birbirlerinin tersi yoniinde ilerlemesi ile olusur. Bir noktadan
diger bir noktaya madde aktarma durumu olmaksizin enerjinin yayilmasi halinde olusan
dalgalar ise ilerleyen dalgalardir (Davarci Yalgin, 2021).

Solitary dalgalar, ilerleme veya carpisma aninda herhangi bir sekilde fiziksel
ozelliklerinde degisiklik gostermeyen dalgalardir (Yokus, 2011). 1834 yilinda solitary
dalgalar ilk kez Isko¢ miihendis John Scott Russell (1808-1882) tarafindan gdzlenmistir
(Wazwaz, 2016). Russell at sirtinda, Edinburg-Glasgow kanali boyunca dalganin
yapisinda hicbir degisiklik s6z konusu olmaksizin yavas olarak hareket eden suyun
cikisini gozlemlemistir. Su ¢ikisi olayin1 “Harika dalga aktarimi” seklinde agiklayan
Russell gozlemlerini su sekilde anlatti: “Ben ¢ift beygir giiciiyle giden bir botun, dar bir
kanaldan gecerken hareketini gozlemliyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli
olan su kiitlesinin botun u¢ kisminin etrafinda biriktigini gérdiim. Daha sonra bu su
kiitlesi arkaya dogru yayildi. Biiyiik bir hizla 6ne dogru tek basina bir su dalgasinin
meydana geldigini fark ettim. Bu yuvarlanmis su kiitlesinin hizinin azalmadan ve
formunu degistirmeden kanal boyunca ilerleyisine devam ettigini goérdiim. Onu at
sirtinda takip ettim. Ona yetistigim zaman saatte yaklasik 89 mil hizla ilerledigini
gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra kanalin doniisiinde kaybettim. Boylece
1834’iin Agustos aymda Translasyon Dalgast olarak adlandirdigim ilk goriisimii
tanitma sansim oldu” (Yokus, 2011). Bu kesif sayesinde Russsell solitary dalgalar
hakkinda daha kapsamli bilgiler elde etmek i¢in fiziksel laboratuvar deneylerine
yonelerek uygulama alaninda biiyiik bir adim atmistir. 1844 yilinda laboratuvarinda
olusturdugu su tanklarinin ucuna agirlik koyarak solitary dalgalar1 elde etmek i¢in
deneyler yapmustir (Keskin, 2010). Yaptigi deneyler sonucunda solitary dalgalar
hakkinda dnemli bilgiler elde etmistir (Idug, 2013):

e Solitary dalgalar “hsech’ (k(x—vt))” seklindedir. Burada h dalganin genligini,

k dalga sayisini ve Vv dalga hizin1 temsil etmektedir.

e Iki veya daha ¢ok bagimsiz solitary dalga iiretmek igin yeterli miktarda su
kiitlesi gereklidir.

e Solitary dalgalar normal dalgalarin tersine hicbir sekilde birlesmezler. Bu

sebeple biiyiik genlige sahip solitary dalga ile kiigiik genlige sahip solitary dalga
carpistiktan sonra birbirlerinden ayrilarak yapilarinda herhangi bir degisiklik

olmadan yollarinda ilerlerler. Normal dalgalar carpistiklarinda ya dikleserek
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sonecek sekilde hareket ederler ya da diizlesme meydana gelir. Solitary dalgalar

ise kararlidir ve uzun mesafe ilerleyebilirler.

Sekil 2. Iki solitary dalganin carpisma an1 ve sonrasinda sekil degistirmeyen
davraniglari

e g yergekimi ivmesi olmak iizere d genliginde, v dalga hizinda ve h

derinligindeki bir kanalda solitary dalga Sekil 3’de gosterilmektedir ve asagidaki
denkleme ulasilmaktadir

vi=g(d+h). (2.1)
A

u(x:)

~
X
o—rrrrrrrrrrrrrrrir=

Sekil 3. Bir solitary dalganin hareketi

John Scott Russell 1844 yilinda yaptig1 deneylerden elde ettigi bilgileri detayli bir
sekilde rapor etmesiyle solitary dalgalarin tarihini baglatmistir. Bu raporlarin bazi
celigkiler tagidig iddia edilse de 1870 yilinda Boussinesq ve Rayleigh yaptiklart teorik
calisma ile 1895 yilinda Diederik Johannes Korteweg ve doktora dgrencisi Gustav de
Vries yayinladiklar1 makale ile John Scott Russell’ m g¢alismalarini dogru oldugunu
sunmuslardir (Yokus, 2011). Korteweg de Vries (KdV), sig su yiizeyinin seviyesini
modellemek igin lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini ortaya atmiglardir. KdV

denklemi olarak bilinen bu denklemin en sade formu (Yokus, 2011)
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u, +6uu, +u,, =0, (2.2)

seklindedir. Burada U, terimi lineer dagilimi temsil ederken uu, terimi non-lineerligi

(lineer olmayan) ifade etmektedir. KdV denkleminin solitary dalga ¢oziimleri
u(x,t)=dsech?(5(x-vt)), v=2d =457 (2.3)

seklinde formiile edilir. Burada d dalganin genligini, v dalga hizin1 ve ¢ dalga sayisin
gostermektedir. KAV denklemi disindaki soliter dalga ¢oziimleri arctan (eax) veya sech

formunda da olabilir (Aydemir, 2016).

Zabusky ve Kruskal 1965 yilinda KdV denkleminin ¢oziimlerini sonlu farklar
metodu ile arastirma yaparken solitary dalgalarin ¢arpisma sonrasinda yapilarini ve
genliklerini degistirmediklerini ve bu 6zelligin pargaciklarin ¢arpismasina benzedigini
kesfetmislerdir (Yilmaz, 2012; Zabusky ve Kruskal, 1965). Bu sayede solitary
dalgalarin 6zelliklerini pargalarina aktarabilmesi ozelliginden bu sekildeki dalgalara
soliton adin1 vermislerdir. Greene, Gardner, Miura ve Kruskal 1967 yilinda KdV
denkleminin soliton ¢dziimlerini ters sagilma doniisim (TSD) metodunu gelistirerek

analitik olarak sunmuslardir. Bu caligmalar soliton teorisi tarihine damga vurmustur

(Zabusky ve Kruskal, 1965).
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3. BOLUM

SHARMA-TASSO-OLVER-BURGERS DENKLEMI

3.1. BURGERS DENKLEMIi

Burgers denklemini ilk olarak 1915°de Ingiliz matematik¢i Hary Bateman, kismi
diferansiyel denklemler hakkinda yaptigi bir ¢alisma ile ortaya koymustur (Bateman,
1915). Daha sonra 1948’de Hollandali fizik¢i Johannes Martinus Burgers, kanaldaki
tirbiilansh akigkanin zit etkilerinin etkilesimini agiklamis ve Burgers denklemini
akiskanlar mekanigine tanitmistir (Bonkile, Awasthi, Lakshmi, Mukundan ve Aswin,
2018; Wazwaz, 2007c). Eberhard Hopf 1950°de ve Julian David Cole 1951°de
birbirlerinden bagimsiz olarak Burgers denklemini lineer bir denklem haline getirmek
icin 1s1 denklemi doniisiimii yaparak denklemin analitik c¢oziimlerini bulmuslardir
(Bonkile ve digerleri, 2018; Gao ve Zou, 2017). Bu nedenle Burgers denkleminin
cozlimlerinin arastirtlmasinda Hopf-Cole doniisiimii yaygin olarak kullanilan bir
doniistimdiir (Wazwaz, 2007c). Benton ise 1972’de Onceki sonuglara dayanarak 35

farkl1 analitik ¢6ziim elde etmistir (Gao ve Zou, 2017).

:",,’ St §
distinct analytic solutions

-
/1
\ @ . Coleintroduced a
A o L3 3

, Hopf introduced a

. Batman
Equation

Sekil 4. Burgers denkleminin tarihsel hiyerarsisi (Bonkile ve digerleri, 2018)
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J.M.Burges yaptig1 kapsamli ¢aligsmalar ¢alismalarla asagidaki denklemi literatiire
kazandirmigtir ve bu denklem herkes tarafinda Burgers denklemi olarak bilinmektedir
(Dhawan, Kapoor, Kumar ve Rawat, 2012);

u, +uu, =nu,, n>0. (3.1.1)

Burada;

e u=u(xt),¢dziim fonksiyonu,

e 1 >0, viskozite katsayisi,

u,, u(x,t)fonksiyonunun t’ye gére bir kez kismi tiirevi,

u,, u(x,t)fonksiyonunun x’e gore bir kez kismi tiirevi,

U, U(x,t)fonksiyonunun x’e gore iki kez kismi tiirevi.

Burgers denkleminin fiziksel anlamina bakarsak;

e U, +uu,, Tasinim (Konveksiyon) Terimi; dalgalarin hareketi ve kendini
tasimasini ifade etmektedir.

e nu,,Yayllma (Difiizyon) Terimi; akiskanlarin yayilmasini ifade

etmektedir.

Bu denklem tasinim ve yayilma etkilerini birlikte modellemektedir. Denklemin
¢Oziimiinde, zamana bagli olarak soklar yumusayarak diizgiinlesip yayilacaktir. Lineer
olmayan kismi diferansiyel denklem olan Burgers denklemini ¢6zmek igin Cole Hopf
doniistimii uygulanmaktadir (Yokus ve Kaya, 2017).

u +uu, =0, n=0. (3.1.2)

Denklem (3.1.2) de n =0 alindiginda viskozite etkisi yoktur. Bu nedenden dolayi

¢oziimde zamanla sok dalgalar1 olusmaktadir.
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u A Baslangig u’ Zamanla
% X
uA Sok formlar wASonraki sok form

=y

X

Sok formlarin olusumu

Sekil 5. Zamanla sok dalgalarinin olusumu
Lineer olmayan diferansiyel denklemler ailesinden Burgers hiyerarsisi asagidaki
sekildedir (Kudryashov ve Sinelshchikov, 2009)

¢
UI+QE(E+UJU:0, ¢=0123,.., aeR (3.1.3)
OX \ OX

Denklem (3.1.3) de ¢=1 durumunda Burgers denklemi asagidaki sekilde elde
edilmektedir (Kudryashov ve Sinelshchikov, 2009)

u, +2auu,+au, =0, acR. (3.1.4)

Denklem (3.1.3) de ¢=2 durumunda ise Sharma-Tasso-Olver denklemine
asagidaki formda ulagilmaktadir (Hirota, 2004; Kudryashov ve Sinelshchikov, 2009)

u, +au, +3au’+3auu, +3au’u, =0, aecR. (3.1.5)

Burgers denklemi, akigkanlar mekaniginin en temel denklemlerinden biridir ve
borular i¢indeki akiskanlarin davranislarin1 anlamak agisindan biiylik 6neme sahiptir
(Wazwaz, 2007a). Bu oOnem, sanayi, miihendislik sistemleri ve giinlik yasam
uygulamalarinda Burgers denkleminin yaygin kullanimindan kaynaklanmaktadir
(Bonkile ve digerleri, 2018). Insan viicudu buna iyi bir drnek teskil etmektedir; kan,
damarlar ve atardamarlar boyunca kesintisiz bir sekilde akmakta ve bu durum akigskan
tasiniminin  dogal bir Ornegini sunmaktadir. Burgers denklemi yalnizca biyolojik
sistemlerde degil, ayn1 zamanda trafik akislari, gaz dinamigi, 1s1 iletimi ve sok dalgalar

gibi pek cok farkli alanda da ortaya ¢ikmaktadir. Bu yoniiyle, lineer olmayan kismi
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diferansiyel denklemler arasinda 6zel bir 6neme sahiptir (Gao ve Zou, 2017; Jiwari,
2015). Denklem, 1s1 iletim denklemi ile birinci dereceden dalga denkleminin
Ozelliklerini birlestirerek konveksiyon ve difiizyon arasindaki iligskiyi agiklamak igin
kullanilmaktadir (Gao ve Zou, 2017). Ayrica, Burgers denklemi, viskozite katsayili
difizyon terimi ve konveksiyon teriminin varligi nedeniyle Navier-Stokes

denklemlerinin basitlestirilmis bir modeli olarak diistiniilebilir (Jiwari, 2015).
3.2. SHARMA-TASSO-OLVER DENKLEMI

Sharma-Tasso-Olver denklemi bilimsel uygulamalarda yer almasi nedeniyle son
yillarda birgok arastirmacinin dikkatini ¢gekmistir (Shang, Qin, Huang ve Yuan, 2008).
Denklemi ilk kez Tasso tarafindan Burgers hiyerarsisinin tek iiyeleri 6rnegi olarak elde
edilmistir (Tasso, 1976). Ayrica, sonsuz sayida simetriye sahip bir evrim denklemi
olarak da ortaya ¢ikmaktadir (Wazwaz, 2015; Sheikh, Taher, Hossain ve Akter, 2023).
Olver, bu denklemin sonsuz sayida simetriye sahip olan evrim denklemlerinden biri
oldugunu gostermistir (Olver, 1977). Wang ve digerleri solitonun fisyon- fiizyon
olaylarin1 Hirota’nin ¢ift lineer metodu, Backlund doniisiim metodu ve standart kesik
Painlevé analizini kullanarak detayli agikladilar (Wazwaz, 2015). Soliton fisyon bir
solitonun boliinmesiyle iki veya daha ¢ok soliton olugmasi iken soliton fiizyon iki veya
daha ¢ok solitonun birleserek tek bir solitonun olugmasidir (Wang, Tang ve Lou, 2004).

Genellesmis Sharma-Tasso-Olver denkleminin soliter dalga ¢oziimlerine ulagsmak

icin agsagidaki Sharma-Tasso-Olver denklemi ele alinmistir (Sheikh ve digerleri, 2023)

u, +3au’ +3au’u, +au,, =0, acR. (3.2.1)

Lineer olmayan dagilimli dalgalarin homojen olmayan ortamlarda yayilimini
tanimlayan bir model denklem olarak bilinen Sharma-Tasso-Olver denklemi asagidaki
gibidir (Sharma ve Tasso, 1970)

u, +a(u3)

3 (5
+—alu +au,.. =0, aeR. 3.2.2
5o (u%), +au, c (322)

X X

(1+1) boyutlu Sharma-Tasso-Olver denklemine u, teriminin eklenerek (2+1)

boyutlu Sharma-Tasso-Olver denklemin rasyonel ¢oziimlerini elde etmek i¢in (Ren ve
Ma, 2019)
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[ut +au’ +gaufx +aumj +pu, =0, a,fBeR, (3.2.3)

denklemi kullanilmistir.
Sharma-Tasso-Olver denkleminin ¢6ziimlerini arastirmak i¢in bazi metotlar

kullanilmistir. Bu metotlar; Hirota’nin dogrudan metodu ve Bécklund doniisiimii
araciligiyla (Wang ve digerleri, 2004), degistirilmis basit denklem metodu (Zayed,
2011), oto-Backlund doniisiim metodu ve sonlu ileri farklar metodu (Kaya, Yokus ve
Demiroglu, 2020), genisletilmis homojen denge metodu (Zhou, Yang ve Liu, 2011),
gelistirilmis  degistirilmis basit denklem metodu (Sheikh ve digerleri, 2023),
genisletilmis homoklinik test fonksiyonu metodu (Yu, Ren ve Wang, 2022), homojen

G
denge metodu (Shang, Huang ve Yuan, 2011), gelistirilmis E - a¢ilim metodu (He, Li

ve Long, 2013; Khan, Koppelaar, Akbar ve Mohyud-Din, 2022), Gi - acilim metodu ve

degistirilmis Kudryashov (Ali ve digerleri, 2018), gelistirilmis Bernoulli alt denklemi
fonksiyon metodu (Sulaiman, Yokus, Giilliioglu ve Baskonus, 2018).

3.3. SHARMA-TASSO-OLVER-BURGERS DENKLEMI

Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemi, Burgers hiyerarsisinden tiiretilen Burgers
denklemi ve Sharma-Tasso-Olver denkleminin birlesimi ile elde edilmektedir. Bu

denklem giris boliimiinde verilen (1) denklemidir (Yan ve Lou, 2020)

u, +a(3uf +3u%u, +3uu,, +U,, )+b(2uu, +u,)=0, abeR. (1)

Denklemde a =0 oldugunda Burgers denklemine indirgenirken b =0 oldugunda
ise Sharma-Tasso-Olver denklemine indirgenmektedir (Miao, Hu ve Chen, 2021).

Rezonans, matematikte patlamalara yol acgabilen 6nemli bir dogal fenomendir ve
cesitli yeni uyarilma tiirleri gogunlukla solitonlarin rezonanslarindan kaynaklanmaktadir
(Qu, Hu, Miao, Shen ve Wang, 2021). Solitonlara farkli rezonans kisitlamalarinin
uygulanmasi, kompleks yapilar, anlik/haydut dalgalar, nefes alan dalgalar ve soliton
fisyon-flizyonlar1 gibi birgok olgunun ortaya ¢ikmasina neden olabilmektedir (Hu ve
digerleri, 2021; Qu ve digerleri, 2021). Bu baglamda, solitonlarin 6zel bir tiirii olan

soliton molekiilleri, molekiillere benzer davranislar gdstermeleri nedeniyle dikkat ¢ekici
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bir arastirma konusu haline gelmistir. Hem teorik hem de deneysel ¢aligmalarda genis
ilgi goren soliton molekiilleri, birlesik sistemlerde de Onemli bir tartigma alani
olusturmus ve bilim camiasinda yogun sekilde incelenmistir (Hu ve digerleri, 2021; Yan
ve Lou, 2020).

Fisyon-fiizyon olaylarini agiklayan Sharma-Tasso-Olver denklemi ile akiskanlar
mekaniginin 6nemli denklemlerinden Burgers denkleminin birlesimi olan Sharma-
Tasso-Olver-Burgers denkleminin analitik ¢6ziimlerine ulasmak arastirilmaya deger
goriilmiistiir.  Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemi hakkinda literatiirde ¢esitli
calismalar bulunmaktadir. Bu denklem ile ilgili Yan ve Lou denklemin Kkink
molekiillerini, yar1 periyodik kink molekiillerini ve nefes alan soliton molekiillerini
tretmislerdir (Yan ve Lou, 2020), Z. Miao ve arkadaslar gesitli yigin etkilesim
¢ozlimlerinin varligin1 arastirmislardir (Miao ve digerleri, 2021), Younas ve arkadaslari
denklemin lineer olmayan dalga yayilimini incelemislerdir (Younas, Sulaiman, Ismael,
Ren ve Yusuf, 2024), Zhou ve arkadaslar1 denklemde Bécklund doniisiimleri yoluyla
hibrit ¢oziimler elde etmistir (Zhou, Tian, Chen, Wei ve Chen, 2021), Hussain ve

arkadaslar1 denklemi genisletilmis (%J - a¢ilim metodu ile arastirarak hiperbolik,
rasyonel ve trigonometrik ¢oziimler elde etmislerdir (Hussain ve digerleri, 2024), Yu ve

arkadaslar1 denklemi Lie noktasi simetri metodu ve tutarli tanh genisletme metodu ile

hipergeometrik dalga ¢oziimler elde etmislerdir (Yu ve digerleri, 2022).



26

4. BOLUM

COZUM METOTLARI

4.1. Gi - ACILIM METODU

é - acilim metodu Yokus’un 2011 yilinda doktora tezinde E - acilim

metodundan esinlenerek gelistirdigi yeni bir metottur. e acilim metodu, — - acilim

G

metoduna gore daha kolay ve karmasik olmayan bir metot oldugundan islem yogunlugu
bakimindan daha avantajli ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik
¢oziimlerini bulmada etkili bir metottur (Yokus, 2011).

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ailesinin genel formu asagidaki
sekildedir

2
H(u%,g—‘;,%,...}o. (4.1.1)

u (é) =u (X,t) =U, E=kx—vt, v£0, burada v dalga hizidir ve k frekanstir. U (5)
asagidaki adi diferansiyel denkleme dontistiiriillmektedir;
Jj(uuiuu,.)=o. (4.1.2)

(4.1.2) denkleminin ¢6ziimii;
U(&)=p+28 (Gij - ¢33

Burada £, i=(1,2,3,---,n) hesaplanmasi gereken bir sabit sayidir, G =G(§)
asagida sunulan ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiidiir.
G +AG +u=0, (4.1.4)
burada 4 ve u sabitlerdir. (4.1.3) denklemindeki ¢ekirdegin yapist asagidaki sekildedir

1 A
G (£) —u+cAfcosh(E)—sinh(£2)]

, ¢ eR (4.1.5)
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Ustel form yazilimindaki (4.1.5) denklemi asagidaki sekildedir

1 __ 1 (4.1.6)

G(f) —E+Clefﬁ“ '
A

Burada c, integral sabitidir. (4.1.3) denkleminin istenen tiirevleri hesaplanarak ve

(4.1.2) denkleminde yerine yazilarak bazi matematiksel operasyonlardan sonra Gi

terimine bagli bir polinom elde edilir. Bu polinomun katsayilarini sifira esitleyerek
cebirsel bir denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sistemini ¢O0zmek igin
Mathematica hazir paket programi kullanilabilir. Elde edilen ¢6ziim sonucu varsayilan
(4.1.2) denklemi ¢oziim fonksiyonundaki yerine konulur. Son olarak uygulanan
doniisim tersine isletilerek (4.1.1) denkleminin ¢oztiimleri elde edilir (YYokus, Durur,
Ahmad ve Yao, 2020).

4.2. GELISTIRILMIS Gi - ACILIM METODU

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ailesinin genel formu (4.1.1)

denkleminde verilmektedir. Bu denklem U (5):u(x,t):U , &=kx-vt, Klasik dalga

doniisimii  yapilarak (4.1.2) denkleminde verilen adi diferansiyel denkleme

dontstiiriilebilir. Gelistirilmis Gi - acilim metodu ile (4.1.2) denkleminin ¢6ziimii

asagidaki gibidir:

U(&) =5 +Zn: B (LJ + (LJ : (4.2.1)
= G (9) G (9)

burada £, 5.1 ={1, 2,...,n} daha sonra belirlenecek bilinmeyen sabitleri temsil eder

ve n homojen denge ilkesine gére hesaplanacak bir sayidir. Ayrica G =G(§), (4.1.4)

denkleminde sunulan temel denklemin ¢6zlimiidiir.

Coziimiin denklemi saglamasi ilkesi goz Oniine alinirsa (4.2.1) denklemi (4.1.2)

. . . 1
denkleminin yerine yazilir. Sonrasinda baz1 matematiksel operasyonlardan sonra ey ve

G terimlerine bagl bir polinom elde edilir. Bu polinomun katsayilarini sifira
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esitleyerek cebirsel bir denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sistemini ¢ozmek igin
Mathematica hazir paket programi kullanilabilir. Elde edilen ¢6ziim sonucu varsayilan
(4.1.2) denklemi ¢6ziim fonksiyonundaki yerine konulur. Son olarak uygulanan
doniistim tersine isletilerek (4.1.1) denkleminin ¢6ziimleri elde edilir (Yokus, Duran ve
Durur, 2022).

Kismi diferansiyel denklemlerin analitik c¢oziimlerinde kullanilan agilim

yontemleri, elde edilecek ¢Oziim ailesinin cesitliligini dogrudan etkilemektedir. Bu

baglamda, literatiirde yer alan klasik Gi - acilim metodu ve bunun genigletilmis

versiyonu ile arasindaki temel farkliliklar su sekilde 6zetlenebilir:

Kasik Gi - acilm metodunun ¢o6ziim fonksiyonu: (4.1.3) seklinde ifade

edilmektedir. Bu yaklasimda yalmizca pozitif kuvvetler dikkate alinmaktadir.
Dolayisiyla ¢oziim fonksiyonu, G (£) nin ters kuvvetlerinin pozitif iistel formlarina

indirgenmis olup, ¢6ziim uzaymi smirli bir bi¢imde temsil etmektedir. Buna karsilik,
gelistirilmis yontemin ¢6ziim fonksiyonu, (4.2.1) seklinde tanimlanmakta ve hem pozitif
hem de negatif kuvvetleri igermektedir. Bu durum, ¢6ziim uzaymin daha genis
kapsamda temsil edilmesini saglamakta, lineer olmayan diferansiyel denklemlerde daha
zengin fonksiyonel ¢dziimlere ulasilmasina olanak vermektedir. Ozellikle negatif
kuvvetlerin dahil edilmesi, soliton benzeri hiperbolik ¢oziimlerin elde edilmesinde

avantaj saglamaktadir.
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5. BOLUM
COZUMLER
5.1. SHARMA-TASSO-OLVER-BURGERS DENKLEMINE Gi ACILIM

METODUNUN UYGULANMASI

Bu boliimde, é-aghm yontemi, Sharma-Tasso—Olver—Burgers denklemine

uygulanmaktadir. Denklem (1) ile sunulan Sharma-Tasso—Olver—Burgers denklemi
acilim yontemlerinin genel yaklasimi dogrultusunda, uygun bir ilerleyen eden dalga
dontisimii  kullanilarak adi diferansiyel denkleme indirgenmektedir. Bu amacla,

asagidaki ilerleyen eden dalga doniisiimii kullanilmaktadir.
U(&)=u(xt)=U, &=kx-vt. (5.1.1)

Burada v =0, burada v dalga hizidir ve k frekanstir. Denklem (5.1.1) seklinde
tanimlanan bir iliski, orijinal denklemin sabit profilli ¢éziimleri arastirmaya elverisli
hale getirilmesine olanak tanir. Doniisiim sonucunda elde edilen adi diferansiyel
denklem, acilim yontemi kullanilarak analiz edilmekte ve olast analitik ¢oziimler elde
edilmektedir. Agilim metotlari, karmasik sistemlerin davranigsini anlamak ve ¢dzmek
icin kullanilan etkili araglardir. Bu metotlarin genel isleyisinde, kismi diferansiyel
denklemler genellikle adi diferansiyel denklemlere doniistiiriilerek daha basit bir forma
indirgenir. Bu doniisiim, denklemin ¢6ziim alaninin boyutunu azaltarak analitik ya da
sayisal ¢oziimleme islemlerini kolaylastirir. Ornegin, belirli bir parametre veya
degisken iizerindeki etkilerin izole edilmesiyle, sistemin genel davranisini temsil eden
daha yonetilebilir bir model elde edilir. Boylece, karmasik problemler daha anlasilir
hale gelir ve ¢oziim siiregleri hizlandirilmis olur. Bu yaklasim, miihendislik, fizik ve
matematik gibi birgok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bu bolimde (5.1.1) ile sunulan ilerleyen eden dalga doniisiimii denklem (1)’e

uygulanir ve bir kez integral alinirsa asagidaki adi diferansiyel denklemi elde edilir.

c—VU +bkU? +aku® +k*(b+3U)U +kU =0, (5.1.2)
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burada c integral sabitidir. (5.1.2) denklemindeki U~ ve U® terimlerinden dengeleme
prensibi geregi n =1 elde edilir. Elde edilen dengeleme terimi (4.1.3) ile verilen ¢6ziim
fonksiyonunda yerine yazilirsa, (5.1.2) ile sunulan denklemin asagidaki gibi ¢6ziimii

insa edilir:

U)=5+4 (Gij (5.1.3)

burada f,, B, hesaplanmasi gereken sabitlerdir. (5.1.3)’de sunulan ¢oziim denklem

(5.1.2) denklemini saglar. Bu bilimsel gerc¢eklikte denklem (5.1.3) ¢oziimii denklem

(5.1.2)’de  yerlerine yazilir ve bazi matematiksel operasyonlardan sonra

(éj ,(i=0,1,2,3) polinomu denklemi elde edilir. Sifir polinomun 6zelligi dikkatte

alinarak (é) ,(i=0,1,2,3) ’nin katsayilar1 sifira esitlenerek asagidaki denklem sistemi

elde edilir.
1 0
o :C—Vf, +bk B +ak B =0,
1 1
o VB, +bk*AB, +k° A2 B, + 20k B, B, + 3K A3, B, + 3ak BZ B, = 0,
L\ (5.1.4)
o 1ok upB, + 3k AupB, + 3K uB, B, + bk B2 +3k*AB% +3ak B, B =0,
1 3
) 2k® 12 B, + 3k Bl +ak B =0,
(5.1.4) ile belirtilen denklem sistemlerinin bilgisayar paket programlari ile
¢Oziilmesiyle;
Durum 1:
- K (6k® 5 — Bk Ao By 333 By + 2K A2 i + 3 37 ) L 3(-2kupy + ki)
K | A " (5.15)
oo T Bk 2B (uy— AR) (24 — )
g I3 ’

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’de yerine yazilirsa denklem (1) i¢in analitik ¢6ziim
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u, (x,t)= 4, +,81/(—§+cl cosh {A[kx+i2kzt(6kyz/302 —6KAup, B~ 3ups B+ 2kA° B + 32, )

Jis H (5.1.6)
—¢,sinh {ﬂ[kx+%kzt(6k 12 B2 —6KAup, B, —3upl B, + 2k A2 B2 +3/1,30ﬂf)ﬂ).

1

elde edilir. Ilerleyen eden dalga déniisiimii ve acilim ydntemi uygulanarak elde edilen
Sharma-Tasso—Olver—Burgers denkleminin analitik ¢oziimii denklem (5.1.6) ile
sunulmaktadir. Sabit parametreler, ¢oziimiin genlik, hiz ve profil yapisim1 dogrudan
etkilediginden, uygun secimleri ¢6ziimiin fiziksel gegerliligi agisindan kritik oneme
sahiptir. Grafikteki profil, belirli parametre degerleri altinda sistemin karakteristik

davranigin1 asagidaki grafik yansitmaktadir.

=0.f
-0.0852626
-0.0852626
-0.085260\ 3 -0.0852626

upxt) |
-0,085265 |
t

-0.0852626

-0.0852626

T s == i -10 -5 0 5 10 =10 =5 0 5 10

Sekil 6. (5.1.6) ¢oziimiindeki S, =0.02, k =0.001, x#=0.1,¢, =0.05 £ =0.11=0.1
sabitleri i¢in (1) denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Sekil 6 ile sunulan grafik hem analitik ¢oziimiin gegerliligini gorsellestirmek hem
de sabit parametrelerin ¢6ziim Tlzerindeki belirleyici roliinii vurgulamak amaciyla
sunulmustur.
Durum 2:

Bi=—kp, v=k(bki+K*2%+2bf+3KABy+345 ), a=1 c=kpy(ki+fBy)(b+kai+24,), (5.1.7)

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’de yerine yazilirsa (1) ile verilen denklemin analitik

¢ozimi

u, (x,t) =—((kz)/ (—§+cl cosh| A (koc—kt bk + k247 + 205, + 3k 25, + 357 | (5.1.9)

—c,sinh| 2 (loc—kt (bk2-+K*2 + 204, + 325, + 357 )) )+ Ay,

elde edilir.
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ta(x.t)

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 = —
-0 -5 o0 5 10

-5 0 5 10

Sekil 7. (5.1.8) ¢oziimiindeki S, =0.05 k=0.2, x=0.1,¢, =01 =01 1=01b=1
sabitleri i¢in (1) denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Analitik ¢oziimiin gilivenilirligine dair bir fikir vermesi ve sabit parametrelerin
etkisini 6ne ¢ikarmasi amaciyla olusturulan grafik, Sekil 7°de yer almaktadir.
Durum 3:
v=-2k31%-3k?4f8,, b=-3kA, a=0, u=0, c=-2k’12p4,, (5.1.9)
elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’de yerine yazilirsa (1) ile verilen denklemin analitik

¢Ozumil
Uy (x,t) =, + 3 /(c1 cosh 2 (kx—t(~2k*2% ~3kA4; )) |, sinh 4 (lox—t (-2k2° —3k21,6'0))]), (5.1.10)

elde edilir.

: : g 2
30 = %
-1 -~ el

uz(x.8)20F

s = 2 X X
=10 -5 0 5 10 =10 -5 0 5 10

Sekil 8. (5.1.10) ¢oziimiindeki S, =0.05k =0.2,c, =0.1, 5, =0.5, 41 =1 sabitleri igin
(1) denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Sekil 8’de verilen grafik, analitik ¢oziimiin dogrulugunu ortaya koymak ve sabit
parametrelerin ¢6ziim {izerindeki etkisini 6n plana ¢ikarmak i¢in hazirlanmistir.

Durum 4:

By =0, v=-2k’2%, b=-3k1, a:z"“—zgk“ﬂl, c=0, (5.1.11)
1
elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’de yerine yazilirsa (1) ile verilen denklemin hiperbolik

¢Ozimu
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0 (00) = 5 | (5.1.12)
—%-Fcl cosh [i(kx+ 2k3t/12)]—clsinh [ﬁ(kx+ 2k3t12)J

elde edilir.

-4.95065

0.8
-4.95070
0.6

1)

04

0.5t -4.95080 0.2

0.0

Sekil 9. (5.1.12) ¢6ziimiindeki k =0.2,¢, =0.1, 5, =0.5, 4 =0.05, £ =0.01 sabitleri igin

(1) denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri.
Sekil 9’da yer alan grafik, analitik ¢oziimiin gegerliligini kanitlamak ve sabit

parametrelerin ¢oziimdeki rollinli 6ne ¢ikarmak amaciyla verilmistir

5.2. SHARMA-TASSO-OLVER-BURGERS DENKLEMINE GELISTIRILMIS

é - ACILIM METODUNUN UYGULANMASI

Bu bolimde gelistirilmis Gi - a¢ilim metodu, Sharma-Tasso-Olver-Burgers

denklemine uygulandi. (1) ile verilen Sharma-Tasso-Olver-Burgers denklemini
diisiinelim. Eger

U(&)=u(xt)=U, &=kx-t, (5.2.1)
dalga doniisiimiinii uygularsak

c—vU +bkU?+aku®+k*(b+3U)U +kU =0, (5.2.2)
denklemini elde ederiz. Burada c integral sabitidir.

(5.2.2) denklemindeki U~ ve U*® terimlerinden dengeleme prensibi geregi n=1

elde edilir. (1) denkleminin (4.2.3) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilirsa

U =4+4 [éj"'ﬂz (G), (5.2.3)
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yazilabilir. (5.2.3)’de verilen ¢6ziim (5.2.2)’de verilen denklemde dikkate alinarak
gerekli tlirevler alinir ve (G’)i, (éj ,(1=0,1,2,3) polinomunun katsayilar1 sifira

esitlenerek

3 (5.2.4)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.2.4) ile belirtilen denklem sistemlerinin

bilgisayar paket programlari ile ¢6ziilmesiyle;

Durum 1:
_ 2k o 3 9 o B o - P _ous
B = 3 , Bo= 2I(#,v_ 2k,Bo,b_ 5 ,a=0, A= 2k,c_gkﬂo, (5.2.5)

elde edilen ¢oziimler (5.2.3)’de yerine yazilirsa (1) ile verilen denklemin analitik

¢Ozumu
34 kX+gktﬂ2 34 kX+gktﬂ2
2k 1 0 2 0 . 0 2 2k 1
Ug (X,t) =——=| c,cosh +¢,sinh +
3 2k 2k 38,
(5.2.6)
34 kx+gktﬂ2 34 kX+gktﬂ2
35 0 2 P . 0 2 7 2k u
+ 5, - ¢, cosh +¢,sinh + ,
2k 2k 2k 38,

elde edilir. a=0durumunda Sharma-Tasso-Olver-Burgers denkleminin 6zel bir hali
olan Klasik Burgers denklemini ifade etmektedir. Bu 6zel durum, lineer olmayan
difiizyon ve konveksiyon etkilerinin birlikte incelenmesine olanak saglayarak,

denklemin fiziksel sistemlerdeki davranisini daha anlagilir kilmaktadir. Sharma—Tasso—
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Olver—Burgers denkleminin analitik ¢oziimleri, seyahat eden dalga donlisimii ve
genisletilmis acilim yontemleri uygulanarak elde edilmistir ve s6z konusu ¢oziim,
denklem (5.2.6) ile ifade edilmektedir. Analitik ¢oziim siirecinde sabit parametrelerin
secimi, ¢Ozlimiin genligi, dalga hiz1 ve profil yapis1 tizerinde dogrudan belirleyici bir rol
oynamaktadir. Bu nedenle, parametrelerin uygun sekilde belirlenmesi, elde edilen
¢cozlimiin fiziksel olarak anlamli ve gegerli olmasini saglamak acisindan kritik 6neme
sahiptir. Ayrica, ¢oziimiin grafiksel temsili, belirli parametre degerleri altinda sistemin
karakteristik davranisini acik bir sekilde ortaya koymakta ve dalga yapisinin evrimini
gorsellestirmektedir. Boylelikle, analitik ¢oziim ve grafiksel analiz, denklemin fiziksel

ve matematiksel 6zelliklerini detayl1 olarak inceleme imkani sunmaktadir.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Sekil 10. (5.2.6) ¢oziimiindeki S, =0.5k=0.2, x=0.1,¢, =0.1 sabitleri igin (1)

denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri.
Sekil 10’da yer alan grafik, analitik ¢éziimiin gecerliligini kanitlamak ve sabit

parametrelerin ¢6ziimdeki roliinii 6ne ¢ikarmak amaciyla verilmistir

Durum 2:
5 o V__kz(ek/fﬂoz—szuﬂoﬂl—Syﬁ§ﬂ1+2kzzﬂlz+3/1/30ﬂf) L 3(2kupy +kipy)
o A | A (527
a:—2k2y2—3kyﬂ1, C:_2k3ﬁ0(—2yﬂo+/1/)’1)(—yﬁ0+/1ﬂ1)’
1312 ﬂlz

elde edilen ¢oziimler (5.2.3)’de yerine yazilirsa (1) ile verilen denklemin analitik

¢Ozimi

B; ﬂ (5.2.8)
—c,sinh {A(kx+%k2t(6kyzﬁ§ —6kAuf, B, —3uB2p, + 2k A2 5 +3/1ﬂ0,812)ﬂ),

1

1
Us (X, t)= S, + B,/ (—%+clcosh {i(kx+—2k2t(6ky2ﬁ§ —6KAupB, B, —3upi B, + 2k A’ B +3ﬂ,ﬁ0ﬂf)
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elde edilir.
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0
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Sekil 11. (5.2.8) ¢oziimiindeki £, =0.05 k=0.2, ©x=0.1,¢,=0.1 =01 1=01

sabitleri i¢in (1) denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Analitik ¢6ziimlin dogrulugunu gorsellestirmek ve sabit parametrelerin ¢dziim
tizerindeki 6nemini belirtmek i¢in Sekil 6’da ilgili grafik sunulmustur.
Durum 3:
_K2upi (2ku+3p;) b0 4 2o a=—2k2y2—3kyﬂ1
£ A g

elde edilen ¢oziimler (5.2.3)’de yerine yazilirsa (1) ile verilen denklemin analitik

132:0’\/:

(5.2.9)

¢ozimu
Zyﬁo(kx+k2t'u'8°2(;lyl+3ﬁl)] Zﬂﬁo[kx+l(zulﬁg(;w1 (5.2.10)

U, (x,t)= 4, + B, 1| c,cosh F 1 —¢,sinh F 1 —% ,
elde edilir. Denklemin sade hali

_ 1 (5.2.11)
Ug (X't) =fo| 1+ 2k ufi(}BE -+t (2ku+3)) '

_14_ e A Clﬂo
2 B

seklindedir. Denklemin analitik ¢6ziimii yukarida sunulmustur ve elde edilen ¢6ziim,
genel formu ile Sharma-Tasso-Olver denklemini temsil etmektedir. Bu 6zel durum,
denklemin lineer olmayan ve difiizyon terimlerini bir arada icerdigi karmagik yapisini
ortaya koymakta ve ¢Oziimiin matematiksel Ozelliklerini detayli olarak incelemeye

olanak saglamaktadir. Sharma—Tasso—Olver denklemi, farkli parametre degerleri altinda
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cesitli dalga davraniglarini modelleyebilmekte olup, fiziksel sistemlerdeki gercekei akis
ve difiizyon siireclerini agiklamada onemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Boylece,
denklemin analitik ¢oziimii yalnizca matematiksel bir ifade olmaktan Ote, sistemin
dinamik ozelliklerini anlamak ve karakteristik davraniglarin1 6ngérmek acisindan kritik

bir 6neme sahiptir.

-0.0520325

-0.0520325

-0.0520325

-0.0520325

005201

(1) 05202 \
~0.05203

—0.05200\
-0.0520325

-0.0520325

-0.0520325

Sekil 12. (5.2.10) ¢oziimiindeki £, =0.05k=0.2, £=0.1, ¢, =0.1, B =0.5 sabitleri
icin (1) denkleminin 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Sekil 12°deki grafik, analitik ¢oziimiin gegerliligini gostermek ve sabit

parametrelerin ¢oziim tizerindeki etkisini vurgulamak amaciyla sunulmustur.
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SONUC

Bu tez calismasinda, akigkanlar mekanigi alaninda 6nemli bir yere sahip olan
Sharma-Tasso-Olver-Burgers denkleminin analitik ¢oziimleri detayli bir sekilde

incelenmistir. Denklemin c¢ozlimlerini elde edebilmek amaciyla literatiirde yaygin

olarak kullanilan iki yontem olan Gi - a¢ilim metodu ve bu metodun gelistirilmis bir

versiyonu olan gelistirilmis Gi - a¢1lim metodu uygulanmistir. Bu yontemler sonucunda

elde edilen ¢6ziim fonksiyonlari incelendiginde, 6zellikle sinh ve cosh gibi hiperbolik
fonksiyonlar igeren terimlerin bulundugu goriilmiistiir. Bu durum, elde edilen
¢oziimlerin hiperbolik tipte ilerleyen dalga c¢oziimleri oldugunu agik¢a ortaya
koymaktadir. Uygulanan yontemlerin ortak 6zelligi, yalnizca hiperbolik tipte ¢ozlimler
tiretmesidir. Bu da, diger analitik yontemlerle karsilastirildiginda, daha sinirl bir ¢6ziim
yelpazesi sunduklarini gostermektedir. Dolayisiyla bu iki metot, Sharma-Tasso-Olver-
Burgers denklemi igin tek tipte, yani yalnizca hiperbolik dalga ¢oziimleri saglayan
teknikler olarak degerlendirilmistir.

Acilim yontemleri, kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine ulagmada
yaygin olarak tercih edilen teknikler arasinda yer almaktadir. Bu baglamda, klasik
acilim metodu ve gelistirilmis acilim metodu, ¢oziim yapilarinin farkli modellenmesi
bakimindan 6nemli farkliliklar gostermektedir. Klasik agilim metodu, denklem (5.1.3)
kapsaminda uygulanmis olup, ¢6ziim fonksiyonunu yalnizca yardimci fonksiyonun
tiirevinin tersine bagl olarak ifade etmektedir. Bu yontem, cebirsel agidan daha az
karmagik bir yap1 sunsa da, lineer olmayan bilesenlerin ayrintili bigimde temsil
edilmesinde belirli kisitlamalar barindirmaktadir. Dolayisiyla, nispeten basit yapili
problemlerde hizli ve yeterli sonuglar saglayabilen bu yaklasim, daha karmagik
sistemlerde ¢6ziim cesitliligi ve islem yogunlugu olusturabilir. Ote yandan, gelistirilmis
actlim yontemi denklem (5.2.3) kapsaminda uygulanmis; ¢6ziim ise hem tiirev terimini
hem de onun tersini igerecek sekilde genisletilmistir. Bu genellestirilmis yap1, ¢6zim
uzaymin esnekligini artirmakta ve lineer olmayan dinamiklerin daha etkin bigimde
modellenmesini miimkiin kilmaktadir. Ancak bu avantaj, beraberinde artan cebirsel

karmasiklik ve islem maliyetini getirmektedir. Sonug olarak, klasik ac¢ilim metodu
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diisiik islem yiikii ve uygulama kolayligi sunarken, gelistirilmis acilim metodu daha
kapsamli ve yiiksek dogruluklu ¢ozlimler elde edilmesine olanak saglamaktadir. C6ziim
metodunun sec¢imi, ele alinan problemin dogasi ve istenen ¢oziim hassasiyeti dikkate
alinarak yapilmalidir.

Denklem (5.2.4) ile sunulan denklem sistemi, gelistirilmis agilim metodu
kullanilarak elde edilmistir. Buna karsilik, denklem (5.1.4) ile sunulan sistem, klasik
acilim metodu temel alinarak tiiretilmistir. Her iki yontem de Sharma—Tasso—Olver—
Burgers tiirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine ulagsmak amaciyla
kullanilmakla birlikte, ortaya ¢ikan denklem sistemlerinin yapisal ve islem yiki
acisindan belirgin farkliliklar gosterdigi gozlemlenmektedir. Gelistirilmis acilim
metoduyla elde edilen denklem sisteminde, klasik yonteme kiyasla daha fazla terim ve
parametre yer almakta olup, bu durum ¢6ziim siirecinin islem yogunlugunu artirmakta,
ancak ayni zamanda ¢Ozliimiin esneklik ve dogrulugunu da Onemli Olgilide
gelistirmektedir. Ozellikle lineer olmayan terimlerin daha hassas temsil edilmesi ve
genellestirilmis fonksiyon formlarinin dahil edilmesi sayesinde, sistemin fiziksel
gergeklige uygunlugu artmaktadir. Sonug olarak, Denklem (5.2.4) ile elde edilen sistem
daha karmasik bir yapiya sahip olsa da, sagladig1 ¢oziim kalitesi bakimindan Denklem
(5.1.4) ile elde edilen klasik yaklagima gore daha avantajlidir. Ancak bu kazanim,
hesaplama siiresi ve cebirsel operasyon gereksinimi agisindan daha yiiksek bir islem
maliyeti ile elde edilmektedir.

Sharma—Tasso—Olver—Burgers tipi diferansiyel denklemin analitik ¢dziimlerine
ulasmak amaciyla uygulanan klasik ve gelistirilmis acilim metotlarinin sonuglari
karsilagtirilabilir. Klasik agilim metodunun uygulanmasiyla elde edilen denklem (5.1.6),
sade yapili bir ¢oziim fonksiyonu Onerirken; gelistirilmis acilim metoduyla elde edilen
denklem (5.2.6) ise daha kapsamli ve parametrik agidan zengin bir ¢dziim sunmaktadir.

Klasik acilim metodunda, ¢6ziim fonksiyonu daha az sayida terim igerdiginden
dolay1 elde edilen denklem yapist daha basit ve islem agisindan daha az yogundur.
Ancak bu yontem, lineer olmayan yapilari sinirlt sekilde temsil edebilmekte, dolayisiyla
¢oziim uzayr daha dar kalmaktadir. Bu durum, ozellikle karmagik dalga profillerinin
modellenmesinde yontemin yeterliligini sinirlandirmaktadir. Gelistirilmis acilim metodu
ise, klasik yapinin Otesine gecerek ¢oziim fonksiyonuna ek terimler dahil eder. Bu

yaklagim, denklem (5.2.6)’da da goriildiigli gibi, ¢6ziimiin daha fazla parametreye bagl
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hale gelmesini saglar. Boylece elde edilen ¢oziimler hem daha esnek hem de farkl
fiziksel durumlara uyum saglayabilecek cesitlilikte olur. Gelistirilmis yontem, cebirsel
olarak daha karmasik bir islem siireci gerektirse de, ¢Ozlimiin fiziksel anlamini
giiclendirmesi bakimindan O©nemli avantajlar sunar. Her iki denklem sistemi
karsilastirildiginda, klasik agilim metodu ile elde edilen ¢6ziim yapist daha sade olmakla
birlikte sinirli ¢6zlim profilleri sunarken; gelistirilmis agilim metodu daha genel, esnek
ve fiziksel olarak daha anlamli ¢oziimler iiretmektedir. Bu baglamda, ¢o6ziim kalitesi ve
kapsam1 dikkate alindiginda gelistirilmis a¢ilim metodunun lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢O6zlimiinde daha etkili bir yontem oldugu
sOylenebilir.

Gelistirilmis agilim metodunun uygulandigi denklem (5.2.5) kapsaminda, belirli
sabitlere uygun sekilde verilen 6zel parametre degerleri ile Sharma—Tasso—Olver
denkleminin klasik formu elde edilmistir. Bu durum, tiiretilen ¢6zlim ailesinin yalnizca
genel bir diferansiyel denklemi degil, ayn1 zamanda literatiirde fiziksel anlami iyi
tanimlanmis alt denklemleri de igerdigini gostermektedir. Benzer bi¢imde, denklem
(5.2.10) incelendiginde, sabitlerin alternatif degerlerle atanmasi durumunda bu
denklemin Burgers denklemiyle 6zdeslestigi gézlemlenmistir. Dolayisiyla elde edilen
genel yapi, farkli sabit konfigiirasyonlari araciligiyla hem Sharma—Tasso—Olver
denklemini hem de Burgers denklemini 6zel durum olarak biinyesinde barindirmaktadir.

Bu bulgular, elde edilen denklemin parametrik anlamda esnek ve ¢ok yonlii bir
yapiya sahip oldugunu ortaya koymaktadir. Baska bir deyisle, gelistirilen sistem
yalnizca tekil bir fiziksel modeli degil, cesitli fiziksel siiregleri temsil eden Onemli
diferansiyel denklemleri de kapsayan bir birlesik denklem formu sunmaktadir. Boyle bir
birlesik yap1, hem analitik ¢6ziim yontemlerinin gegerlilik alanin1 genisletmekte hem de
fiziksel olaylarin ortak matematiksel temeller iizerinden modellenebilmesine olanak
tanimaktadir. Bu yoniiyle denklem (5.2.5) ve denklem (5.2.10), lineer olmayan dalga
hareketlerinin, viskoz akislarin ve difiizyon tipi siireglerin tek bir cati altinda ele
alinmasina imkan saglayan giiclii bir ¢ergeve sunabilir.

Elde edilen analitik ¢oziimler, grafiksel temsilleri iizerinden ayrintili olarak
incelenmis ve gosterdikleri yapisal oOzelliklere gore siniflandirilmistir. Coziim
fonksiyonlarmin karakteristik davraniglari, hem analitik ifadeleri hem de bu ifadelere

karsilik gelen grafiksel profiller dogrultusunda degerlendirilmistir. Analizler sonucunda
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coziimler temel olarak iki ana sinifa ayrilmistir: tekil ¢oziimler ve hiperbolik formda
coztimler. Tekil coziimler, belirli noktalarda ¢6ziim fonksiyonunun ani degisim
gosterdigi veya asimptotik davraniglar sergiledigi yapilardir. Bu tiir ¢oziimler, fiziksel
sistemlerde darbe etkileri, sok dalgalar1 ya da keskin gecis bolgeleri gibi olgulari
modellemek i¢in kullanima uygundur. Hiperbolik formda ¢oziimler ise baslangic ve
denge diizeyleri arasinda diizgiin, siirekli ve yumusak gecisler sunan yapilardir. Bu tip
¢oziimler genellikle siniis hiperbolik (sinh) veya Kkosiniis hiperbolik (cosh)
fonksiyonlar1 igeren matematiksel formlarla tanimlanmakta olup, sistemlerin zamanla
dengeye yaklasan davranislarini temsil etmektedir. Hiperbolik yapilar, 6zellikle viskoz
akis, 1s1 yayilmi ve dalga gecis siirecleri gibi c¢esitli fiziksel sistemlerin
modellenmesinde dnemli bir yer tutmaktadir. S6z konusu siniflandirma, yalnizca ¢6zim
ifadelerinin yapisal bigimlerine degil, ayn1 zamanda parametrelerin ¢ozliim itizerindeki
etkilerine de dayanmaktadir. Parametrelerin uygun sekilde degistirilmesi ile ¢oziim
profili tekil yapidan hiperbolik gecis formuna doniisebilmekte, bu da ¢éziim ailesinin
parametrik olarak ne denli esnek oldugunu gostermektedir. Sonu¢ olarak, analitik
¢Oziimlerin grafiksel analizi, yalnizca ¢6zliim bi¢imlerinin tanimlanmasi agisindan degil,
ayn1 zamanda bu ¢oziimlerin fiziksel anlamlarinin ortaya konulmasi bakimindan da
kritik bir rol oynamaktadir. Bu kapsamda yapilan incelemeler, elde edilen ¢oziimlerin
fiziksel sistemlerin farkli rejimlerine uygunluk tasidigini ve cesitli uygulamalarda

kullanilabilecek gii¢lii modeller sundugunu gostermektedir.
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