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OZET

Bu tez ¢alismasinda, kesirli mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklemler ve
sistemlerinin rastgele parametreler igeren halleri ele alinmis ve bu tiir denklemlerin
¢oziimlenmesinde Shehu analiz doniisiim yontemi kullanilmistir. Shehu analiz doniisiim
yontemi, diger dontisiim tekniklerine gore daha basit islem adimlarina sahip olmasi, kisa
stirede yakinsak sonuglar elde edilmesini saglamasi agisindan avantajhidir.

Calismada oncelikle Caputo-Fabrizio kesirli mertebeden tiirev tanimi, rastgele
Bagley-Torvik tipi denklem tanimi, ters shehu doniisiim yontemi tanim ve Gzellikleri
verilmistir. Katsayilar ya da baslangi¢ kosullart siirekli olasilik dagilimlarindan Normal,
Duizguin, Ustel, Ucgensel, Beta, Erlang ve Gamma dagilimlarindan segilerek denklemler
rastgele hale getirilmistir. Rastgele alinan baslangi¢c kosullar1 veya katsayilara sahip
kesirli mertebeden adi ve kismi diferensiyel denklemler i¢in yaklasik analitik ¢oziimler
tiiretilmis ve bu ¢oziimlerin beklenen deger, varyans ve giiven araliklar1 hesaplanmstir.
Tiretilmis ¢oziimlerin karsilik gelen grafikleri, Matlab veya Maple yazilim paket
programlari kullanilarak bulunmustur.

Elde edilen sonuglar, Shehu analiz doniisim yonteminin rastgele kesirli
mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklem ve denklem sistemlerinin analitik ve
yaklasik ¢6ziimlerinde basarili, hizli ve giivenilir bir yontem oldugunu ortaya koymustur.

Bu yoniiyle ¢alisma, uygulamali matematik alaninda 6nemli bir katki sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Analitik ¢oziim, Beklenen deger, Caputo-Fabrizio kesirli

tirev, Kesirli diferansiyel denklemler, Shehu analiz doniisiim yontemi
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SUMMARY

This thesis examines fractional order ordinary and partial differential equations,
together with their systems incorporating random parameters, utilizing the Shehu analysis
transformation method for their resolution. The Shehu analysis transformation method is
beneficial due to its streamlined process stages relative to other transformation
approaches and its ability to yield convergent findings rapidly.

Initially, the paper presented the definition and characteristics of the Caputo-
Fabrizio fractional order derivative, the formulation of the random Bagley-Torvik type
equation, and the inverse Shehu transformation technique. The coefficients or beginning
conditions were derived from continuous probability distributions, including Normal,
Uniform, Exponential, Triangular, Beta, Erlang, and Gamma distributions, and the
equations were randomized. Approximate analytical solutions for fractional-order
ordinary and partial differential equations with random initial conditions or coefficients
were derived and the expected values, variance, and confidence intervals of these
solutions were calculated. The corresponding graphs of the derived solutions were found
using Matlab or Maple software packages program.

The results indicate that the Shehu analysis transformation method is an effective,
rapid, and dependable approach for analytical and approximation solutions of ordinary
and partial differential equations, as well as systems of arbitrary fractional order. This

paper significantly contributes to the domain of applied mathematics.

Keywords: Analytic solution, Expected value, Caputo-Fabrizio fractional

derivative, Fractional differential equations, Shehu analysis transformation method
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1. GIRIS

1.1. Tezin Amaci ve Kapsami

Klasik turevler ve integralleri kullanan kesirli hesaplama, son zamanlarda fizik,
miithendisligin ¢esitli dallari, biyoloji, tip ve ekonomi gibi ¢esitli alanlarda basarili bir arag
olarak ortaya ¢ikmistir. Rastgele (stokastik) yapilarin kesirli tiirevlerle birlestirilmesi,
ozellikle stiregleri iceren sistemlerin modellenmesinde, daha kapsamli ve ayrmtih
sonuglara izin vermistir. Geleneksel kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, ¢ok
sayida fiziksel siireci ve karmasik sistem 6zelliklerini korumak i¢in degerli bir arag olarak

One ¢ikmaktadir.

Kesirli diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin kullanilan analitik ve yar1 analitik
yontemler arasinda doniisiime dayali teknikler 6ne ¢ikmaktadir. Bu tekniklerden biri olan
Shehu doéniisiimii, son zamanlarda kesirli ve rastgele sistemlerin ¢6ziimiinde oldukca
faydali oldugu gosterilmistir. Shehu doniisim yontemi, klasik Laplace ve Sumudu

dontistimleri gibi doniisiimlere benzer yeni bir integral doniistimiidiir.

Bu tez kapsaminda birinci boliim olarak tezin amaci, kapsami ve ilgili literatiir
verilmistir. Ikinci bdliim olarak tezde kullanilan basta Shehu ydntemi olmak iizere
Caputo-Fabrizio kesirli tirevler ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
siirekli olasilik dagilimlar1 ve karakteristik 6zellikleri verilmistir. Ugiincii bolim olarak
Bagley-Torvik adi diferensiyel denklem basta olmak iizere baslangi¢c kosullar1 veya
katsayilar1 rastgele olan adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemleri Shehu doniisiim ve
hibrit yontem olan Shehu-Adomian ayristirma yontemleri yardimiyla ¢6ziilerek olasilik

karakteristikleri hesaplanmistir.

Bu tezin amaci, Shehu doniisim yontemi ve Adomian ayrigtirma yontemi gibi
analitik yaklasimlar1 kullanarak rastgele etkili kesirli mertebeden adi, kismi ve
diferensiyel denklem sistemlerinin c¢oziimlerini elde ederek, ¢o6ziimiin olasilik
karakteristiklerinden en ¢ok kullanilan beklenen deger, varyans ve giiven araligi

hesaplanarak grafiksel olarak gdstermektir.



1.2. LITERATUR OZETi

Son yillarda, klasik tiirevlerin prensiplerini kullanan kesirli tiirev 6n plana ¢ikmustir.
Shehu donilisimii ilk olarak 2019'da 1. Shehu ve meslektaslar1 tarafindan
tanitilmistir(Shehu v.d., 2019). Bu makalede Shehu donisiimiinii tanimlandi, temel
Ozellikleri verildi ve klasik diferansiyel denklemlere uygulanabilirligini gosterildi.
Onerilen yaklasim, 6ncelikle baslangi¢ kosullarinin gelismis kullanimi ve ¢dziim tiiretme
slireci boyunca integral ifadeleri ele alma zorunlulugunu en aza indirme kapasitesi
nedeniyle dikkat cekiciydi ve aynm1 zamanda integraller giicli bir ara¢ olarak ortaya
cikmistir. Akinyemi v.d tarafindan 2020 yilinda(Akinyemi v.d., 2020) yapilan ¢calismada
fizik ve miihendislikten kaynaklanan zaman kesirli genellestirilmis Burgers-Fisher
denklemi, geriye dogru Klomogorov denklemi, Klein-Gordon denklemi, genellestirilmis
iki boyutlu biyolojik popiilasyon modeli ve iki boyutta politropik bir gazin kararsiz akisini
yoneten denklemini Shehu doniisiim yontemi ile ¢ozmiislerdir. Khalouta v.d tarafindan
2020 yilinda (Khalouta v.d., 2020) yapilan ¢alismada degisken katsayili dogrusal
olmayan Caputo zamanli kesirli dalga benzeri denklemlerin ¢O6ziiminde Shehu
varyasyonel-iterasyon yontemi (SVIM) ile Shehu ayristirma yontemi (SDM)
karsilastirilmistir. Singh v.d tarafindan 2020 yilinda yapilan ¢alismada(Singh v.d., 2020)
Shehu doniisiim yontemi ile Adomin ayrisim yontemini birlikte kullanarak hibrit bir
yontem olusturarak, kesirli ve kesirsiz mertebeden dogrusal olmayan adi diferensiyel
denklemlerin seri formunda ¢6ziimiiniin ayrintili analizini vermislerdir. Alfageih v.d
tarafindan 2020 yilinda yapilan caligmada(Alfageih v.d., 2020), tek boyutlu Shehu
doniisiimii kavramini iki boyutlu Shehu déniisiimiine yani Iki boyutlu Shehu doniisiimiine
genellestirerek, yontem ile ilgili bazi temel 6zellikler ve teoremleri olusturdular.

Yakin zamanda rastgele diferansiyel denklemler ile alakali ortaya koyulan
caligmalar; Merdan vd. 2019 yilinda, rastgele kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
Diferansiyel doniisiim yontemi ile kismi diferansiyel denklemlerin baslangic sartlar1 ve
parametreleri Beta dagilim ile incelenmistir (Merdan vd.,2019). Merdan vd. tarafindan
2023 yilinda yapilan c¢aliymada adi diferansiyel denklemlerin katsayilarinmn veya
baslangi¢ kosullarinin rastgele se¢ilmesiyle elde edilen adi diferansiyel denklemlerinin

¢cozimleri Residual kuvvet serisi yontemi ile incelenmistir (Merdan vd.,2023).



Merdan vd. tarafindan 2024 yilinda yapilan c¢alismada rastgele HIV/AIDS
modelinin kesirli mertebeden yaklagik analitik ¢6ziimii diferansiyel doniisiim yontemiyle
incelenmistir (Merdan vd.,2024). Sahin tarafindan 2024 yilinda yapilan tez ¢aligmasinda
baslangi¢ kosullar1 ve katsayilari rastgele degisken secilerek rastgele hale getirilen kismi
diferansiyel denklemler Aboodh-Adomian ayristirma yontemi kullanilarak yaklasik
analitik ¢ozlimleri elde edilmistir (Sahin, 2024). Yasin vd. 2025 yilinda yapilan ¢aligmada
Caputo-Fabrizio rastgele kesirli adi diferensiyel denklemleri Aboodh doniisiim yontemi

yardimiyla ¢ozmiislerdir.



2. BAZI TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Shehu Doniisiim Yontemi
Tamm 2.1.1. Bir f(t) fonksiyonunun Shehu doniisiim asagidaki gibi tanimlanir. Bir A

fonksiyonlar kiimesi

14

= {f(t) : AN, n,n, > 0,|f(D)| <N e("_i),t € (=1)! x [0,00),i = 1,2}

seklinde tanimlanir. Kiimesinde tanimlanan bir fonksiyon i¢in N sayist sonlu sayida olup

1n.Vve 1M, sonlu veya sonsuz olabilir. Shehu doniisiim S operatoru ile,

[oe]

SIF(D] = F(s,u) = f exp (= ) fodt = lim f DFOdt; s>0,u>0,
0

tanimlanir (Maitama ve Zhao, 2019).

Tanim 2.1.2. Ters Shehu doniisiimii ise,
F(s,w]=f@); t = 0.

veya

STUF(sw] = £(©) = 5= [y s exp () F(s,u)ds.

2mi
Seklinde tanimlanir(Maitama ve Zhao, 2019).

2.2. Shehu Déniisiim Ozellikleri

u
S[1] = ~
2
S[t] = =
. _ au?
S[sinat] = rauz
us
S[cosat] = ratut
TL+1
[ ] =0,12,..

S[f() + g®)] = S[f®)] + S[g(t)] (dogrusallik 6zelligi).

S[f(a)] =2F (3,u); a € R (Slgek degistirme ozelligi).

S [df (t)] F( ,u) — £(0) (f(¢) fonksiyonun 1. mertebeden tiirevi).



2
S [%] = (i) F(s,u) == £(0) — f'(0) (£ (t) fonksiyonun 2. mertebeden tirevi).
n n n—(i+1) ,i ;
S [%ff)] = (i) F(s,u) - Y&4 (i) %t(f) o (f (t) fonksiyonun n. mertebeden
tlrevi).

S[e” F(0)] = (=) F(s — bu, u); b € R (Steleme zellii).

Teorem 2.1.1. S[f(t)] = F(s,u) ve S[g(t)] = G(s,u) olsun. (f * g)(t)

fonksiyonunun konvolusyon doniisiimii

(fx9)®) = [ ft —Dg@)dr olup
Konvoliisyonun Shehu doniisiimii

S[(f * g)(®)] = F(s,w)G(s,u)

sekilde tanimlanir (Belgacem ve Baleanu., 2019).

2.3. Shehu Doniisiimii ile Laplace Doniisiimii arasindaki iliski

f(t) € Aolsun. v fonksiyonunun Laplace doniisiimii L(s), Shehu doniistimii S (s, u)

olmak uzere
u = 1 alinirsa,
S(s,1) = L(s)
oldugu goriiliir (Bokhari ve ark, 2019).

Tamm 2.1.3. f € H'(a,b), b > aven < a < n + 1 olsun. Liouville & mertebesinin

Caputo kesirli tiirevi su sekilde tanimlanir:

t —a—
DEDF(E) = s [3 F (Ot = DDz, ¢ > 0.

Tamm 2.1.4. f(t)’nin 0 < a < 1 mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli tlrevi agagidaki

gibi tamimlanir:

t
1

CFDéi)f(t) = %f f'(¥exp [—a :ZC] dr, t >0
0



burada M(a) normalizasyon fonksiyonudur (herhangi bir diizglin pozitif fonksiyon)
M(0)=M(1)=1ve f € H'(a,b),b>a.

2.4. Baz1 Olasiik Dagilimlar

2.4.1. Normal Dagilim

X Siirekli rastgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

1 _(x—p)?

(x) = e 20 ; —o<x<oo,u€ERoc>0 (uo?
fx o U 2

icin X rastgele degiskeni ( p, 02) parametreli normal dagilima sahiptir denir. Normal
dagilim igin X' ~N( u, 02) notasyonu kullanilir (Akdeniz, 2014;Feller, 1968;Khaniyev
vd.,2017).

Beklenen Deger ve Varyans;

E(X) = u, E(X?) = p?> + 0% ve Var(X) = o2

2.4.2. Beta Dagilinm

o ve & degiskenlerinin sifirdan biiyiik tiim degerleri i¢in

B(p,¢) = fol x°71(1 —x)dx
beta fonksiyonu olarak tanimlanir(Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).
Beta dagilimmin beklenen deger ve varyansi;

_ e
E(X) = -2

_ 13 . .
Var(X) = IR0 ErD seklindedir.

2.4.3. Gamma Dagihim
X'in negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele degisken oldugunu

varsayalim. Bu degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanabilir;

]
)4 6-1,-yx >
o , x20,0, 0
Ko ={r@"* ¢ * * v
0, diger yerlerde.
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Olasilik yogunluk fonksiyonu yukaridaki gibi tanimlanan rastgele degisken X'in (6,y)
parametreli bir gamma dagilimina sahip oldugu soylenir.
Rastgele degisken X~Gamma(6,y)’in birinci momenti ve varyansi

s

E[X] = g,Var[X] =

seklindedir (Khaniyev vd., 2017).

2.4.4. Ustel Dagihm

X rastgele degisen ve p > 0 parametresine gore iistel dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir,

_ (pemP* x=>0
O(X)_{o . x<0.

Dagilimm moment {ireten fonksiyonu, moment iireten fonksiyonun tanimindan su

sekilde belirlenir:

M,(t) = E[e**] = fooo etpe P dx = p fooo et=2)% gy

= lim Le(t_f)x 0

x—oo t—p

lim e(*=#)* = 0 ,t < p oldugundan;

X—00
M(t) = ﬁ; t < p icin elde edilir.
Beklenen deger ve varyansi bulmak i¢in moment ¢ikaran fonksiyon kullanilabilir

(Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

Buna gore beklenen deger,
E(X) = [, pxe #*dx

pargali integrasyon yardimiyla (u = x, dv = pe™#%)

1

E(X) = —xe #% 0+fo e dez;

olarak elde edilir. ikinci mertebeden moment asagidaki gibi hesaplanir,



E(X?) = fooo prlePrdx = =

#72

Benzer sekilde pargal integrali E(X?) hesaplanirken de kullanilir. (x2 = u, dv =

e #*dx)

Var(X) = E(X2) — [EQO)]? = ;

2.4.5. Ucgensel Dagiim

Genellestirilmis ticgensel dagilima sahip, bir X rastgele degiskeninin,

( 0, x<p
2(x —p)
, <x<r
(q—p)—p) P
2
f(x) =< e xX=r
q-p
2(q —x)
, r<x<
(q—p)g—71) a
\ 0, q<x

olasilik yogunluk fonksiyonu yukaridaki gibi tanimlanir (Feller, 1968). Burada r mod
degerini, q rastgele degiskenin alabilecegi maksimum degeri ve p minimum degeri

temsil etmektedir.

Beklenen deger ve varyans asagidaki sekilde bulunur:

(p+qg+7) p*+q*+1r*—pq—pr—qr

E(X) = 3 WVar(X) = 18

2.4.6. Diizgiin Dagihm
Rastgele degisken X’in olasilik yogunluk fonksiyonu

1

v ={ &5

0, diger durumlar

§<x<¢

ise [6,¢&] kapali araliginda bu rastgele degisken siirekli diizgiin dagilima sahiptir.

X~U(6,¢) diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri § ve & olmak

Uzere,

diizgiin dagilimin,



§t_ 6t
_ tx1 _ ¢ —¢
MX(t) = IE[e ] = oo

moment ¢ikaran fonksiyonunu kullanarak, X~U (6, §) rastgele degiskenin beklenen

degeri ve varyansi;

S5 §-8)2
E[X] = 2, var[x] ==

elde edilir (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

2.4.7. Erlang Dagihm
X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu:

yixi—le—yx
) =4 (-1
0, diger yerlerde

,i=12,..., x=0

bi¢iminde tanimlaniyorsa X rastgele degiskeni Erlang dagilimina sahiptir denir ve
X~Erlang(i, y) biciminde gosterilir (Khaniyev vd., 2017).
X rastgele degiskeninin “Moment Ureten Fonksiyonu”

My (@) = B(e™) = (1 - %>_i,t <y

seklinde verilir. Ek olarak “Beklenen Deger ve Varyans1”

i(i+1
= (yz ),Var(x)zy2

i

E[X] = -, E[X?]

i
)/ )

bigiminde tanimlanir.

2.5. Caputo-Fabrizio Kesirli Turevinin Shehu Doniisiimii

Teorem 2.5.1. Egern — 1 < v < n, n pozitif tamsay1, f(t),f'(t),f"(t), ..., f™(t),
CFDéf’t)f(t) € A olmak Uzere bir fonksiyunun n. mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli

turevinin Shehu doniisiimii asagidaki sekilde tanimlanir,



sy ”+1F(su) Z;{L 1c.n— k— 1y k— n+2f(k)(0)
s+(v—-n+1)(u-s)

S[CFDg,tf(n) (t)]

Tanim 2.5.1. f(t) fonksiyonunun a. mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli tirevinin Shehu

doniisiimii asagidaki sekilde tanimlanir,

SITDS @] = 72 1y exp [7] fy £ exp | -7 e

Konvolisyon teoremini yukaridaki denklemin sag tarafina uygulayarak,

S D5 O] = 22171 [exp (£2)],

s[C"Ds’ftf(t)]=—( Fisw = fO) ey,

S| 0] = 1= (i F(s,u) — f(o)) _ul-®)

s(1-a)+au

CF __ SF(su)—-uf(0)
S[ Dgl'tf(t)] T sta(u-s)
elde edilir. Burada S[f(t)] = F(s,u) ‘dur.
Benzer sekilde

S[ D& £(0)] = L STF 1S [exp (22)]

s|Fp{EF ()] = -2 ( Fs,u) == £(0) - f(0)> u-a)

s(1-a)+au’

s2u™F(s,u) —sf(0) —uf’(0)

s+a(u—s)

S| DerVf(®)| =

bulunur. Son olarakta

S|FDE™F(6)] = ST (su) - S o ™ Fuk L0 (0)
0,t

s+a(u-—s)

elde edilir.

v=a+msegilirse, m=n—1<v<nvea=v-—n+ 1, burada n pozitif tamsay1

oldugundan Caputo-Fabrizio'nun Shehu Dontiisiimii asagidaki sekilde verilir:

u‘""‘lF(s,u)—Z’,};g sn—k—luk—n+2f(k) (0)
s+(v-n+1)(u-s)

S[“"Dgef )] =

10



2.6. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Shehu Ayristirma Metodu ile
Cozumu

Bu kisimda, Shehu doniisiimii ile Adomian ayristirma metodunu birlestirmek
suretiyle olusturulan ve literatiirde mevcut olan Shehu ayristirma metodundan
bahsedecegiz (Khalouta ve Kadem, 2020). Lineer olmayan &h(t) = g(t) diferansiyel
denklemini ele alalim. Burada &, lineer olmayan diferansiyel operatori temsil eder. Bu

metot § 'nin lineer kismmin L + R seklinde ayristirilmasiyla olusur.

Ly (O + Rp(D + Np(®D) = g (D)

denklemi, H(0) = £(t) baslangi¢ kosulu ile verilsin. Burada L lineer bir operator, R
lineer operatorden kalan kisim, V' ise lineer olmayan bir operatordir. L verilen
denklemin en yiiksek mertebeden tiirevi ve g(t) homojen olmayan bir terim olsun.

Lineer olmayan diferansiyel denklemi ¢ozmek i¢in asagidaki adimlar1 uygulayalim.

1. Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanir.

1. Ters Shehu doniisiimii alinir.

iii. Elde edilen denklem sonsuz seri seklinde oldugu diistiniilir.

iv. Lineer olmayan terim i¢in Adomian polinomlar1 kullanilarak hesaplama yapilir.

v. Boylece yaklasik ¢oziime ulasiriz. Bu yaklasik ¢6ziim yakinsak ise analitik ¢6ziim,

aksi halde seri ¢ozlim olarak kalir.

i. Adim: L birinci mertebeden bir operatdr ise Shehu doniisiimii alinirsa;

(3) sto®1 - 5(0) + S[RH(D] + SINDH®] = S (V)]
(3) sto®1 = b(0) + Slg()] - SIRHD] — SIVH(D]

SIh®1 = (S) 10 + () sla®] - () SRy®] - (%) SIvp (D)

ifadesi elde edilir.

ii. Adim: Ters Shehu doniisiimii alinirsa;

b =5 [(5) €] +572 [(%) S[g(t)]l ~ s [(2) S[Rb(t)]l ~s1 [(?) S[Nb(t)]l

11



5 = 6@ — 57| (%) SIRY® + Mp(®]

Burada G(t) kaynak terimdir.

iit. Adim: Verilen denklemin ¢6zliimiiniin sonsuz seri seklinde kabul edilirse;

b = > it
i=0

iv. Adim: Lineer olmayan terim i¢in (4;: Adomian polinomlar1 (Wazwaz, 1997)

N(@®) = it‘li
i=0
i (2] o

1=0

Ay = N(bo),

Ay = blN'(bo),

1
Ay =1, N'(ho) + zb%N”(bo);
1
Az = D3N (o) +h15,NV " (hy) + abi)N’”(bo),

1 1 1 .
Ay =HN' (o) + (E b%+b1b3) N (Bo) + <Zb%sz”'(bo)> + (z v @) (bo));

formu kullanarak kolayca hesaplanir.
v. Adim: Genel olarak;

W=ct)-s1|(% . .
Zobl(t) =G -5 [(S)SIRZOI)L@ +NZOAL(t)

ho() =G,

12



~

5:(8) = =57 | (Z) SIRD0(®) + WA (®)]

b:() = -5 | (Z) SIRD.® + V4, ]|

~

b3() = =57 |(Z) SIRD®) + WA, 0)]

Dy () =—-S71 [(g) S[Ry;(t) + NA;(B)]]| ;i =0

verilen diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimiine ulasmis oluruz.

2.7. Rastgele Bagley-Torvik Tipi Denklemler

Bagley-Torvik denklemi, 6zellikle viskoelastik sistemlerin modellenmesinde
kullanilan bir diferansiyel denklemdir. Temelde, viskoelastik materyallerin zaman
icindeki davranislarini ve dinamik 6zelliklerini anlamak i¢in kullanilir. Literatrdeki
diferansiyel denklemlerden farkli olarak, Bagley-Torvik denklemi kesirli tlirevler igerir

ve bu nedenle ¢ozumi 6zel analitik yontemlerle bulunur.

Kesirli mertebeden rastgele Bagley-Torvik denklemlerinin ¢6ziimlerini bu
bélimde ele alacagiz. (Bagley ve Torvik. 1984). Burada kullanilan tiirev Caputo kesirli

tdrevidir.

Genel olarak Bagley-Torvik denklemi asagidaki gibi diistiniilebilir:

[ d?
m dlalch) + cD%u(x) + ku(x) = #(x) 3
d c=—-yadao ==
| o= L@, 2 2
dx =0

13



Burada m kutleyi, ¢ sénum, k rijitlik katsayilarmi, #(x) dis kuvveti ve u(x) yer

degisimi fonksiyonunu bellrtlr ,0 € (0,2) mertebesindeki kesirli tirevdir. Burada

reel sabitler §, ve §; dir.

3. Uygulamalar

3.1. Baslangic veya katsayilan rastgele olan Bagley-Torvik denkleminin Shehu
doniisiimii yardim ile ¢6ziimii

Bu boliimde baslangi¢ veya katsayilar1 rastgele degisken olan Bagley-Torvik adi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri i¢in Shehu Doniisiim yontemi kullanilarak iki adet

ornek ¢oziilmiistiir.

Ornek 3.1.1

y"(£) + Day(t) + 2y(t) = 24 + 2B (1)
y(0)=B,y'(0)=4

baslangi¢ kosullar1 A~U(a = 1,4 = 3), B~Exp(A = 2) sirasiyla diizgiin ve iistel
dagilima sahip rastgele degiskenler olmak Uzere, verilen Bagley-Torvik denkleminin
¢6zUminu Shehu doniistimii yardimi ile elde ederek olasilik karakteristiklerini

inceleyiniz.
Cozum:

(1) denkleminin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanirsa;

3 1 1

—Y(s u) ——y(O) y'(0) +3 Y(s u) — y(O) — y "(0) +2Y(s,u) = ZB +

uz uz

u

2A—

s2

1
) 2

1

s2 s

+ 2 —B +A+B—+ A+ZB +2A—
uz uz

3
s? s2
Y(S, u) - + —3

u 2
uz

2

3 3
Y(su)[ + 2 +2] <ZB+B +B 2) S<2a+A +A )
uz2 u

14



2 E 2 2 5
Y (s,w) S—+S—2§+zl = (B%+A%)<%+S—§+2>

2 2
Uz uz

Y(s,u) = Sly(®)] = BL+ A% @)
(2) ifadesinin Ters Shehu doniistimii alinirsa;
y(©) =S Y (s,w] = S [BY] + 571 [a%] = B + At 3)

genel ¢cozima elde edilir.

A~U(a, &) olarak tanimlanan diizglin dagilima sahip rastgele degiskenin beklenen

degeri ve varyansi su sekildedir:

HM=“;5,
Var[A] = (a’_—fy)z

12

Ustel dagilimli rastgele degisken B~Exp(A)'nin beklenen degeri ve varyansi su
sekildedir:

Bagimsiz rastgele degiskenler X ve Y'nin beklenen degerleri, bu momentlerden

yararlanilarak asagidaki sekilde belirlenebilir: E[XY] = E[X]E[Y].

a+tb t

2 12
Ozel degerler @ = 1,4 = 3 ve A = 2 igin beklenen deger,

Ely(t)] = E[B + At ] = E[B] + tE[A] =

Ely®]=2+5

seklinde hesaplanir.

15



y(t)'nin beklenen degeri

Ey®)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

Sekil 1. Ozel degerler a = 1,4 = 3 ve 1 = 2 icin beklenen deger,
Var[y(t)] = Var[B + At ],
Var[y(t)] = Var|[B] + Var[A]t?,

1 (a—4)>t?

Var[y(t)] = =t

Ozel degerler a = 1,4 = 3 ve 2 = 2 igin varyans,
Varly(t)] = % + ¢

3

seklinde hesaplanir.

16



y(t)'nin varyansi

Var(y(t))

Sekil 2. Ozel degerler a = 1,4 = 3 ve A = 2 igin varyans,

Giiven araliklari

[E(y(©) - 3stdsapma(y (D)), E(y (1)) + 3stdsapma(y(©))]

7 T T L T T T T T T

-@-- Ely(t)]-3"stdly(®)]
-~ Efy ()]
-~ E[y@]+3*stdly ()]

3 standart sapma igin giiven araliklari

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Sekil 3. Ozel degerler @ = 1,4 = 3 ve 1 = 2 i¢in giiven araliklar1

17



Ornek 3.1.2

() + Day(t) + y(t) = —At 243 Bt 2+ 24 L mt? + 3BVTy 4 Ats + Btz 4)
y(0) =0, y'(0)=0,

baslangic kosullar1 olmak Uzere, A~Beta(u = 2,v = 4), B~Gamma(a =1, = 5)
sirastyla beta ve gamma dagilima sahip rastgele degiskenler olmak iizere, verilen

Bagley-Torvik denkleminin ¢6ziimiinii Shehu doniisiimii yardimu ile elde ederek olasilik
karakteristiklerini inceleyiniz.

Cozam:

(4) denkleminin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

1 1
2 =

iv@uyﬂwm>;wm+—v@w— 2= 9(0) + Y (s, 1)
uz u2

154 uns 3\ 3B s 1\ 154 3BT /un 2
= R T TR e () T+ () e

u

v (S5 1) = T () E SR () + R ()

A () om 4 B (E) 2

SR (105 ) 2 (10 5)
(o) (o0 58) (0 10)

o) = SE(2) 4 252 ®

ifadesi elde edilir.

(5) ifadesinin Ters Shehu doniigiimii alinirsa;

18



y() = S7HY(s,w)]

4

Ay (s,w)] = Sy s [( )7]+ﬂs—1[(§)§]

154 tg 3BVw t%
Al =S T

154 t 3B tz
Sl =T sE VT R
8 4

5 3
y(t) = Atz + Btz (6)

genel ¢cozima elde edilir.

A~Beta(u,v) beta dagilimima sahip rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi

E[A] = =, Var[A4] = d

u+v T (utv)2(utv+1)

Gamma dagilimina sahip rastgele degisken X'in parametreleri X~Gamma(a, ) olarak

gosterilir. Gamma dagilimmin moment iireten fonksiyonunu kullanarak,

Mo(0) = Ele™] = (£)°

ifadesi bulunur. Rastgele degisken B~Gamma(a, 8) igin birinci moment ve varyans;
E[B] = % Var[B] = %
seklindedir (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

Bagimsiz rastgele degiskenler X ve Y'nin beklenen degerleri, bu momentlerden

yararlanilarak asagidaki sekilde belirlenebilir: E[XY] = E[X]E[Y].

5

3 5 al u 5
[y(t) [Atz-l-BtZ ] =E[B]t2+E[A]t2:Etz+mt2
u=2,v=4,a=1 vep =5 6zel degerleri i¢in beklenen deger,
1 3 158
Ely®)]=_tz+t2

seklinde hesaplanir.
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y(t)'nin beklenen degeri

E(y(®)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

Sekil 4. Ozel degerler u = 2,v = 4,a = 1 ve B = 5 igin beklenen deger
5 3

Varly(t)] = Var [AtZ + BtZ]

Var[y(t)] = Var[B]t3 + Var[A]¢t>

Var[y(t)] = g3 ke >

B? +(u+v)2(u+v+1)t

u=2,v=4a=1 vef =5 dzel degerleri i¢in varyans,
_ 1.3, 2.5
Var[y(t)] = =TSt

seklinde hesaplanir.
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y(t)'nin varyansi

1.4 T T T T T T T T T i
]
1

4
0.8+ I‘ -
O

Var(y(t))

0.6~ - -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Sekil 5. Ozel degerler u = 2,v =4, =1 ve f = 5igin varyans

Giiven araliklari

[E(y(©)) = 3stdsapma(y (D)), E(y()) + 3stdsapma(y(©))]

7 T T T T T T T
-~@-- E[y®)]-3*stdly(t)]
6 - Ely()]

-~ Ely(t)+3*stdly(t)]

3 standart sapma igin gliven araliklar

Sekil 6. Ozel degerler u = 2,v = 4, = 1 ve f = 5 i¢in i¢in giiven araliklar1
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3.2. Baslangic veya katsayilan rastgele olan Caputo-Fabrizio kesirli ttrevli adi
diferansiyel denklemlerin Shehu déniisiimii yardim ile ¢oziimii
Bu boliimde baslangic veya katsayilar1 rastgele degisken olan Caputo-Fabrizio

kesirli turevli adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri i¢in Shehu Doniisiim yontemi

kullanilarak iki adet 6rnek ¢oziilmiistiir.

Ornek 3.2.1
“DEy(t) = 4y(t) + 3 0<a<1, y(0)=4 7

A~N(u = 2,0% = 9) normal dagilima sahip rastgele degisken olsun. Shehu ddniisiim
yaklagimini kullanarak Caputo-Fabrizio kesirli rasgele adi diferansiyel denklemini

cozerek, elde edilen ¢oziimlerin olasilik karakteristiklerini turetiniz.
Cozim:

Denklem (7)’nin her iki tarafina Shehu doniistim yontemi uygulanirsa;
S[*DFy ()] = 4S[y(©)] + 35[1]

sY(su)-uy(0)

= 4Y(s,u) +3§

s+a(u-s)
sY(s,u) — 4(5 + a(u— s))Y(s, u) = Au + 3%(5 +alu— s))

_ Aus+3u(s+a(u-s))

Y(s,u)[s — 4s — 4a(u —s)] =

N

Aus+3u(s+a(u-s))
s(-3s—4a(u-s))

Y(s,u) =

_ Au 3u 3ua(u-s)
Y(s,u) = —3s—4a(u-s) T —3s—4a(u-s) T s(-3s-4a(u-s)) (8)

ifadesi elde edilir.

(8) ifadesinin Ters Shehu doniisiimii alinirsa:

y(t):S‘l[ Au ]+S‘1[ 3u
—3s —4au + 4as —3s —4au + 4as
3ua(u—s
+ 571 ( )

s(—BS —4a(u — s))
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y(t) = ASTH ||+ 3571 |——|

s(4a-3)—4au s(4a-3)—4au

_ A -1 u 3 -1 u
0= s s ]

4a-3 4a-3

sa , 1a
y@®) = el ALt s
ou
3ua(u—s) _ _3u bua—-- 9)
s(-3s—4a(u-s))  4s —3s—4a(u-s)

ifadesi elde edilir.

(9) ifadesinin Ters Shehu doniigiimii alinirsa ;

B - ou
-1 3ua(u-s) _ _3c¢-1 [E] _1 oua——-

& |s(-3s—4a(u-s))| 4S s > [s(4a—3)—4au

g-1 [ Bua(u-s) | _ _3 4 g1 [ 6ua ] _9¢-1 [ u ]

|s(-3s—4a(u-s))| 4 s(4a—3)—4au 4 s(4a—3)—4au

-1 [ 3ua(u-s) ] __3 6a -1 u _ 9 -1 u

S |s(-3s—4a(u-s))| 4 pr 4a-3 3 [5—42“311] 4(4a—3) 3 L_Jisul
-1 [ Sua(u-s) ] _ 3 6a Z‘j t Zf

S |s(—=3s—4a(u-s))| 4 i b3 4(4a—3) e
) = A+3 e%t _ 3, (24a-9) e4zi3t (10)

y 4a-3 4 4(4a-3)

genel ¢cozimi elde edilir.

Normal dagilima sahip olan A~N (u, %) olarak tanimlanan rastgele bir degiskenin

beklenen degeri ve varyansi
E[Al =y,

Var[A] = o2
Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] = E[X]E[Y]
beklenen degerleri agagidaki gibi hesaplanabilir.

A+3 4, 3 (24a—9) _4a,
e4a-3° —— 4+ ———e4a-3
4a —3 4 4(4a-—3)

Ely®]l=E
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E[y(t)]

E[y(t)]

E(A)+3 ta

- 4a — 3 ¢

4
4a — 3

(3, R4a—9) o,
4" 4(4a - 3)

- E N (24a—-9) e4§fgf
4" 4(4a - 3)

1 = 2 6zel degerleri igin beklenen deger,

5 4, 3 (24a-9) 2%, )
Ely(t)] = esa-3 — =+ ———=¢1a-3 geklinde hesaplanir.
y®] 4a-3 4 4(4a-3) $ p
y(t)'nin beklenen degeri
800 L L 3 L T 3 L T T
-0- =1
700+~ -1F- ¢=0.99
/]
-~ =0.98 !
600 -~ =097 /
M,
v
ra
Il 7
500 ‘l =)
4
 J
2 /i(;j/
< 400 Bl -
L F,Jj,/
/ /Jj
300 ', |
/' /|
11/
200 E ’, .
¥
100 * —E 7
T
bl -. --"". r r r r r

0.1 0.2 0.3

Sekil 7. Ozel degerler ¢ = 1,0.99,0.98,0.97 ve u = 2 i¢in beklenen deger

A+3 _4a . 3 (24a—9) _ta,
_ 4a-3 — —+ —————p@4a-3
Varly(¥)] =Var | o efe3 — o+ o —5 e
8a "
e4a-3
Var[y(t)] = (4a—_3)2Var[A]
8a
e4a-3"g
Varly®] = 7o =32

02 = 9 6zel degerleri igin varyans,

Var[y(x)] =

8a
Qe4a-3

(4a — 3)2

t

seklinde hesaplanir.
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x 10" y(t)nin varyansi

8 T T T T T T T -
-- o=1 ’,'
e -}~ 0=0.99 r
-l ¢=0.98 ’.'
6 - o=0.97 /]
1
1
1 H
= m/
1 1
]
= L ]
= I 1
% 4 ," I
> .' - II
7 7
3ﬁ /7 7 Vi
Il ,I Y]
/ =] A/
2 . / /, -
/ IJj Jj
- -/ /
‘o |
' el

0.2 0.3

0.4

Sekil 8. Ozel degerler @ = 1,0.99,0.98,0.97 ve g = 9 igin varyans

Giiven araliklar1 [E(y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

a=1igin glven aralig
T T T

g 1000 =
% 800 /J:f
5 =
3 e o 1
S 400 D*‘U |
E D‘D’ ,."

S 200 —I:I"Dt., ._.,I i
] -g-B-B3 o=

g PRFPES22EE S OO

-200
0

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
.=0.98 igin gliven araligi

_ 1500 ; . .
H
=
= /
& 1000 ,I:f
o
3 -
< o
S 500 - .,l'
£ e
& ] -3
- TR R R R
£ -o-E-EE--0-0R- SN NN e
H
3
-

L L r

500 r r r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Sekil 9. Ozel degerler a

Ornek 3.2.2

FpEy(t) = A(1 —y)?

0.7 0.8 0.9 1

25

3 standart sapma igin giiven araliklari

3 standart sapma igin giiven araliklar

a=0.99 igin gliven araligi
T T T

1200
1000 /
5|
800 I:f,
600 =g
ug .
400 Jng .,l
@ o
200 2B o
-m-B-B-H ==&
'D=EEE##g=i-i-i-ii—l—l-l-l-l-l-.--.-
200 : . : . .
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
«.=0.97 igin gliven araligi
2000 : r . E : .
--Hk- E[y()-3*stdly(0)]
1s00F ~-EF- Ely()] )
--BF- Ely®)+3*stdly()] ;f
1000 ,I:|'
U’Er
500 - T

-500
0

g gaee”
-D-D-D-DQEQEQEEEE:Eiii-l---l-ii-..

L r r r r r r r L

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

=1,0.99,0.98,0.97 ve u = 2, 0% = 9 i¢in giiven araliklar1

(11)



0<a<1, y(0)=0 A~Uggensel(a=2,b=3,c=4) iiggensel dagilima sahip
rastgele degisken olsun. Shehu doniisiim yaklagimimi kullanarak Caputo-Fabrizio kesirli

mertebeden rasgele adi diferansiyel denkleminin ¢6zimini bularak analiz ediniz.
Cozim:
(11) denklemin her iki tarafinin Shehu doniigiimii alinirsa ,

S[ Dgy(®)] = S[A(1L - ¥)°]

0w O _ oy (y(6))]

s+a(u-s)

Y(s,u) = i[(s +a(u—s)AS[N(y(®)])] (12)
ifadesi elde edilir. (12) ifadesinde S[N(y(¢))] nonlineer terim.

(12) denklemine Ters Shehu doniisiimii uygulanirsa;

@ =57 [£[(s + atu—)asvG@)]|

Adomian polinomlarindan faydalanarak, seri bilesenleri asagidaki gibi olusturulursa;

- 1
Zyi(t)=5‘1§5+a(u—S)AS , Yo=0,
i=0

i Ai(t)
=0

y, =S71 E (s+a(u—s))A S[An_l(t)]l n=1223,..

Y, = l [(s +a(u—s)AS[ o])]l f)=@0-y)3
Y, =51 E[(s +a(u—s))A 5[1]” Ao =Ff(yo) , Ag =1

v, =571 E [(s +a(u—s))A %”

Y, =AS1 [:—2 (s +alu— s))]
v, =457 24 oY)
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R ]

s s 52

v, =4s7t|

(1-a)u auz]
s s2

v, =A((1—a) +a,)

Y, =51 1 (s +a(u—s))A S[Al]”

:(s + a(u — s))A S[-3A(1—a+a+ 1)]”

Y, =S"1|* _(s + a(u —s))A(=34) <(1 - a)%+ aZ—j)”

111 u |, au?
Y, = —34%571 I; (s+aw—ys)) ((1 —a)-+ S—2>l
_ _aa2c-1 r u u_Z (1-a)(u?-us) 2 (u3-u?s)
V= -34251 (1 - )t + o+ a2y g2 )]
2
Y, = —3A4? ((1 —a)tat+a(l—a)t—a(l—a) +a2%— a2t>

2
YZ=—3A2[1—a—a+a2+aT+aT—a2T+a2%—a2t]

242
Y, = —342|(1 - 2a + a®) +2(a — ¥t + ]

y(@©) =Y () + 11 (0) + Yo (0) + -
y(©) = A((1 - @) + at) - 342 [(1 - ©)? + 2a(1 - )t + =] (13)
genel ¢cozimi elde edilir.

X~Ucgensel(a,&,c) Ucgensel dagilima sahip rastgele degisken olsun. Ucgensel

dagilima ait moment tireten fonksiyon su sekildedir;

(6 —c)e® — (b —a)et + (c —a)e?t

M (6) =2 G —D)c—a) b -0

yardimiyla beklenen deger ve varyansi asagidaki gibi bulunabilir.
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Rastgele degisken A~Uggensel(a, &, c) Ucgensel dagilima sahip olmak lzere,

Sirastyla beklenen degeri ve varyans asagidaki gibi elde edilir;

(a+&+c)
E(A) =———7F7F+——,
(4) .
E(A%) = a?+62%+c2+ab+ac+bc

6
1
E(A*) = = (b*+b3a+b6%a*+b6a®+a* +b3¢c+ b%c? +bc3+ a’ch + ab’c
+ac?t +c*+ c3a+ c?a? + ca?)

a’+462%+c?—ab—ac—bc
18

Var(4) =

Var(A4?) = E(A*) — E(4%)?
= %5 (B*+ b3a + 6%a* + bad +a* + b63c+ 62c? + b3+ a’ct
+ab?c+ac’b +c* +c32a+c?a® +cad)
_<a2 +1&2+c2+cw+ac+&c>2
6

seklinde verilir.

Bagimsiz rastgele degiskenler X ve Y'nin beklenen degerleri, bu momentlerden

yararlanilarak agagidaki sekilde belirlenebilir: E[XY] = E[X]E[Y].

Ely(®]=E

A((1 - a) + at) — 342 I(1 —a)? +2a(l—a)t + aZZtZl

242

Ely@®] = ((1 - @) + at)E(4) — 3 <(1 —@)? +2a(l - a)t+ “Zt >E(A2)

a+b+c>

Ely(©] = (1 - @) +at) (25

3((1 Y 4 2001 )t+a2t2><a2+b2+c2+ab+ac+bc>
— —a a(l—a

2 6

Ozel degerler a = 2,b = 3 Ve ¢ = 4 i¢in beklenen deger,

Ely®)]=3(1-a)+at) - 52—5 ((1 —a)?+2a(1 —a)t+ azz—tz) seklinde hesaplanir.
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y(t)'nin beklenen degeri

2 |5 L L |5 L L |5 |5 L
-IF-a=1
:ii-ﬁ:n‘ﬂ'ﬂﬂ -~ =09
Bg g ~0.
- - y 0. -- a=08
~ . = 8 - 0. - ]
o. oW - O. O~ o=0.7
O. o A ! 0.
4l O. = h | 0. -
O. p 8 h | a.
D\ ‘ \. u
6~ D\ﬂ\ ‘.\. \l U -
= = § . LS )
:'_/>/\ -8 =a l‘ \-\ ]:L\D -
w \D\ \. l N
10 B " m W o
B, e m O
12 - N S ‘m -
m o N
14+ a, ‘~
m_m
-16 - u\
B
_18 r r r r r r r r r

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Sekil 10. Ozel degerler « = 1,0.99,0.98,0.97 vea = 2,b = 3,c = 4 icin beklenen
deger

Varly(®] = Var |A((1 - @) + at) — 347 [(1 —a)?+2a(1—-a)t+ azztzl l

242 2
5 l Var[A?]

Varly®)] = ((1-a) + at)ZVar[A] +9 [(1 —a)’+2a(1l —a)t+

18

2 2 2 _ P
Varly(®] = (1 - a) + at)’ <a +b? + ¢ —ab — ac bc>

242

2

2
+9l(1—a)2+2a(1—a)t+ l <E(b4+b3a+b2a2 + ba3

+ a* + b3c + b%c? + b3 + a%¢cb + ab?c + ac?b + ¢* + Ba + 2a? + cad)

(az + 0%+ +ab +ac+bc>2)
6

Ozel degerler a = 2,b = 3 Ve ¢ = 4 igin varyans,

aztz]z
2

Varly(t)] = %((1 —a)+ at)2+760.1833[(1 —a)?+2a(1 —a)t+

seklinde hesaplanir.
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y(t)'nin varyansi

450 O o1 T T T T T T T [El
400+ --i- a=0.9 I/—
-4~ ¢=038 lj
3s0; - o=07 lj/ [
/

300 - J:I/ o

250 - ; ’ e

Var(y(t))
o
|,
‘-

200~ m] ‘ -
150 - o o ', /I:I i
=g

T
L

100/ I:I,I:I' o l'., o -
oo s g o
50 - oo g .,l’ o A
—D _.— I D—D
= = - - ] 'D’D— r r r r
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1
t

Sekil 11. Ozel degerler @ = 1,0.99,0.98,0.97 ve a = 2,b = 3,¢ = 4 i¢in varyans

Giiven araliklar1 [E(y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

a=1 igin giiven araligi «=0.9 igin giiven araligi

- 40 T T T T . T T T v - 40 v v T : r =

© ©

. 3 -0

= W) x _g-a

= -0 = 0

§ sl _D.E—‘D‘D—E g 20f o-m-B- D_D_D-—D--D'

H -g-m-E-E S OB Eﬂiii. BB B Ea

< (ﬂ_m-u.&#&i:i-._.iiil-. ~E-m - < i 8 "B-B-B-pg

< *-9 B-8-m S 0/- g

© “.‘ ] .‘.-

g 20r K S £ By

b & S 40 .

: *-o. : LR

g -40f ’~* 2 g0l LY

© r c r r r c c r r @ r c r r r r c r c

e o1 o0z 03 04 05 06 07 08 09 1 800 o1 o0z 03 04 05 06 07 08 0 1

=0.8 igin giiven aralig a= 0 7 igin guven arallg\

- 60 v T T T T - T T r _ 50 r r -

] ] -

s S - D—D'D

3 4of g-m-BE 3 - D_D_D--EI—-D =

< a0l - D_D_D..D-E—D’ < _g-o-o-a-a e

3 ga-E-a-aer 3 Ci-l-l-[-l.—i—.-.

3 (ﬂ ii S -B-g -l-I--I--I--I—I-.-.-..

< -I--I--l-. -E] £ g =8 B

e ==y .‘-I--I-'I--I-I-.-._.__.__-_ & -...._‘

£ -20 - g L N

g ey g .".~.

¢ o | & SOF - Ey13sulyQ) "By

P -, € ~l-

2 By 3 --B- Ely() By

§ -60f By & ~-B- Ey sty o] =

» | ]

© 80 r c r r r © 100 r c r r r r c r c

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 12. Ozel degerler a = 1,0.99,0.98,0.97 ve a = 2,b = 3,¢ = 4 igin giiven

araliklar1
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3.3.Baslangic veya katsayilar rastgele olan Caputo-Fabrizio kesirli tirevli adi
diferansiyel denklem sisteminin Shehu doniisiimii yardimu ile ¢oziimii
Bu boliimde baslangic veya katsayilar1 rastgele degisken olan Caputo-Fabrizio

kesirli turevli adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimleri igin Shehu Doniisiim

yontemi kullanilarak iki adet 6rnek ¢oziilmiistiir.

Ornek 3.3.1

{ DIy () =y, (8) + y,(t) (14)

FDEy, () = —y,(£) + y,(b)

0<a<1 y,00)=0,y,(00=4, A~N(u=2,0%2=1) Normal dagilima sahip
rastgele degisken olsun. Kesirli mertebeden rastgele adi diferansiyel denklem sisteminin

¢Ozlimiinii Shehu doniistim yontemi ile bularak analiz ediniz.
Cozim:

(14) denklem sisteminin her iki tarafinin Shehu dontistiimii alinirsa ,
S["DEy (D] = S} + S{y2(1))

S[“"DEy, ()] = =S{y1 (D} + Sy ().

sY1(s,u) —uy,(0)
s+alu—s)

=Y, (s,u) + Y,(s,u)

Yo(s,u) — 0
: Zs(j-lir)(u E);Z)( ) = -Y1(s,u) + Yz (s,u)

Baslangig kosullar1 yerine konulup gerekli diizenleme yapilirsa,

Au(s+a(u-s))

Yi(s,u) = et s (15)
_ Au(a(s—u))
Y,(s,u) = (et ra? o) (16)
(15) ve (16) denklemlerine Ters Shehu doniisiimii uygulanirsa ;
(t) —g-1 Au(s+a(u-s)) — Ae® i ( t) 17
Y1 - (s+ar(u—s))2+o:2(u—s)2 = Ae7sina (17)
-1 Au(a(s—u)) _ t
Y2 (&)= (s+a(u_s))2+a2(u—s)2] = Ae® cos(at) (18)
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genel coztmleri elde edilir.

Burada X~N (u, 02), parametreleri ile verilen normal dagilima sahip X rasgele
degiskenidir. Normal dagilimin moment iireten fonksiyonu

M,() = B[] = et+20)

olan rasgele degisken A~N (u, 6”2) i¢in birinci ve ikinci momentler asagidaki gibi
belirlenebilir:

E[A] = u, E[A?] = u? + o2

ve varyansi,

Var[A] = o2

bulunur (Khaniyev vd., 2017).

Bagimsiz rastgele degiskenler X ve Y'nin beklenen degerleri, bu momentlerden
yararlanilarak asagidaki sekilde belirlenebilir: E[XY] = E[X]E[Y].

E[y,(t)] = E[Ae“ sin(at)] = e** sin(at) E[A] = ue® sin(at)

E[y,(t)] = E[4Ae? cos(at)] = e% cos(at) E[A] = ue®t cos(at)

U = 2 6zel degeri i¢in beklenen deger,

E[y,(t)] = 2e* sin(at) ve E[y,(t)] = 2e** cos(at) seklinde hesaplanur.
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y,(t)nin beklenen degeri
50 L L L L L

-50

-100

-150

E(y,(®)

-200

-250

-300

-350

Sekil 13. Ozel degerler « = 1,0.9,0.8,0.7 ve u = 2 igin y;’in beklenen degeri

y2(t)'nin beklenen degeri
800 F U L L L L

1
700 -~ o=1 i
-4~ 4=0.9 ]
600 - —F- a=0.8 .'f
~LTF- a=07 !
500 - '. |
]
= 400 ,- -
> ,i
L L.
300 ,. o
200 - H l’-',!
‘ (]
100 |- O .
i ! ﬂ
100" - r r
0 1 2 3 4 5 6

Sekil 14. Ozel degerler « = 1,0.9,0.8,0.7 ve u = 2 i¢in y,’nin beklenen degeri
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Var[y,(t)] = Var[Ae® sin(at) | = (% sin(at))?Var[A] = (e* sin(at))?c?
Varly,(t)] = Var[Ae® cos(at) | = (e* cos(at))?*Var[A] = (e* cos(at))?c?

0? = 1 6zel degeri igin varyans,
Var[y,(®)] = (e* sin(at))?
Var[y, ()] = (e* cos(at))?

seklinde hesaplanir.
t)'nin varyansi
X 10° y,(t) ry
L L L L |8 [j
- o=1 -‘h\ o
-- 0=0.9 -l 1:"
25 == ¢=08 ! Eﬁf
- =07 g
1 D' !
1
ol [} [
! @B m
—_ . 1 !
<, =
> 1.5 ] 1
T 1 A
> ! I
B m
]

0 1 2 3 4
t

Sekil 15. Ozel degerler « = 1,0.9,0.8,0.7 ve 62 = 1 igin y, in varyansi
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16¢

14

12

10

var(y (1)
(e}

x 10" y,(t)nin varyansi
o
I i
i
]
. ;
o
1
L /|
i
[ *f
i
]
. * |
__.'_ a=1 "
L __D-_ a=0.9 * |
-IF- «=038 ‘,
- a=07

Sekil 16. Ozel degerler @ = 1,0.9,0.8,0.7 ve o2 = 1 igin y, nin varyansi

Gliven araliklar
[E(y,(t)) — 3stdsapma(y,(t)), E(y,(t)) + 3stdsapma(y, (t))],

[E (v, () — 3stdsapma(y,(t)), E(y, () + 3stdsapma(y,(t))].

3 standart sapma igin gliven aralidi

200

a=0.9 igin gliven araligi
T T

-200

-400

-600

-800

3 standart sapma igin gliven araligi

-1000
0

-200

4001~

-600 -

3 standart sapma igin gliven araligi

3 standart sapma igin glven araligi

-800
0

N
1

.
2

.
3

-200~

B Ely,0]3"staly, ()]
B Ely,0)]
--BF- Ely, O1+3*stdly, 0]

r r
4 5 6

-300
0

r r
1 2

r r r
3 4 5 6

Sekil 17. Ozel degerler & = 1,0.9,0.8,0.7 ve u = 2,02 = 1 igin y,’in giiven araliklar1
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o=1igin giiven araligi a=0.9 igin glven araligi
T T

2000

800

1500~

3 standart sapma igin gliven araligi
3 standart sapma igin giiven araligi

-50

-100

- Ely,0)]-3stdly, (0]
- Ely,0)]
- Ely,0)]+3*stdly (0]

-150

-150~

3 standart sapma igin giiven araligi
3 standart sapma igin giiven araligi

200 c c c c c 200 c c c
0 0 1 2 3 4 5 6

Sekil 18. Ozel degerler a = 1,0.9,0.8,0.7 ve u = 2,62 = 1 igin v, nin giiven araliklar

Ornek 3.3.2

{ FpEy, (1) = Ay, () — y,(t) (19)

“FDEy,(t) = =y, (t) + Ay, (t)

0<a<1, y,0)=1, y,(0)=-1, A~Ustel(¢ = 3) Ustel dagilima sahip rastgele
degisken olsun. Kesirli mertebeden rastgele adi diferansiyel denklem sisteminin

¢Ozlimiinii Shehu doniistim yontemi ile bularak analiz ediniz.
CoOzum:

(19) denklem sisteminin her iki tarafinin Shehu doniisiimii alinirsa,
S[FDEy (] = ${Ay1 (O} - Sy ()}

S[FDEy, (0] = =5 (O} + S{Ay, (O},

sY;(s,u) —uy;(0)
st+alu—-s)

= AY,(s,u) — Y, (s,u)

sY,(s,u) — uy,(0)
s+a(u—-s) = —Yi(s,u) + AV (s,u)

Baslangi¢ kosullar1 yerine konulup gerekli diizenleme yapilirsa,
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u(s—A(s+a(u—s))+u(s+a(u—s))

Yl(s' u) - (S—A(s+a(u—s))2—(s+a(u—s))2 (20)
. —u(s—A(s+a(u—s))—u(s+a(u—s))
Yz (S' u) - (S—A(s+a(u—s))2—(s+a(u—s))2 (21)
yukaridaki denklemlere ters Shehu doniistimii uygulanirsa;
(D) = 51 _u(s —A(s+a(u—s))+ u(s +a(u— s))]
() =
(s —A(s + alu — s))2 —(s+aCu- s))2
— ¢c-1 - u — pa(A+1)t
n(t) =S _s—(A+1)(s+a(u—s))] e® (22)
1) = 1 u(s—A(s+alu—s))+ u(s +a(u — s))]
,(t) =
(s —A(s + a(u — s))2 —(s+a(u- s))2
— _c-1 &z — _,a(A+1)t
y2(8) = =S [s—(A+1)(s+a(u—s)) =—e” (23)

(22) ve (23) denklemlerinin t = 0 civarinda Taylor serisi agilim1 yapilirsa;

y, (6) = [1 +(A+Dat +5(A+ D2 +-(A+ 1% + - (A + D*a*tt +
0(t%)| (24)
y,(t) = — [1 +(A+ Dat + % (A + 1)2a?t? +%(A +1)3a%e3 + i(A + 1D*attt +
0(t%)| (25)
seklinde bulunur. X rastgele degiskeni istel dagilima sahipse moment ¢ikaran

fonksiyonundan faydalanarak,
§

M, (t) = E[e*] = T i<¢
E[4] = B[A%] = 5 E[4°] = 5 E[4*] = 5 E[A°] = 3 E[4°] = 75 E[47] =
7! 8!
7 A =5
olarak hesaplanir.
Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;
1 20 684 39744
Var[A] = 5—2 ,Var[A?] = 5—4 ,Var[A3] = 5—6,Var[A4] = 7
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olarak bulunur ( Khaniyev vd., 2017).
Bagimsiz rastgele degiskenler X ve Y'nin beklenen degerleri, bu momentlerden

yararlanilarak asagidaki sekilde belirlenebilir: E[XY] = E[X]E[Y].
1 1
Ely;)] =E|1+ A+ Dat + E(A + 1)2a?t? + g(A + 1)3a3t3
(A D¥atet|
24
1
E[y; ()] =1+ (E[A] + Dat + E(E[AZ] + 2E[A] + 1) a?t?
1
+ E(E[A3] + 3E[A?%] 4 3E[A] + Da3t?
1
+2 (E[A*] + 4E[A3] + 6E[4?] + 4E[A] + Da*t*

1 1/2 2 1,684 6 3
E[yl(t)]=1+(E+1)at+—<—2+—+1>a2t2+g(—+—+—+1)a3t3

2\¢ ¢ S S
1 /39744 2736 12 4
ﬁ( 58 + 56 +€—2+E+1)a4t4

¢ = 3 6zel degeri i¢in beklenen deger,

E[y,®] =1+ 1+1 t+1<2+2+1> 2152+1(684+6+3+1) 3¢3
nWl=1+G+Dat+7(xz+3 @ 636 73273 @

1 (39744 2736 12 4
( >a4t4

— A |
T2a\T3s T3 T3l

Ely,(0)] = (1+ 1+1 t+1(2+2+1> 2t2+1(684+6+3+1) 33
Y2l = G+Dat+5(3z+3 « 636 73273 @

1 (39744 2736 12 4
+ﬁ( +—+—+1>a4t4>

38 * 36 32 3
seklinde hesaplanir.
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y,(t)nin beklenen degeri
1000 L L L L L
-l- =1
900~ ge00 O
-k~ a=038 -

800 ’ -
- q-07 :

700

7

600

I
l..
-]

500

1

E(y,(®)

400

7

300

7

7

200

1

100

Sekil 19. Ozel degerler « = 1,0.9,0.8,0.7 ve & = 3 i¢in y,’in beklenen degeri

y2(t)'nin beklenen degeri
ol ; T T

1

-100

1

-200

-300

7

-400

7

-500

1

E(y,®)

-600

7

1
-
=

-700
-lF- o=1

-800 -0~ o=0.9 i

-IF- 0=08 [

000 -F- =07 i

=]
=]
=]
=]

-1000°"
0

Sekil 20. Ozel degerler & = 1,0.9,0.8,0.7 ve & = 3 igin y,’nin beklenen degeri
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1 1
Varly,(t)] = Var |1+ (A + Dat + E(A + 1)%a’t? + g(A +1)3a3t3

1
—A 1444
+24(+)at

4.4
Var[y,(t)] = a?t?*Var[A] + 2 (Var[A?] + 4Var[A)])
64+6
+ 32 (Var[A3] + 9Var[A4?] + 9Var[A])
8+8
+ 576 (Var[A*] + 16Var[A3] + 36Var[A?] + 16Var[A])
a’t?  a*t* 20 4 at® /684 180 9
Varly (] = "7+ <F+€_2)+ iy (56 5 +f—2)

4 adt® (39744 4 10944 + 720 4 16)
576 &8 &6 & g2

1 1
Varly,(®] = Var [— (1 +(A+ Dat +5 (4 + 1%+ (A + 1Dt

1
4 444
+—24(A+1) a t)]

4t4
Varly,(t)] = a?t*Var[A] + 4 (Var[A?] + 4Var[A)])
a®t®
+ T (Var[A3] + 9Var[A?] + 9Var[A])
88
+ E7e (Var[A*] + 16Var[A3] + 36Var[A?] + 16Var[A])
Varly,(©)] = a’t? N attt (20 N 4 ) N a®t® (684 N 180 N 9)
aryy: - S;Z 4 &4 62 36 56 &4 Szz

N adt® (39744 N 10944 4 720 4 16)
576 58 {:6 {:4- 5’2

& = 3 6zel degeri icin varyans,

a?t?  a*t* /20 4\ atS,684 180 9
Varly (0] = ==+ (¥+§>+ 36 (36 D +§)
aBt8 (39744 10944 720 16
+ 576( 38 T 36 T34 +§>
a?t?  a*t* 120 4\ atS,684 180 9
Varly,(®Ol = 5=+ (§+§>+ 36 (36 D +§)

N adt® (39744 4 10944 4 720 4 16)
576 \ 38 36 34 32
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seklinde hesaplanir.

yl(t)‘nin varyansi

x 10
10 T T L L
9L -l- o=1
-4F- ¢=09
gl- -IF- o=08
-1TF- =07
7 L.
6ﬁ
> 5
@
>
4ﬁ
3ﬁ
2 L
1 L.
(n
0 1 2 3 4

Sekil 21. Ozel degerler @ = 1,0.9,0.8,0.7 ve & = 3 i¢gin y, ’in varyans1

t)'nin varyansi
« 10° yo(t) ry
10¢ T T T L
gﬁ
8ﬁ
7ﬁ
Gﬁ
> 5¢
S
>
4~
3l -l- a=1
-F- =09
oL =1F- a=08
-TF- q=07
1ﬁ
€
0 1 2 3 4

t

Sekil 22. Ozel degerler a = 1,0.9,0.8,0.7 ve & = 3 i¢in y,’nin varyansi
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Giliven araliklari

[E(y1(t)) — 3stdsapma(y, (), E(y,(©)) + 3stdsapma(y,(©))], [E(y.(t)) —
3stdsapma(y,(t)), E(y,(t)) + 3stdsapma(y,(t))]

a=1igin giiven araligi
2000 T T T T T

3 standart sapma igin gliven araligi

800 : T . : : a)

3 standart sapma igin gliven araligi

0 i 2 3 4 5 6

Sekil 23. Ozel degerler « = 1,0.9,0.8,0.7 ve ¢

a=1 igin gliven aralig
T

a
Q
S

T T

=)
B
@© INNENNENEENENENNENEENANNENANNENENNE
g
3
3
£ 500f
o
©
g
S -1000 -
3
=
S
2 -1500
5
3
©

-2000

0 1 2 3 4 5 6

0.=0.8 igin gliven araligi
T O L T T A T T T

-400 -

-600 -

3 standart sapma igin gliven araligi

-800 "
0

Sekil 24. Ozel degerler « = 1,0.9,0.8,0.7 ve &
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1500 T

a=0.9 igin gliven araligi

i
1)
S
=]

a
=3
=]

3 standart sapma igin gliven aralig

T 3 T 3

d
500 r r r . :
1 2 3 4 5 6
=0.7 igin gliven araligi
500 T T T T T

D
s --i- Ely, (0]-3*stdly, (t)]
© L
< 400 -l Ely,(®)]
3 - Ely,®1+3'stdly, ()]
< 3001
o
©
% 200
®
2
]
(‘E 100
»
™

= 3 i¢in y,’in giiven araliklar1

500 T

=0.9 igin gliven araligi

T T T T

-500

-1000

3 standart sapma igin gliven araligi

-1500
0

-100

3007 - Ely, 0

-400 1~

3 standart sapma igin gliven araligi

- Ely,0]3*stdly,0)]

B Ely,0+3*stdly, 0]

0.=0.7 igin gliven araligi
T L T T T T T LT T T LTI

r r r r

-500 L
0 1

2 3 4 5 6

= 3 i¢in y, nin giiven araliklari,



3.4.Baslangic veya katsayilar rastgele olan Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli kismi
diferansiyel denklemlerin Shehu déniisiimii yardimi ile ¢6ziimii
Bu boliimde baslangic veya katsayilar1 rastgele degisken olan Caputo-Fabrizio

kesirli tirevli kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin Shehu Doniisiim yontemi

kullanilarak {i¢ adet 6rnek ¢oziilmiistiir.

Ornek 3.4.1

2 2
CFpay(x,t) =24 24 2% 24y (26)

axz  ox 0x2
u(x,0) = Ae*

A~N(u = 4,02 = 2) normal dagilima sahip rastgele degisken olsun. Shehu doniisiim
yontemi yardimi ile baslangi¢ kosulu rastgele olan Caputo-Fabrizio kesirli tirevli KDD’i

cozerek olasilik karakteristiklerini hesaplaymiz.
CoOzum:

Yukaridaki denklem (26)’ya Shehu Doniisiim uygulayalim.
CF 9%u 2
S[ D{‘u(x,t)]=5[uxx]—5[ux]+5 uﬁ — S[u?] + S[u]

su(x, s, u) — uu(x, 0) 02u
= s+alu—-s) :S[uxx]_S[ux]+5[uﬁl—5[u2]+5[u]

2

=su(x,s,u) —Ae*u=s+a(u—s) [S[uxx] — Su, ] + S[ ul — S[u?] + S[u]

u_
0x?2

u(x,s,u) = % [Ae*u+ s+ a(u —s)] IS[uxx] —Slu,]l+S [ug%] — S[u?] + S[u]”
(27) ifadesi elde edilir. (27) ifadesinin Ters Shehu doniigiimii alinirsa:

2

ulx,t) =S |[Ade*u+ s+ a(u — s)] [S[uxx] —Slu, ]+ S Iu 3715] — S[u?] + S[u]
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s+ a(u—s
u(x,t) = de* + 571 ¥S[uxx]] —-st

S
]_S_l

s+ a(Su —s) S[ux]]

+571

s + a(u — S)S 0%u
”axz

S S

s+a(u—s) S[uz]]

+571

s+alu—s) S[u]]
s

u(x,t) = Ae* + S71 [—S+a(su_s)5[uxx]] -5 [—S+a(su_s)5[ux]] +

s-1 [”“(Sﬂs[zvlu]] — 51 [‘“‘*“(SL”S[NZu]] + 51 [”“(Sﬂs[u]] (28)
ulx,t) = ; u;(x, t)

Zui(x, t) =Ae*+S71

i=0

s+alu—s) 2
fs [; ﬁui(x, t)”

_ g1 Mg Ziui(x' t)”

S

s+alu-—s [
A RGO ZAl-

S

S

s+tau—s) [v
4+ g1 #S Zui(x, t)”
Iteratif formiil uy(x,t) = Ae*

_ +a(u-s) 02 _ +a(u-s) 0
= 52 2] 5 5 B e

st [—”“(s“‘s)S[An_l]] ~ 5 [”“(SL”S[Bn_l]] +57 [”“(SL”S[un-l(x, t)]]

(29)

(29) denkleminde n = 1 igin :
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- - 92 _ - 0
w () =57 lMS [ t)” - 57 [ s [ +

571 [0 11| - 572 [ s1y) | 4571 [ sy, 0]
(30)

ifadesi elde edilir.

uy(x, t) = Ae*

Aolit) = Ny(atg) = 1, 22

Ay = A?e?* (31)
By = Np(uo) = (ug)?

B, = A%e?* (32)

Bulunan (31) ve (32) degerleri (30) denkleminde yerine koyulursa:

u(x,t) =571 lHa(SLS)Aex (%)l — 51 [MABJC (E)l

s s
g Is + a(Su —s) A2p2x (%)l g [S + a(Su —s) 2202 (g)l
L Is + a(Su —5) Aot (%)l

3 £) = dgxs-1 212070 ()]

N N

wo0) = Aens (%) + e (2) - a(?)
u (x,t) = Ae*[(1 — a) + at] 33)

ifadesi elde edilir.

(29) denkleminde n = 2 igin:
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u,(x, t) = 1lMS[ ~uq (x, t)] -5t [HQ(SLS)S[:—xul(x,t)”+

s1 [”“(SLS)S[AJ] — 51 [S*“(SLS)S[BJ] +571 [S*“(SﬂS[ul(x, t)]] (34)

ifadesi elde edilir. Adomian polinomlar1 asagidaki gibi hesaplanabilir(Sahin, 2024);

A1(u0;u1) = N{(uo)lh

B1(u0;u1) = Nzl(uo)lh = 2UgUy

A= :—/1 (N1(u0 + /hh))'/l:o

A= %((uo + Au1)% (uo + /1”1)) |1=0

d 02
Al =a<(u0+/’lu1)( u0+/1 ax2)>|7‘ 0

aul auo

+ 2y

d d“u
A1=—(uoa 20+A Ug

r + Auy

) |2=0

2
Alz(uaul‘l' auo‘l‘2/1 1au1)|/10

05,2 T 50

0%u 0%u

A =uy— >
1 0 gx2 1 gx2

Ay = Ae*(Ae*[(1 — a) + at] + Ae*[(1 — a) + at])Ae*

A, = 24%*(1 —a + at) (35)

B, = 2uyu, = 24e*Ae*[(1 — a) + at]

B, = 2A%¢*(1 — a + at) (36)

Bulunan (35) ve (36) degerleri (34) denkleminde yerine koyulursa:
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+a(u - 92
wCo ) = 51 [ =) Ae*[(1 - a) + at]
S 0x?2
+a(u— 9
L[5 e 10— )+ at]
S 0x
o .
L[S o a1 gt an)]
o ]
—-S1 MS[ZAZeZ"(l —a+at)]
o
+571 Ms[/w[m —a) + at]]

2 2,,3

2

U, (x,£) = Ae*S™! [(1 —0) (D) +al-a)(3) —al-a)(5) + 5+
a’u?
S l

u,(x,6) = Ae* [(1 - )2 +2a(1 - )t + ]
(37)

ifadesi elde edilir.

(29) denkleminde n = 3 igin:
- 2 -
) = 574 [P [ 0| - 571 22 [ +

¢-1 [s+a<su—s> s Az]] _g1 [Hag&s[gz]] +571 [S*“(Sﬂs[uz(x, t)]]

(38)
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A, = 2 dlz (N1(u0 + Auy + 22 uz))h 0
AZ = 2' d/12 ((uo + /1u1) (uO + /1u1 + /12112)> |A=0
1 d? a2 a2 0
AZ = ;d/lz <(u0 + /1111) ( o A a:; /12 u2)> |A 0

_1d2 auo

Z_Zdﬂ( Uo 52

2%u 2%u
o (32 )
2 = "5, TG0

6u1 2 62u2 62u0 2 6u1 3
+ Auy 2 + A%uq %2 + Auy %2 + A%uy Ix2 + A°u

) |2=0

= [Ae*[(1 - @) + at])? + Ae* [(1 — @) + 2a(1 — )t + =5 Ae?]
A, = A%e® [(1 —a)? + 2a(1 — )t + a?? + (1 — @) + 2a(1 — @)t + 25

4y = A% [2(1 - @)% + 4a(1 - )t + 2 a?? | (39)

2'd/12 (Nz(uo + Auy + 22uy)) | 2=0

J— Z'dlz (uo +Au1 +/1 uZ) |l 0

BZ = Zuouz + ulz

B, = 2Ae* [Ae* [(1 - @)? + 2a(1 - @)t + =] + (Ae*[(1 - @) + at])?]

B, = A%2e?*[3(1 — a)? + 6a(1 — a)t + 2a?t? ] (40)

Bulunan (39) ve (40) degerleri (38) denkleminde yerine koyulursa:

us(x, t) =St S+a(su S)SI Ae* [(1 a)? + 2a(1 —a)t + azz—tz ” -

_ [ 242
571|512 fex (1 — @)? + 2a(1 — a)t + %]l +

-1 [$Ha=9) ¢ | y2,2x [2(1 —a)’ +4a(l —a)t+ Saztz ]” -
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g-1 [s+a(su—S)S[A262x[3(1 — a)z +6a(l—a)t+ 2a2t? ]]] +

|

51 [—”“(S“‘S)S IAex [(1 - @)? + 2001 - )¢ + =]

s+alu—s a’t?
us(x,t) = =571 %S A?e?* l(l—a)2+2a(1—a)t+ > ”
s+alu—s a’t?
+ 51 ¥S Ae* [(1—0!)2+2a’(1—a)t+ > ]

u3(x,t) = (Ae* — A%e*)S™ _<(1 —a)+ a%) <(1 —a)? +2a(1-a)t+ a22t2>l

[ aZ 2
uz(x,t) = (Ade* — 4%2e?)S 1|1 —a)® + 2a(1 — a)?t+ (1 — ) 5
au au au a’t?
+(1-a))—+2a—t(Ql—a)+— l
S S S 2
t2 a3t
u3(x,t) = Ae*(1— Ae®) [(1 - @) + 3a(1 — @)t +3a>(1 —a) =+ 25 (41)

n
u(x, t) = Air&Zuj(x, t) = up(x, t) + uy(x, t) + u,(x, t) + uz(x, t) + -
j=0

ulx,t) = Ade* + Ae*[(1 — ) + at] + Ae* [(1 —a)’+2a(1—a)t+ @] +
Ae*(1— Ae®) [S5 +302(1 - ) £+ 3a(1 - @)%t + (1 - a)?] (42)

(42) ifadesinde a = 1 igin,

u(x t)=Aex(1+t+f+f+---)=Aex+t (43)
! 2! 3l

elde edilir.

X rastgele degiskeni normal dagilima sahipse moment ¢ikaran fonksiyonundan

faydalanarak,
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02 tz

M,(t) =E[e®*] =" 25t <2

1. ve 2. momentleri ve varyanst;
E[A] = u,
E[A?] = yu? + o2

olarak hesaplanir.

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;
Var[A] = o2,
Var[A] = 20* + 402 u?

olarak hesaplanir.

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin beklenen degeri;

Elu(x,t)] =

a’t?
Ae* + Ae*[(1— a) + at] + Ae* [(1 —a)?+2a(1—a)t+ 5 l

a3t3 t?
+ Ae*(1 — Ae”) [T + 3a?(1 — a); +3a(l —a)?t+ (1 - a)3l

Elu(x,t)] = E(A) |e* + e*[(1 - a) + at] + e* [(1 —a)? +2a(1 —a)t + a2tzl

2

ast3 t2
+ e* T +3a?(1 - a)§+ 3a(1 —a)?t+ (1 —a)d

, adt3 t2
—e* E(A%) T +3a2(1—a)§+3a(1—a)2t+(1—a)3

Elu(x,t)] = u

e+ e*[(1—a)+ at] + e* I(l —a)’+2a(1l—a)t+ azztzl

ast3 t?
+ e* T + 3a?(1 - a)§+ 3a(1 —a)?t+ (1 —a)3

astd t2
—e? (u? +o?) IT + 3a?(1 - “)E +3a(l —a)?t+ (11— a)3l

seklinde hesaplanir.

Ozel deger u = 4 ve 0? = 2 icin beklenen deger
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a’t?
2

e*+e*[(1—a)+ at] + e* l(l —a)’+2a(l —a)t+

Elu(x,t)] =4

+3a(1—a)’t+ (1 —a)d

tZ
2!

+3a?(1 —a)

3!

adtd

+ e*

+3a(l—-a)’t+ (1 —a)3

t2
2!

+3a?(1 —a)

3!

adtd

— 6e?* l

u(x,t)'nin beklenen degeri

u(x,t)nin beklenen degeri

Q =3 Q
=1 =3 =1
n S n
- =

((x)n)3

()3

u(x,t)'nin beklenen degeri

u(x,t)'nin beklenen degeri

()3

()3

1icin (26)

)

2)ilea =0.7,0.8,0.9

2
,O— -

=4

~N(u
denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

gerler A

Sekil 25. Ozel de

o1



u(x,t)nin beklenen degeri

u(x,t)'nin beklenen degeri

E(u(x,1)

E(u(x,1)

Sekil 26. Ozel degerler A~N(u = 4,02 = 2) ve a = 0.95,0.85 igin (26) denkleminin

beklenen degerinin x € [0,3],t € [0,3] igin Contour plot ¢oziim davranisi
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X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin varyansi,

Var[u(x,t)] = Var |Ae* + Ae*[(1 — a) + at]

a’t?
+ Ae* [(1 —a)?+2a(l —a)t+ > l

t2
+ 3a?(1 — “)E +3a(l—a)?’t+ (1 —a)d

adt3
+ Ae*(1 — Ae¥) [ 31

|

Var[u(x, )] = Var(Ae? |1+ [(1 - a) + at] + [(1 —a)*+2a(1—a)t+ azztzl

2
2

a3t ) t
+ T + 3a (1—a)§+3a(1—a)2t+(1—a)3

adt3 2 2
+ Var(4?)e** [ oY + 3a?(1 — a); +3a(1—a)?t+ (1 - a)3l

Var[u(x,t)] = g%e?*

14[(1—a)+at] + [(1 — )2+ 2a(1— )t + “zztzl

ast3 t2 ’
+ I +3a2(1—a)§+ 3a(1—a)2t+(1—a)3”

3!
+ (20*
a3t3 t2 2
+ 402u?)et* [T +3a?(1 —a) 21 +3a(1—a)?t+(1— a)3l

u = 4,0% = 2 dzel degeri igin varyans,

Var[u(x,t)] = 2e?*

1+[U:—a)+aﬂ+—k1—402+2au—wﬂt+a?gl

ast3 t? :
+ I T + 3a?(1 — a)§+ 3a(l—a)?t+ (1 - a)3l

343 t2

2
a’t
+ 136e** IT + 3a?(1 - a)g +3a(l —a)?t+ (1 - a)?’l
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u(x,t)nin varyansi

u(x,t)nin varyansi

(@n)rep

u(x,t)nin varyansi

u(x,t)nin varyansi

(@)n)rep

Sekil 27. Ozel degerler A~N(u = 4,02 = 2) ile a = 0.7,0.8,0.9,1 i¢in (26)

denkleminin varyansinin ¢éziim davranisi

u(x,t)'nin varyansi

u(x,t)nin varyansi

15 A

104

>
n

((G*x)n)rep
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u(x,t)'nin varyansi u(x,t)nin varyansi

X 10
12

104

oo
-

Var(u(x,t))

Sekil 28. Ozel degerler A~N(u = 4,02 = 2) ve a = 0.95,0.85 igin (26) denkleminin

varyansmim x € [0,3],t € [0,3] igin Contour plot ¢6ziim davranig

Giiven araliklar1 [E (u(x,t)) — 3stdsapma(u(x, t)), E(u(x, t)) +
3stdsapma(u(x,t))]

oa=1"i¢in gliven aralig! a=0.9"igin gliven aralig

Sekil 29. Ozel degerler A~N(u = 4,02 = 2) ile « = 0.7,0.8,0.9,1 icin (26)
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denkleminin giiven araligmin ¢6ziim davranisi

u(x,t)nin %99 given arahgi Ust giiven siniri

u(x,t)

Sekil 30. Ozel degerler A~N(u = 4,02 = 2) ve a = 0.95 igin (26) denkleminin giiven

araligmm x € [0,3],t € [0,3] i¢in Contour plot ¢6ziim davranisi

Ornek 3.4.2
CF na _ a3u
Dfu(x,t) = Uu-——u (44)
u(x,0) = Ax?

A~Beta(p = 1,¢ = 3) beta dagilima sahip rastgele degisken olsun. KDD’i Shehu

doniisiim yontemi ile ¢ozerek olasilik karakteristiklerini hesaplayniz.
COzum:

(44) denklemin her iki tarafina Shehu Doniigiim uygulayalim.
o3u
CFna - _| —
S[ Dffu(x, t)] S Iu 6x3l Slu]

su(x,s,u) —uu(x,0) 03%u
st+alu—s) _Sluﬁ — Slul
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3u
Frel i S[u]]

d
su(x,s,u) — Ax*’u=s+a(u—-s) [S luT

1
ulx,s,u) =

Ax2u + (s +a(u — s)) [S [u%] — S[u]” (45)

(45) ifadesinin Ters Shehu doniisiimii alinirsa:

Ax
u(x,t) =851

2u (s+alu-ys)) d3u
+ S [S lu 3|

u(x,t) = Ax?>+ St

s+a(u—s) .
S 6x3” -3

u(x, t) = Ax? + S [”"‘(Sﬂs[mu]] ~ st [”“(SL”S[u]] (46)

o)

ulx,t) = Z u; (x, t)

i=0

[ee)

Zui(x, t) =Ax*+S71

i=0

stalu—s
stau=s) I\,

i=0

s+a(u—s) [Zu(x 0

Iteratif formiil uy(x, t) = Ax?

S

-5

L
I—I

u(x,0) = §7 [FED g0, | - 571 [, 0] (47)

(47) denkleminde n = 1 igin:

wy G, 0) = 57 [ sag] | - 57 [ s (x, ) (48)

uy(x,t) = Ax?
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d3u
Ao(ue) = Ny(uo) =g 53

Ay =0 (49)
Bulunan (49) degeri (48) denkleminde yerine yazilirsa:

s+alu-—s) S[O]l o [s +alu—s) A2 (u)l

u(x, t) =851 I
s s

uy (x,t) = —Ax?S™1 [—Ha(su_s) (E)]

N

uy(x,t) = —Ax?S~! [(g) ta (%)2 r ¢ G)]

u;(x, t) = —Ax?[(1 — a) + at] (50)
ifadesi elde edilir.

(47) denkleminde n = 2 i¢in:
w0, 0) = 7 [FEU=sa,]| - 57 [ s, (x, ) (51

ifadesi elde edilir.
A (ug, ug) = Ny(ugp)uy

d
Ay = T (N1(uo + Au1))|/1=0

d 03
Ay = a((uo + Auﬂ@ (up + /1“1)> [1=0

63u0

d a3
Al == a((uo + /1u1) (ax3 + /1 6:31)> |/1=0
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1 9x3 ax3
93u 93u
A — 1 0
1= UG s
63u1 63u0
Al =uy—+u
1 0 gx3 1 gx3

A = Ax%.0 — Ax?*[(1 — a) + at].0

A =0 (52)

Bulunan (52) degeri (51) denkleminde yerine yazilirsa:

S+a(u—s)S st+alu—s

u,(x,t) =571 )S[—sz[(l —a)+ at]]

[0]] -5

S

s+a(u—s)<(1_a)g+a_1;2>]
s s s

u,(x,t) = Ax2571

2 2,,3

2

u u u au a“u
uy(x, t) = Ax?S™1 [(1 —a) (E) +a(l—a) (;) —a(l—a) (E) + -~ + 3
a’u?
e ]
uy(x, t) = Ax? [(1 —a)?+2a(l—a)t+ g] (53)
elde edilir.
(47) denkleminde n = 3 igin :
w30, 0) = 57 [, | - 57 [ s (x, ) (54)

elde edilir.
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A, = (N1(u0 + Auy + A? uz))h 0

21 d/12

Az = ((uo + /1u1) (uO + /1u1 + /12112)> |A=0

21 d/12

1 d? a3 a3 5}
AZ = ;d/lz <(u0 + /1111) ( Yo A a:; /12 u2)> |A 0

_1d2 auo

1 6u1
2= gz \Ho 5

3 3 3
44 220y T2 4y, LM 4 g2y, Ty e

+ Au u u 63u2) |
Uo 0 943 0x3 1 943 17943 ) 12=0

6 U, 63u0)
Ay =2 (up St +u 25

6 Uuq 63u0)
Ay =2 (up S5 +u 5

Ay, = 2(—Ax?*[(1 — @) + at].0 + Ax2.0)

Ay =0 (55)

Bulunan (55) degeri (54) denkleminde yerine yazilirsa:

us(x,t) = S~ [”"‘(” sta=s) ¢ ]] — 51 [S*“iﬂs [sz [(1 —a)? +2a(1—a)t +

|

us(x,t) = —Ax*S™ -<(1 —a)+ a%) <(1 —a)? +2a(1 — )t + aZtZ)l

2
[ a’t? au
uz(x, t) = —Ax?S 11— a)® + 2a(1 —a)?t+ (1 — @) +(1- a)ZT
au a’t?
+ 2a—t(1 —a) +— >
t? a3t
usz(x, t) = —Ax? [(1 —a)® +3a(l —a)?t +3a?(1 - a); +- ] (56)

u(x,t) = 7{im Zuj(x, t) =uolx, t) + u(x, t) +up(x, t) + us(x, t) + -
j=0

u(x,t) = Ax? — Ax*[(1 — a) + at] + Ax? [(1 a)? +2a(l —a)t += tz]

Ax? [(1 —a)® +3a(l —a)?t + 3a?(1 - a)% + agﬂ (57)
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(57) denkleminde a = 1 i¢in :

U(X,t) = Ax? (1—t+f—ﬁ+) = AxZ2e~t (58)

2! 3!

elde edilir.

A~Beta(p,¢) beta dagilimina sahip rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi
E[A] =% =—2%
] e+¢’ Varl4l (e+9)?(e+s+1)
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin beklenen degeri;

Ax? — Ax?[(1 — @) + at] + Ax? [(1 —a)?+2a(1—a)t+ aztzl

Elu(x,t)] = -

t? a3t
FTET l

— Ax? [(1 —a)®+3a(1 —a)’t+3a?(1 — )

=E(A) |x* - x*[(1 - a) + at] + x° [(1 —a)?+2a(1 - a)t + “ztzl

2

tZ a3t3

Q
0+¢

Elu(x,t)] = x? = x%[(1 - a) + at] + x? [(1 —a)? +2a(1— a)t + azz zl

2

a3t3
- l(l — @) +3a(l - @)t +3a*(1 — @) 5y + — l

seklinde hesaplanir. ¢ = 1,¢ = 3 6zel degeri i¢in beklenen deger

Elu(x, )] = %[xz —x*[(1—a) +at] + x* [(1 —a)? +2a(1 - a)t + azztzl

tZ a3t3
- [(1 —a)*+3a(l-a)’t +3a*(1 - a) oy +— l
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u(x,t)nin beklenen degeri u(x,t)nin beklenen degeri

—_ —_
~—~ )

+— =)

x X
N—r N—

=] =)
N—r N—r

= ifcneneny
+~ S22
x

N—

= 4

Sekil 31. Ozel degerler A~Beta(o = 1,¢ = 3) ile @ = 0.7,0.8,0.9,1 igin (44)

denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

u(x,t)'nin beklenen degeri u(x,t)'nin beklenen degeri
. 3 :
, > =095
) 1 A T
4. [ la=095 2.5
2 =2
“‘: N N 2 - -
0 = “‘ \y
k3 SN 0
S X 15F §
N—r
w
1 - -
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u(x,t)nin beklenen degeri u(x,t)nin beklenen degeri

< =085

D

E(u(x,t))

7

0.5

Sekil 32. Ozel degerler A~Beta(o = 1,¢ = 3) ve a = 0.95,0.85 icin (44) denkleminin

beklenen degerinin x € [0,3],t € [0,3] igin Contour plot ¢oziim davranis

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin varyansi,

Var[u(x,t)] = Var |Ax? — Ax?*[(1 — ) + at]

242
+ Ax?’|(1—a)? +2a(1 —a)t + >
t?  adtd
—Ax? (1 —a)® +3a(1 — a)?t + 3a?(1 — a)g + T
Var[u(x,t)] = Var(4) |x* + x*[(1 — a) + at]?
24212
+ x* I(l —a)?+2a(1 —a)t+ >
2
t?  adtd
+ x4 I(l —a)® +3a(l —a)?t + 3a?(1 - a)§+ T
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Var[u(x, t)] = T c)Z(QQC+ ) x* + x*[(1 — ) + at])?

+ x*

) a?t?]’
1-a)*+2a(1l —a)t+ >

2
, , 2 343
(1-a)+3a(l—a)’t+3a (1—0()E+ o

+ x4

0 = 1,¢ = 3, 6zel degeri i¢in varyans,

3 a?t?]’
Var[u(x,t)] = 30 x*+x1l—a)+at]* + x*|(1—a)? + 2a(1 — a)t + > l

2

t2 a3t

3!
u(x,t)'nin varyansi u(x,t)nin varyansi

4000
% 5

1 s 2000
® 3
> >

0

4

2000
% 5
5 5 1000
@ @
> >
0
4

Sekil 33. Ozel degerler A~Beta(o = 1,¢ = 3) ile @ = 0.7,0.8,0.9,1 igin (44)

denkleminin varyansinin ¢6ziim davranisi
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u(x,t)nin varyansi u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))

u(x,t)'nin varyansi u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))

Sekil 34. Ozel degerler A~Beta(p = 1,¢ = 3) ve @ = 0.95,0.85 icin (44)

denkleminin varyansinin x € [0,3],t € [0,3] icin Contour plot ¢dziim
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davranisi

Giiven araliklar1 [E(u(x,t)) — 3stdsapma(u(x, t)), E(u(x, t)) +
3stdsapma(u(x,t))]

a=1"igin gliven aralig a=0.9'igin gliven aralig

«.=0.8'igin gliven aralig

.
|
|

200 } T
|

.
I
|

— 1
|
|

.
|
|
T —
|

100

-100

-200

Sekil 35. Ozel degerler A~Beta(o = 1,¢ = 3) ile @ = 0.7,0.8,0.9,1 icin (44)

denkleminin giiven araliginin ¢dziim davranisi
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u(x,t)'nin 3 standart sapmali gliven araligi Ust giiven sinin

u(x,t)

u(x,t)'nin beklenen degeri

o
=
N b
w

t t
Sekil 36. Ozel degerler A~Beta(o = 1,¢ = 3) ve a = 0.95 igin (44) denkleminin

gliven arahgmm x € [0,3],t € [0,3] igin Contour plot ¢6ziim davranis

Ornek 3.4.3
FDFu(x,t) = —u s + 24x2t + 2422°t* (59)

u(x,0) =0

A~Erlang(n = 3,1 = 2) Erlang dagilima sahip rastgele degisken olsun. KDD’i

Shehu doniisiim yontemi ile ¢ozerek olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.
CoOzum:

(59) denklemin her iki tarafina Shehu Doniigiim uygulayalim.

S[“ Dfulx, )] = -S [u— + S[2Ax2t + 2A%x3t*]

su(x,s,u) —uu(x,0) 5

st+alu—-s)

= -5 [u— + 24x? :) + 48423 (g)
su(x,s,u) —0=s+alu—-s) [ [u— + 24x2 (1:) + 48A4%x3 (%)5]
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u(x,s,u) = i l(s +a(u—s)) [—S [uz_ﬂ 4 2Ax2 (%)2 + 48423 (3)5”
(60)

(60) denkleminin Ters Shehu doniigiimii alinirsa,
stalu—s u UN5
ulx,t) =571 ¥[—S [u— + 2Ax? ( ) + 484%x3 (—) ]]
s s

s+alu—s
s

+571 l—s talu=s) (242 (%)2 + 484%x° (%)S)l

ulx,t) =5S"1|-

S

- 2 _ 4 5
u(x,t) =-S5t [Ms[zvlu]] + 2Ax2 <(1 —a)t + %) + 48423 (% n %)

(61)

o)

u(x,t) = z u;(x, t)

i=0

[ee)

Zui(x;t) _ _g|stalu—s) s+ a(u - s)

i=0

=0

. 2 _ 4 5
[teratif formiil uy(x, t) = 2Ax? <(1 —a)t+ %) + 48A4%x3 (% + “SL')

N e (62)

(62) denkleminde n = 1 igin :
uy(x, ) = =§71 [@S[Ao]] (63)
elde edilir.
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- 4 5
uo(x, t) = 24x? ((1 —a)t + “Z—t,2> + 48423 (_(1 LIl ﬂ)

4! 5!

du,

AO(uO) = Nl(uO) = uoﬁ

Ay =

144422 (

4!

Bulunan (65) degeri (63) denkleminde yerine koyulursa :

ul(x) t) = _S_l

2
s+alu—s at?
—i )S 8A%x3 ((1 —a)t+ 7)

—3 4 5
+ 480A43x* ((1 —a)t+ “tz) <(1 o)t NG >

+ 6912A4x5<

ul(x) t) = _S_l

+ 480A43x* <

+ 6912A4x5<

21 41 51

(1—a)t* ats\’
4! + 51

s+a(u—s a
+)S [8A2x3 <(1 —a)%t?2+ (1 - )at® +

(1—-a)?t> N 7(1 — a)at® N a’t’?
24 240 240

(1— a)?t’ N 2(1 — a)at? N a2t10
576 2880 14400

69

2

4

4

)

(64)

—a)th 5 2
2Ax? ((1 —a)t + %) + 48473 (2 4 %)l l4Ax <(1 —a)t+ %) +

(1-a)t* a_tS
Lot o))

(65)



u(x, t) = —84%2x351

+ 6a? (g)s)]

I—S i aiu —9) (2(1 — a)? (”%)3 +6(1-a)a (%)4

— 480A43x%S1 lw (5(1 — a)? (%)6 +21(1 - @)a (%)7
8

+ 21a? (%) )l

— o1 lw(mu — a)? (%)9

10

+25201-@a(2) +252(3)")

i, ©) = ~84%57 (201 — (%)3 +6(1-a)a (%)4 +6(1 - e’ (%)5)
(20 ra () + s - () + oa ()
— 4804%x*57 (51— @’ () +210 -0 ()
+21a*(1 - a) (%)8)
+(501- @2 (%)7 +21(1 - a)a’ (%)8 +2ta’ (%)9)]
- eonzatss (700 - a2 (¥) + 25201 - w7 ()

10

+252(1 — a)a? (%)11)

10 11

+ (70(1 — a)%a (%) +252(1 — @)a? (%) +252a3 (%)12)]

uy(x, t) = —84%x3 [

2(1—-a)3t? n 8(1-a)?at?® & 12(1- a)a t* 6a t ]
2! 3!

5(1-a)3t5 26(1—a)2at6+42a2(1—a)t7 21a3t

70(1-a)3t8 n
5! 6! 7!

8!

480A3x* 6912A*x5
[ - |

+
9! 10! 11!

(66)

322(1-a)2at® = 504(1-a)a?tl® 252a3t11]
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n
u(x, t) = lim Zuj(x, t) = uglx, t) + uy(x,t) + -+
n—-oo
=0

2 _ 4 5 _N\3+2
u(x, t) = 24x2 <(1 —a)t+ %) + 4842%x3 (—(1 :f)t + as—tl) — 842%x3 [—2(1 20:) 4

8(1-a)?at® = 12(1-a)a?t* n 6a3t5] _ 48043x* [5(1—a)3t5 n 26(1-a)2at® " 42a?%(1-a)t’ n
3! 4! 51 51 6! 7!
21a3t8] _ 69124%5 [70(1—a)3t3 n 322(1-a)?at® n 504(1—-a)a?t10 n 252a3t11] 67)
8! 8! 9l 10! 11!
(67) denkleminde a = 1 i¢in :
3,4+8 4,5411
u(x,t) = Ax?t? — 96043x*t®  1741324"x5t 4. (68)

8! 11!

elde edilir.

Erlang dagilimma sahip rastgele degisken X'in parametreleri X~Erlang(n, A)'dir.
Rastgele degisken A~Erlang(n, A)'nin momentleri Erlang dagiliminin moment {ireten

fonksiyonu

M) = Ele™] = (1 - %)_n <2

kullanilarak belirlenebilir,

E[A] =2, E[4%] = "0 | p[A3] = O g pge) = Tton HIron
varyanslari
Var[A] = &  var[4?] = 2Enxsnss)
A2 214
Var[4®] = 3n(3n4+24n3-;1n2+90n+40) ,
Var[A4] = 8n(2n%+33n°+227n*+822n3+1625n2+16291n+630)

A8

bulunur (Khaniyev vd., 2017).

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri icin beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) ¢oziimiiniin beklenen degeri;
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2 . 4 5
E[U(X, t)] = ZAXZ ((1 — a)t + azi') + 4‘8A2x3 <(1 4!6¥)t n ast! >

21 —)3t? 8(1—a)?at® 12(1 — @)a?t* 6ad3ts
( ) +( ) N ( ) 4

_ 2,3
8A%x [ 21 31 41 51

5(1 —a)3t® 26(1—a)?at® 42a?(1— a)t’
5! + 6! + 7!

— 480A43x* l

21a3t®
8!
[70(1 — a)3t8 N 322(1 — a)?at® N 504(1 — a)a?t®

_ 4.5
69124%x Y 91 10!

11!

252a3tlll
+—

at? (1-a)t* at5>

Elu(x, )] = |2E(A)x* ((1—a)t+ T )+48E(A2)x3< VIR

21— )3t? 8(1—a)?at® 12(1 — a)a’t* 6adt®
—8E(A2)x3[( ) +( ) - ( ) + l

2! 3! 4! 5!

— 480F (43)x*

5(1 —a)3t® 26(1—a)?at® 42a%(1—a)t’
5! + 6! + 7!

21a3t8
8!

70(1 — a)3t8 N 322(1 — a@)?at?®

_ 4 5
6912E(A*)x [ T 5

504(1 — a)a?t'® 252a3t!!
+ +
10! 11!
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2nx?

Elu(x,t)] = 1

2 3 _ 4 5
((1—a)t+at >+48n(n+1)x <(1 )t +at>

2! A? 4! 5!

8n(n + 1)x3 [2(1 —a)3t? N 8(1 — a)?at? N 12(1 — a)a?t*

yE 2! 3! 4!
6a3t>
5!

480(n3 + 3n? + 2n)x*[5(1 — a)3t> 26(1 — a)?at®
B 23 51 + 6!

42a%(1 — a)t’ 21a3tsl
+ +

7! 8!

6912(n* + 6n3 + 11n% + 6n)x° [70(1 — @)3t® 322(1 — a)?at®
B 24 8! + 9!

504(1 — a)a?t® 2523t
" +
10! 11!

seklinde hesaplanir. n = 3,4 = 2 6zel degeri i¢in beklenen deger

— 4 5
Elux, 0] = |3x ((1 —a)t+ a—tz) + 1443 <(1 )t + & >

2! 4! 5!

21— a)3t? 8(1—a)?at® 12(1 — a)a’t* 6a3t®
—24x3[( ) +( ) + ( ) + l

2! 3! 4! 5!
5(1 —a)3t® 26(1—a)?at® 42a%(1—-a)t’
4 2 + +

—3600x o 7

21a3t8
8!

[70(1 — a)3t8 N 322(1 — a)?at® N 504(1 — a)a?t!°

_ 5
155520x T 91 101

N 252a3t1!
11!

73



u(x,t)'nin beklenen degeri u(x,t)'nin beklenen degeri

E(u(x,1)
E(u(x,1)

u(x,t)'nin beklenen degeri

E(u(x,1)
E(u(x,t))

0.5
t 00 X

Sekil 37. Ozel degerler A~Erlang(n = 3,1 = 2) ile @ = 0.7,0.8,0.9,1 igin (59)
denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

u(x,t)'nin beklenen degeri u(x,t)'nin beklenen degeri

E(u(x,1)
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u(x,t)'nin beklenen degeri u(x,t)'nin beklenen degeri

E(u(x,1)

Sekil 38. Ozel degerler A~Erlang(n = 3,1 = 2) ve a = 0.95,0.85 igin (59)
denkleminin beklenen degerinin x € [0,3],t € [0,3] i¢cin Contour plot ¢6zim

davranisi

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin varyansi,

at? 1—a)t* qtb
Var[u(x; t)] =Var ZAXZ <(1 — a)t + 7) + 48A2x3 <( o ) n . >

21 —a)3t? 8(1—a)?at® 12(1 — a)a?t* 6adt®
—8A2x3l ( ) + ( ) + ( ) + l
2! 3! 4! 5!
5(1 —a)3t> 26(1—a)?at® 42a?(1— a)t’
_ 3.4
480A43x [ T+ - + -
21a3t®
8!
[70(1 — @)3t® 322(1 — a)?at® 504(1 —a)a?t!®
_ 4.5
69124%x° | ——g——+ 5 + -
+252a3t11
11!

75



2

Var[u(x,t)] = Var(4)4x* ((1 —a)t+ azi') + Var(4?)482%x° <

(1-a)t* ats\’
4! + 5!

2(1 — a)3t? N 8(1 — a)?at? N 12(1 — a)a’t*

+ Var(4?)64x° l

2! 3! 4!

6a3t5]

-

5(1 —a)3t> 26(1 —a)2at® 42a2%(1— a)t’
+Var(A3)4802x8l ( ) + ( ) + ( )
51 6! 7!

21a3t8]’

8!

70(1 — a)3¢t® N 322(1 — a@)?at?®

4 2,10
+ Var(A*)6912%x l 3l 91

3 504(1 — a)a?t!® . 25203111
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Var[u(x,t)]

2 2
5
(MY s a_tz 2n(2n? + 5n + 3) , of(X—a)t* at
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+< ( )>64x6[( ) 4 ( ) 4 ( )
14 2! 3! 4!
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-
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n = 3,4 = 2 06zel degerler igin varyans,
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2 2
Var[u(x,t)] = 3x* ((1 —a)t+ 7) +31104x° <( 20 ) + o >

21— a)3t? 8(1—a)?at® 12(1 —a)a?t* 6adt®
6

+ 864x [ S+ a2 + 0 +—
5(1 —a)3t® 26(1—a)?at® 42a?%(1-a)t’

+59616000x8[ ( ) + ( ) + ( )

51 6! 7!
21a3t8]?
8!

70(1 — a)3¢t® N 322(1 — a)?at®

10
+ 314426503987x l 3l 91

. 504(1 — a)a?t!® . 25203111
10! 11!

X 1013 u(x,t)nin varyansi . 1014 u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))
Var(u(x,t))

X 1015 u(x,t)nin varyansi X 1015 u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))
Var(u(x,t))

Sekil 39. Ozel degerler A~Erlang(n = 3,1 = 2) ile a = 0.7,0.8,0.9,1 igin (59)
denkleminin varyansinin ¢6ziim davranisi
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u(x,t)'nin varyansi u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))

0 0.5 1

u(x,t)nin varyansi u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))

Sekil 40. Ozel degerler A~Erlang(n = 3,1 = 2) ve a = 0.95,0.85 icin (59)
denkleminin varyansinin x € [0,3],t € [0,3] icin Contour plot ¢dziim

davranisi
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Giiven araliklar1 [E(u(x,t)) — 3stdsapma(u(x, t)),E(u(x,t)) +

3stdsapma(u(x, t))]

o]

igin gliven ara

g

a.=1"igin glven ara

7

o]

in guven ara

0.7"ic

a:

o]

in guven ara

0.8'ic

a:

(59)

icin

= 0.7,0.8,09,1

2)vea

gerler A~Erlang(n = 3,4

Ozel de

Sekil 41

liginin ¢6zlim davranisi

uven ara

inin g

denklem
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Ust gliven sinir

u(x,t)nin 3 standart sapmali gliven araligi

Alt glven sinir

u(x,t)'nin beklenen degeri

Sekil 42. Ozel degerler A~Erlang(n = 3,1 = 2) ve a = 0.95 i¢in (59) denkleminin

gliven arahgmm x € [0,3],t € [0,3] igin Contour plot ¢6ziim davranis
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4. IRDELEME

Bu tezin sonuglarinin da gosterdigi gibi, Caputo-Fabrizio kesirli mertebeden adi,
kismi ve diferansiyel denklem sistemlerinin baslangic kosullar1 veya katsayilari,
denklemleri rastgele forma doniistiirmek icin rastgele secildi. Strekli dagilimlardan,
Caputo-Fabrizio kesirli mertebeden adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerini
rastgele etkiler altinda arastirmak icin Diizgiin, Normal, Gamma, Ustel, Uggen, Erlang ve
Beta dagilimlarma sahip rastgele etki terimleri se¢ildi. Bu rastgele Caputo-Fabrizio kesirli
mertebeden adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerinin ¢éziimleri Shehu doniisiim
yontemi ve Shehu ayristirma yontemi kullanilarak elde edildi. Elde edilen ¢6zliimlerin
literatiirde en g¢ok kullanilan olasilik karakteristiklerinden beklenen deger, varyans,
degisim katsayis1 ve giiven araliklar1 hesap edilerek Matlab paket programi araciligiyla
grafiksel olarak gosterilmistir. Yapilan literatiir taramasinda, Shehu doniisiimii ve Shehu
ayristrma yonteminin adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulamasi ile ilgili
caligmalar mevcut olup rastgele adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerine
uygulamasi yapilmamistir. Yapilacak olan bu tez ¢aligmasi ile bu bosluk bir nebze de olsa

doldurulup, alana katkida bulunacaktir.
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5. SONUC VE DEGERLENDIiRME

Bu calismada, Diizgiin, Normal, Gamma, Ustel, Ucgensel, Erlang ve Beta olmak
lizere bir veya daha fazla siirekli olasilik dagilimini kullanarak Caputo-Fabrizio kesirli
mertebeli adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerinin katsayilar1 veya baslangi¢
kosullar1 rastgele secilerek denklemler rastgele hale donistiiriildii. Beklenen deger,
varyans, varyasyon katsayisi ve giliven araliklar1 gibi olasiliksal karakteristikleri, bu
rastgele hale doniistiiriilen denklemler igin hesaplandi. Caputo-Fabrizio kesirli
mertebeden adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6zmek i¢in Shehu doniisiim
metodu ve Shehu ayristrma yonteminden kullanilmistir. Bulunan ¢oziimlerin olasilik
karakteristiklerinden beklenen deger, varyans, degisim katsayis1 ve giiven araliklari

Matlab ve Maple paket programlar1 yardimiyla ¢izdirilmistir.
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6. ONERILER

Bu ¢alismada, Shehu doniisimii ve Shehu ayristirma yontemi ile ilgili literatir
Ozeti verilmis olup yontemin Ozellikleri ve diferansiyel denklemlere uygulanisi
aciklanmistir. Caputo-Fabrizio kesirli mertebeden adi, kismi ve diferansiyel denklem
sistemlerinin diferansiyel denklemlerin katsayilar1 ve baslangi¢ kosullar1 ratsgele
degisken segilerek rastgele hale getirilmistir. Ayrica, elde edilen rastgele Caputo-
Fabrizio kesirli mertebeden adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oztimleri
bulunarak, ¢6zlimlerin olasilik karakterleri incelenmistir. Parametreler farkli olasilik
dagilimlarindan secilerek ¢oziimlerin beklenen deger, varyans, degisim katsayis1 ve
giiven araliklar1 hesaplanmis, ¢6ziim davranislar1 grafiksel olarak Matlab ve Maple paket
programlar1 kullanilarak incelenmistir. Shehu doniisimii ve Shehu ayristirma
yonteminin, rastgele integral denklemlerine ve rastgele gecikmeli diferansiyel

denklemlere uygulamasi yapilabilir.
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