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ÖZET 

 

Yığına ilişkin istatistiksel bir çıkarım yapabilmek için öncelikle bu yığının 

parametreleri belirlenmeye çalışılır. Bu amaç doğrultusunda sapmasız tahmin 

ediciler yaygın olarak kullanılır. Sapmasız tahmin edicilerin büyük varyansa 

sahip olmaları durumunda daha küçük varyansa sahip sapmalı tahmin 

edicilerin kullanılması söz konusu olabilir. Bu doğrultuda shrinkage tahmin 

yöntemleri kullanılabilir. Shrinkage tahmin yöntemleri yardımıyla yığın 

parametreleri için sapmasız tahmin ediciye göre daha küçük ortalama hata 

kare değerine sahip sapmalı tahmin ediciler elde edilebilir. Bu çalışmada 

öncelikle shrinkage tahmin yöntemleri incelenmiş ve özetlenmiştir. Daha sonra 

normal ve üstel dağılımlarının parametreleri için shrinkage tahmin ediciler 

incelenmiştir. Ardından Pareto dağılımının şekil parametresi için shrinkage 

tahmin ediciler oluşturulmuştur. Bu sapmalı tahmin ediciler ortalama hata 

kareleri vasıtasıyla teorik olarak sapmasız tahmin edicilerle karşılaştırılmıştır. 

Son olarak, simülasyon çalışmaları yardımıyla sapmalı tahmin edicilerin 

sapmasız tahmin edicilere göre göreli etkinlikleri hesaplanmış ve sonuçlar 

yorumlanmıştır.  
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ABSTRACT 

 
Primarily parameters of the population are tried to determine in order to make 

a statistical deduction about any population. Unbiased estimators are widely 

used for this purpose. It can be mentioned that using biased estimators with 

smaller mean square error if the unbiased estimator has high mean square 

error. Accordingly shrinkage estimation methods can be used. Estimators which 

have smaller mean square error than that of unbiased estimators can be 

obtained by the help of shrinkage estimation methods. Firstly shrinkage 

estimation methods are researched and summarized in this study. Then 

shrinkage estimators for parameters of normal and exponential distribution are 

analyzed. After that, shrinkage estimators constituted for the shape parameter 

of Pareto distribution. This biased estimators theoretically compared with 

unbiased estimators by means of mean square error. Finally, relative 

efficiencies of biased estimators with regard to unbiased estimators are 

calculated and conclusions are commented. 
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1. GİRİŞ 

Yığın parametresinin tahmini istatistik biliminde önemli bir yer tutmaktadır. Yığına 

ilişkin bir çıkarım yapabilmek için öncelikle bu yığınının tanımlayıcı 

parametrelerinin belirlenmesi gerekir. Bu amaç doğrultusunda yansız tahmin ediciler 

yaygın olarak kullanılır. Beklenen değeri yığın parametresine eşit olan yansız tahmin 

edicilerin büyük varyansa sahip olmaları durumunda daha küçük varyansa sahip olan 

yanlı tahmin edicilerin kullanılması söz konusu olabilir. Bu tahmin yöntemlerinden 

bir tanesi shrinkage tahmin yöntemidir. Tahmin yönteminde genel olarak sapmasız 

tahmin edici, ortalama hata kare (OHK)’yi en küçükleyecek şekilde belirlenen bir 

sabit ile çarpılarak sapmalı ve küçük varyanslı yeni bir tahmin edici elde edilir. 

 

Buradan hareketle bilinmeyen yığın parametrelerinin sapmalı ama daha küçük 

OHK’li tahminiyle ilgili çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Thompson (1968,a) yığın 

ortalamasının en iyi doğrusal sapmasız tahmin edicisi (ENDOST)’nin OHK değerini 

daraltma faktörü yardımıyla küçülterek daha iyi bir tahmin ediciye ulaşmaya 

çalışmıştır [1, 2]. Metha ve Srinivasan(1971) önsel bilgi mevcutken yığın 

ortalamasının tahmini üzerine bir çalışma yapmışlardır [3]. Govindarajulu ve Sahai 

(1972), Das (1975), Rao ve Singh(1982), Singh ve Katyar (1988) normal dağılımda 

değişim katsayısının bilindiği varsayımıyla ortalamanın karesinin tahmin problemi 

üzerinde çalışmışlar ve önerilmiş birkaç tahmin edici ile ilgili özellikleri ortaya 

koymuşlardır [4, 5, 6, 8]. Değişim katsayısının bilinmediği durumlarda, bunun yerine 

Das (1975), Srivastava ve diğerleri (1980), Bhatnagar (1986) ve Singh(1990) 

tarafından önerilen uygun tahminleri kullanılmıştır [5, 7, 9, 10, 11]. Bununla birlikte 

bilinmeyen bir yığın parametresinin tahmininde, ilgilenilen parametre hakkında daha 

iyi bir tahmin edici elde etmede yararlı olabilecek bazı önsel bilgiler mevcuttur. 

Shrinkage (daraltıcı) tahmin yöntemi; parametre hakkındaki önsel bilginin, örnek 

için önsel nokta tahmininden veya parametreyi içeren aralıktan elde edildiği 

yöntemlerden biridir (Thompson (1968a,b), Mehta ve Srinivasan (1971), Jani (1991), 

Kourouklis (1994)). Yığın varyansı ߪଶ’nin tahmin değeri veya önsel değeri ߪ଴
ଶ 

yardımı ile tahmin edilmesi problemi Singh ve Singh (1997) tarafından tartışılmıştır. 

Singh ve Singh(1997) normal dağılımlı bir yığının varyansı için bir shrinkage 
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(daraltıcı) tahmin sınıfı olan ߪොሺ௣ሻ
ଶ ’yi önermiştir [14]. Singh ve Shukla (2003) yığın 

varyansı ߪଶ’nin bir tahmin değeri veya önsel tahmini ߪ଴
ଶ  mevcut iken normal 

dağılımda yığın ortalamasının karesi ߤଶ’nin tahmin problemi üzerinde çalışmış, ߤଶ 

ve OHK’nin formülü için bir shrinkage tahmin edici sınıfı olan ሺܶ௣ሻ
∗ ’yi önermiştir 

[15]. Singh ve Saxena (2003), yine yığın varyansı ߪଶ’nin bir tahmin değeri veya 

önsel tahmini ߪ଴
ଶ  mevcut iken ortalaması ߤ ve varyansı ߪଶ olan normal dağılımdan 

gelen tüm örneklerin dağılış parametresi ߪଶ için bir shrinkage tahmin edici sınıfı 

olan ߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ’yi önermiştir [16].  

 

Pareto dağılımı ilk olarak Pareto (1897) tarafından gelir dağılımı üzerine yapılan 

çalışmada kullanılmıştır [17]. Rytgaard (1990) çalışmasında Pareto dağılımının şekil 

parametresinin en çok olabilirlik tahmin edicsi( EÇOB) ve Moment Tahmin edicileri 

üzerinde çalışmıştır. Elde ettiği EÇOB tahmin edicisini kullanarak şekil parametresi 

için en küçük varyanslı sapmasız bir tahmin edici önermiştir [18]. Singh ve 

arkadaşları (1996) yaptıkları çalışmada Pareto dağılımının dağılış (scale) 

parametresinin EÇOB ve yansız tahmin edicileri için shrinkage tahmin yöntemini 

kullanarak yeni bir tahmin edici sınıfı önermiş ve önerilen bu tahmin edici sınıfının 

bazı durumlarda diğer tahmin edicilerden üstün olduğunu OHK’lerini karşılaştırarak 

göstermiştir [19]. Prakash ve arkadaşları (2006) yaptıkları çalışmada Pareto 

dağılımının şekil parametresinin önsel bilgisi mevcutken dağılış parametresi için bazı 

test tahmin edicileri önermiş ve önerilen tahmin ediciler ile yansız tahmin edicilerin 

karşılaştırılmasında hata kare kayıp fonksiyonunu (squared error loss function) 

kullanmıştır [20]. Prakash (2009) çalışmasında Pareto dağılımının şekil parametresi 

için bazı daraltıcı test tahmin edicileri ile Bayes tahmin edicileri ve özellikleri 

üzerinde çalışmış ve bu tahmin edicleri göreli etkinlikleri yardımıyla karşılaştırmıştır 

[21]. 

 

Bu çalışmada, başlangıçta shrinkage tahmin yöntemleri tanıtılmaya çalışılmıştır. 

Daha sonra normal dağılımın konum ve dağılış parametreleri ile üstel dağılımın 

dağılış parametresine ilişkin farklı shrinkage tahmin ediciler hem teorik hem de 

yapılan uygulama çalışmaları yardımıyla incelenmiştir.  
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Bu bilgilerin ışığı altında Pareto dağılımının şekil parametresi için farklı shrinkage 

tahmin ediciler oluşturulmuştur. Oluşturulan bu sapmalı tahmin ediciler ile 

geleneksel tahmin edicilere ilişkin sapma ve göreli etkinlik değerleri hem teorik 

olarak hem yapılan simülasyon ve uygulama çalışmaları yardımıyla karşılaştırmış ve 

gerekli yorumlar yapılmıştır.  
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2. ÖNERİLEN SHRINKAGE (DARALTICI) TAHMİN EDİCİLER 

 

2.1. Thompson (1968) Tarafından Önerilen Tahmin Edici 

 

Thompson (1968) tarafından  bir “önsel bilgi” doğrultusunda ENDOST, daraltma 

faktörü olan c ile çarpılarak elde edilen daraltılmış bir tahmin edici ele alınmıştır. c, 

0 ൏ ܿ ൑ 1 aralığında bir sabit, ߠ෠ değeri, ߠ parametresinin tahmin edicisi ve  ߠ଴ 

değeri, ߠ parametresinin önsel değeri olmak üzere ߠ parametresi için, 

 

෠௦ߠ ൌ ܿ̂൫ߠ෠൯ ൅ ሺ1 െ ܿ̂ሻߠ଴                                                                                                       ሺ2.1ሻ 

 

şeklinde yeni bir tahmin edici önerilmiştir [1]. Bu tahmin edici genel olarak bir 

shrinkage tahmin edicisi olarak adlandırılır. Eş. 2.1’deki ifade düzenlendiğinde, 

 

෠௦ߠ ൌ ܿ̂൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ ൅  ଴                                                                                                           ሺ2.2ሻߠ

 

şeklinde yazılabilir .  

Thompson (1968) tarafından Eş. 2.2’de önerilen tahmin edicideki daraltma faktörü 

olan c parametresi, ܿൣܧ൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ െ ሺߠ െ ଴ሻ൧ߠ
ଶ
 ifadesini, yani önerilen tahmin ediciye 

ilişkin OHK’yi en küçükleyecek şekilde seçilmiştir [1]. Buradan hareketle ߠ෠௦ tahmin 

edicisine ait OHK, 

 

෠ߠ൫ܿൣܧ െ ଴൯ߠ െ ሺߠ െ ଴ሻ൧ߠ
ଶ
ൌ ܧ ቂܿଶ൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ

ଶ
െ 2ܿ൫ߠ෠ െ ߠ଴൯ሺߠ െ ଴ሻߠ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶቃ 

ൌ ܿଶܧ ቂ൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ
ଶ
ቃ െ 2ܿሺߠ െ ෠ߠ൫ൣܧ଴ሻߠ െ ଴൯൧ߠ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ൌ ܿଶ ቂܸ൫ߠ෠൯ ൅ ൛ܧ൫ߠ෠ െ ଴൯ൟߠ
ଶ
ቃ െ 2ܿሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ   

 

biçiminde yazılabilir. Bu ifadenin c’ye göre kısmi türevi alınıp sıfıra eşitlendiğinde, 
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෠ߠ൫ܿൣܧ߲ െ ଴൯ߠ െ ሺߠ െ ଴ሻ൧ߠ

ଶ

߲ܿ
ൌ 2ܿൣܸ൫ߠ෠൯ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ൧ െ 2ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ 

2ܿൣܸ൫ߠ෠൯ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ൧ െ 2ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ ൌ 0  

ܿ ൌ
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ

ܸ൫ߠ෠൯ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ
                                       ሺ2.3ሻ 

ifadesine ulaşılır. 

 

c daraltma faktörünün ܿ̂ ൌ
൫ఏ෡ିఏబ൯

మ

൫ఏ෡ିఏబ൯
మ
ା௏௔௥෢ ൫ఏ෡൯

 şeklinde oluşturulan tahmin değeri Eş. 

2.2’de yerine yazıldığında shrinkage tahmin edicisi, 

 

෠௦ߠ ൌ
൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ

ଶ

൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ
ଶ
൅ ෢ݎܸܽ ൫ߠ෠൯

൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ ൅  ଴                                                                      ሺ2.4ሻߠ

 

olarak elde edilir. Buradan hareketle normal dağılıma sahip bir yığının ortalaması ߤ 

parametresine ilişkin önerilen tahmin edici, 

 

ߤ̂ ൌ
ሺ̅ݔ െ ଴ሻߤ

ଶ

ሺ̅ݔ െ ଴ሻߤ
ଶ ൅ ଶݏ ݊⁄

ሺ̅ݔ െ ଴ሻߤ ൅  ଴                                                                            ሺ2.5ሻߤ

 

şeklinde oluşturulabilir. 

 

2.2. Jani (1991) Tarafından Önerilen Tahmin edici sınıfı 

 

Jani (1991) üstel dağılımlı bir yığının dağılış parametresinin tahmininde kullanılmak 

üzere bir tahmin ediciler sınıfını önermiştir [12]. Bu tahmin ediciler sınıfı; 

 

෨ሺ௣ሻߠ ൌ ଴ߠ ቈ1 ൅ ݓ ൬
଴ߠ

෠ߠ
൰
௣

቉                                                                                                   ሺ2.6ሻ 
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şeklinde tanımlanmıştır. Burada ߠ଴; ߠ parametresinin bir önsel değeri, p; sıfır 

olmayan bir reel sayı ve ߠ ;ݓ෨ሺ௣ሻ’nin OHK’sini en küçükleyen bir sabittir. 

 

Bu tahmin edici sınıfı; w parametresi ile ߠ’nın en küçük varyanslı sapmasız tahmin 

edicisinin çarpılmasıyla daha küçük OHK’ye sahip tahmin ediciler elde edilmesi 

düşüncesiyle oluşturulmuştur.  

 

Benzer şekilde H.P.Singh ve R.Singh (1997) aynı tahmin edici sınıfını normal 

dağılıma sahip bir yığının varyansını tahmin etmek amacıyla kullanmışlardır. Yığın 

varyansı için önerilen tahmin edici sınıfı ߪ෤ሺ௣ሻ
ଶ  ile gösterilmekle birlikte, ݏଶ; ߪଶ için 

yansız tahmin edici, ߪ଴
ଶ; ߪଶ için önsel değeri, p sıfırdan farklı bir reel sayı ve ߪ ;ݓ෤ሺ௣ሻ

ଶ  

tahmin edici sınıfının OHK’sini en küçükleyecek bir sabit olmak üzere, 

 

෤ሺ௣ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ቈ1 ൅ ݓ ቆ
ଶݏ

଴ߪ
ଶቇ

௣

቉                                                                                                  ሺ2.7ሻ 

 

şeklinde tanımlanmıştır [14]. ܱܭܪ൫ߪොሺ௣ሻ
ଶ ൯ değerini en küçükleyecek ݓ değeri 

bulunarak, izleyen bölümlerde gösterilen işlemler yardımıyla daraltılmış bir tahmin 

edici sınıfı üretilmiştir, yani; 

 

ߣ ൌ ଴ߪ
ଶ ⁄ଶߪ  ve ݓሺ௣ሻ ൌ ଵሺ௣ሻܭ ⁄ଶሺ௣ሻܭ   iken; 

 

ොሺ௣ሻߪ൫ܽ݉݌ܽܵ
ଶ ൯ ൌ ߣଶሺߪ െ 1ሻሺ1 െ   ሺ௣ሻሻݓ

 

ve  

 

ොሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ
ଶ ൯ ൌ ଴ߪ

ଶ ൤ሺߣ െ 1ሻଶሺ1 െ ሺ௣ሻሻݓ
ଶ ൅

ଶ௪ሺ೛ሻ
మ

௡ିଵ
൨  

 

olmak üzere Eş. (2.7) ile verilen tahmin edici sınıfı;   
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ොሺ௣ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ൅ ݏሺ௣ሻሺݓ
ଶ െ ଴ߪ

ଶሻ                                                                                              ሺ2.8ሻ  

 

olarak ifade edilmiştir.      

 

2.3. Singh H.P. ve Saxena S. (2003) Tarafından Önerilen Tahmin edici sınıfı 

 

Singh H.P. ve Saxena S. (2003) normal dağılımın dağılış parametresi ߪଶ için 

önerilen; ݏଶ’ye ek olarak ݏଶ’nin tersini ve bu tersin kuvveti olacak bir başka sabiti 

içeren ve Jani (1991) tarafından önerilen tahmin ediciyi de kapsayan geliştirilmiş bir 

tahmin edici sınıfı önermiştir [16]. Bu tahmin edici sınıfı,       

 

෤ሺ௣,௤ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ቈ1 ൅ ଵݓ ቆ
ଶݏ

଴ߪ
ଶቇ

௣

൅ ଶݓ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶݏ
ቇ

௤

቉                                                                     ሺ2.9ሻ 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada p ve q; ݌ ൅ ݍ ് 0 olacak şekilde sıfır olmayan reel 

sayılardır, ݓଵ ve ݓଶ ise ܱܭܪሺߪ෤ሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ değerini en küçükleyecek şekilde seçilen 

sabitler ve ߪ଴
ଶ; ߪଶ parametresinin bir önsel değeridir. ߪ଴

ଶ değeri geçmişteki benzer 

çalışmalardan veya yapılan deneylerden elde edilen tahmin değeri olabilir. 
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3. NORMAL DAĞILIMDA KONUM PARAMETRESİ µ VE DAĞILIŞ 

PARAMETRESİ ࣌૛ İÇİN DARALTILMIŞ  TAHMİN EDİCİLER  

Bu bölümde normal dağılımın yığın parametreleri için daraltılmış tahmin ediciler 

ayrıntılı olarak incelenmiştir. 

 

3.1. Normal Dağılımda Konum Parametresi µ İçin Daraltılmış Tahmin Edici 

 

X; ortalaması ߤ  ve varyansı ߪଶ olan normal dağılıma sahip bir rassal değişken olsun. 

Burada X rassal değişkenine ait yığın ortalaması ߤ parametresinin tahmin problemi 

ele alınsın. Bilindiği gibi, ߤ parametresi için ̅ݔ yani örnek ortalaması ENDOST’dir.  

 

Burada 0 ൏ ܿ ൑ 1 olmak üzere ߤ parametresinin farklı bir tahmin edicisi ̂ߤ ൌ  ݔ̅ܿ

olarak ele alınmıştır. Bu tür bir daraltma (shrinkage) önsel bilgi ߤ଴ ൌ 0 olduğu 

durum için geçerlidir. Bu durumda (yani ߤ଴ ൌ 0 iken) risk fonksiyonu olarak 

kullanılan OHK’yi en küçükleyecek c değeri Eş. 2.5 yardımıyla; 

 

ܿ ൌ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
                                                                                                                    ሺ3.1ሻ 

 

şeklinde elde edilir. Buradan yığın ortalaması ߤ parametresi için yeni tahmin edici; 

 

ߤ̂  ൌ
ఓమ

ఓమାఙమ ௡⁄
 ሺ3.2ሻ                                                                                                                      ݔ̅

 

olarak elde edilir.   

 

 parametresi için önerilen tahmin ediciye ilişkin ortalama hata kare ࣆ .3.1.1

 

Burada ߤ parametresine ait daraltılmış tahmin edicinin OHK’sinin, ߤ parametresinin 

ENDOST’si olan ̅ݔ’nın OHK’sinden daha küçük olduğu gösterilmiştir. Daraltılmış 

tahmin edicinin OHK’si 
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ሻݔሺܿ̅ܭܪܱ ൌ ݔሺܿ̅ܧ െ  ሻଶ                                                                                                    ሺ3.3ሻߤ

 

olarak ifade edilir. c değeri OHK fonksiyonunda yerine yazıldığında, 

 

ሻݔሺܿ̅ܭܪܱ ൌ ݔሺܿ̅ܧ െ  ሻଶߤ

ൌ ܧ ቈ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ݔ̅ െ ቉ߤ

ଶ

 

ൌ ܧ ቎ቆ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ቇ

ଶ

ଶݔ̅ െ ݔ2̅ ቌ
ଶߤ

ଶߤ ൅
ଶߪ

݊

ቍߤ ൅  ଶ቏ߤ

ൌ ቆ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ቇ

ଶ

ଶሻݔሺ̅ܧ െ 2ቌ
ଶߤ

ଶߤ ൅
ଶߪ

݊

ቍߤ ሻฑݔሺ̅ܧ
ఓ

൅  ଶߤ

ൌ ቆ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ቇ

ଶ

ቂ൫ܧሺ̅ݔሻ൯
ଶ
൅ ܸሺ̅ݔሻቃ െ 2ቌ

ଶߤ

ଶߤ ൅
ଶߪ

݊

ቍߤ. ߤ ൅  ଶߤ

ൌ ቆ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ቇ

ଶ

ሺߤଶ ൅ ଶߪ ݊⁄ ሻ െ 2ቆ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ቇߤଶ ൅  ଶߤ

ൌ
ସߤ

ሺߤଶ ൅ ଶߪ ݊⁄ ሻଶ
ሺߤଶ ൅ ଶߪ ݊⁄ ሻ െ

ସߤ2

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
൅
ସߤ ൅ ଶߤ ଶߪ ݊⁄

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
 

ൌ
ସߤ െ ସߤ2 ൅ ସߤ ൅ ଶߤ ଶߪ ݊⁄

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
 

ൌ
ଶߤ

ଶߤ ൅ ଶߪ ݊⁄
ଶߪ ݊⁄  

 

sonucuna ulaşılır. ܱܭܪሺ̅ݔሻ ൌ ሻݔሺ̅ݎܸܽ ൌ ଶߪ ݊⁄  olduğu bilinmektedir. Buradan 

hareketle,  ܱܭܪሺܿ̅ݔሻ ൑   .ሻ eşitsizliği yazılabilirݔሺ̅ܭܪܱ

 

Ancak ܿ̅ݔ değerine ulaşmak ߤ parametre değerine ulaşmaktan daha zordur, çünkü c 

daraltma faktörü hem ߤ parametresinin hem de ߪଶ parametresinin bir fonksiyonudur. 

Ama hem ߤ hem de ߪଶ yerine tahmin edicileri kullanılabilir. ߤ parametresi yerine 

örnek ortalaması istatistiği ̅ݔ ve ߪଶ parametresi yerine örnek varyansı istatistiği 

ଶݏ ൌ
ଵ

௡ିଵ
∑ ሺݔ௜ െ ሻଶ௡ݔ̅
௜ୀଵ  kullanarak c için bir tahmin elde edilebilir. Böylece  
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௦ߤ̂ ൌ ݔ̅̂ܿ ൌ
ଶݔ̅

ଶݔ̅ ൅ ଶݏ ݊⁄
 ݔ̅

 

ifadesine ulaşılır. 

 

3.1.2. Normal dağılımda µ’ye ait daraltılmış tahmin edicinin incelenmesi 

 

Daraltma işlemi, parametrenin önsel değere yakın olmadığı bazı durumlarda artan 

OHK’ye neden olabilir. Yapılan daraltma işleminin mantıklı olup olmadığına karar 

vermek için parametreye ait önsel dağılım üzerinde bazı çalışmalar yapmak uygun 

olabilir. Veya ܱܭܪሺߠ෠௦ሻ/ܱܭܪሺߠ෠ሻ’nın ߠ (veya ߠ/ටܸܽݎሺߠ෠ሻ) ya göre oluşturulan 

eğrileri yardımıyla incelenmesi daha yararlı olabilir. Bu bölümde ܱܭܪሺܿ̂̅ݔሻ/

 .௫̅|’ye göre grafikleri üzerinde çalışılmıştırߪ/ߤ| ሻ’ninݔሺ̅ܭܪܱ

 

Bu çalışmada Şekil 3.1 ve Şekil 3.2’de; ܱܭܪሺܿ̂̅ݔሻ ve ܱܭܪሺ̅ݔሻ  değerleri, |μ/σ୶ത| 

oranın 0 ortalamalı, 5 standart sapmalı normal dağılımdan rassal olarak üretildiği 

100000 denemeye sahip Monte Carlo simülasyonu yardımıyla elde edilmiştir. 

 

Şekil 3.1’de n=9 için ܱܭܪሺܿ̂̅ݔሻ/ܱܭܪሺ̅ݔሻ’nin |ߪ/ߤ௫̅|’e karşısındaki eğrileri 

incelenmektedir. Ortalaması 0 ve standart sapması 5 olan Birikimli Normal dağılım 

ile ilgili olan yatay eksen kullanılmıştır. Şekil 1’de aşağıdaki daraltıcı (shrinking) 

faktörler incelenmiştir: 

 

 ሺ1ሻ  ܿ ൌ 1                             

ሺ2ሻ  ܿ ൌ ଶߤଶ/ሺߤ ൅ ଶߪ ݊⁄ ሻ 

ሺ3ሻ  ܿ̂ ൌ ଶߤଶ/ሺߤ ൅ ଶݏ ݊⁄ ሻ 

ሺ4ሻ  ܿ̂ ൌ ଶݔଶ/ሺ̅ݔ̅ ൅ ଶߪ ݊⁄ ሻ 

ሺ5ሻ  ܿ̂ ൌ ଶݔଶ/ሺ̅ݔ̅ ൅ ଶݏ ݊⁄ ሻ 
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Daha önce teorik olarak gösterildiği gibi (2) eşitliği, (1) eşitliğinden daha düşük 

OHK değerleri verir. (3) eşitliği, (2) eşitliğine göre sadece çok az miktarda daha 

büyük OHK değerine sahiptir. Buna ek olarak, (4)’e ait OHK hemen hemen (5) ’e ait 

OHK ile aynıdır. Bu yüzden c’nin hesaplanmasında µ parametresinin bilgisi, ߪଶ 

parametresinin bilgisinden daha değerlidir yorumu yapılabilir. 

 

Şekil 3.1’de beş tane daraltıcı faktör incelenmesine rağmen, genellikle uygulamada 

(1) ve (5) daraltıcı faktörleri kullanılır. ߪ௫̅ ile µ karşılaştırıldığında µ’nün küçük 

olduğu durumda, yani |ߪ/ߤ௫̅| küçük iken, ̂ߤ௦ ൌ ൫̅ݔଶ/ሺ̅ݔଶ ൅ ଶݏ ݊⁄ ሻ൯̅ݔ tahmin 

edicisinin OHK değeri ̅ݔ tahmin edicisinin OHK değerinden küçük olacağından ̅ݔ 

yerine ̂ߤ௦’nin kullanılması avantajlı olacaktır. |ߪ/ߤ௫̅| büyüdükçe (1) eşitliğine ait 

OHK ile (5) eşitliğine ait OHK değerleri birbirlerine yakınsadığından  |ߪ/ߤ௫̅|’nin 

büyük olduğu durumda bile (5) daraltıcı faktörünün kullanımı dezavantaj 

olmayacaktır.  

 

Şekil 3.1: Normal dağılıma sahip bir yığının ortalaması için bazı daraltılmış 
tahmin ediciler 
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ܿ̂ ൌ ଶݔଶ/ሺ̅ݔ̅ ൅ ଶݏ ݊⁄ ሻ şeklinde verilen daraltıcı faktör (2), (3) ve (4)’te verilen 

daraltıcı faktörlere göre parametre değeri içermediği için uygulamada daha çok 

kullanılır. Ama ܿ̂ ൌ ଶݔଶ/ሺ̅ݔ̅ ൅ ଶݏ ݊⁄ ሻ  değeri tek uygun daraltıcı faktör değildir. 

Özellikle sଶ n⁄ , k ൒ 0 olan bir k parametresiyle çarpılırsa daha esnek bir daraltıcı 

faktör elde edilir.  

 

Şekil 3.2’de μ parametresinin bir tahmin edicisi olarak ̂ߤ௦௞ ൌ ଶݔଶ/ሺ̅ݔ̅ ൅ ଶݏ݇ ݊⁄ ሻ’nin 

kullanımının etkisi incelenmiştir. Genel olarak; k sabiti içeren daraltıcı faktör, orta 

büyüklükte |μ/σ୶ത| değerleri için artan OHK değerlerine sahip olmasına rağmen, 

küçük |μ/σ୶ത| değerleri için (2) ve (5) olarak verilen daraltıcı faktörlere göre OHK’si 

daha düşük değerli olabilir. 

 

Şekil 3.2’de |μ/σ୶ത| ൌ 0’da OHKሺ̂ߤ௦௞ሻ/OHKሺxതሻ değeri kontrol edildiğinde k sabiti ile 

genişletilmiş sଶ n⁄  değeri içeren daraltıcı faktörlerin cො ൌ xതଶ/ሺxതଶ ൅ sଶ n⁄ ሻ daraltıcı 

faktörüne göre daha küçük OHK değerine sahip olduğu görülmektedir. 

 

 

Şekil 3.2: Normal dağılıma sahip bir yığının ortalaması için bazı daraltılmış 
tahmin ediciler 
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3.2. ࣌૛ Parametresi İçin Daraltılmış (Shrunken) Tahmin Ediciler 

 

Bu bölümde normal dağılımın yığın varyansı için önerilen üç farklı daraltılmış 

tahmin ediciler sınıfı üzerinde durulmuştur. 

 

3.2.1. ࣌૛ parametresi için önerilen tahmin edici 

 

Thompson (1968,a) tarafından önerilen  

 

෠௦ߠ ൌ
൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ

ଶ

൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ
ଶ
൅ ෢ݎܸܽ ൫ߠ෠൯

൫ߠ෠ െ ଴൯ߠ ൅  ଴ߠ

 

şeklinde verilen tahmin edici kullanılarak yığın varyansı için ߪො௦
ଶ tahmin edicisi 

଴ߪ ,ଶ için yansız tahmin ediciߪ ;ଶݏ
ଶ; ߪଶ için önsel değeri ve ܸܽݎሺݏଶሻ ൌ

ଶఙర

௡ିଵ
  olmak 

üzere; 

  

ො௦ߪ
ଶ ൌ

ሺݏଶ െ ଴ߪ
ଶ ሻଷ

ሺݏଶ െ ଴ߪ
ଶ ሻଶ ൅

ସݏ2

݊ െ 1

൅ ଴ߪ
ଶ                                                                                      ሺ3.4ሻ 

 

olarak elde edilir [1].  

 

 ଶ Parametresi İçin Önerilen Tahmin Ediciye İlişkin Ortalama Hata Kareߪ

 

Bu bölümde Eş. 3.4’te verilen tahmin ediciye ait OHK değeri hesaplanışı ele 

alınmıştır. ݑ ൌ ଶݏ െ ଴ߪ
ଶ ve ߣ ൌ

ఙబ
మ

ఙమ
 olmak üzere 

 

ො௦ߪሺܭܪܱ
ଶሻ ൌ ො௦ߪሺܧ 

ଶ െ                                                                                                            ଶሻଶߪ

ൌ ܧ ቌ
ሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶ ሻଷ

ሺݏଶ െ ଴ߪ
ଶ ሻଶ ൅

ସݏ2

݊ െ 1

൅ ଴ߪ
ଶ െ ଶቍߪ

ଶ
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ൌ ܧ ቌ
ଷݑ

ଶݑ ൅
ସݏ2

݊ െ 1

൅ ଴ߪ
ଶ െ ଶቍߪ

ଶ

   

ൌ ܧ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

଺ݑ

൬ݑଶ ൅
ସݏ2

݊ െ 1൰
ଶ ൅

ଷݑ2

ଶݑ ൅
ସݏ2

݊ െ 1

ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻߪ ൅ ଴ߪ

ସ ൅ ସߪ െ ଴ߪ2
ଶߪଶ

ے
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ଴ߪ
ସ ൅ ସߪ െ ଴ߪ2

ଶߪଶ ൅ 2ሺߪ଴
ଶ െ ܧଶሻߪ ቎

ଷݑ2

ଶݑ ൅
ସݏ2

݊ െ 1

቏ ൅ ܧ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

଺ݑ

൬ݑଶ ൅
ସݏ2

݊ െ 1൰
ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ସߪ ቆ
଴ߪ
ସ

ସߪ
൅ 1 െ 2

଴ߪ
ଶ

ଶߪ
ቇ ൅ ଶߪ2 ቆ

଴ߪ
ଶ

ଶߪ
െ 1ቇܧ ቎

ଷݑ2

ଶݑ ൅
ସݏ2

݊ െ 1

቏ ൅ ܧ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

଺ݑ

൬ݑଶ ൅
ସݏ2

݊ െ 1൰
ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ߣସሺߪ െ 1ሻଶ ൅ ߣଶሺߪ2 െ 1ሻܧ ቎
ଷݑ2

ଶݑ ൅
ସݏ2

݊ െ 1

቏ ൅ ܧ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

଺ݑ

൬ݑଶ ൅
ସݏ2

݊ െ 1൰
ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې

          

ൌ ߣସሺߪ െ 1ሻଶ ൅ ߣଶሺߪ2 െ 1ሻන
ଷݑ2

൬ݑଶ ൅
ସݏ2

݊ െ 1൰
݂ሺݏଶሻ݀ݏଶ

ஶ

଴

൅ න
଺ݑ

൬ݑଶ ൅
ସݏ2

݊ െ 1൰
ଶ ݂ሺݏ

ଶሻ݀ݏଶ
ஶ

଴

 

 

Burada ݂ሺݏଶሻ yani ݏଶ’nin olasılık yoğunluk fonksiyonudur ve ݏଶ istatistiği sırasıyla 

ቀ
௡ିଵ

ଶ
,
ଶఙమ

௡ିଵ
ቁ parametreli Gamma dağılımına sahip olduğu için, 

 

݂ሺݏଶሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ 1

൬
ସߪ2

݊ െ 1൰

௡ିଵ
ସ
 ቒቀ
݊ െ 1
2

ቁ

݌ݔ݁ ቊെ
ሺ݊ െ 1ሻݏଶ

ଶߪ2
ቋ ሺݏଶሻ

௡ିଵ
ଶ ିଵ , 0 ൏ ଶݏ ൏ ∞

0                                                                          ,      ݀. ݄

 

 

şeklinde tanımlanır. Singh ve Singh (1997) çalışmalarında ߪො௦
ଶ tahmin edicisine ilişkin 

OHK hesaplamada 10-nokta Gauss-Laguerre Karelemesini kullanmıştır [14]. Bu 
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sayede farklı n ve ߣ değerleri için OHK değerleri hesaplamış ve 0.125 ൑ ߣ ൑ 1.50 

iken ߪො௦
ଶ tahmin edicisinin ݏଶ tahmin edicisinden daha küçük OHK değerlerine sahip 

olduğunu göstermiştir. Bu çalışmada ise ߪො௦
ଶ tahmin edicisinin OHK değerleri, 

ortalaması 0 ve standart sapması 5 olan normal dağılımdan rassal olarak üretilen 

örnekler kullanılarak yapılan 100000 denemeye sahip Monte Carlo simülasyonu 

yardımıyla elde edilmiştir. Bulunan bu sonuçlar Singh ve Singh (1997) 

çalışmalarındaki sonuçlarla benzerdir [14]. Elde edilen bu değerler Bölüm 3.2.4’te 

yer alan Çizelge 3.1’de verilmiştir. 

 

3.2.2. ࣌૛ parametresi için önerilen tahmin edici sınıfı ෥࣌ሺ࢖ሻ
૛  

 

Eş. 2.7’de tanımlanan ve ߪ෤ሺ௣ሻ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ൤1 ൅ ݓ ቀ
௦మ

ఙబ
మቁ
௣

൨ formundan elde edilen tahmin 

edici sınıfının OHK değerini en küçükleyecek w değeri aşağıdaki gibi bulunur. 

Bunun için öncelikle ߪ෤ሺ௣ሻ
ଶ  tahmin ediciler sınıfına ait OHK değeri hesaplanmalıdır.  

 

෤ሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ
ଶ ൯ ൌ ෤ሺ௣ሻߪൣܧ

ଶ െ ଶ൧ߪ
ଶ
                                               

ൌ ܧ ቈߪ଴
ଶ ቆ1 ൅ ݓ ቆ

ଶݏ

଴ߪ
ଶቇ

௣

ቇ െ ଶ቉ߪ

ଶ

 

ൌ ܧ ቈߪ଴
ଶ ൅ ଴ߪ

ଶݓ ቆ
ଶݏ

଴ߪ
ଶቇ

௣

െ ଶ቉ߪ

ଶ

ൌ ଴ߪሺൣܧ
ଶ െ ଶሻߪ ൅ ଴ߪሺݓ

ଶሻିሺ௣ିଵሻሺݏଶሻ௣൧
ଶ
 

ൌ ଴ߪሺൣܧ
ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ ଴ߪଶሺݓ

ଶሻିଶሺ௣ିଵሻሺݏଶሻଶ௣ ൅ ଴ߪሺݓ2
ଶ

െ ଴ߪଶሻሺߪ
ଶሻିሺ௣ିଵሻሺݏଶሻ௣ሿ 

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ ଴ߪଶሺݓ

ଶሻିଶሺ௣ିଵሻܧሼሺݏଶሻଶ௣ሽ ൅ ଴ߪሺݓ 2
ଶ

െ ଴ߪଶሻሺߪ
ଶሻିሺ௣ିଵሻܧሼሺݏଶሻ௣ሽ 

 

Buradaki ܧሼሺݏଶሻଶ௣ሽ ve ܧሼሺݏଶሻ௣ሽ değerlerinin hesaplanması için  

 

ଶሻ௝௣ൟݏ൛ሺܧ ൌ ߪሺ௝௣ሻሺܭ
ଶሻ௝௣ , ሺ݆ ൌ 1,2ሻ 
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ሺ௝௣ሻܭ ൌ ൬
2

݊ െ 1
൰
௝௣

ቐ
߁ ቀ

݊ ൅ ݌2݆ െ 1
2

ቁ

߁ ቀ
݊ െ 1
2

ቁ
ቑ 

 

fonksiyonları kullanılmıştır. 

 

 :ሺ௝௣ሻ’nin elde edilişiܭ ଶሻ௝௣ൟ veݏ൛ሺܧ

 

Daha önce belirtildiği gibi ݏଶ~ܽ݉݉ܽܩ ቀ
௡ିଵ

ଶ
,
ଶఙమ

௡ିଵ
ቁ’dir. Parametreleri ሺߙ,  ሻ olan birߚ

Gamma Dağılımının moment çıkaran fonksiyonu ܯ௑ሺݐሻ ൌ ሺ1 െ  .ሻିఈ şeklindedirݐߚ

Dolayısıyla ܺ௜’ye ait beklenen değerler; ܯ௑ሺݐሻ fonksiyonunun i-nci dereceden t’ye 

göre kısmi türevinin t=0 noktasında elde edilir. Bu bilgi yardımıyla,  

 

ሺܺଵሻܧ ൌ
ሻݐ௑ሺܯ߲

ଵݐ߲
ൌ െߙሺ1 െ ሻ|௧ୀ଴ߚሻିఈିଵሺെݐߚ ൌ                                                        ߚߙ

ሺܺଶሻܧ ൌ
ሻݐ௑ሺܯ߲

ଶݐ߲
ൌ ߙሺߙ ൅ 1ሻሺ1 െ ଶ|௧ୀ଴ߚሻିఈିଶݐߚ ൌ ߙሺߙ ൅ 1ሻߚଶ                                 

ሺܺଷሻܧ ൌ
ሻݐ௑ሺܯ߲

ଷݐ߲
ൌ ߙሺߙ ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻሺ1 െ ଷ|௧ୀ଴ߚሻିఈିଷݐߚ ൌ ߙሺߙ  ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻߚଷ  

ሺܺସሻܧ ൌ
ሻݐ௑ሺܯ߲

ସݐ߲
ൌ ߙሺߙ ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻሺߙ ൅ 3ሻሺ1 െ                                 ସ|௧ୀ଴ߚሻିఈିସݐߚ

ൌ ߙሺߙ  ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻሺߙ ൅ 3ሻߚସ                              

⋮ 

൫ܺ௜൯ܧ ൌ
ሻݐ௑ሺܯ߲

௜ݐ߲
ൌ
ሺߙ െ 1 ൅ ݅ሻ!

ሺߙ െ 1ሻ!
 ௜ߚ

 

ሺߙ െ 1ሻ! ൌ ߙሻ ve ሺߙሺ߁ െ 1 ൅ ݅ሻ! ൌ ߙሺ߁ ൅ ݅ሻ yazıldığında beklenen değerler 

 

൫ܺ௜൯ܧ ൌ
ߙሺ߁ ൅ ݅ሻ

ሻߙሺ߁
 ௜ߚ
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şeklinde elde edilir. ߙ ൌ
௡ିଵ

ଶ
, ߚ ൌ

ଶఙమ

௡ିଵ
 ve i=jp olarak alındığında ݏଶ’ye ait beklenen 

değer fonksiyonu, 

 

ଶሻ௝௣൯ݏ൫ሺܧ ൌ
߁ ቀ

݊ െ 1
2

൅ ቁ݌݆

߁ ቀ
݊ െ 1
2

ቁ
ቆ
ଶߪ2

݊ െ 1
ቇ

௝௣

 

                     ൌ
߁ ቀ

݊ ൅ ݌2݆ െ 1
2

ቁ

߁ ቀ
݊ െ 1
2

ቁ
൬

2

݊ െ 1
൰
௝௣

ሺߪଶሻ௝௣ 

 

 olarak genellenebilir. Böylece beklenen değer fonksiyonu 

 

ሺ௝௣ሻܭ ൌ ൬
2

݊ െ 1
൰
௝௣

ቐ
߁ ቀ

݊ ൅ ݌2݆ െ 1
2

ቁ

߁ ቀ
݊ െ 1
2

ቁ
ቑ 

 

alınarak ܧ൛ሺݏଶሻ௝௣ൟ ൌ ߪሺ௝௣ሻሺܭ
ଶሻ௝௣ şeklinde yazılabilir. Buradan hareketle ߪ෤ሺ௣ሻ

ଶ ’ye ait 

OHK değeri 

 

෤ሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ
ଶ ൯ ൌ ሺߪ଴

ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ ଴ߪଶሺݓ
ଶሻିଶሺ௣ିଵሻܭሺଶ௣ሻሺߪ

ଶሻଶ௣ 

൅2 ݓሺߪ଴
ଶ െ ଴ߪଶሻሺߪ

ଶሻିሺ௣ିଵሻܭሺ௣ሻሺߪ
ଶሻ௣ 

 

olarak elde edilir. Bu ifade ߣ ൌ
ఙబ
మ

ఙమ
 alınarak düzenlendiğinde,  

 

෤ሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ
ଶ ൯ ൌ ସߪ ቆ

଴ߪ
ଶ

ଶߪ
 – 1ቇ

ଶ

൅ ଶݓ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶߪ
ቇ

ିଶሺ௣ିଵሻ

ሺߪଶሻିଶሺ௣ିଵሻܭሺଶ௣ሻሺߪ
ଶሻଶ௣                     

    ൅2 ߪݓଶ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶߪ
െ 1ቇቆ

଴ߪ
ଶ

ଶߪ
ቇ

ିሺ௣ିଵሻ

ሺߪଶሻିሺ௣ିଵሻܭሺ௣ሻሺߪ
ଶሻ௣                                           

ൌ –ߣ ସሺߪ 1ሻଶ ൅ ሺଶ௣ሻܭଶሻଶߪଶሺ௣ିଵሻሺିߣଶݓ ൅ ߣଶሺߪݓ2 െ 1ሻሺߣሻିሺ௣ିଵሻߪଶܭሺ௣ሻ 

 

෤ሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ
ଶ ൯ ൌ –ߣ ସൣሺߪ 1ሻଶ ൅ ሺଶ௣ሻܭଶሺ௣ିଵሻିߣଶݓ ൅ ߣሺݓ2 െ 1ሻሺߣሻିሺ௣ିଵሻܭሺ௣ሻ൧                   
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ifadesine ulaşılır. ܱܭܪ൫ߪ෤ሺ௣ሻ
ଶ ൯’yi en küçükleyecek w değeri, 

 

෤ሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ߲
ଶ ൯

ݓ߲
ൌ ሺଶ௣ሻܭଶሺ௣ିଵሻିߣݓସൣ2ߪ ൅ 2ሺߣ െ 1ሻሺߣሻିሺ௣ିଵሻܭሺ௣ሻ൧ 

 

ifadesinin sıfıra eşitlenmesiyle, 

 

ሺଶ௣ሻܭଶሺ௣ିଵሻିߣݓ2 ൅ 2ሺߣ െ 1ሻሺߣሻିሺ௣ିଵሻܭሺ௣ሻ ൌ 0  

ݓ ൌ െ
ሺߣ െ 1ሻሺߣሻିሺ௣ିଵሻܭሺ௣ሻ

ሺଶ௣ሻܭଶሺ௣ିଵሻିߣ
                  

ൌ െሺߣ െ 1ሻሺߣሻሺ௣ିଵሻ൫ܭሺ௣ሻ ⁄ሺଶ௣ሻܭ ൯ 

ൌ െ൬1 െ
1

ߣ
൰ ሺߣሻ௣൫ܭሺ௣ሻ ⁄ሺଶ௣ሻܭ ൯        

ൌ ቆ
ଶߪ െ ଴ߪ

ଶ

଴ߪ
ଶ ቇ ቆ

଴ߪ
ଶ

ଶߪ
ቇ

௣

൬
݊ െ 1

2
൰
௣

ቌ
߁ ቀ

݊ ൅ ݌2 െ 1
2

ቁ

߁ ቀ
݊ ൅ ݌4 െ 1

2
ቁ
ቍ 

 

şeklinde elde edilir. Uygulamada ߪଶ parametresi bilinmediğinden yerine en küçük 

varyanslı sapmasız tahmin edicisi ݏଶ yazılarak w için bir tahmin değeri olan, 

 

ෝݓ ൌ ቆ
ଶݏ െ ଴ߪ

ଶ

଴ߪ
ଶ ቇ ቆ

଴ߪ
ଶ

ଶݏ
ቇ

௣

൬
݊ െ 1

2
൰
௣

ቌ
߁ ቀ

݊ ൅ ݌2 െ 1
2

ቁ

߁ ቀ
݊ ൅ ݌4 െ 1

2
ቁ
ቍ 

 

elde edilir. 

 

ሺ௣ሻݓ ൌ ൬
݊ െ 1

2
൰
௣

ቌ
߁ ቀ

݊ ൅ ݌2 െ 1
2

ቁ

߁ ቀ
݊ ൅ ݌4 െ 1

2
ቁ
ቍ 

 

olmak üzere Eş. 2.7’de verilen ߪ෤ሺ௣ሻ
ଶ  tahmin edici sınıfı 
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ොሺ௣ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ൅ ଴ߪ
ଶ ቆ

ଶݏ

଴ߪ
ଶቇ

௣

ቆ
ଶݏ െ ଴ߪ

ଶ

଴ߪ
ଶ ቇ ቆ

଴ߪ
ଶ

ଶݏ
ቇ

௣

 ሺ௣ሻݓ

ൌ ଴ߪ
ଶ ൅ ሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶሻݓሺ௣ሻ                                                                                                ሺ3.5ሻ 

 

şeklinde oluşturulabilir [14]. 

Eş. 3.5’te tanımlanan ߪොሺ௣ሻ
ଶ  tahmin edicisine ait sapma, 

  

ොሺ௣ሻߪ൫ܽ݉݌ܽܵ
ଶ ൯ ൌ ොሺ௣ሻߪ൫ܧ

ଶ ൯ െ                                                      ଶߪ

ൌ ଴ߪ൫ܧ
ଶ ൅ ሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶሻݓሺ௣ሻ൯ െ  ଶߪ

ൌ ଴ߪ
ଶ ൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ

ଶሻݓሺ௣ሻ െ         ଶߪ

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻߪ െ ଴ߪሺ௣ሻሺݓ

ଶ െ     ଶሻߪ

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻ൫1ߪ െ                  ሺ௣ሻ൯ݓ

ൌ ଶߪ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶߪ
െ 1ቇ ൫1 െ             ሺ௣ሻ൯ݓ

ൌ ߣଶሺߪ െ 1ሻ൫1 െ                  ሺ௣ሻ൯ݓ

 

olarak elde edilir.  

 

ොሺ௣ሻߪ
ଶ  Tahmin edici sınıfına İlişkin Ortalama Hata Kare 

 

Eş. 3.5’te tanımlanan ߪොሺ௣ሻ
ଶ  tahmin edicisine ait OHK; 

 

ොሺ௣ሻߪ൫ܭܪܱ
ଶ ൯ ൌ ොሺ௣ሻߪൣܧ

ଶ െ ଶ൧ߪ
ଶ
 

ൌ ଴ߪൣܧ 
ଶ ൅ ሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶሻݓሺ௣ሻ െ ଶ൧ߪ
ଶ
 

ൌ ଴ߪሺൣܧ 
ଶ െ ଶሻߪ ൅ ሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶሻݓሺ௣ሻ൧
ଶ
 

ൌ ଴ߪሺൣܧ
ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ 2ሺߪ଴

ଶ െ ଶݏଶሻሺߪ െ ଴ߪ
ଶሻݓሺ௣ሻ ൅ ሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶሻଶݓሺ௣ሻ
ଶ൧ 

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ 2ሺߪ଴

ଶ െ ݏሺܧሺ௣ሻݓଶሻߪ
ଶ െ ଴ߪ

ଶሻ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶܧሾሺݏଶ െ ଴ߪ

ଶሻଶሿ 

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ 2ሺߪ଴

ଶ െ ߪሺ௣ሻሺݓଶሻߪ
ଶ െ ଴ߪ

ଶሻ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶܧሾሺݏଶሻଶ െ ଴ߪଶݏ2

ଶ ൅ ଴ߪ
ସሿ 
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ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻଶߪ െ ଴ߪሺ௣ሻሺݓ2

ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶܧሾሺݏଶሻଶሿ െ ሺ௣ሻݓ2

ଶߪ଴
ଶܧሾݏଶሿ

൅ ሺ௣ሻݓ
ଶߪ଴

ସ 

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻଶߪ െ ଴ߪሺ௣ሻሺݓ2

ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶሾܸܽݎሺݏଶሻ ൅ ሺܧሾݏଶሿሻଶሿ

െ ሺ௣ሻݓ2
ଶߪ଴

ଶܧሾݏଶሿ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶߪ଴

ସ 

ൌ ሺߪ଴
ଶ െ ଶሻଶߪ െ ଴ߪሺ௣ሻሺݓ2

ଶ െ ଶሻଶߪ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶ ቈ

ସߪ2

݊ െ 1
൅ ସ቉ߪ െ ሺ௣ሻݓ2

ଶߪ଴
ଶߪଶ

൅ ሺ௣ሻݓ
ଶߪ଴

ସ 

ൌ ସߪ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶߪ
െ 1ቇ

ଶ

െ ߪሺ௣ሻݓ2
ସ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶߪ
െ 1ቇ

ଶ

൅ ሺ௣ሻݓ
ଶߪସ ൤

2

݊ െ 1
൅ 1൨

െ ሺ௣ሻݓ2
ଶ
଴ߪ
ଶ

ଶߪ
ସߪ ൅ ሺ௣ሻݓ

ଶ
଴ߪ
ସ

ସߪ
 ସߪ

ൌ ସߪ ൤ሺߣ െ 1ሻଶ െ ߣሺ௣ሻሺݓ2 െ 1ሻଶ ൅
2

݊ െ 1
ሺ௣ሻݓ

ଶ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶ െ ሺ௣ሻݓ2

ଶߣ

൅ ሺ௣ሻݓ
ଶߣଶ൨ 

ൌ ସߪ ൤ሺߣ െ 1ሻଶ െ ߣሺ௣ሻሺݓ2 െ 1ሻଶ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶሺ1 െ ߣ2 ൅ ଶሻߣ ൅

2

݊ െ 1
ሺ௣ሻݓ

ଶ൨ 

ൌ ସߪ ൤ሺߣ െ 1ሻଶ െ ߣሺ௣ሻሺݓ2 െ 1ሻଶ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶሺߣ െ 1ሻଶ ൅

2

݊ െ 1
ሺ௣ሻݓ

ଶ൨ 

ൌ ସߪ ൤ሺߣ െ 1ሻଶ൫1 െ ሺ௣ሻݓ2 ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶ൯ ൅

2

݊ െ 1
ሺ௣ሻݓ

ଶ൨ 

ൌ ସߪ ൤ሺߣ െ 1ሻଶ൫1 െ ሺ௣ሻ൯ݓ
ଶ
൅

2

݊ െ 1
ሺ௣ሻݓ

ଶ൨                                                       ሺ3.6ሻ 

 

şeklinde elde edilir. 

 

3.2.3. ෝ࣌ሺ࢖ሻ
૛ , ෝ࢙࣌

૛ tahmin edicileri ile ࢙૛ tahmin edicisinin karşılaştırılması  

 

Çizelge 3.1’de farklı ߣ, ݊,  ଶ tahmin edicisinin OHK’sinin yaniݏ değerleri için ݌

varyansının Eş. 3.6 ifadesine oranlanmasıyla hesaplanan ܸܽݎሺݏଶሻ/ܱܭܪ൫ߪොሺ௣ሻ
ଶ ൯ 

değerleri ile Bölüm 3.2.1’de sözü geçen simülasyon çalışması yardımıyla elde edilen 

ො௦ߪሺܭܪܱ/ଶሻݏሺݎܸܽ
ଶሻ değerleri verilmiştir.  
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Çizelge 3.1. σଶ  için önerilen bazı tahmin edicilerin sapmasız tahmin edici sଶ’ye göre 
 göreli etkinlikleri 

 Örnek Çapı n 
λ Tahmin 

Edici 
3 5 7 11 

0.125 

ොሺିଵሻߪ
ଶ  - - 0.8834 1.0283     

ොሺିଵ/ଶሻߪ
ଶ  - 1.6498    1.4021 1.2204     

ොሺଵ/ଶሻߪ
ଶ  1.2574 1.1247    1.0820 1.0486     

ොሺଵሻߪ
ଶ  2.2655 1.6271    1.4163    1.2488     

ොሺଷ/ଶሻߪ
ଶ   1.9492 1.3887    1.2202    1.1016     

ොሺଶሻߪ
ଶ   1.5378 0.9804    0.8227    0.7287     

ොሺହ/ଶሻߪ
ଶ   1.3801 0.7858 0.6099 0.4945 

ො௦ߪ
ଶ  2.0226 1.4783 1.2861 1.1586 

0.50 

ොሺିଵሻߪ
ଶ  - - 2.2500     1.7857     

ොሺିଵ/ଶሻߪ
ଶ  - 2.1627    1.5883 1.2924     

ොሺଵ/ଶሻߪ
ଶ  1.2680    1.1295    1.0850    1.0503     

ොሺଵሻߪ
ଶ  3.2000    2.0000    1.6410    1.3714     

ොሺଷ/ଶሻߪ
ଶ   4.9855    2.9548    2.2808    1.7511     

ොሺଶሻߪ
ଶ   4.6080    2.7778    2.1858    1.7172     

ොሺହ/ଶሻߪ
ଶ   4.2174 2.3745 1.8082 1.3961 

ො௦ߪ
ଶ  3.3851 2.1709 1.7374 1.3643 

1.00 

ොሺିଵሻߪ
ଶ  - - 9.0000    2.7800     

ොሺିଵ/ଶሻߪ
ଶ  - 2.5500    1.7000    1.3300     

ොሺଵ/ଶሻߪ
ଶ  1.3000  1.1300    1.0900    1.0500 

ොሺଵሻߪ
ଶ  4.0000  2.2500    1.7800    1.4400     

ොሺଷ/ଶሻߪ
ଶ   20.370    6.5200    3.9400    2.5600     

ොሺଶሻߪ
ଶ   144.00    25.000    11.111    5.0200     

ොሺହ/ଶሻߪ
ଶ   1303.8 119.74 38.200 12.030 

ො௦ߪ
ଶ  4.5822 3.1971 2.8120 2.5382 

1.50 

ොሺିଵሻߪ
ଶ  - - 0.3214    1.7857     

ොሺିଵ/ଶሻߪ
ଶ  - 2.1627    1.0483    1.2924     

ොሺଵ/ଶሻߪ
ଶ  1.2680    1.1295    1.0735    1.0503     

ොሺଵሻߪ
ଶ  3.2000    2.0000    1.0159    1.3714     

ොሺଷ/ଶሻߪ
ଶ   4.9855    2.9548    0.5218    1.7511     

ොሺଶሻߪ
ଶ   4.6080    2.7778    0.2943    1.7172     

ොሺହ/ଶሻߪ
ଶ   4.2174 2.3745 0.2098 1.3961 

ො௦ߪ
ଶ  2.8561 1.9333 1.5726 1.2449 

2.50 

ොሺିଵሻߪ
ଶ  - - 0.3214    0.4630     

ොሺିଵ/ଶሻߪ
ଶ  - 0.9805    1.0483    1.0518     

ොሺଵ/ଶሻߪ
ଶ  1.2277    1.1114    1.0735    1.0437     

ොሺଵሻߪ
ଶ  1.2308    1.0588    1.0159    0.9931     

ොሺଷ/ଶሻߪ
ଶ   0.7080    0.5498    0.5218    0.5328     

ොሺଶሻߪ
ଶ   0.5270    0.3425    0.2943    0.2742     

ොሺହ/ଶሻߪ
ଶ   0.4700 0.2686 0.2098 0.1730 

ො௦ߪ
ଶ  1.1166 0.7660 0.6687 0.6245 
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Çizelge 3.1’e göre n’nin küçük ve ߣ’nın 1 civarındaki değerleri için ߪො௦
ଶ tahmin 

edicisi ݏଶ tahmin edicisinden daha küçük OHK değerlerine sahiptir. Ancak ele alınan 

farklı n ve ߣ değerleri için ߪොሺ௣ሻ
ଶ  tahmin edici sınıfının ݏଶ tahmin edicisine üstün 

olduğu durumların ߪො௦
ଶ tahmin edicisine göre daha fazla olduğu gözlemlenmektedir. 

Çizelge 3.1’e bakıldığında 0.50 ൑ ߣ ൑ 1.50 iken ele alınan tüm p değerleri için ߪොሺ௣ሻ
ଶ  

tahmin edicileri ݏଶ tahmin edicisinden daha küçük OHK değerlerine sahip olduğu 

görülmektedir. ߪොሺଵ/ଶሻ
ଶ  ve ߪොሺଵሻ

ଶ  tahmin edicileri göz önünde bulundurulan tüm ߣ 

değerleri için ݏଶ tahmin edicisinden üstündür. Bununla birlikte hesaplanan etkinlik 

değerleri arasında en büyüğü ߣ ൌ 1, yani ߪ଴
ଶ değeri ߪଶ parametresine eşit iken p=5/2 

ve n=3 olduğunda gözlemlenmektedir. 

 

3.2.4. ࣌૛ parametresi için önerilen tahmin edici sınıfı ෥࣌ሺࢗ,࢖ሻ
૛  

 

Bu bölümde Singh H.P. ve Saxena S (2003) tarafından normal dağılımın dağılış 

parametresi ߪଶ için önerilen; ݏଶ’ye ek olarak ݏଶ’nin tersini ve bu tersin kuvveti 

olacak bir başka sabiti de içeren geliştirilmiş bir shrinkage tahmin edici sınıfı 

üzerinde çalışılmıştır. ߪ෤ሺ௣,௤ሻ
ଶ  şeklinde ifade edilen tahmin ediciler sınıfı p ve q; 

݌ ൅ ݍ ് 0 olacak şekilde sıfır olmayan reel sayılar, ݓଵ ve ݓଶ ise ܱܭܪሺߪ෤ሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ 

değerini en küçükleyecek şekilde seçilen sabitler ve ߪ଴
ଶ; ߪଶ parametresinin bir önsel 

değeri olmak üzere; 

 

෤ሺ௣,௤ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ቈ1 ൅ ଵݓ ቆ
ଶݏ

଴ߪ
ଶቇ

௣

൅ ଶݓ ቆ
଴ߪ
ଶ

ଶݏ
ቇ

௤

቉                                                                     ሺ3.7ሻ 

 

olarak tanımlanmıştır. 

 

෤ሺ௣,௤ሻߪ
ଶ  Tahmin Edici Sınıfına İlişkin Ortalama Hata Kare 

 

 Bu bölümde ߪ෤ሺ௣,௤ሻ
ଶ  tahmin ediciler sınıfına ilişkin OHK’nin elde edilişi üzerinde 

durulmuştur. 
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௝ሺ௞ሻܭ ൌ ൬
2

݊ െ 1
൰
௝௞ ߁ ൬

݊ ൅ 2݆݇ െ 1
2 ൰

߁ ቀ
݊ െ 1
2

ቁ
                                                                             

 

ve j=1,2; k = p,q olabildiği gibi p’nin ve/veya q’nun herhangi bir fonksiyonu olmak 

üzere ܧ൛ሺݏଶሻ௝௞ൟ ൌ ߪ௝ሺ௞ሻሺܭ
ଶሻ௝௞ fonksiyonunu kullanarak ܱܭܪሺߪ෤ሺ௣,௤ሻ

ଶ ሻ aşağıdaki gibi 

hesaplanır. 

 

෤ሺ௣,௤ሻߪሺܭܪܱ
ଶ ሻ ൌ ଶݎସൣߪ ൅ ଵݓ

ଶሺݎ ൅ 1ሻଶሺଵି௣ሻܭଶሺ௣ሻ ൅ ଶݓ
ଶሺݎ ൅ 1ሻଶሺଵି௤ሻܭଶሺି௤ሻ  

൅2ݓݎଵሺݎ ൅ 1ሻሺଵି௣ሻܭଵሺ௣ሻ ൅ ݎଶሺݓଵݓ2 ൅ 1ሻଶି௣ା௤ܭଵሺ௣ି௤ሻ  

൅2ݓݎଶሺݎ ൅ 1ሻሺଵା௤ሻܭଵሺି௤ሻ൧                                                                     ሺ3.8ሻ 

 

Burada, 

 

ݎ ൌ ߣ െ 1’dir.                                                                                                          (3.9) 

 

 ,ଶ ; Eş. 3.8’i en küçükleyecek şekildeݓ ଵ veݓ

 

ଵݓ ൌ െݎሺݎ ൅ 1ሻሺ௣ିଵሻ
ଶሺି௤ሻܭଵሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭଵሺି௤ሻܭ

ଶሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭ
ଶ                                                  ሺ3.11ሻ 

 

ve 

 

ଶݓ ൌ െݎሺݎ ൅ 1ሻሺି௤ିଵሻ
ଵሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭଵሺ௣ሻܭ

ଶሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭ
ଶ                                                  ሺ3.12ሻ 

 

olarak elde edilir. 

 

Bilinmeyen ߪଶ parametresi yerine en küçük varyanslı sapmasız tahmin edicisi ݏଶ 

kullanılarak Eş. 3.11 ve Eş. 3.12 ifadelerinde gerekli düzenlemeler yapıldığında, 
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,݌ଵሺܥ ሻݍ ൌ
ଶሺି௤ሻܭଵሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭଵሺି௤ሻܭ

ଶሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭ
ଶ                                                                      ሺ3.13ሻ 

 

olmak üzere 

ෝଵݓ ൌ െቆ
଴ߪ
ଶ

ଶݏ
െ 1ቇቆ

଴ߪ
ଶ

ଶݏ
ቇ

ሺ௣ିଵሻ

,݌ଵሺܥ  ሻ                                                                          ሺ3.14ሻݍ

 

olarak ve 

 

,݌ଶሺܥ ሻݍ ൌ
ଵሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭଵሺ௣ሻܭ

ଶሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭ
ଶ                                                                        ሺ3.15ሻ 

 

olmak üzere 

ෝଶݓ ൌ െቆ
଴ߪ
ଶ

ଶݏ
െ 1ቇቆ

଴ߪ
ଶ

ଶݏ
ቇ

ሺି௤ିଵሻ

,݌ଶሺܥ  ሻ                                                                       ሺ3.16ሻݍ

 

şeklinde elde edilir. Eş. 3.14 ve Eş. 3.16, Eş. 3.7’de yerine konularak, ܥሺ݌, ሻݍ ൌ

,݌ଵሺܥ ሻݍ ൅ ,݌ଶሺܥ   ,ଶ için geliştirilmiş bir tahmin edici sınıfı formuߪ ሻ olmak üzereݍ

 

ොሺ௣,௤ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ൅ ,݌ሺܥ ଶݏሻሺݍ െ ଴ߪ
ଶሻ 

ൌ ,݌ሺܥ ଶݏሻݍ ൅ ሼ1 െ ,݌ሺܥ ଴ߪሻሽݍ
ଶ                                                                          ሺ3.17ሻ 

 

biçiminde oluşturulur. Burada ܥሺ݌,  ,ሻ ifadesi açık olarakݍ

 

,݌ሺܥ ሻݍ  ൌ
ଶሺି௤ሻܭଵሺ௣ሻൣܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻ൧ܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭଵሺି௤ሻൣܭ െ ଶሺ௣ሻ൧ܭ

ଶሺି௤ሻܭଶሺ௣ሻܭ െ ଵሺ௣ି௤ሻܭ
ଶ                             ሺ3.18ሻ 

 

şeklinde yazılır. (Görüldüğü gibi; ܥሺ݌, ሻݍ ൐ 0 ve 1 െ ,݌ሺܥ  ሻݍ ൐ 0 olduğunda Eş. 

3.17 ifadesi ݏଶ ve ߪ଴
ଶ değerlerinin konveks kombinasyonu haline gelmiştir.)  
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Yapılan çalışmada negatif değer alamayan varyansın tahmin problemi ele alındığı 

için ߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ൐ 0 olduğu açıkça görülmektedir. Bu nedenle ݏଶ ve ߪ଴

ଶ değerlerine 

bakılmaksızın  

 

0 ൏ ,݌ሺܥ ሻݍ ൏ 1                                                                                                                ሺ3.19ሻ 

 

eşitsizliği yazılabilir. Böylece bütün n değerleri için ሺ݌,  ሻ değerlerinin kabulݍ

edilebilir aralığı 

 

ሼሺ݌, ሻ| 0ݍ ൏ ,݌ሺܥ ሻݍ ൏ 1ሽ                                                                                                ሺ3.20ሻ 

 

şekilde verilir. ܥሺ݌, ሻݍ ൌ 1 ise önerilen tahmin edici sınıfı en küçük varyanslı 

sapmasız tahmin ediciye dönüşür, diğer durumlarda sapma,  

 

ොሺ௣,௤ሻߪ൛ܽ݉݌ܽܵ
ଶ ൟ ൌ ߣଶሺߪ െ 1ሻሼ1 െ ,݌ሺܥ  ሻሽ                                                                 ሺ3.21ሻݍ

 

 ifadesiyle verilir. 

 

Eş. 3.17’de tanıtılan ߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ  tahmin edici sınıfına ilişkin OHK değeri  

 

ොሺ௣,௤ሻߪ൛ܭܪܱ
ଶ ൟ ൌ ෤ሺ௣,௤ሻߪൣܧ

ଶ െ ଶ൧ߪ
ଶ
 

ൌ ଴ߪሾܧ
ଶ ൅ ,݌ሺܥ ଶݏሻሺݍ െ ଴ߪ

ଶሻ െ  ଶሿଶߪ

ൌ ,݌ሺܥሾܧ ଶݏሻሺݍ െ ଴ߪ
ଶሻ െ ሺߪଶ െ ଴ߪ

ଶሻሿଶ 

ൌ ,݌ሺܥ ଶݏሾሺܧሻଶݍ െ ଴ߪ
ଶሻሿଶ െ 2ሺߪଶ െ ଴ߪ

ଶሻܥሺ݌, ଶݏሺܧሻݍ െ ଴ߪ
ଶሻ

൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ
ଶሻଶ 

ൌ ,݌ሺܥ ଶሻଶݏሾሺܧሻଶݍ െ ଴ߪଶݏ2
ଶ ൅ ଴ߪ

ସሿ െ ,݌ሺܥ2 ଶߪሻሺݍ െ ଴ߪ
ଶሻଶ

൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ
ଶሻଶ 

ൌ ,݌ሺܥ ଶሻݏሺݎሻଶ ሾܸܽݍ ൅ ሺܧሾݏଶሿሻଶ െ ଴ߪଶሻݏሺܧ2
ଶ ൅ ଴ߪ

ସሿ

െ ,݌ሺܥ2 ଶߪሻሺݍ െ ଴ߪ
ଶሻଶ ൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ

ଶሻଶ 
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ൌ ,݌ሺܥ ሻଶݍ  ቈ
ସߪ2

݊ െ 1
൅ ସߪ െ ଴ߪଶߪ2

ଶ ൅ ଴ߪ
ସ቉ െ ,݌ሺܥ2 ଶߪሻሺݍ െ ଴ߪ

ଶሻଶ

൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ
ଶሻଶ 

ൌ ,݌ሺܥ ሻଶݍ  
ସߪ2

݊ െ 1
൅ܥሺ݌, ଶߪሻଶሺݍ െ ଴ߪ

ଶሻଶ െ ,݌ሺܥ2 ଶߪሻሺݍ െ ଴ߪ
ଶሻଶ

൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ
ଶሻଶ 

ൌ ,݌ሺܥ ሻଶݍ  
ସߪ2

݊ െ 1
൅ ሺߪଶ െ ଴ߪ

ଶሻଶሺܥሺ݌, ሻݍ െ 1ሻଶ 

ൌ ସߪ ቈ
1

ସߪ
ሺߪଶ െ ଴ߪ

ଶሻଶሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽଶݍ ൅
2ሼܥሺ݌, ሻሽଶݍ

ሺ݊ െ 1ሻ
቉ 

 

olarak elde edilir. Bu ifade ߣ ൌ
ఙబ
మ

ఙమ
 alınarak düzenlendiğinde,  

 

ොሺ௣,௤ሻߪ൛ܭܪܱ
ଶ ൟ ൌ ସߪ ቈሺߣ െ 1ሻଶሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽଶݍ ൅

2ሼܥሺ݌, ሻሽଶݍ

ሺ݊ െ 1ሻ
቉                                ሺ3.22ሻ 

 

ifadesine ulaşılır. Eş. 3.21 ve Eş. 3.22 ifadelerinden ߣ ൌ 1 yani önsel tahmin ߪ଴
ଶ 

değeri ile ߪଶ parametre değerinin birbirine eşit olması halinde önerilen tahmin edici 

sınıfı sapmasız hale geldiği görülmektedir ve bu tahmin edici  

 

minܱܭܪ൛ߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ൟ ൌ ସߪ ቈ

2ሼܥሺ݌, ሻሽଶݍ

ሺ݊ െ 1ሻ
቉                                                                          ሺ3.23ሻ 

 

olarak verilen en küçük OHK’ye sahip olur. ߣ ൌ ሺߪ଴
ଶ ⁄ଶߪ ሻ değeri, önsel bilgi ߪ଴

ଶ 

değerinin parametre değeri ߪଶ değerine bölünüşünü temsil eder. Ancak uygulamada 

 gibi bir değer elde etme olasılığı oldukça düşüktür. Mishra(1985)’nın elde ettiği ߣ

sonuca bakılarak ߣ için sapmasız bir tahmin edici aşağıdaki gibi verilmiştir. 

 

መߣ ൌ ൬
݊ െ 3

݊ െ 1
൰
଴ߪ
ଶ

ଶݏ
,   ݊ ൐ 3                                                                                                 ሺ3.24ሻ 

 

Eş. 3.24’de verilen sapmasız tahmin ediciye ait varyans; 
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መ൯ߣ൫ݎܸܽ ൌ
ସߪ2

ସሺ݊ߪ െ 5ሻ
                                                                                                       ሺ3.25ሻ 

 

olarak elde edilmiştir [16]. 

 

3.2.7. Tahmin edicilerin karşılaştırılması 

 

En küçük OHK’ye sahip bir tahmin edicinin oldukça iyi özelliklere sahip olduğu 

yaygın olarak kabul edilir ve bu yüzden OHK değeri, farklı tahmin edicileri 

karşılaştırmada kriter olarak kullanılır. OHK kriterinin yanında, en küçük sapma da 

önemlidir ve göz önünde bulundurulmalıdır. Buradan hareketle Singh H. P. ve 

Saxena S. (2003) yaptıkları çalışmada önerdikleri tahmin edici sınıfı ile diğer tahmin 

edicileri karşılaştırmada OHK ve sapma değerlerini göz önünde bulundurmuşlardır 

[16]. 

 

Karşılaştırılan yığın varyansına ilişkin tahmin ediciler ve özelliklerinden kısaca şu 

şekilde söz edebiliriz: 

 

 Örnek varyansı istatistiği, 

 

ଶݏ ൌ
1

݊ െ 1
෍ሺ݅ݔ െ തሻ2ݔ
݊

݅ൌ1

 

 

Yığın varyansı için sapmasız bir tahmin edicidir. Bu tahmin ediciye ilişkin 

OHK değeri  

 

ଶሻݏሺܭܪܱ ൌ
ସߪ2

ሺ݊ െ 1ሻ
 

 

ifadesiyle verilmektedir. 

 EÇOB tahmin edicisi bilindiği gibi, 
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ො௘ç௢௕ߪ
ଶ ൌ

1

݊
෍ሺݔ௜ െ ሻଶݔ̅
௡

௜ୀଵ

 

 

dir. Bu tahmin ediciye ilişkin OHK ve sapma değerleri sırasıyla, 

 

ො௘ç௢௕ߪሺܭܪܱ
ଶ ሻ ൌ ൬

2݊ െ 1

݊ଶ
൰  ସߪ

 

ve 

 

ො௘ç௢௕ߪሺ ܽ݉݌ܽܵ
ଶ ሻ ൌ െ

ଶߪ

݊
 

 

olarak ifade edilmektedir. 

 

 Singh ve Singh (1997)’in ve Singh ve Saxena (2003)’nın yaptıkları 

çalışmalarda önerdikleri tahmin edicileri karşılaştırdıkları diğer bir tahmin 

edici, 

 

ො௠ߪ
ଶ ൌ ൬

݊ െ 1

݊ ൅ 1
൰  ଶݏ

 

olarak tanımlanmaktadır. Burada ቀ
௡ିଵ

௡ାଵ
ቁ sabiti ߪො௠

ଶ  tahmin edicisinin OHK 

değerini en küçükleyecek şekilde belirlenmiştir. Bu tahmin ediciye ait OHK 

ve sapma değerleri sırasıyla, 

 

ො௠ߪሺܭܪܱ
ଶ ሻ ൌ

ସߪ2

݊ ൅ 1
 

 

ve 
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ො௠ߪሺ ܽ݉݌ܽܵ
ଶ ሻ ൌ െ

ଶߪ2

݊ ൅ 1
 

 

olarak ifade edilmektedir. 

 

 Bölüm 3.2.2’de ifade edildiği gibi Singh ve Singh(1997) tarafından önerilen 

tahmin edici sınıfını 

 

ොሺ௣ሻߪ
ଶ ൌ ଴ߪ

ଶ ൅ ሺݏଶ െ ଴ߪ
ଶሻݓሺ௣ሻ                        

 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu tahmin ediciye ait OHK ve sapma değerlerinin 

sırasıyla 

 

ොሺ௣ሻߪሺ ܭܪܱ
ଶ ሻ ൌ ସߪ ൤ሺߣ െ 1ሻଶ൫1 െ ሺ௣ሻ൯ݓ

ଶ
൅

2

݊ െ 1
ሺ௣ሻݓ

ଶ൨ 

 

ve 

 

ොሺ௣ሻߪሺܽ݉݌ܽܵ
ଶ ሻ ൌ ߣଶሺߪ െ 1ሻ൫1 െ  ሺ௣ሻ൯ݓ

 

olarak elde edildiği Bölüm 3.2.2.1’de gösterilmiştir. 

Aşağıda Singh H. P. ve Saxena S. (2003) tarafından önerilen tahmin edici sınıfının 

geleneksel tahmin edicilerden ve Singh ve Singh(1997) tahmin edici sınıfından hangi 

şartlarda daha iyi olduğu özetlenmiştir [16]. 

 

Öncelikle OHK değerleri göz önünde bulundurularak şu sonuçlara ulaşılmıştır: 

 

(i) ߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ  ଶ’den aşağıdaki şartlar sağlandığında daha küçük OHK’yeݏ ,

sahiptir. 
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 1 െ √ܶ ൑  ߣ ൑  1 ൅ √ܶ                                                                     (3.26) 

 

veya aynı eşitsizlik, 

 

଴ߪ
ଶ൫1 ൅ √ܶ൯

ିଵ
൑ ଶߪ   ൑ ଴ߪ

ଶ൫1 െ √ܶ൯
ିଵ

                                            (3.27) 

 

şeklinde de gösterilebilir Burada T, 

  

ܶ ൌ
2

݊ െ 1
൤
1 ൅ ,݌ሺܥ ሻݍ

1 െ ,݌ሺܥ ሻݍ
൨                                                                            ሺ3.28ሻ 

 

olarak tanımlanmıştır. 

 

(ii) ܱܭܪሺߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ değeri, ܱܭܪሺߪො௠

ଶ ሻ değerinden aşağıdaki şartlarda daha 

küçüktür. 

 

1 െ ܩ√ ൑  ߣ ൑  1 ൅  (3.29)                                                                      ܩ√

 

veya aynı eşitsizlik 

 

଴ߪ
ଶ൫1 ൅ ൯ܩ√

ିଵ
൑ ଶߪ   ൑ ଴ߪ

ଶ൫1 െ ൯ܩ√
ିଵ

                                           (3.30) 

 

şeklinde de gösterilebilir. Burada G, aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

 

ܩ ൌ
2

ሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽଶݍ
ቈ

1

݊ ൅ 1
െ
ሼܥሺ݌, ሻሽଶݍ

݊ െ 1
቉                                             ሺ3.31ሻ 

 

(iii) ܱܭܪሺߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ değeri,  ܱܭܪሺߪො௘ç௢௕

ଶ ሻ değerinden aşağıdaki şartlar sağlanırsa 

daha büyük değildir. 

 



31 

1 െ √ܴ ൑  ߣ ൑  1 ൅ √ܴ                                                                      (3.32) 

 

veya aynı eşitsizlik 

 

଴ߪ
ଶ൫1 ൅ √ܴ൯

ିଵ
൑ ଶߪ   ൑ ଴ߪ

ଶ൫1 െ √ܴ൯
ିଵ

                                           (3.33) 

 

şeklinde de gösterilebilir. Burada R  

 

ܴ ൌ
1

ሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽଶݍ
ቈ
2݊ െ 1

݊ଶ
െ
2ሼܥሺ݌, ሻሽଶݍ

݊ െ 1
቉                                        ሺ3.34ሻ 

 

olarak tanımlanır. 

 

(iv) Aşağıdaki şartın sağlanması durumunda ܱܭܪሺߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ ൑ ොሺ௣ሻߪሺܭܪܱ

ଶ ሻ 

olduğu görülmektedir. 

 

൫1 ∌ߣ െ ,ܯ√ 1 ൅  ൯                                                                      (3.35)ܯ√

 

Burada M aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

ܯ ൌ
2

݊ െ 1
ቈ

,݌ሺܥ ሻݍ ൅ ሺ௣ሻݓ

2 െ ,݌ሺܥ ሻݍ െ ሺ௣ሻݓ
቉                                                           ሺ3.36ሻ 

 

Singh H.P. ve Saxena S. (2003) yaptıkları çalışmada sözü geçen tahmin edicileri 

karşılaştırmada ikinci kriter olarak sapmaları ele almışlardır [16]. Bunun için mutlak 

göreli sapma (MGS: ARB: absolute relative bias) değerlerini hesaplamışlardır. 

Tahmin edicilere ait MGS değerleri 

 

ොሺ௣,௤ሻߪሺܵܩܯ
ଶ , ො௠ߪ

ଶ ሻ ൌ
ො௠ߪሺܽ݉݌ܽܵ

ଶ ሻ

ොሺ௣,௤ሻߪሺܽ݉݌ܽܵ
ଶ ሻ

ൌ ฬ
2

ሺ݊ ൅ 1ሻሺߣ െ 1ሻሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽݍ
ฬ, 
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ොሺ௣,௤ሻߪሺܵܩܯ
ଶ , ො௘ç௢௕ߪ

ଶ ሻ ൌ
ො௘ç௢௕ߪ൫ܽ݉݌ܽܵ

ଶ ൯

ොሺ௣,௤ሻߪ൫ܽ݉݌ܽܵ
ଶ ൯

ൌ ฬ
1

݊ሺߣ െ 1ሻሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽݍ
ฬ 

 

ොሺ௣,௤ሻߪሺܵܩܯ
ଶ , ො௠ߪ

ଶ ሻ ൌ
ොሺ௣ሻߪሺܽ݉݌ܽܵ

ଶ ሻ

ොሺ௣,௤ሻߪሺܽ݉݌ܽܵ
ଶ ሻ

ൌ ฬ
1 െ ሺ௣ሻݓ

1 െ ,݌ሺܥ ሻݍ
ฬ 

 

olarak elde edilir. Singh H.P. ve Saxena S. (2003) tarafından önerilen tahmin edici 

sınıfı karşılaştırılan diğer tahmin edicilere göre aşağıdaki şartlar altında daha küçük 

mutlak sapma (MS) değerine sahiptir [16]. 

  

(i) ܵܯሺߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ değeri, ܵܯሺߪො௠

ଶ ሻ değerini aşağıdaki şartlar sağlanırsa aşmaz. 

 

൤1 െ
2

ሺ݊ ൅ 1ሻሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽݍ
൨ ൏ ߣ ൏ ൤1 ൅

2

ሺ݊ ൅ 1ሻሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽݍ
൨     ሺ3.37ሻ 

 

(ii) ܵܯሺߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ değeri ܵܯሺߪො௘ç௢௕

ଶ ሻ değerini aşağıdaki şartlar sağlanırsa aşmaz. 

 

൤1 െ
1

݊ሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽݍ
൨ ൏ ߣ ൏ ൤1 ൅

1

݊ሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽݍ
൨                            ሺ3.38ሻ 

 

(iii) ܵܯሺߪොሺ௣,௤ሻ
ଶ ሻ değeri ܵܯሺߪොሺ௣ሻ

ଶ ሻ değerinden aşağıdaki şartlar altında daha 

küçüktür. 

 

 ሼ1 െ ,݌ሺܥ ሻሽଶݍ ൏ ൛1 െ ሺ௣ሻൟݓ
ଶ
                                                                   ሺ3.39ሻ 
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4. ÜSTEL DAĞILIMDA KONUM PARAMETRESİNE AİT DARALTILMIŞ  

     TAHMİN EDİCİLER SINIFI 

 

Bu bölümde üstel dağılımın konum parametresi için önerilen farklı tahmin ediciler 

ele alınmıştır. 

 

X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൝
1

ߠ
݁ି

௫
ఏ,   ߠ ൐ 0, ݔ ൐ 0

0   ,                       ݀. ݄.
                                                                                ሺ4.1ሻ 

 

şeklinde verilen üstel dağılıma sahip olsun. ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ rassal örneği X rassal 

değişkenin oluşturduğu yığından tesadüfi olarak alınmış olduğu varsayılsın 

 

Örnek ortalaması istatistiği ̅ݔ’nın, ߠ parametresinin en küçük varyanslı sapmasız bir 

tahmini ve aynı zamanda EÇOB tahmin edicisi olduğu bilinmektedir. Bu tahmin 

ediciye ilişkin OHK, yani varyans  

 

ሻݔሺ̅ܭܪܱ ൌ
ଶߠ

݊
                                                                                                                      ሺ4.2ሻ 

 

ifadesiyle verilmektedir. 

 

ܶ ൌ ሺ݊/ݔ̅݊ ൅ 1ሻ tahmin edicisinin, ߠ parametresi için ∑ ܿ௜ݔ௜
௡
௜ୀଵ  biçimindeki 

doğrusal tahmin ediciler sınıfının en küçük OHK’li tahmin edicisi olduğu ve bu 

tahmin ediciye ilişkin OHK değerinin, 

 

ሺܶሻܭܪܱ ൌ
ଶߠ

݊ ൅ 1
                                                                                                                ሺ4.3ሻ 

 

olarak ifade edildiği bilinmektedir.  
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Thompson (1968,a), ଵܶ ൌ ଴ߠ ൅ ܿሺ̅ݔ െ  ଴ሻ şeklinde daraltıcı bir tahmin ediciߠ

önermiştir [1]. Burada ߠ଴, ߠ parametresi için bir önsel değer ve c, ଵܶ tahmin 

edicisinin OHK değerini en küçükleyecek şekilde seçilen bir sabittir. O halde c 

sabitini elde edebilmek için öncelikle ଵܶ tahmin edicisine ilişkin OHK değerinin 

hesaplanması gerekmektedir. 

 

ሺܭܪܱ ଵܶሻ ൌ ሼܧ ଵܶ െ  ሽଶߠ

ൌ ݔሼܿሺ̅ܧ െ ଴ሻߠ ൅ ଴ߠ െ  ሽଶߠ

ൌ ݔሼܿሺ̅ܧ െ ଴ሻߠ െ ሺߠ െ ଴ሻሽߠ
ଶ 

ൌ ݔሼܿଶሺ̅ܧ െ ଴ሻߠ
ଶ െ 2ܿሺ̅ݔ െ ߠ଴ሻሺߠ െ ଴ሻߠ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶሽ 

ൌ ܿଶܧሼሺ̅ݔ െ ଴ሻߠ
ଶሽ െ 2ܿሾܧሺ̅ݔ െ ߠ଴ሻሿሺߠ െ ଴ሻߠ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ൌ ܿଶܧሼሺ̅ݔ െ ଴ሻߠ
ଶሽ െ 2ܿሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ 

ൌ ܿଶܧ൛̅ݔଶ െ ଴ߠݔ2̅ ൅ ଴ߠ
ଶൟ ൅ ሺെ2ܿ ൅ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ൌ ܿଶൣܧሺ̅ݔଶሻ െ ଴ߠሻݔሺ̅ܧ2 ൅ ଴ߠ
ଶ൧ ൅ ሺെ2ܿ ൅ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ൌ ܿଶൣ൫ܸሺ̅ݔሻ ൅ ሻ൯ݔሺ̅ܧ െ ଴ߠሻݔሺ̅ܧ2 ൅ ଴ߠ
ଶ൧ ൅ ሺെ2ܿ ൅ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ൌ ܿଶ ൤
݊ ൅ 1

݊
ଶߠ െ ଴ߠߠ2 ൅ ଴ߠ

ଶ൨ ൅ ሺെ2ܿ ൅ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ 

ൌ ܿଶ
݊ ൅ 1

݊
ଶߠ ∓ ܿଶߠଶ െ 2ܿଶߠߠ଴ ൅ ܿଶߠ଴

ଶ ൅ ሺെ2ܿ ൅ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ 

ൌ ܿଶߠଶ ൬
݊ ൅ 1

݊
െ 1൰ ൅ ሺܿଶ െ 2ܿ ൅ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ൌ ܿଶߠଶ ൬
1

݊
൰ ൅ ሺܿ െ 1ሻଶሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ                                                                ሺ4.4ሻ 

 

Eş. 4.4 ifadesinin c’ye göre türevi alınıp sıfıra eşitlendiğinde ܱܭܪሺ ଵܶሻ değerini en 

küçükleyecek c değeri, 

 

ሺܭܪܱ߲ ଵܶሻ

߲ܿ
ൌ ଶߠ2ܿ ൬

1

݊
൰ ൅ 2ሺܿ െ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

0  ൌ ଶߠ2ܿ ൬
1

݊
൰ ൅ 2ሺܿ െ 1ሻሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ 

ܿ  ൌ
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ

ଶߠ ቀ
1
݊
ቁ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ
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olarak elde edilir. Bu c değeri Eş. 4.4 ifadesinde yerine yazıldığında ଵܶ tahmin 

edicisine ilişkin OHK değeri, 

 

ሺܭܪܱ ଵܶሻ ൌ ቎
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ

ଶߠ
1
݊
൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ
቏

ଶ

ଶߠ ൬
1

݊
൰ ൅ ቌ

ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ

ଶߠ ቀ
1
݊
ቁ ൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ
െ 1ቍ

ଶ

ሺߠ െ ଴ሻߠ
ଶ 

ൌ
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ସ ߠ
ଶ

݊ ൅
ସߠ

݊
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ

൤
ଶߠ

݊
൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ൨
ଶ  

ൌ
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ ߠ
ଶ

݊
൤
ଶߠ

݊
൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ൨

൤
ଶߠ

݊
൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ൨
ଶ  

ൌ
ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ ߠ
ଶ

݊

൤
ଶߠ

݊
൅ ሺߠ െ ଴ሻߠ

ଶ൨
                                                                                          ሺ4.5ሻ 

 

şeklinde hesaplanabilir. 

 

 ile ଵܶ tahmin edicisinin OHK değerleri ݔ̅ parametresinin sapmasız tahmin edicisi ߠ

Eş. 4.2 ve Eş. 4.5 ifadeleri birbirine oranlanarak karşılaştırıldığında, ଵܶ tahmin 

edicisinin ̅ݔ tahmin edicisinden daha küçük bir OHK değerine sahip olduğu 

görülmektedir. 

 

Pandey (1983), ݎ ൌ ቀ
ఏబ

ఏ
ቁ െ 1 olarak tanımlandığında |ݎ| ൑ 0,3 iken büyük çaplı 

örnekler için ଵܶ tahmin edicisinin ܶ tahmin edicisine göre daha küçük OHK’ye sahip 

olduğunu göstermiştir [23]. 

 

Srivastava (1985) ଶܶ ൌ ଴ߠ ൅ ሺ1 െ 2/݊ሻሺ̅ݔ െ  ଴ሻ tahmin edicisini önermiş veߠ

|ݎ| ൑ √3/2 aralığında büyük çaplı örnekler için ଶܶ tahmin edicisinin ܶ tahmin 

edicisine göre daha küçük OHK’ye sahip olduğunu göstermiştir [8].  
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Jani (1991) çalışmasında; yukarıda sözü geçen tahmin edicileri de içeren ve r’nin 

daha geniş aralığı için tanımlanan genel bir tahmin ediciler sınıfı önermiştir [12]. 

 

 ,ሺ݊ሻ Gamma fonksiyonu߁

,ሺ݊߁ ሺ݊ሻሿିଵ߁ሻ: tamamlanmamış gamma fonksiyonu; ሾݔ ׬  ݑ௡ିଵ݁ି௨݀ݑ
௫

଴
, 

p: sıfırdan farklı bir reel sayı, 

r: ݎ ൌ ሺߠ଴/ߠሻ െ 1, 

ሺܺ௞ሻ: k. sıra istatistiği 

olarak tanımlanmıştır. 

 

Eş. 4.1’de verilen olasılık yoğunluk fonksiyonun ߠ parametresi için, ଷܶሺ௣ሻ tahmin 

ediciler sınıfı 

 

ଷܶሺ௣ሻ ൌ ଴ሾ1ߠ ൅ ݇ሺߠ଴/̅ݔሻ
௣ሿ                                                                                                 ሺ4.6ሻ 

 

olarak tanımlanmıştır [Jani 1991]. Bu tahmin ediciler sınıfına ait OHK, 

 

൫ܭܪܱ ଷܶሺ௣ሻ൯ ൌ ൛ܧ ଷܶሺ௣ሻ െ ൟߠ
ଶ
  

ൌ ଴ߠ൛ሺܧ  െ ሻߠ ൅ ଴ߠ݇
௣ାଵ̅ିݔ௣ൟ

ଶ
  

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶߠ ൅ ݇ଶߠ଴
ଶ௣ାଶܧሼ̅ିݔଶ௣ሽ ൅ ଴ߠ2݇

௣ାଵሺߠ଴ െ  ௣ሽ        ሺ4.7ሻିݔሼ̅ܧሻߠ

 

dır. Burada ݇, ܱܭܪ൫ ଷܶሺ௣ሻ൯’yi en küçükleyecek şekilde seçilmiştir. 

 

OHK hesaplanırken 

 

௝௣ൟିݔ൛̅ܧ ൌ ݊௝௣߁ሺ݊ െ  ሺ݊ሻڿ/௝௣ିߠሻ݌݆

 

fonksiyonundan yararlanılır. 

 

OHK’yi en küçükleyecek k değeri,  
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൫ܭܪܱ߲ ଷܶሺ௣ሻ൯

߲݇
ൌ ଴ߠ2݇

ଶ௣ାଶܧሼ̅ିݔଶ௣ሽ ൅ ଴ߠ2
௣ାଵሺߠ଴ െ   ௣ሽିݔሼ̅ܧሻߠ

0 ൌ ଴ߠ2݇
ଶ௣ାଶܧሼ̅ିݔଶ௣ሽ ൅ ଴ߠ2

௣ାଵሺߠ଴ െ    ௣ሽିݔሼ̅ܧሻߠ

݇ ൌ െ
଴ߠ

௣ାଵሺߠ଴ െ ௣ሽିݔሼ̅ܧሻߠ

଴ߠ
ଶ௣ାଶܧሼ̅ିݔଶ௣ሽ

 

ൌ െ
଴ߠ

௣ାଵሺߠ଴ െ ሺ݊߁ሻ݊௣ߠ െ ሺ݊ሻڿ/௣ିߠሻ݌

଴ߠ
ଶ௣ାଶ݊ଶ௣߁ሺ݊ െ ሺ݊ሻڿ/ଶ௣ିߠሻ݌2

 

ൌ െ
ሺߠ଴ െ ሺ݊߁ሻ݊௣ߠ െ ሻ݌

଴ߠ
௣ାଵିߠ௣݊ଶ௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2

 

ൌ െ
ቀ
଴ߠ
ߠ
െ 1ቁ݊௣߁ሺ݊ െ ሻ݌

଴ߠ
௣ାଵିߠ௣ିଵ݊ଶ௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2

 

ൌ െ
ቀ
଴ߠ
ߠ
െ 1ቁ݊௣߁ሺ݊ െ ሻ݌

ሺߠ଴/ߠሻ
௣ାଵ݊ଶ௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2

 

ൌ െ
ሺ݊߁௣݊ݎ െ ሻ݌

ሺ1 ൅ ሺ݊߁ሻ௣ାଵ݊ଶ௣ݎ െ ሻ݌2
 

݇  ൌ െ
ሺ݊߁௣݊ݎ െ ሻ݌

ሺ1 ൅ ሺ݊߁ሻ௣ାଵ݊ଶ௣ݎ െ ሻ݌2
                                                     ሺ4.8ሻ 

 

olarak elde edilir. Eş. 4.8 ifadesi ߠ parametresi yerine örnek ortalaması istatistiği ̅ݔ 

kullanılarak, 

 

෠݇ ൌ െ
ቀ
଴ߠ
 ݔ̅
െ 1ቁ߁ሺ݊ െ ሻ݌

ሺߠ଴/̅ݔ ሻ
௣ାଵ݊௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2

 

 

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla ଷܶሺ௣ሻ, 

 

ଷܶሺ௣ሻ ൌ ଴ߠ െ ଴ߠ
ቀ
଴ߠ
 ݔ̅
െ 1ቁ߁ሺ݊ െ ሻ݌

ሺߠ଴/̅ݔ ሻ
௣ାଵ݊௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2

൬
଴ߠ
ݔ̅
൰
௣

 

ൌ ଴ߠ െ ሺߠ଴ െ ሻݔ̅
ሺ݊߁ െ ሻ݌

݊௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2
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biçimini alır. Burada  

 

݇ଵ ൌ
ሺ݊߁ െ ሻ݌

݊௣߁ሺ݊ െ ሻ݌2
                                                                                                             ሺ4.9ሻ 

 

şeklinde ifade edildiğinde 

 

ଷܶሺ௣ሻ ൌ ଴ߠ െ ݇ଵሺߠ଴ െ  ሻ                                                                                                 ሺ4.10ሻݔ̅

 

olarak elde edilir. Bu tahmin edici sınıfına ait OHK, 

 

൫ܭܪܱ ଷܶሺ௣ሻ൯ ൌ ൛ܧ ଷܶሺ௣ሻ െ ൟߠ
ଶ
 

ൌ ଴ߠሼሺܧ െ ሻߠ െ ݇ଵሺߠ଴ െ  ሻሽଶݔ̅

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶߠ ൅ ݇ଵ
ଶܧሼሺߠ଴ െ ሻଶሽݔ̅ െ 2ሺߠ଴ െ ଴ߠሼܧሻ݇ଵߠ െ  ሽݔ̅

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶߠ ൅ ݇ଵ
ଶሾߠ଴

ଶ െ ሽݔሼ̅ܧ଴ߠ2 ൅ ଶሽሿݔሼ̅ܧ െ 2݇ଵሺߠ଴ െ  ሻଶߠ

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶሺ1ߠ െ 2݇ଵሻ ൅ ݇ଵ
ଶߠ଴

ଶ െ 2݇ଵ
ଶߠ଴ߠ ൅ ݇ଵ

ଶ ቆ
ଶߠ

݊
൅  ଶቇߠ

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶሺ1ߠ െ 2݇ଵሻ ൅ ݇ଵ
ଶሺߠ଴

ଶ െ ߠ଴ߠ2 ൅ ଶሻߠ ൅ ݇ଵ
ଶ
ଶߠ

݊
 

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶሺ1ߠ െ 2݇ଵሻ ൅ ݇ଵ
ଶሺߠ଴ െ ሻଶߠ ൅ ݇ଵ

ଶ
ଶߠ

݊
 

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶሺ1ߠ െ 2݇ଵ ൅ ݇ଵ
ଶሻ ൅ ݇ଵ

ଶ
ଶߠ

݊
 

ൌ ሺߠ଴ െ ሻଶሺ1ߠ െ ݇ଵሻ
ଶ ൅ ݇ଵ

ଶ
ଶߠ

݊
 

ൌ ଶߠ ൬
଴ߠ
ߠ
െ 1൰

ଶ

ሺ1 െ ݇ଵሻ
ଶ ൅ ݇ଵ

ଶ
ଶߠ

݊
 

ൌ ଶሺ1ݎଶሾߠ െ ݇ଵሻ
ଶ ൅ ݇ଵ

ଶ/݊ሿ                                                                    ሺ4.11ሻ 

 

olarak hesaplanır. 

 

ଶݎ  ൑ ሺ1 െ ݇ଵሻ
ିଶሾሺ݊ ൅ 1ሻିଵ െ ݇ଵ

ଶ݊ିଵሿ ൌ ݃                                                                (4.12) 
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olmak üzere 

 

଴ሺ1ߠ ൅ ඥ݃ሻିଵ ൑ ߠ ൑ ଴ሺ1ߠ െ ඥ݃ሻିଵ                                                                          ሺ4.13ሻ 

 

eşitsizliğinin sağlanması durumunda ܱܭܪ൫ ଷܶሺ௣ሻ൯ ൑  .ሺܶሻ olduğu görülmektedirܭܪܱ

 

p=1 alınırsa Eş. 4.10’da verilen tahmin edici Srivastava tarafından önerilen ଶܶ tahmin 

edicisine dönüşür. ଶܶ veya başka bir ifadeyle ଷܶሺଵሻ tahmin edicisine ait OHK değeri 

Eş.4.9 ve Eş. 4.11 yardımıyla, 

 

൫ܭܪܱ ଷܶሺଵሻ൯ ൌ ൦ቆ1 െ ൬1 െ
2

݊
൰ቇ

ଶ

ଶݎ ൅
ቀ1 െ

2
݊
ቁ
ଶ

݊
൪  ଶߠ

ൌ ቈ
ଶݎ4݊ ൅ ሺ݊ െ 2ሻଶ

݊ଷ
቉  ଶߠ

 

olarak elde edilir. 

 

p’ye değişik değerler verilerek ߠ’nın geniş bir aralığı için ܶ, ଵܶ, ଶܶ’ye göre daha 

küçük OHK’li tahmin ediciler elde edilebilir. 

 

Örneğin ݌ ൌ െ1 alınırsa 

 

ଷܶሺିଵሻ ൌ ଴ߠ ൅
݊ሺߠ଴ െ ሻݔ̅

݊ ൅ 1
                                                                                                ሺ4.14ሻ 

 

olarak elde edilir. ܱܭܪ൫ ଷܶሺିଵሻ൯ ൌ ሺݎଶ ൅ ݊ሻሺ݊ ൅ 1ሻିଶߠଶ olarak bulunur. 

൫ܭܪܱ ଷܶሺିଵሻ൯ değeri, ݎଶ ൑ 1 veya buna eşit olarak ߠ଴/2 ൑ ߠ ൏ ∞ olduğunda 

 ሺܶሻ değerinden daha küçüktür. ଷܶሺିଵሻ tahmin edicisinin küçük OHK değerleriܭܪܱ

verdiği aralık ଵܶ ve ଶܶ tahmin edicilerininkinden daha geniştir ve küçük çaplı 

örneklerde bile T tahmin edicisinden daha iyi olduğu söylenebilir. 
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ଷܶሺ௣ሻ tahmin edici sınıfının sapmasız tahmin ediciyle karşılaştırıldığında 

 

൫ܭܪܱ ଷܶሺ௣ሻ൯

ܸሺ̅ݔሻ
ൌ
ଶߠ ൤ݎଶሺ1 െ ݇ଵሻ

ଶ ൅
݇ଵ
ଶ

݊
൨

ଶߠ

݊

 

ൌ ݊ሾݎଶሺ1 െ ݇ଵሻ
ଶ ൅ ݇ଵ

ଶ/݊ሿ                                                                      ሺ4.15ሻ 

 

ifadesi elde edilir. 

 

4.1. Tahmin Edicilerin Karşılaştırılması 

 

Farklı n,p ve ߠ଴/ߠ değerleri için Eş. 4.15 yardımıyla hesaplanan ଷܶሺ௣ሻ tahmin edici 

sınıfının sapmasız tahmin ediciye göre göreli etkinlikleri Çizelge 4.1’de yer 

almaktadır. Çizelge 4.1, aynı zamanda T ve ଵܶ tahmin edicilerinin sapmasız tahmin 

ediciye göre göreli etkinliklerini içermektedir. ଵܶ tahmin edicisi ߠ parametresinin bir 

fonksiyonu olarak elde edilmiştir. Burada ߠ parametresi yerine sapmasız tahmin 

edicisi ̅ݔ kullanılarak oluşturulan sapmalı tahmin ediciye ait OHK değerleri 

simülasyon çalışması yardımıyla elde edilmiştir. Bu simülasyon çalışmasında işlem 

kolaylığı sağlamak adına ߠ ൌ 1 alınarak üstel dağılımdan gelen n örnek çapına sahip 

veri setleri üretilmiştir. Üretilen bu veri setleri kullanılarak ߠ parametresinin 

sapmasız tahmin edicisi ile ଵܶ tahmin edicisi ve bu tahmin edicilere ait OHK 

değerleri 100000 denemelik Monte Carlo simülasyonu ile hesaplanmıştır. Elde edilen 

ሺܭܪܱ ଵܶሻ/ܱܭܪሺ̅ݔሻ göreli etkinlik değerleri Çizelge 4.1’de verilmiştir. 
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Çizelge 4.1: Üstel dağılımın dağılış parametresi için önerilen bazı tahmin edicilerinin 
 sapmasız tahmin ediciye göre göreli etkinlikleri 

 Örnek Çapı n 
 Tahmin ߠ/଴ߠ

Edici 
3 5 7 11 

0.125 

ଷܶሺିଵሻ 0.3311     0.2452     0.1931 0.1349 

ଷܶሺିଵ/ଶሻ 0.0087     0.0054     0.0039 0.0025 

ଷܶሺଵ/ଶሻ 0.2863     0.1562     0.1075 0.0662 

ଷܶሺଵሻ 2.3542 1.4125     1.0089 0.6420 

ଷܶሺଷ/ଶሻ - 4.3598     3.4581 2.3959 

ଷܶሺଶሻ - 7.4721 7.0471 5.6046 

ଷܶሺହ/ଶሻ - - 10.2411 9.7512 

ଵܶ 0.6973 0.7914 0.8376 0.8954 

0.50 

ଷܶሺିଵሻ 0.2344     0.1736 0.1367 0.0955 

ଷܶሺିଵ/ଶሻ 0.0062     0.0038 0.0027     0.0018 

ଷܶሺଵ/ଶሻ 0.2027 0.1106 0.0761     0.0469 

ଷܶሺଵሻ 1.6667 1.0000 0.7143     0.4545 

ଷܶሺଷ/ଶሻ - 3.0866 2.4482     1.6962 

ଷܶሺଶሻ - 5.2900 4.9891     3.9679 

ଷܶሺହ/ଶሻ - - 7.2503 6.9035 

ଵܶ 0.4371 0.5560 0.6432 0.7377 

1.00 

ଷܶሺିଵሻ 0.1875 0.1389     0.1094     0.0764     

ଷܶሺିଵ/ଶሻ 0.0050 0.0030 0.0022     0.0014     

ଷܶሺଵ/ଶሻ 0.1622 0.0885     0.0609     0.0375     

ଷܶሺଵሻ 1.3333 0.8000     0.5714     0.3636     

ଷܶሺଷ/ଶሻ - 2.4693     1.9586     1.3570     

ଷܶሺଶሻ - 4.2320 3.9913     3.1743     

ଷܶሺହ/ଶሻ - - 5.8002 5.5228 

ଵܶ 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

1.50 

ଷܶሺିଵሻ 0.2344     0.1736 0.1367 0.0955 

ଷܶሺିଵ/ଶሻ 0.0062     0.0038 0.0027     0.0018 

ଷܶሺଵ/ଶሻ 0.2027 0.1106 0.0761     0.0469 

ଷܶሺଵሻ 1.6667 1.0000 0.7143     0.4545 

ଷܶሺଷ/ଶሻ - 3.0866 2.4482     1.6962 

ଷܶሺଶሻ - 5.2900 4.9891     3.9679 

ଷܶሺହ/ଶሻ - - 7.2503 6.9035 

ଵܶ 0.4265 0.5535 0.6393 0.7382 

2.50 

ଷܶሺିଵሻ 0.6094     0.4514     0.3555     0.2483     

ଷܶሺିଵ/ଶሻ 0.0161     0.0099     0.0071     0.0046     

ଷܶሺଵ/ଶሻ 0.5271     0.2875     0.1978     0.1218     

ଷܶሺଵሻ 4.3333    2.6000     1.8571     1.1818     

ଷܶሺଷ/ଶሻ - 8.0252    6.3654    4.4101    

ଷܶሺଶሻ - 13.7540 12.9716    10.3165    

ଷܶሺହ/ଶሻ - - 18.8508 17.9492 

ଵܶ 0.8678 0.9155 0.9376 0.9617 
 T 0.7500 0.8333 0.8750 0.9166 
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Çizelge 4.1’e bakıldığında göz önünde bulundurulan tüm ߠ଴/ߠ ve n değerleri için ଵܶ 

tahmin edicisinin sapmasız tahmin ediciden daha küçük OHK değerlerine sahip 

olduğu görülmektedir. Bununla birlikte ߠ଴/ߠ ൑ 1 iken ଵܶ tahmin edicisinin sapmasız 

tahmin ediciye göre hesaplanan göreli etkinlik değerleri T tahmin edicisininkilerden 

daha küçüktür. Çizelge 4.1’e göre, ଶܶ yani ଷܶሺଵሻ tahmin edicisi ߠ଴/ߠ değerleri 1 

civarında ve ݊ ൒ 5 olması durumunda sapmasız tahmin ediciden daha küçük OHK 

değerleri sergilerken, ଷܶሺିଵሻ, ଷܶሺିଵ/ଶሻ ve ଷܶሺଵ/ଶሻ tahmin edicilerine ait OHK değerleri 

ele alınan tüm ߠ଴/ߠ ve n değerleri için sapmasız tahmin edicinin OHK değerinden 

daha küçüktür. Buna ek olarak yine tüm ߠ଴/ߠ ve n değerleri için ଷܶሺିଵሻ, ଷܶሺିଵ/ଶሻ ve 

ଷܶሺଵ/ଶሻ tahmin edicilerinin ଵܶ tahmin edicisinden üstün olduğu görülmektedir. 
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5. PARETO DAĞILIMINDA ŞEKİL PARAMETRESİ İÇİN DARALTILMIŞ  

TAHMİN EDİCİLER 

 

Bu bölümde shrinkage tahmin yöntemleri ile ilgili yapılan çalışmaların ışığı altında 

Pareto dağılımının şekil (shape) parametresi için farklı daraltılmış tahmin ediciler 

elde edilmiştir. Öncelikle Pareto dağılımının şekil parametresi için EÇOB ve 

sapmasız tahmin edicilerin elde edilişi gösterilmiştir. Sonra önceki bölümlerde sözü 

geçen shrinkage tahmin yöntemleri yardımıyla yeni tahmin ediciler elde edilmiştir. 

Ardından bu sapmalı tahmin ediciler, sapmasız tahmin edici ile OHK’leri vasıtasıyla 

karşılaştırılmıştır. Karşılaştırma sonucunda hangi durumlarda elde edilen tahmin 

edici sınıflarının, sapmasız tahmin ediciye göre daha üstün olduğu belirlenmeye 

çalışılmıştır. 

ܺ, klasik Pareto dağılımına sahip rassal bir değişken olsun. ߙ, dağılış parametresi ve 

 şekil parametresi olmak üzere ܺ rassal değişkenine ait olasılık yoğunluk ,ߚ

fonksiyonu, 

 

௑݂ሺݔሻ ൌ ቐ      
ఉߙߚ

ሺఉାଵሻݔ
    ; ݔ  ൐ ߙ

     0               ; ݔ  ൑ ߙ

                                                                                         ሺ5.1ሻ 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

 Parametresinin EÇOB Tahmin Edicisi ࢼ .5.1

 

ܺ rassal değişkenin olasılık yoğunluk fonksiyonu Eş. 5.1’de verildiği gibi 

tanımlanmak üzere, Pareto dağılımının şekil parametresi ߚ’nın EÇOB tahmin 

edicisini elde etmek için oluşturulan olabilirlik fonksiyonu, 

 

௜ሻݔሺܮ ൌ
௡ఉߙ௡ߚ

∏ ௜ݔ
ሺఉାଵሻ௡

௜ୀଵ

 

 

olarak ifade edilir. Buradan hareketle EÇOB tahmin edicisi, 
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௜ሻݔሺܮ݈߲݊

ߚ߲
ൌ ݊

1

ߚ
൅ ߙ݈݊݊ െ෍݈݊ݔ௜

௡

௜ୀଵ

 

 

ifadesinin sıfıra eşitlenmesiyle 

 

መߚ ൌ
݊

∑ ݈݊
௜ݔ
ߙ

௡
௜ୀଵ

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Rytgaard (1990) çalışmasında; ܺ~ܲܽ݋ݐ݁ݎሺߙ,  ሻ veߚ/ሺ1݈݁ݐݏሻ~Üߙ/௜ݔሻ ise ݈݊ሺߚ

dolayısıyla ܶ ൌ ∑ ݈݊
௫೔

ఈ

௡
௜ୀଵ ,ሺ݊ܽ݉݉ܽܩ~  ሻ olduğunu göstermiştir. Bu durumda Tߚ/1

rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

 

்݂ ሺݐሻ ൌ ቐ

௡ߚ

ሺ݊ െ 1ሻ!
,௡ିଵ݁ିఉ௧ݐ ݐ ൐ 0

                 0           , ݀. ݄

 

 

olarak ifade edilir. Böylece ߚመ ൌ
௡

்
  tahmin edicisine ilişkin beklenen değer,  

 

መ൯ߚ൫ܧ ൌ න
݊

ݐ
்݂ ሺݐሻ݀ݐ

ஶ

଴

 

ൌ න
݊

ݐ

௡ߚ

ሺ݊ െ 1ሻ!
ݐ௡ିଵ݁ିఉ௧݀ݐ

ஶ

଴

 

ൌ
݊

݊ െ 1
නߚ

௡ିଵߚ

ሺ݊ െ 2ሻ!
ݐ௡ିଶ݁ିఉ௧݀ݐ

ஶ

଴

 

ൌ
݊

݊ െ 1
 ሺ5.2ሻ                                                                                                                 ߚ

 

olarak hesaplanır. Varyans ise 
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መଶ൯ߚ൫ܧ ൌ න ቀ
݊

ݐ
ቁ
ଶ

்݂ ሺݐሻ݀ݐ

ஶ

଴

 

ൌ
݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
න

௡ିଶߚ

ሺ݊ െ 3ሻ!
ݐ௡ିଷ݁ିఉ௧݀ݐ

ஶ

଴

 

ൌ
݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
 

 

olmak üzere 

 

መ൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ መଶ൯ߚ൫ܧ െ ቀܧ൫ߚመ൯ቁ
ଶ
 

ൌ
݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
െ ቀ

݊

݊ െ 1
ቁߚ

ଶ

 

ൌ ݊ଶߚଶ ൤
1

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
െ

1

ሺ݊ െ 1ሻଶ
൨ 

ൌ ݊ଶߚଶ ൤
݊ െ 1 െ ݊ ൅ 2

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൨ 

ൌ
݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
                                                                                             ሺ5.3ሻ 

 

biçiminde elde edilir. 

 

Ayrıca ܧ൫ߚመ൯ ve ܧ൫ߚመଶ൯ ifadelerinden yola çıkılarak ߚመ  tahmin edicisinin ݆݌-inci 

dereceden beklenen değerinin; 

 

መ௝௣൯ߚ൫ܧ ൌ
݊௝௣ߚ௝௣

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݌݆ െ 1ሻ!

 

 

olduğu sonucuna ulaşılabilir.  
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 Parametresinin Sapmasız Tahmin Edicisi ࢼ .5.2

 

Önceki bölümde ߚ parametresinin EÇOB tahmin edicisine ait beklenen değer 

Eş.5.2’de verildiği gibidir. Dolayısıyla ߚ parametresi için sapmasız bir tahmin edici; 

 

෨ߚ ൌ
݊ െ 1

݊
መߚ  

 

olarak tanımlanabilir. Bu tahmin ediciye ilişkin beklenen değerin ߚ parametresine 

eşit olacağı açıkça görülmektedir. ߚ෨ tahmin edicisine ait varyans, 

 

෨ଶ൯ߚ൫ܧ ൌ ܧ ቈ൬
݊ െ 1

݊
መ൰ߚ

ଶ

቉ 

ൌ ൬
݊ െ 1

݊
൰
ଶ

 መଶ൯ߚ൫ܧ

ൌ ൬
݊ െ 1

݊
൰
ଶ ݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
 

ൌ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
 ଶߚ

 

olmak üzere 

 

෨൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ෨ଶ൯ߚ൫ܧ െ ቀܧ൫ߚ෨൯ቁ
ଶ
 

ൌ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ  ଶߚ

ൌ
1

ሺ݊ െ 2ሻ
 ଶ                                                                                                        ሺ5.4ሻߚ

 

şeklinde elde edilir. Buna ek olarak ߚ෨ tahmin edicisinin jp-inci dereceden beklenen 

değeri 
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෨௝௣൯ߚ൫ܧ ൌ ܧ ቈ൬
݊ െ 1

݊
መ൰ߚ

௝௣

቉ ൌ ൬
݊ െ 1

݊
൰
௝௣

 መ௝௣൯ߚ൫ܧ

ൌ ൬
݊ െ 1

݊
൰
௝௣ ݊௝௣ߚ௝௣

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݌݆ െ 1ሻ!

 

ൌ ሺ݊ െ 1ሻ௝௣
ሺ݊ െ ݌݆ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ 1ሻ!
  ௝௣ߚ

 

olarak hesaplanabilir. 

 

 ෡࢙࢙ Tahmin Edicisiࢼ Parametresi için Önerilen ࢼ .5.3

 

 parametresi için Bölüm (2.1)’de tanıtılan tahmin edici yardımıyla elde edilen ߚ

መ௦௦ߚ ൌ ෨ߚܿ ൅ ሺ1 െ ܿሻߚ଴ formundaki tahmin edici, ߚ෨; ߚ parametresi için sapmasız bir 

tahmin edici, ߚ଴; ߚ parametresi için önsel değeri ve c; ܱܭܪ൫ ߚመ௦௦൯ değerini en 

küçükleyecek bir sabit olmak üzere, 

 

መ௦௦ߚ ൌ ܿ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ ൅  ଴                                                                                                         ሺ5.5ሻߚ

 

olarak yazılabilir. Dolayısıyla ܱܭܪ൫ ߚመ௦௦൯ değeri, 

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ ෨ߚ൫ܿൣܧ െ ଴൯ߚ ൅ ଴ߚ െ ൧ߚ
ଶ
                                                                         ሺ5.6ሻ 

 

şeklindedir. Eş. 5.6’da gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ ෨ߚ൫ܿൣܧ െ ଴൯ߚ ൅ ଴ߚ െ ൧ߚ
ଶ
 

  ൌ ܧ ቂܿଶ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ
ଶ
൅ 2ܿ൫ߚ෨ െ ଴ߚ଴൯ሺߚ െ ሻߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶቃߚ

  ൌ ܿଶܧ ቂ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ
ଶ
ቃ െ 2ܿሺߚ଴ െ ෨ߚ൫ܧሻߚ െ ଴൯ߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

  ൌ ܿଶߚൣܧ෨ଶ െ ෨ߚ଴ߚ2 ൅ ଴൧ߚ െ 2ܿሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

  ൌ ܿଶൣܧ൫ߚ෨ଶ൯ െ ෨൯ߚ൫ܧ଴ߚ2 ൅ ଴൧ߚ െ 2ܿሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ
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  ൌ ܿଶ ቈ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ ߚ଴ߚ2 ൅ ଴቉ߚ െ 2ܿሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

  ൌ ܿଶ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ ܿଶ2ߚ଴ߚ ൅ ܿଶߚ଴ െ 2ܿሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

  ൌ ܿଶ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ ܿଶߚଶ ൅ ܿଶߚଶ െ ܿଶ2ߚ଴ߚ ൅ ܿଶߚ଴ െ 2ܿሺߚ଴ െ ሻଶߚ

൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

  ൌ ܿଶߚଶ ቈ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
െ 1቉ ൅ ܿଶሺߚ଴ െ ሻଶߚ െ 2ܿሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

  ൌ
ܿଶߚଶ

݊ െ 2
൅ ሺܿ െ 1ሻଶሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ
ܿଶߚଶ

݊ െ 2
൅ ሺܿ െ 1ሻଶሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ                                                                    ሺ5.7ሻ 

 

ifadesi elde edilir. Eş. 5.7’deki ifadenin c’ ye göre türevi alınıp sıfıra eşitlenmesiyle 

OHK değerini en küçükleyecek daraltma faktörü c, 

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ߲

߲ܿ
ൌ
ଶߚ2ܿ

݊ െ 2
൅ 2ሺܿ െ 1ሻሺߚ଴ െ   ሻଶߚ

 0 ൌ
ଶߚܿ

݊ െ 2
൅ ሺܿ െ 1ሻሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

ሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൌ ܿ ቈ
ଶߚ

݊ െ 2
൅ ሺߚ଴ െ   ሻଶ቉ߚ

ܿ ൌ
ሺߚ଴ െ ሻଶߚ

ଶߚ

݊ െ 2
൅ ሺߚ଴ െ ሻଶߚ

  

 

olarak elde edilir. Bu ifade aynı zamanda, 

 

ܿ ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

෨൯ߚ൫ݎܸܽ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ
                                                                                                  ሺ5.8ሻ 

 

şeklinde ifade edilebilir.  
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Sonuç olarak, Pareto dağılımının şekil parametresi ߚ için Eş. 2.1’de verilen tahmin 

edici yardımıyla elde edilen daraltılmış tahmin edici, 

 

መ௦௦ߚ ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

෨൯ߚ൫ݎܸܽ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ
൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ ൅  ଴                                                                   ሺ5.9ሻߚ

 

dir. Böylece bu tahmin ediciye ait Eş. 5.7’ de verilen OHK ifadesinde Eş. 5.8’ deki c 

daraltma faktörü yerine yazılarak gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ
ଶߚ

݊ െ 2
ቆ

ሺߚ଴ െ ሻଶߚ

෨൯ߚ൫ݎܸܽ ൅ ሺߚ଴ െ ሻଶߚ
ቇ

ଶ

൅ ቆ
ሺߚ଴ െ ሻଶߚ

෨൯ߚ൫ݎܸܽ ൅ ሺߚ଴ െ ሻଶߚ
െ 1ቇ

ଶ

ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

ൌ
଴ߚଶሺߚ െ ሻସߚ

ሺ݊ െ 2ሻ൫ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൅ ሺߚ଴ െ ሻଶ൯ߚ
ଶ ൅

ሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൬
ଶߚ

݊ െ 2൰
ଶ

൫ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൅ ሺߚ଴ െ ሻଶ൯ߚ
ଶ 

ൌ
଴ߚଶሺߚ െ ሻଶሾሺ݊ߚ െ 2ሻሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ଶሿߚ

ሺ݊ െ 2ሻଶ൫ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൅ ሺߚ଴ െ ሻଶ൯ߚ
ଶ  

ൌ
଴ߚଶሺߚ െ ሻଶሾሺ݊ߚ െ 2ሻሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ଶሿߚ

ሺ݊ െ 2ሻଶ ൬
ଶߚ

݊ െ 2
൅ ሺߚ଴ െ ሻଶ൰ߚ

ଶ  

ൌ
଴ߚଶሺߚ െ ሻଶሾሺ݊ߚ െ 2ሻሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ଶሿߚ

ሺ݊ െ 2ሻଶ

ሺ݊ െ 2ሻଶ
ሺߚଶ ൅ ሺ݊ െ 2ሻሺߚ଴ െ ሻଶሻଶߚ

 

ൌ
଴ߚଶሺߚ െ ሻଶߚ

ሺ݊ െ 2ሻሺߚ଴ െ ሻଶߚ ൅ ଶߚ
 

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ
ߚଶሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

ሺ݊ െ 2ሻሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ ൅ ଶߚ

                                                                        ሺ5.10ሻ 

 

şeklinde elde edilir. 
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 መ௦௦ tahmin edicisineߚ ෨’e ilişkin varyans veߚ parametresinin sapmasız tahmin edicisi ߚ

ilişkin OHK karşılaştırıldığında  

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ  

ߚଶሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ

ሺ݊ െ 2ሻሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ ൅ ଶߚ

ଶߚ

݊ െ 2

             

ൌ
ሺ݊ െ 2ሻሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

ሺ݊ െ 2ሻሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ ൅ ଶߚ

                                                                         ሺ5.11ሻ 

 

ifadesine ulaşılır. Eş. 5.11’de verilen ifade ݊ ൐ 2 olduğu sürece 1’ den küçük 

olacağından ܱܭܪ൫ ߚመ௦௦൯ ൏  .෨൯ sonucuna ulaşılırߚ൫ݎܸܽ

 

Daraltma faktörü olan c sabiti ߚ parametresinin bir fonksiyonu olarak elde edilmiştir. 

Ancak uygulamada ߚ parametresine ulaşmak mümkün olamayacağı için ߚ 

parametresi yerine sapmasız tahmin edicisi ߚ෨ kullanılabilir. Bu durumda daraltma 

faktörü c için bir tahmin edici, 

 

ܿ̂ ൌ
൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ଶ

෨ ଶߚ

݊ െ 2
൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ଶ
                                                                                                   ሺ5.12ሻ 

 

olarak elde edilir. Eş. 5.12’de verilen daraltma faktörü kullanılarak elde edilen 

tahmin edici  

 

መ௦௦ߚ ൌ
൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ଶ

෨ ଶߚ

݊ െ 2
൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ଶ
൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ ൅  ଴                                                                     ሺ5.13ሻߚ

 

şeklini alır. Eş. 5.13’ de verilen sapmalı tahmin edici ile sapmasız tahmin edicinin 

etkinlikleri simülasyon çalışması bölümünde Monte Carlo denemeleri yardımıyla 

karşılaştırılmıştır. 
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 Tahmin Edicisi ࢋ෡࢙ࢼ Parametresi için Önerilen ࢼ .5.4

 

 parametresi için Bölüm (2.1)’de tanıtılan tahmin edici yardımıyla elde edilen ߚ

መ௦௘ߚ ൌ ොߚܿ ൅ ሺ1 െ ܿሻߚ଴ formundaki tahmin edici, ߚመ; ߚ parametresi için EÇOB tahmin 

edicisi, ߚ଴; ߚ parametresi için önsel tahmin değeri ve c; ܱܭܪ൫ ߚመ௦௘൯ değerini en 

küçükleyecek bir sabit olmak üzere; 

 

መ௦௘ߚ ൌ ܿ൫ߚመ െ ଴൯ߚ ൅  ଴                                                                                                      ሺ5.14ሻߚ

 

olarak yazılabilir. Dolayısıyla ܱܭܪ൫ ߚመ௦௘൯ değeri 

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ መߚ൫ܿൣܧ െ ଴൯ߚ ൅ ଴ߚ െ ൧ߚ
ଶ
                                                                      ሺ5.15ሻ 

 

dir. Eş. 5.15’de gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ መߚ൫ܿൣܧ െ ଴൯ߚ ൅ ଴ߚ െ ൧ߚ
ଶ
 

ൌ ܧ ቂܿଶ൫ߚመ െ ଴൯ߚ
ଶ
െ 2ܿ൫ߚመ െ ߚ଴൯ሺߚ െ ଴ሻߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶቃ 

ൌ ܿଶܧ ቂ൫ߚመ െ ଴൯ߚ
ଶ
ቃ െ 2ܿሺߚ െ መߚൣܧ଴ሻߚ െ ଴൧ߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ 

ൌ ܿଶߚൣܧመଶ െ ଴ߚመߚ2 ൅ ଴ߚ
ଶ൧ െ 2ܿሺߚ െ መߚൣܧ଴ሻߚ െ ଴൧ߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ 

ൌ ܿଶ ቈ
݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
െ 2

݊

݊ െ 1
଴ߚߚ ൅ ଴ߚ

ଶ቉ 

െ2ܿሺߚ െ ଴ሻߚ ቂ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቃߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ 

ൌ ܿଶ
݊ଶߚଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
െ 2ܿଶ

݊

݊ െ 1
଴ߚߚ ൅ ܿଶߚ଴

ଶ 

െ2ܿሺߚ െ ଴ሻߚ ቂ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቃߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ ൅ ܿଶ ቀ
݊

݊ െ 1
ቁ
ଶ

 ଶߚ

െܿଶ ቀ
݊

݊ െ 1
ቁ
ଶ

 ଶߚ
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ൌ ܿଶߚଶ ቈ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
െ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
቉ ൅ ܿଶ ቂ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቃߚ

ଶ

െ 2ܿ ቂ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቃߚ ሺߚ െ ଴ሻߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ 

ൌ ܿଶߚଶ ቈ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
െ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
቉ ൅ ቂܿ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ െ ሺߚ െ ଴ሻቃߚ

ଶ

 

ൌ ܿଶߚଶ ቈ
݊ଶሺ݊ െ 1ሻ െ ݊ଶሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
቉ ൅ ቂܿ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ െ ሺߚ െ ଴ሻቃߚ

ଶ

 

ൌ ܿଶߚଶ ቈ
݊ଶሺ݊ െ 1 െ ݊ ൅ 2ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
቉ ൅ ቂܿ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ െ ሺߚ െ ଴ሻቃߚ

ଶ

 

ൌ ܿଶߚଶ ቈ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
቉ ൅ ቂܿ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ െ ሺߚ െ ଴ሻቃߚ

ଶ

 

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ ܿଶߚଶ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൅ ቂܿ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ െ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶቃ
ଶ

        ሺ5.16ሻ 

 

elde edilir. Bu ifadenin c’ ye göre türevi alınıp sıfıra eşitlendiğinde OHK değerini en 

küçükleyecek daraltma faktörü c, 

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ߲

߲ܿ
ൌ ଶߚ2ܿ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ

൅ 2 ቂܿ ቀ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ െ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶቃ ቀ
݊

݊ െ 1
ߚ െ   ଴ቁߚ

0 ൌ ଶߚܿ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൅ ܿ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ

ଶ

െ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ ቀ

݊

݊ െ 1
ߚ െ  ଴ቁߚ

 ܿ ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ ቂ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቃߚ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ                                                                 ሺ5.17ሻ 

 

şeklinde elde edilir.  

 

Sonuç olarak, Pareto dağılımının şekil parametresi ߚ  için Eş. 2.1’de verilen tahmin 

edici yardımıyla elde edilen shrinkage tahmin edicisi, 
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መ௦௘ߚ ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ ቂ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቃߚ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ ൫ߚ

መ െ ଴൯ߚ ൅  ଴                               ሺ5.18ሻߚ

 

olarak elde edilir. Böylece bu tahmin ediciye ait Eş. 5.16’da verilen OHK 

ifadesinde Eş. 5.17’deki c daraltma faktörü yerine yazılarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında elde edilen tahmin ediciye ilişkin OHK değeri, 

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ ൦
ሺߚ െ ଴ሻߚ ቂ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቃߚ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ൪

ଶ

ଶߚ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ

൅ ൦
ሺߚ െ ଴ሻߚ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ െ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ൪

ଶ

 

ൌ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ଶߚ ൤

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൨ ቂ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቃߚ
ଶ

൤
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ
൨
ଶ

൅
൤ቂ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቃߚ
ଶ
െ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቂ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቃߚ
ଶ
൨

൤
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ
൨
ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې
 

ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

൤
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ
൨
ଶ ൥ߚ

ଶ ቈ
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
቉ ቂ

݊

݊ െ 1
ߚ

െ ଴ቃߚ
ଶ
൅ ଶߚ ቈ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
቉൩ 

ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶߚଶ ൤
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൨

൤
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ
൨
ଶ ቈ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ

൅ ቀ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ

ଶ

቉ 
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ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶߚଶ ൤
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൨

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

ߚ െ ଴ቁߚ
ଶ 

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ ൌ
ߚଶሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ ൬
݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൰

ቀ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ

ଶ
൅

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ
                                           ሺ5.19ሻ 

 

şeklinde elde edilir.  

 

 መ௦௘ tahmin edicisineߚ ෨’e ilişkin varyans veߚ parametresinin sapmasız tahmin edicisi ߚ

ilişkin OHK karşılaştırıldığında  

 

መ௦௘൯ߚ ൫ܭܪܱ

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ

ߚଶሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ ൬

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
൰

ቀ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ

ଶ
൅

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ

ଶߚ

݊ െ 2

  

 ൌ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

ሺ݊ െ 2ሻ ൤ߚଶ ൅ ቀߚ െ
݊ െ 1
݊

଴ቁߚ
ଶ

൨

                                                       ሺ5.20ሻ 

 

ifadesine ulaşılır. ߚ ve ߚ଴  ifadeleri 2’den büyük reel değerler alabileceği için ݊ ൐ 2 

olduğu sürece Eş. 5.20’deki etkinlik değerinin 1’ den küçük olacağı görülmektedir. 

 

Yine, daraltma faktörü olan c sabiti ߚ parametresinin bir fonksiyonu olarak elde 

edildiği için ߚ parametresi yerine EÇOB tahmin edicisi ߚመ  kullanılabilir. Bu durumda 

daraltma faktörü için bir tahmin; 

 

ܿ̂ ൌ
൫ߚመ െ ଴൯ߚ ቂ

݊
݊ െ 1

መߚ െ ଴ቃߚ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
መଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

መߚ െ ଴ቁߚ
ଶ                                                              ሺ5.21ሻ 
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olarak elde edilir. Eş. 5.21’de verilen daraltma faktörü kullanılarak elde edilen 

sapmalı tahmin edici, 

 

መ௦௘ߚ ൌ
൫ߚመ െ ଴൯ߚ ቂ

݊
݊ െ 1

መߚ െ ଴ቃߚ

݊ଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ
መଶߚ ൅ ቀ

݊
݊ െ 1

መߚ െ ଴ቁߚ
ଶ ൫ߚ

መ െ ଴൯ߚ ൅  ଴                               ሺ5.22ሻߚ

 

biçiminde yazılır. 

 

Bunun yanı sıra, Eş. 5.9 ve Eş. 5.18’de verilen ߚመ௦௦ ve ߚመ௦௘ tahmin edicilerine ilişkin 

sapma değerleri sırasıyla, 

 

መ௦௦ሻߚሺܽ݉݌ܽܵ ൌ
ߚଶሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

ଶߚ ൅ ሺ݊ െ 2ሻሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ
 

 

ve 

 

መ௦௘ሻߚሺܽ݉݌ܽܵ ൌ
݊ଶߚଶሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ

݊ଶߚଶ ൅ ሺ݊ െ 1ሻଶሺ݊ െ 2ሻ ቀ
݊

݊ െ 1
ߚ െ ଴ቁߚ

ଶ 

 

şeklinde ifade edilir. Buradan ܵܽܽ݉݌ሺߚመ௦௦ሻ/ܵܽܽ݉݌ሺߚመ௦௘ሻ ൏ 1 olduğu görülmektedir. 

 መ௦௘ tahmin edicilerine ilişkin sapmadan dahaߚ መ௦௦ tahmin edicisine ilişkin sapmanınߚ

küçük olduğu sonucuna ulaşılır. 
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 Tahmin Edicilerinin Karşılaştırılması ࢋ෡࢙ࢼ ෡࢙࢙ ileࢼ .5.5

 

Bu bölümde Eş. 5.13 ve Eş. 5.22’de verilen tahmin ediciler ile sapmasız tahmin 

edicinin göreli etkinlik değerleri simülasyon çalışması yardımıyla karşılaştırılmıştır. 

Simülasyon çalışmasında işlem kolaylığı sağlamak adına, Basit Pareto Dağılımında 

da olduğu gibi dağılış parametresi ߙ ൌ 1 olarak alınmıştır. Pareto dağılımına sahip 

bir veri setinin varyansının hesaplanabilmesi için şekil parametresinin 2’den büyük 

olması gerekmektedir. Ayrıca Thompson (1968,a) çalışmasında, önerdiği tahmin 

edicinin üstünlüğünü kanıtlamak için yaptığı uygulamada normal dağılıma sahip bir 

yığının tanımlayıcı iki parametresi arasındaki oranı 1/5 olarak almıştır. Buradan 

hareketle, 100000 denemelik Monte Carlo simülasyon çalışmasında ߙ ൌ 1 ve ߚ ൌ 5 

parametrelerine sahip Pareto dağılımından gelen veri setlerinden yararlanılmıştır. 

 

 

Şekil 5.1: EÇOB ve önerilen sapmalı tahmin edicilerin sapmasız tahmin ediciye göre 

  göreli etkinlikleri 

 

Şekil 5.1’de n=10 durumunda değişik ߚ଴/ߚ değerleri için yukarıda sözü geçen dört 

tahmin edicinin sapmasız tahmin ediciye göre göreli etkinlikleri yer almaktadır. Şekil 

5.1’e bakıldığında sapmasız tahmin edicinin EÇOB tahmin edicisinden daha küçük 

OHK değerlerine sahip olduğu görülmektedir. Ayrıca sapmasız tahmin edici ve 
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EÇOB tahmin edicisi kullanılarak elde edilen her iki sapmalı tahmin edicinin de belli 

bir ߚ଴/ߚ değerine kadar sapmasız tahmin ediciden daha üstün olduğu görülmektedir. 

Bununla birlikte küçük ߚ଴/ߚ değerleri için EÇOB tahmin edicisi kullanılarak elde 

edilen sapmalı tahmin edicinin, sapmasız tahmin edici kullanılarak elde edilen 

sapmalı tahmin ediciden daha küçük OHK değerlerine sahiptir. Ancak ߚ଴/ߚ değeri 

büyüdükçe sapmasız tahmin edici kullanılarak elde edilen tahmin edicinin OHK 

değerindeki artış hızının, EÇOB tahmin edicisi kullanılarak elde edilen sapmalı 

tahmin edicinin OHK değerindeki artış hızına göre daha az olduğu gözlenmektedir. 

Şekil 5.1’de sabit bir n değerine karşılık değişen ߚ଴/ߚ değerleri ele alınmıştır. Sabit 

bir ߚ଴/ߚ değeri ele alındığında değişen n değerleri için etkinlik değerlerinin nasıl 

etkilendiğini gözlemlemek için yapılan simülasyon çalışması sonuçları Çizelge 

5.1’de özetlenmiştir. 

 

Çizelge 5.1: β଴/β ൌ 2.5 durumunda farklı n değerleri için EÇOB ve önerilen 

  sapmalı tahmin edicilerin sapmasız tahmin ediciye göreli etkinlik 

değerleri 

Tahmin 

Ediciler 

n 

5 10 15 25 50 

 ෨ 1 1 1 1 1ߚ

መߚ  1.6477     1.2710    1.1707    1.0982    1.0475 

 መ௦௦ 0.4687     0.6959    0.7887    0.8686    0.9328ߚ

 መ௦௘ 0.1283     0.0767    0.0660    0.0600    0.0557ߚ

 

Çizelge 5.1’e bakıldığında, n artarken ߚመ௦௦ ve ߚመ  tahmin edicilerinin OHK değerlerinin 

 መ௦௘ߚ ෨ tahmin edicisinin OHK değerine yakınsadığı görülmektedir. Bununla birlikteߚ

tahmin edicisine ait göreli etkinlik değerlerine bakıldığında n artarken, bu tahmin 

edicinin ߚ෨ sapmasız tahmin edicisine göre üstünlüğünün de arttığı görülmektedir. 
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ሻ࢖ሺࢼ Parametresi için Önerilen ࢼ .5.6
⋆ Tahmin edici sınıfı 

 

 parametresi için Eş. 4.6’da tanıtılan tahmin edici sınıfı Pareto dağılımının şekil ߚ

parametresi için, 

 

ሺ௣ሻߚ
⋆ ൌ ଴ߚ ቈ1 ൅ ݇ ቆ

 ଴ߚ

෨ߚ
ቇ

௣

቉                                                                                                ሺ5.23ሻ 

 

olarak tanımlanabilir. ߚሺ௣ሻ
⋆  tahmin edicisine ilişkin OHK’nin hesaplanmasında, 

 

ܧ ൥ቆ
1

෨ߚ
ቇ

௝௣

൩ ൌ ሻߚ/ଵሺ௝௣ሻሺ1ܭ
௝௣ , ሺ݆ ൌ 1,2ሻ                                                                       ሺ5.24ሻ 

 

ve 

ଵሺ௝௣ሻܭ ൌ ሺ݊ െ 1ሻି௝௣
ሺ݊ ൅ ݌݆ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ 1ሻ!
                                                                               ሺ5.25ሻ 

 

fonksiyonlarından yararlanılır. ܱܭܪ൫ ߚሺ௣ሻ
⋆ ൯ değeri, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ ሺ௣ሻߚൣܧ

⋆ െ ൧ߚ
ଶ
                                                                                           ሺ5.26ሻ 

 

şeklindedir. Bu eşitlikte  ߣ ൌ
ఉబ

ఉ
 olmak üzere gerekli bilgiler yerine yazılıp 

düzenlendiğinde, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ ܧ ቈ݇ ቆ

 ଴ߚ

෨ߚ
ቇ

௣

଴ߚ ൅ ଴ߚ െ ቉ߚ

ଶ

 

 ൌ ଴ሻߚሺ݇ൣܧ
௣ାଵ൫ߚ෨൯

ି௣
൅ ሺߚ଴ െ ሻ൧ߚ

ଶ
 

 ൌ ܧ ቂ݇ଶሺߚ଴ሻ
ଶሺ௣ାଵሻ൫ߚ෨൯

ିଶ௣
൅ 2݇ሺߚ଴ሻ

௣ାଵ൫ߚ෨൯
ି௣
ሺߚ଴ െ ሻߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶቃߚ

 ൌ ݇ଶሺߚ଴ሻ
ଶሺ௣ାଵሻܧ ቂ൫ߚ෨൯

ିଶ௣
ቃ ൅ 2݇ሺߚ଴ሻ

௣ାଵሺߚ଴ െ ෨൯ߚ൫ൣܧሻߚ
ି௣
൧ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ
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ൌ ݇ଶሺߚ଴ሻ
ଶሺ௣ାଵሻܭଵሺଶ௣ሻߚ

ିଶ௣ ൅ 2݇ሺߚ଴ሻ
௣ାଵሺߚ଴ െ ߚଵሺ௣ሻܭሻߚ

ି௣ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

ൌ ݇ଶߚଶ
଴ߚ
ଶ

ଶߚ
଴ߚ
ଶ௣

ଶ௣ߚ
ଵሺଶ௣ሻܭ ൅ ߚ2݇

଴ߚ
ߚ

଴ߚ
௣

௣ߚ
ߚ ൬

଴ߚ
ߚ
െ 1൰ܭଵሺ௣ሻ ൅ ଶߚ ൬

଴ߚ
ߚ
െ 1൰

ଶ

 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ ଵሺଶ௣ሻܭሻଶሺଵା௣ሻߣଶൣ݇ଶሺߚ ൅ 2݇ሺߣሻሺଵା௣ሻሺߣ െ 1ሻܭଵሺ௣ሻ ൅ ሺߣ െ 1ሻଶ൧ 

 

olarak elde edilir. Bu ifadenin k’ ya göre türevi alınıp sıfıra eşitlenmesiyle, OHK 

değerini en küçükleyecek daraltma faktörü k, 

 

መ௦௦൯ߚ ൫ܭܪܱ߲

߲݇
ൌ 2݇ሺߣሻଶሺଵା௣ሻܭଵሺଶ௣ሻ ൅ 2ሺߣሻሺଵା௣ሻሺߣ െ 1ሻܭଵሺ௣ሻ  

  0 ൌ ݇ሺߣሻଶሺଵା௣ሻܭଵሺଶ௣ሻ ൅ ሺߣሻሺଵା௣ሻሺߣ െ 1ሻܭଵሺ௣ሻ 

  ݇ ൌ െ
ሺߣሻሺଵା௣ሻሺߣ െ 1ሻܭଵሺ௣ሻ

ሺߣሻଶሺଵା௣ሻܭଵሺଶ௣ሻ
 

 

݇ ൌ ሺߣሻି௣ ൬
1

ߣ
െ 1൰ܭଵሺ௣ሻ ⁄ଵሺଶ௣ሻܭ                                               

 

şeklinde elde edilir. Dolayısıyla k ifadesinde gerekli bilgiler yerine yazılarak 

düzenlendiğinde, 

 

݇ ൌ ൬
ߚ െ ଴ߚ
଴ߚ

൰ ൬
ߚ

଴ߚ
൰
௣

ሺ݊ െ 1ሻ௣
ሺ݊ ൅ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌2 െ 1ሻ!
                                                            ሺ5.27ሻ 

 

ifadesine ulaşılır.  

 

Daraltma faktörü olan k sabiti ߚ parametresinin bir fonksiyonu olarak elde edilmiştir. 

Ancak uygulamada ߚ parametresine ulaşmak mümkün olamayacağı için, Eş. 5.27’de 

 ෨ kullanılabilir. Bu durumda kߚ parametresi yerine sapmasız tahmin edicisi ߚ

daraltma faktörü için bir tahmin edici; 
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෠݇ ൌ ቆ
෨ߚ െ ଴ߚ
଴ߚ

ቇ ൬
ߚ

଴ߚ
൰
௣

ሺ݊ െ 1ሻ௣
ሺ݊ ൅ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌2 െ 1ሻ!
 

 

şeklinde elde edilir.  

 

Sonuç olarak, Pareto dağılımının şekil parametresi ߚ  için Eş. 4.6’da verilen tahmin 

edici yardımıyla elde edilen shrinkage tahmin edicisi, 

 

݇ሺ௣ሻ ൌ ሺ݊ െ 1ሻ௣
ሺ݊ ൅ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌2 െ 1ሻ!
                                                                                     ሺ5.28ሻ 

 

olmak üzere, Eş. 5.27’te gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

ሺ௣ሻߚ
⋆ ൌ ଴ߚ ൅ ൫ߚ෨ െ  ଴൯݇ሺ௣ሻ                                                                                               ሺ5.29ሻߚ

 

olarak elde edilir.  

 

Böylece  ߚሺ௣ሻ
⋆  tahmin edicisine ilişkin OHK, yukarıdaki tahmin edici Eş. 5.26’da 

yerine yazılıp gerekli işlemler yapılarak,  

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ

݇ሺ௣ሻ
ଶ ଶߚ

ሺ݊ െ 2ሻ
൅ ൫݇ሺ௣ሻ െ 1൯

ଶ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ                                                       ሺ5.30ሻ 

 

olarak elde edilir. ߣ ൌ  ,olarak alındığında ߚ/଴ߚ

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ ଶߚ ቈ

݇ሺ௣ሻ
ଶ

ሺ݊ െ 2ሻ
൅ ൫݇ሺ௣ሻ െ 1൯

ଶ
ሺ1 െ  ሻଶ቉                                               ሺ5.31ሻߣ

 

şeklinde yazılabilir. 

        

ሺ௣ሻߚ
⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre göreli etkinliği; 
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ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ

ଶߚ ቈ
݇ሺ௣ሻ
ଶ

ሺ݊ െ 2ሻ
൅ ൫݇ሺ௣ሻ െ 1൯

ଶ
ሺ1 െ ሻଶ቉ߣ

ଶ/ሺ݊ߚ െ 2ሻ
 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ ݇ሺ௣ሻ

ଶ ൅ ሺ݊ െ 2ሻ൫݇ሺ௣ሻ െ 1൯
ଶ
ሺ1 െ  ሻଶ                                                ሺ5.32ሻߣ

 

ifadesi yardımıyla hesaplanabilir. Eş. 5.32 ifadesinin 1’ den küçük olması durumunda 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൏  .෨൯ olacağı aşikardırߚ൫ݎܸܽ

 

Bunun yanı sıra ߚሺ௣ሻ
⋆  tahmin edicisine ilişkin sapma, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܽ݉݌ܽܵ
⋆ ൯ ൌ ሺ௣ሻߚ൫ܧ

⋆ ൯ െ  ߚ

ൌ ଴ߚൣܧ ൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯݇ሺ௣ሻ൧ߚ െ  ߚ

ൌ ଴ߚ ൅ ݇ሺ௣ሻߚ െ ݇ሺ௣ሻߚ଴ െ  ߚ

ൌ ଴൫1ߚ െ ݇ሺ௣ሻ൯ െ ൫1ߚ െ ݇ሺ௣ሻ൯ 

ൌ ൫1 െ ݇ሺ௣ሻ൯ሺߚ଴ െ  ሻ                                                                           ሺ5.33ሻߚ

 

olarak elde edilir. 

 

Örnek 1: p=1 durumu ele alındığında Eş. 5.28 ve Eş. 5.29 yardımıyla  

 

ሺଵሻߚ
⋆ ൌ ଴ߚ ൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ ൅ 1ሻ
 

 

tahmin edicisi elde edilir. Bu tahmin ediciye ait OHK  

 

ሺଵሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ ଶߚ ൥

ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ െ 2ሻሺ݊ ൅ 1ሻଶ
൅ ቆ

ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ ൅ 1ሻ
െ 1ቇ

ଶ

ሺ1 െ  ሻଶ൩ߣ

 

şeklindedir. 



62 

ሺଵሻߚ
⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre göreli etkinliği; 

 

ሺଵሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ
ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ
൅ ሺ݊ െ 2ሻ ቆ

ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ ൅ 1ሻ
െ 1ቇ

ଶ

ሺ1 െ  ሻଶߣ

  ൌ
ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ
൅
4ሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ
ሺ1 െ  ሻଶߣ

 

dır. ܱܭܪ൫ ߚሺଵሻ
⋆ ൯/ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൏ 1 iken ߚሺଵሻ

⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre 

daha üstün olduğu söylenebilir. Buradan hareketle, 

 

ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ
൅
4ሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ
ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 1                                                                               ሺ5.34ሻ 

 

eşitsizliği yazılabilir. Eş. 5.34’de gerekli düzenlemeler yapıldığında  

 

 0 ൏ ߣ ൏ 1 ൅ ቀ
௡

௡ିଶ
ቁ
ଵ/ଶ

 

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin sağlanması durumunda ߚሺଵሻ
⋆  sapmalı tahmin edicisinin ߚ෨ 

sapmasız tahmin edicisinden daha üstün olduğu sonucuna ulaşılır. Buna ek olarak 

büyük örnek çapları için (yani ݊ → ∞ iken), 

 

ሺ1 െ ሻଶߣ ൏
݊

݊ െ 2
                                                                                                             ሺ5.35ሻ 

 

ifadesinden yola çıkılarak ݊ → ∞ iken ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 1’dır. Dolayısıyla 0 ൏ ߣ ൏ 2 

aralığında ߚሺଵሻ
⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre daha üstün olduğu 

sonucuna ulaşılır. 

 

Örnek 2: p=2 durumu ele alındığında Eş. 5.28 ve Eş. 5.29 yardımıyla,  
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ሺଶሻߚ
⋆ ൌ ଴ߚ ൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ 2ሻ
 

 

tahmin edicisi elde edilir. Bu tahmin ediciye ait OHK  

 

ሺଶሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯ ൌ ଶߚ ൤

ሺ௡ିଵሻర

ሺ௡ାଵሻమሺ௡ାଶሻమሺ௡ିଶሻ
൅ ቀ

ሺ௡ିଵሻమ

ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ
െ 1ቁ

ଶ

ሺ1 െ   ሻଶ൨ߣ

 

şeklindedir. 

 

ሺଶሻߚ
⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre göreli etkinliği, 

 

ሺଶሻߚ ൫ܭܪܱ
⋆ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ ቈ

ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ 2ሻ
቉

ଶ

൅ ሺ݊ െ 2ሻ ቆ
ሺ݊ െ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ 2ሻ
െ 1ቇ

ଶ

ሺ1 െ  ሻଶߣ

  ൌ
ሺ݊ െ 1ሻସ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶሺ݊ ൅ 2ሻଶ
൅
ሺ݊ െ 2ሻሺ5݊ ൅ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶሺ݊ ൅ 2ሻଶ
ሺ1 െ  ሻଶߣ

 

dir. ܱܭܪ൫ ߚሺଶሻ
⋆ ൯/ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൏ 1  iken ߚሺଶሻ

⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre 

daha üstün olduğu söylenebilir. Sonuç olarak, 

 

ሺ݊ െ 1ሻସ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶሺ݊ ൅ 2ሻଶ
൅
ሺ݊ െ 2ሻሺ5݊ ൅ 1ሻଶ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶሺ݊ ൅ 2ሻଶ
ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 1                                              ሺ5.36ሻ 

 

olarak yazılabilir. Eş. 5.36’da gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

 

1 െ ቆ
2݊ଶ ൅ ݊ ൅ 3

ሺ݊ െ 2 ሻሺ5݊ ൅ 1ሻ
ቇ

ଵ/ଶ

൏ ߣ ൏ 1 ൅ ቆ
2݊ଶ ൅ ݊ ൅ 3

ሺ݊ െ 2 ሻሺ5݊ ൅ 1ሻ
ቇ

ଵ/ଶ

                          ሺ5.37ሻ 

 

ifadesi elde edilir. Eş. 5.37’nin sağlanması durumunda ߚሺଶሻ
⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ 

tahmin edicisinden daha üstün olduğu sonucuna ulaşılır. Buna ek olarak büyük örnek 

çapları için (yani ݊ → ∞ iken), 

 



64 

ሺ1 െ ሻଶߣ ൏
2݊ଶ ൅ ݊ ൅ 3

ሺ݊ െ 2 ሻሺ5݊ ൅ 1ሻ
                                                                                       ሺ5.38ሻ 

 

olarak elde edilir. Eş. 5.38’den yola çıkılarak ݊ → ∞ iken ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 2/5, 

dolayısıyla 0.37 ൏ ߣ ൏ 1.63 aralığında ߚሺଶሻ
⋆  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine 

göre daha üstün olduğu sonucuna ulaşılır. 

 

ሻ࢖ሺࢼ Parametresi için Önerilen ࢼ .5.7
∗ Tahmin edici sınıfı 

 

Bölüm 3.2.2’de tanıtılan tahmin edici sınıfı Pareto dağılımının şekil parametresi ߚ 

için, 

 

ሺ௣ሻߚ
∗ ൌ ଴ߚ ൥1 ൅ ݓ ቆ

 ෨ߚ

଴ߚ
ቇ

௣

൩                                                                                                ሺ5.39ሻ 

 

olarak tanımlanabilir. ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edicisine ilişkin OHK’nin hesaplanmasında, 

 

෨௝௣൯ߚ൫ܧ ൌ ሻߚଶሺ௝௣ሻሺܭ
௝௣ , ሺ݆ ൌ 1,2ሻ                  

 

ve 

 

ଶሺ௝௣ሻܭ ൌ ሺ݊ െ 1ሻ௝௣
ሺ݊ െ ݌݆ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ 1ሻ!
                 

 

fonksiyonlarından yararlanılır. ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edicisine ilişkin ܱܭܪ൫ ߚሺ௣ሻ

∗ ൯ değeri, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ሺ௣ሻߚൣܧ

∗ െ ൧ߚ
ଶ
                                                                                           ሺ5.40ሻ 

 

şeklindedir. Böylece ߣ ൌ
ఉబ

ఉ
 olmak üzere Eş. 5.40’da verilen ܱܭܪ൫ ߚሺ௣ሻ

∗ ൯ eşitliğinde 

gerekli bilgiler yerine yazılıp düzenlendiğinde, 
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ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ܧ ൥ݓ ቆ

 ෨ߚ

଴ߚ
ቇ

௣

଴ߚ ൅ ଴ߚ െ ൩ߚ

ଶ

 

ൌ ෨൯ߚ൫ݓൣܧ
௣
ሺߚ଴ሻ

ଵି௣ ൅ ଴ߚ െ ൧ߚ
ଶ
 

ൌ ܧ ቂݓଶ൫ߚ෨൯
ଶ௣
ሺߚ଴ሻ

ଶሺଵି௣ሻ ൅ ෨൯ߚ൫ݓ2
௣
ሺߚ଴ሻ

ଵି௣ሺߚ଴ െ ሻߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶቃߚ

ൌ ଴ሻߚଶሺݓ
ଶሺଵି௣ሻܧ ቂ൫ߚ෨൯

ଶ௣
ቃ ൅ ଴ሻߚሺݓ2

ଵି௣ሺߚ଴ െ ෨൯ߚ൫ൣܧሻߚ
௣
൧ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

ൌ ଴ሻߚଶሺݓ
ଶሺଵି௣ሻܭሺଶ௣ሻሺߚሻ

ଶ௣ ൅ ଴ሻߚሺݓ2
ଵି௣ሺߚ଴ െ ሻߚሺ௣ሻሺܭሻߚ

௣

൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ

ൌ ሻߚሺଶ௣ሻሺܭሻଶሺଵି௣ሻߣଶሺݓ
ଶ ൅ ߣሻଵି௣ሺߣሺݓ2 െ 1ሻܭሺ௣ሻሺߚሻ

ଶ ൅ ሺߚሻଶሺߣ െ 1ሻଶ 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ଶሺଶ௣ሻܭሻଶሺଵି௣ሻߣଶሺݓଶൣߚ ൅ ߣሻଵି௣ሺߣሺݓ2 െ 1ሻܭଶሺ௣ሻ ൅ ሺߣ െ 1ሻଶ൧ 

 

sonucuna ulaşılır. Bu ifadenin w’ ye göre türevi alınıp sıfıra eşitlenmesiyle, OHK 

değerini en küçükleyecek daraltma faktörü w; 

 

ݓ ൌ ൬
1

ߣ
െ 1൰ ሺߣሻ௣ ቆ

ଶሺ௣ሻܭ

ଶሺଶ௣ሻܭ
ቇ                                                                                           ሺ5.41ሻ 

 

olarak elde edilir. Dolayısıyla Eş. 5.41’deki w ifadesinde gerekli bilgiler yerine 

yazılıp düzenlendiğinde, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ߲
∗ ൯

ݓ߲
ൌ ሺଶ௣ሻܭሻଶሺଵି௣ሻߣሺݓଶൣ2ߚ ൅ 2ሺߣሻଵି௣ሺߣ െ 1ሻܭሺ௣ሻ൧ 

 0 ൌ ሺଶ௣ሻܭሻଶሺଵି௣ሻߣሺݓ2 ൅ 2ሺߣሻଵି௣ሺߣ െ 1ሻܭሺ௣ሻ 

ݓ ൌ െ
ሺߣሻଵି௣ሺߣ െ 1ሻܭሺ௣ሻ

ሺߣሻଶሺଵି௣ሻܭሺଶ௣ሻ
  

ൌ െሺߣ െ 1ሻሺߣሻ௣ିଵ൫ܭሺ௣ሻ/ܭሺଶ௣ሻ൯ 

ൌ ൬
1

ߣ
െ 1൰ ሺߣሻ௣ ቆ

ሺ௣ሻܭ

ሺଶ௣ሻܭ
ቇ 
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ൌ ൬
ߚ െ ଴ߚ
଴ߚ

൰ ൬
଴ߚ
ߚ
൰
௣ ሺ݊ െ 1ሻ௣

ሺ݊ െ ݌ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ 1ሻଶ௣
ሺ݊ െ ݌2 െ 1ሻ!
ሺ݊ െ 1ሻ!

 

 

ݓ ൌ ൬
ߚ െ ଴ߚ
଴ߚ

൰ ൬
଴ߚ
ߚ
൰
௣

ሺ݊ െ 1ሻି௣
ሺ݊ െ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݌2 െ 1ሻ!
                                                         ሺ5.42ሻ 

 

ifadesine ulaşılır.  

Daraltma faktörü olan w sabiti ߚ parametresinin bir fonksiyonu olarak elde 

edilmiştir. Ancak uygulamada ߚ parametresine ulaşmak mümkün olamayacağı için, 

Eş. 5.42’de ߚ parametresi yerine sapmasız tahmin edicisi ߚ෨ kullanılabilir. Bu 

durumda w daraltma faktörü için bir tahmin; 

 

ෝݓ ൌ ቆ
෨ߚ െ ଴ߚ
଴ߚ

ቇ ቆ
଴ߚ

෨ߚ
ቇ

௣

ሺ݊ െ 1ሻି௣
ሺ݊ െ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݌2 െ 1ሻ!
                                                       ሺ5.43ሻ 

 

olarak elde edilir. Sonuç olarak Eş. 5.43’de verilen ifadeden 

 

ሺ௣ሻݓ ൌ ሺ݊ െ 1ሻି௣
ሺ݊ െ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݌2 െ 1ሻ!
                                                                                  ሺ5.44ሻ 

 

olarak alındığında Eş. 5.39’da verilen tahmin edici sınıfı 

 

ሺ௣ሻߚ
∗  ൌ ଴ߚ ൅ ൫ߚ෨ െ  ሺ௣ሻ                                                                                             ሺ5.45ሻݓ଴൯ߚ

 

şeklinde yazılabilir. Böylece  ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edicisine ilişkin OHK, yukarıdaki tahmin 

edici Eş. 5.40 yerine yazılıp gerekli işlemler yapıldığında,  

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ෨ߚ൫ൣܧ െ ሺ௣ሻݓ଴൯ߚ ൅ ଴ߚ െ ൧ߚ

ଶ
 

ൌ ܧ ቂ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ
ଶ
ሺ௣ሻݓ
ଶ ൅ 2൫ߚ෨ െ ଴ߚሺ௣ሻሺݓ଴൯ߚ െ ሻߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶቃߚ

ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ ܧ ቂ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ଶ
ቃ ൅ ଴ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ෨ߚൣܧሻߚ െ ଴൧ߚ ൅ ሺߚ଴ െ  ሻଶߚ
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ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ ෨ଶߚൣܧ െ ଴ߚ෨ߚ2 ൅ ଴ߚ

ଶ൧ െ ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ෨ߚൣܧ଴ሻߚ െ ଴൧ߚ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ 

ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ ෨ଶ൯ߚ൫ܧൣ െ ෨൯ߚ൫ܧ଴ߚ2 ൅ ଴ߚ

ଶ൧ െ ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ෨൯ߚ൫ܧ଴ሻൣߚ െ ଴൧ߚ

൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ 

ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ ቈ

ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ ߚ଴ߚ2 ൅ ଴቉ߚ െ ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ߚ଴ሻሾߚ െ ଴ሿߚ

൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ 

ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ ሺ௣ሻݓ2

ଶ ߚ଴ߚ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶ ଴ߚ െ ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ଴ሻߚ

ଶ

൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ 

ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ
ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
ଶߚ െ ሺ௣ሻݓ

ଶ ଶߚ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶ ଶߚ െ ሺ௣ሻݓ2

ଶ ߚ଴ߚ ൅ ሺ௣ሻݓ
ଶ ଴ߚ

െ ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ଴ሻߚ
ଶ ൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ 

ൌ ሺ௣ሻݓ
ଶ ଶߚ ቈ

ሺ݊ െ 1ሻ

ሺ݊ െ 2ሻ
െ 1቉ ൅ ሺ௣ሻݓ

ଶ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ െ ߚሺ௣ሻሺݓ2 െ ଴ሻߚ

ଶ

൅ ሺߚ െ ଴ሻߚ
ଶ 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ

ሺ௣ሻݓ
ଶ ଶߚ

ሺ݊ െ 2ሻ
൅ ൫ݓሺ௣ሻ െ 1൯

ଶ
ሺߚ െ ଴ሻߚ

ଶ                                                      ሺ5.46ሻ 

 

olarak elde edilir. ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edicisine ilişkin OHK, Eş. 5.46’da ߣ ൌ  olarak ߚ/଴ߚ

alındığında, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ଶߚ ቈ

ሺ௣ሻݓ
ଶ

ሺ݊ െ 2ሻ
൅ ൫ݓሺ௣ሻ െ 1൯

ଶ
ሺ1 െ  ሻଶ቉                                               ሺ5.47ሻߣ

 

şeklinde yazılabilir. 

 

ሺ௣ሻߚ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre göreli etkinliği, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ ሺ௣ሻݓ

ଶ ൅ ሺ݊ െ 2ሻ൫ݓሺ௣ሻ െ 1൯
ଶ
ሺ1 െ  ሻଶ                                             ሺ5.48ሻߣ
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ifadesi yardımıyla hesaplanabilir. Eş. 5.48’de verilen ifade birden küçük ise 

ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൏ ሺ௣ሻߚ ൫ܭܪܱ ෨൯ olacağı açıktır. Sonuç olarakߚ൫ݎܸܽ

∗ ൯ ൏  ෨൯ߚ൫ݎܸܽ

eşitsizliği sağlandığında Pareto dağılımının şekil parametresi için önerilen ߚሺ௣ሻ
∗  

tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre daha etkindir. 

 

Bunun yanı sıra ߚሺ௣ሻ
⋆  tahmin edicisine ilişkin sapma, 

 

ሺ௣ሻߚ ൫ܽ݉݌ܽܵ
∗ ൯ ൌ ሺ௣ሻߚ൫ܧ

∗ ൯ െ  ߚ

ൌ ଴ߚൣܧ ൅ ൫ߚ෨ െ ሺ௣ሻ൧ݓ଴൯ߚ െ  ߚ

ൌ ଴ߚ ൅ ߚሺ௣ሻݓ െ ଴ߚሺ௣ሻݓ െ  ߚ

ൌ ଴൫1ߚ െ ሺ௣ሻ൯ݓ െ ൫1ߚ െ  ሺ௣ሻ൯ݓ

ൌ ൫1 െ ଴ߚሺ௣ሻ൯ሺݓ െ  ሻ                                                                           ሺ5.49ሻߚ

 

olarak elde edilir. 

 

Örnek 3: p=1 olarak ele alındığında Eş. 5.44 ve Eş. 5.45 yardımıyla  

 

ሺଵሻߚ
∗ ൌ ଴ߚ ൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ െ 1ሻ
 

 

tahmin edicisi elde edilir. Bu tahmin ediciye ait OHK  

 

ሺଵሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ଶߚ ൤

ሺ௡ିଶሻమ

ሺ௡ିଶሻሺ௡ିଵሻమ
൅ ቀ

ሺ௡ିଶሻ

ሺ௡ିଵሻ
െ 1ቁ

ଶ
ሺ1 െ   ሻଶ൨ߣ

 

şeklindedir. 

 

ሺଵሻߚ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre göreli etkinliği, 

ሺଵሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ
ሺ݊ െ 2ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
൅ ሺ݊ െ 2ሻ ቆ

ሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ െ 1ሻ
െ 1ቇ

ଶ

ሺ1 െ  ሻଶߣ
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  ൌ
ሺ݊ െ 2ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
൅
ሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
ሺ1 െ  ሻଶߣ

 

biçiminde hesaplanabilir. Dolayısıyla ܱܭܪ൫ ߚሺଵሻ
∗ ൯/ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൏ 1 iken ߚሺଵሻ

∗  tahmin 

edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre daha üstün olduğu söylenebilir. Buradan hareketle, 

 

ሺ݊ െ 2ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
൅
ሺ݊ െ 2ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 1 

 

ifadesinde gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

 

 0 ൏ ߣ ൏ 1 ൅ ቀ
ଶ௡ିଷ

௡ିଶ
ቁ
ଵ/ଶ

 

 

elde edilir. Bu eşitsizlik sağlandığında ߚሺଵሻ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisinden 

daha üstün olduğu sonucuna ulaşılır. Buna ek olarak büyük örnek çapları için (yani 

݊ → ∞ iken), 

 

ሺ1 െ ሻଶߣ ൏
2݊ െ 3

݊ െ 2
                                                                                                           ሺ5.50ሻ 

 

dir. Eş. 5.50’den yola çıkılarak ݊ → ∞ iken ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 2 dir. 0 ൏ ߣ ൏ 2.41 

aralığında ߚሺଵሻ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre daha üstün olduğu 

sonucuna ulaşılır. 

 

Örnek 4: p=2 durumu ele alındığında Eş. 5.44 ve Eş. 5.45 yardımıyla  

 

ሺଶሻߚ
∗ ൌ ଴ߚ ൅ ൫ߚ෨ െ ଴൯ߚ

ሺ݊ െ 3ሻሺ݊ െ 4ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
 

 

tahmin edicisi elde edilir.  

Bu tahmin ediciye ait OHK,   
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ሺଶሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯ ൌ ଶߚ ൥

ሺ݊ െ 3ሻଶሺ݊ െ 4ሻଶ

ሺ݊ െ 2ሻሺ݊ െ 1ሻସ
൅ ቆ

ሺ݊ െ 3ሻሺ݊ െ 4ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
െ 1ቇ

ଶ

ሺ1 െ  ሻଶ൩ߣ

 

şeklindedir. 

 

ሺଶሻߚ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre göreli etkinliği, 

 

ሺଶሻߚ ൫ܭܪܱ
∗ ൯

෨൯ߚ൫ݎܸܽ
ൌ
ሺ݊ െ 3ሻଶሺ݊ െ 4ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻସ
൅ ሺ݊ െ 2ሻ ቆ

ሺ݊ െ 3ሻሺ݊ െ 4ሻ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
െ 1ቇ

ଶ

ሺ1 െ  ሻଶߣ

  ൌ
ሺ݊ െ 3ሻଶሺ݊ െ 4ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻସ
൅
ሺ݊ െ 2ሻሺ5݊ െ 11ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
ሺ1 െ  ሻଶߣ

 

biçiminde hesaplanabilir. Dolayısıyla ܱܭܪ൫ ߚሺଶሻ
∗ ൯/ܸܽݎ൫ߚ෨൯ ൏ 1 iken ߚሺଶሻ

∗  tahmin 

edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre daha üstün olduğu söylenebilir. Buradan hareketle, 

 

ሺ݊ െ 3ሻଶሺ݊ െ 4ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻସ
൅
ሺ݊ െ 2ሻሺ5݊ െ 11ሻଶ

ሺ݊ െ 1ሻଶ
ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 1 

 

ifadesinde gerekli düzenlemeler yapıldığında   

 

1 െ ቆ
2݊ଶ െ 9݊ ൅ 13

ሺ݊ െ 2 ሻሺ5݊ െ 11ሻ
ቇ

ଵ/ଶ

൏ ߣ ൏ 1 ൅ ቆ
2݊ଶ െ 9݊ ൅ 13

ሺ݊ െ 2 ሻሺ5݊ െ 11ሻ
ቇ

ଵ/ଶ

 

 

elde edilir. Bu eşitsizlik sağlandığı durumunda ߚሺଵሻ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin 

edicisinden daha üstün olduğu sonucuna ulaşılır. Buna ek olarak büyük örnek çapları 

için (yani ݊ → ∞ iken), 

 

ሺ1 െ ሻଶߣ ൏
2݊ଶ െ 9݊ ൅ 13

ሺ݊ െ 2 ሻሺ5݊ െ 11ሻ
                                                                                     ሺ5.51ሻ 
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dir. Eş. 5.51’den yola çıkılarak ݊ → ∞ iken ሺ1 െ ሻଶߣ ൏ 2/5’dir. Dolayısıyla 

0.37 ൏ ߣ ൏ 1.63 aralığında ߚሺଶሻ
∗  tahmin edicisinin ߚ෨ tahmin edicisine göre daha 

üstün olduğu sonucuna ulaşılır. 

 

ሻ࢖ሺࢼ .5.8
⋆  ile ࢼሺ࢖ሻ

∗  Tahmin Edici Ailelerinin Karşılaştırılması 

 

Bu bölümde farklı örnek çapları n, p ve ߣ değerleri kullanılarak elde edilen Pareto 

dağılımının şekil parametresi için önerilen sapmalı tahmin edicilerin, sapmasız 

tahmin ediciye göre göreli etkinlikleri hesaplanmıştır. Bu bölümde ele alınan ߣ 

değerleri, Örnek’lerde büyük n değerleri için oluşturulan etkinlik aralıkları göz 

önünde bulundurularak seçilmiştir. 

 

Eş. 5.29’da verilen tahmin edici sınıfının sapmasız tahmin ediciye göre göreli 

etkinliği Eş. 5.32 yardımıyla farklı n,p ve ߣ değerleri için hesaplanmıştır. Hesaplanan 

bu değerler Çizelge 5.2’de özetlenmiştir.  

 

Çizelge 5.2’ye bakıldığında ߚሺିଵ/ଶሻ
⋆  ve ߚሺଵ/ଶሻ

⋆  tahmin edicilerinin bütün ߣ değerleri 

için sapmasız tahmin ediciye göre daha üstün olduğu görülmektedir. Bununla birlikte 

0.50 ൑ ߣ ൑ 1.50 iken ele alınan tüm sapmalı tahmin ediciler sapmasız tahmin 

ediciye göre daha üstündür. Ancak  ߣ değerleri 1’den uzaklaştıkça ele alınan sapmalı 

tahmin edicilerin sapmasız tahmin ediciye göre üstünlüğü azalmaktadır. Ayrıca p 

değerinin büyümesi de sapmalı tahmin edici sınıfının üstünlüğünün azalmasına 

neden olmaktadır. 

 

Benzer şekilde Eş. 5.45’de verilen tahmin edici sınıfının sapmasız tahmin ediciye 

göre göreli etkinliği Eş. 5.48 yardımıyla farklı n,p ve ߣ değerleri için hesaplanmış 

olup, hesaplanan bu değerler Çizelge 5.3’de yer almaktadır. 
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Çizelge 5.2. Eş. 5.29’da önerilen tahmin edicisinin sapmasız tahmin ediciye göre 

  göreli etkinlikleri 

 Örnek Çapı n 

λ Tahmin Edici 5 10 15 25 50 

0.125 

ሺି૚ሻࢼ
⋆  0.8657    0.9130    0.9357    0.9490    0.9749     

ሺି૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9738    0.9831    0.9875    0.9901    0.9951     

ሺ૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9022    0.9354    0.9518    0.9615    0.9809     

ሺ૚ሻࢼ
⋆  0.8719    0.9211    0.9436    0.9563    0.9796     

ሺ૜/૛ሻࢼ
⋆  1.1139    1.1369    1.1304    1.1190    1.0761     

ሺ૛ሻࢼ
⋆  1.6853    1.6965    1.6407    1.5788    1.3687     

ሺ૞/૛ሻࢼ
⋆  2.4890 2.5955 2.5228 2.4111 1.9533 

0.50 

 

ሺି૚ሻࢼ
⋆  0.8148    0.8788    0.9100    0.9284 0.9646     

ሺି૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9730    0.9826    0.9871    0.9898    0.9950     

ሺ૚/૛ሻࢼ
⋆  0.8858    0.9236    0.9426    0.9541    0.9770     

ሺ૚ሻࢼ
⋆  0.7355    0.8164    0.8594 0.8861    0.9416     

ሺ૜/૛ሻࢼ
⋆  0.6667    0.7647    0.8182    0.8519    0.9231     

ሺ૛ሻࢼ
⋆  0.7319    0.8302    0.8785    0.9065    0.9581     

ሺ૞/૛ሻࢼ
⋆  0.9107 1.0270 1.0697 1.0858 1.0823 

1.00 

ሺି૚ሻࢼ
⋆  0.7901    0.8622    0.8975    0.9184    0.9596     

ሺି૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9726    0.9823    0.9869    0.9896    0.9949     

ሺ૚/૛ሻࢼ
⋆  0.8778    0.9179    0.9382    0.9504    0.9751     

ሺ૚ሻࢼ
⋆  0.6694    0.7656    0.8186    0.8521    0.9231     

ሺ૜/૛ሻࢼ
⋆  0.4499    0.5842    0.6668    0.7224    0.8490     

ሺ૛ሻࢼ
⋆  0.2696    0.4103    0.5090    0.5805    0.7590     

ሺ૞/૛ሻࢼ
⋆  0.1455 0.2665 0.3652 0.4432 0.6600 

1.50 

ሺି૚ሻࢼ
⋆  0.8148    0.8788    0.9100    0.9284    0.9646     

ሺି૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9730    0.9826    0.9871    0.9898    0.9950     

ሺ૚/૛ሻࢼ
⋆  0.8858    0.9236    0.9426    0.9541    0.9770     

ሺ૚ሻࢼ
⋆  0.7355    0.8164    0.8594    0.8861    0.9416     

ሺ૜/૛ሻࢼ
⋆  0.6667    0.7647    0.8182    0.8519    0.9231     

ሺ૛ሻࢼ
⋆  0.7319    0.8302    0.8785    0.9065    0.9581     

ሺ૞/૛ሻࢼ
⋆  0.9107 1.0270 1.0697 1.0858 1.0823 

 

2.50 

ሺି૚ሻࢼ
⋆  1.0123    1.0115    1.0097    1.0082    1.0046     

ሺି૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9760    0.9846    0.9887    0.9910    0.9956     

ሺ૚/૛ሻࢼ
⋆  0.9494    0.9693    0.9781    0.9830    0.9920     

ሺ૚ሻࢼ
⋆  1.2645    1.2227    1.1859    1.1583    1.0892     

ሺ૜/૛ሻࢼ
⋆  2.4013    2.2085    2.0290    1.8880    1.5164     

ሺ૛ሻࢼ
⋆  4.4301    4.1901    3.8347    3.5142    2.5509     

ሺ૞/૛ሻࢼ
⋆  7.0327 7.1109 6.7060 6.2265 4.4606 
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Çizelge 5.3: Eş. 5.45’de önerilen tahmin edicisinin sapmasız tahmin ediciye göre 

 göreli etkinlikleri 

 Örnek Çapı n 

λ Tahmin Edici 5 10 15 25 50 

0.125 

ሺିଵሻߚ
∗  0.8719    0.9211    0.9436    0.9563    0.9796     

ሺିଵ/ଶሻߚ
∗  0.9022    0.9354    0.9518    0.9615    0.9809     

ሺଵ/ଶሻߚ
∗  0.9738    0.9831    0.9875    0.9901    0.9951     

ሺଵሻߚ
∗  0.8657    0.9130    0.9357    0.9490    0.9749     

ሺଷ/ଶሻߚ
∗  0.9948    0.9987    0.9997    1.0000    1.0003     

ሺଶሻߚ
∗  1.6888    1.5148    1.4053    1.3331    1.1750     

ሺହ/ଶሻߚ
∗  2.9280 2.6133 2.3354 2.1289 1.6252 

0.50 

 

ሺିଵሻߚ
∗  0.7355    0.8164    0.8594    0.8861    0.9416     

ሺିଵ/ଶሻߚ
∗  0.8858    0.9236    0.9426    0.9541    0.9770     

ሺଵ/ଶሻߚ
∗  0.9730    0.9826    0.9871    0.9898    0.9950     

ሺଵሻߚ
∗  0.8148    0.8788    0.9100    0.9284    0.9646     

ሺଷ/ଶሻߚ
∗  0.6758    0.7768    0.8302    0.8630    0.9304     

ሺଶሻߚ
∗  0.7325    0.8001    0.8412    0.8686    0.9297     

ሺହ/ଶሻߚ
∗  1.0254 1.0314 1.0250 1.0197 1.0083 

1.00 

ሺିଵሻߚ
∗  0.6694    0.7656    0.8186    0.8521    0.9231     

ሺିଵ/ଶሻߚ
∗  0.8778    0.9179    0.9382    0.9504    0.9751     

ሺଵ/ଶሻߚ
∗  0.9726    0.9823    0.9869    0.9896    0.9949     

ሺଵሻߚ
∗  0.7901    0.8622    0.8975    0.9184    0.9596     

ሺଷ/ଶሻߚ
∗  0.5212    0.6692    0.7480    0.7966    0.8966     

ሺଶሻߚ
∗  0.2689    0.4536    0.5677    0.6433    0.8108     

ሺହ/ଶሻߚ
∗  0.1030 0.2644 0.3897 0.4819 0.7092 

1.50 

ሺିଵሻߚ
∗  0.7355    0.8164    0.8594    0.8861    0.9416     

ሺିଵ/ଶሻߚ
∗  0.8858    0.9236    0.9426    0.9541    0.9770     

ሺଵ/ଶሻߚ
∗  0.9730    0.9826    0.9871    0.9898    0.9950     

ሺଵሻߚ
∗  0.8148    0.8788    0.9100    0.9284    0.9646     

ሺଷ/ଶሻߚ
∗  0.6758    0.7768    0.8302    0.8630    0.9304     

ሺଶሻߚ
∗  0.7325    0.8001    0.8412    0.8686    0.9297     

ሺହ/ଶሻߚ
∗  1.0254 1.0314 1.0250 1.0197 1.0083 

 

2.50 

ሺିଵሻߚ
∗  1.2645    1.2227    1.1859    1.1583    1.0892     

ሺିଵ/ଶሻߚ
∗  0.9494    0.9693    0.9781    0.9830    0.9920     

ሺଵ/ଶሻߚ
∗  0.9760    0.9846    0.9887    0.9910    0.9956     

ሺଵሻߚ
∗  1.0123    1.0115    1.0097    1.0082    1.0046     

ሺଷ/ଶሻߚ
∗  1.9130    1.6374    1.4877    1.3946    1.2014     

ሺଶሻߚ
∗  4.4417    3.5723    3.0293    2.6704    1.8810     

ሺହ/ଶሻߚ
∗  8.4051 7.1672 6.1078 5.3222 3.4012 
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Çizelge 5.3’e bakıldığında ߚሺିଵ/ଶሻ
∗  ve ߚሺଵ/ଶሻ

∗  tahmin edicilerinin bütün ߣ değerleri için 

sapmasız tahmin ediciye göre daha üstün olduğu görülmektedir. Bununla birlikte 

0.50 ൑ ߣ ൑ 1.50 iken ele alınan tüm sapmalı tahmin ediciler sapmasız tahmin 

ediciye göre daha üstün olduğu gözlenmektedir. Bununla birlikte Çizelge 5.3’deki 

tahmin ediciler ile Çizelge 5.2’deki tahmin edicilere ait göreli etkinlik değerleri 

karşılaştırıldığında Eş. 5.45’de verilen tahmin edici sınıfının sapmasız tahmin ediciye 

göre üstün olduğu aralığın Eş. 5.29 ile verilen tahmin edici sınıfınınkine göre daha 

büyük olduğu gözlenmektedir. 

 

Önceki bölümlerde, parametre tahminlerinin karşılaştırılmasında OHK kriterinin 

yanı sıra sapmalarında önemli bir yere sahip olduğundan söz edilmişti. Bu 

doğrultuda ߚሺ௣ሻ
⋆  ile ߚሺ௣ሻ

∗  tahmin edici sınıflarına ait sapmaların karşılaştırılmasında 

Eş. 5.33 ile Eş. 5.49 ‘un birbirine oranlanmasıyla elde edilen 

 

ሺ௣ሻߚሺܽ݉݌ܽܵ
⋆ ሻ

ሺ௣ሻߚሺܽ݉݌ܽܵ
∗ ሻ

ൌ
1 െ ݇ሺ௣ሻ

1 െ ሺ௣ሻݓ
                                                                                               ሺ5.52ሻ 

 

ifadesinden yararlanılabilir. 

 

Eş. 5.52 yardımıyla farklı n ve p değerleri için hesaplanmış göreli sapma değerleri 

Çizelge 5.4’te verilmiştir. 

 

Çizelge 5.4: Farklı n ve p değerleri için Eş. 5.29 ve Eş. 5.45 tahmin edici sınıflarının 

 göreli sapmaları 

p 
Örnek Çapı n 

10 15 20 25 50 
-1 0.6111     0.5714    0.5526    0.5417     0.5204     

-1/2 0.2185     0.2120    0.2089    0.2070     0.2035     
1/2 4.5769     4.7175    4.7880    4.8303     4.9151     
1 1.6364     1.7500    1.8095    1.8462     1.9216     

3/2 1.1841     1.2952    1.3569    1.3961     1.4799     
2 0.9985     1.1009    1.1623    1.2030     1.2940     

5/2 0.9108 0.9958 1.0530 1.0931 1.1882 
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Çizelge 5.4’e göre p’nin negatif değerlerinde ߚሺ௣ሻ
⋆   tahmin edici sınıfına ilişkin sapma 

değerleri ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edici sınıfına ilişkin sapma değerlerinden küçüktür. Buna ek 

olarak p’nin pozitif değerlerinde meydana gelen artışın ܵܽܽ݉݌ሺߚሺ௣ሻ
⋆ ሻ/ܵܽܽ݉݌ሺߚሺ௣ሻ

∗ ሻ 

değerinde azalışa neden olduğu görülmektedir. Ancak p'nin 1 civarındaki değerleri 

için ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edici sınıfına ilişkin sapmanın ߚሺ௣ሻ

⋆   tahmin edici sınıfına ilişkin 

sapmadan daha küçük olduğu belirtilmelidir. 
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6. SONUÇ 

 

İyi bir tahmin ediciden söz edildiğinde akla gelen ilk iki özellik sapmasızlık ve 

etkinlik yani küçük varyansa sahip olma durumudur. Ancak bazı durumlarda sapmalı 

tahmin ediciler sapmasız tahmin edicilere göre daha küçük OHK’ lere sahiptirler. Bu 

durumda sapmalı tahmin ediciler sapmasız tahmin edicilere tercih edilebilirler. Bu 

çalışmada bu durum dikkate alınarak, normal ve üstel dağılımın parametrelerinin 

tahmini üzerine yapılan çalışmalar incelenmiş ve Thompson (1968,a), Jani (1991), 

Singh ve Singh (1997), Singh ve Saxena (2003) tarafından önerilen tahmin edicilerin 

sapmasız tahmin ediciden daha küçük OHK değerine sahip olduğu durumlar 

gösterilmiştir [1, 12, 14]. Daha sonra Thompson (1968,a), Jani (1991), Singh ve 

Singh (1997) tarafından önerilen bu tahmin ediciler kullanılarak Pareto dağılımının 

şekil parametresi için sapmasız tahmin ediciden daha küçük OHK değerine sahip 

tahmin ediciler önerilmiştir. 

 

Öncelikle, Thompson (1968,a)’nın önermiş olduğu tahmin ediciden yola çıkılarak 

Pareto dağılımının şekil parametresine ilişkin iki tane sapmalı tahmin edici 

oluşturulmuştur. Şekil 5.1 ve Çizelge 5.1’de verilen göreli etkinlik değerlerine 

bakıldığında önerilen sapmalı tahmin edicilerin EÇOB ve sapmasız tahmin edicilere 

göre daha küçük OHK’ye sahip olduğu gözlemlenmiştir. Bununla birlikte, küçük 

 değerleri için EÇOB tahmin edicisi kullanılarak elde edilen sapmalı tahmin ߚ/଴ߚ

ediciye ait OHK değerleri, sapmasız tahmin edici kullanılarak elde edilen sapmalı 

tahmin edicinin OHK değerlerinden daha küçüktür. Ancak tahmin edicilerin 

tanıtıldığı bölümde ܵܽܽ݉݌ሺߚመ௦௦ሻ değerinin ܵܽܽ݉݌ሺߚመ௦௘ሻ değerinden küçük olduğu 

belirtilmişti. Eğer araştırmacı, sapmasız tahmin ediciye göre daha küçük OHK değeri 

ile birlikte parametreden sapma değerinin de küçük olmasını istiyorsa bu durumda  

 .መ௦௦ tahmin edicisini kullanması daha uygun olacaktırߚ

 

Bu tahmin edicilere ek olarak, Jani (1991) ve Singh ve Singh (1997)’in önermiş 

olduğu tahmin edici sınıflarından yararlanılarak, Pareto dağılımının şekil 

parametresine ilişkin iki tane sapmalı tahmin edici sınıfı oluşturulmuştur.  
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Bölüm 5.8’de bu tahmin edicilerin sapmasız tahmin ediciye göre hangi durumlarda 

daha küçük OHK’ ye sahip oldukları incelenmiştir. Buna göre Eş. 5.29’ da verilen 

ሺ௣ሻߚ
⋆  tahmin edici sınıfının, 0.50 ൑ ߣ ൑ 1.50 iken sapmasız tahmin ediciye göre daha 

üstün olduğu söylenebilir. Ancak ߣ değerleri 1’den uzaklaştıkça ele alınan sapmalı 

tahmin edicilerin sapmasız tahmin ediciye göre üstünlüğü azalmaktadır. Ayrıca p 

değerinin büyümesi de sapmalı tahmin edici sınıfının üstünlüğünün azalmasına 

neden olmaktadır. Benzer şekilde Eş. 5.45’de verilen ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edici sınıfının da 

0.50 ൑ ߣ ൑ 1.50 iken sapmasız tahmin ediciye göre daha üstün olduğu söylenebilir. 

ሺ௣ሻߚ
∗  tahmin edicileri ile ߚሺ௣ሻ

⋆  tahmin edicilerine ait göreli etkinlik değerleri 

incelendiğinde hemen hemen aynı ߣ ve p değerleri için iki tahmin edici sınıfının da 

sapmasız tahmin ediciye göre daha üstün olduğu görülmektedir. Ayrıca iki tahmin 

edici sınıfının da etkin olduğu aralıklara bakıldığında, örnek çapı büyüdükçe sapmalı 

tahmin edicilerin sapmasız tahmin ediciye üstünlüklerinin azaldığı gözlenmektedir. 

Buna ek olarak, Örnek 1 ve Örnek 3’te de görüldüğü gibi, ߚሺ௣ሻ
∗  tahmin edici sınıfının 

sapmasız tahmin ediciye göre üstün olduğu aralık ߚሺ௣ሻ
⋆  tahmin edici sınıfınınkine 

göre daha büyüktür. Ayrıca p’nin negatif değerleri için ߚሺ௣ሻ
⋆ , pozitif değerleri için 

ሺ௣ሻߚ
∗  tahmin edici sınıfının daha etkin olduğu görülmektedir. Bununla birlikte p’nin 

negatif değerleri için ߚሺ௣ሻ
⋆ , pozitif değerleri için ߚሺ௣ሻ

∗  tahmin edici sınıfının daha 

küçük sapmaya sahip olduğu görülmektedir. Önerilen bu tahmin edicilerin etkin ve 

küçük sapmaya sahip olduğu aralıklarda kullanılmasıyla parametre tahmininde daha 

sağlıklı sonuçlara ulaşmak mümkün olacaktır. 
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EK-1 Matlab Programlama Dilinde Yazılmış Komutlar 
 
Şekil 3.1. oluşturmada kullanılan komut: 
 
clc  
clear 
den=100000; 
  
b=normrnd(0,5,1,100);k=length(b);a=sort(abs(b)); 
for i=1:k 
  
n=9; 
sigma=1;mu(i)=sigma.*a(i); 
[S1(i) S2(i) S3(i) S4(i) S5(i)]=OHKortk(mu(i),sigma,n,den); 
end 
S1; 
S2; 
S3; 
S4; 
S5; 
plot(a,S1);hold on; plot(a,S2); 
plot(a,S3);plot(a,S4);plot(a,S5);hold off 
 
OHKortk fonksiyonu 
 
function [S1, S2, S3, S4, S5]=OHKort(mu, sigma, n, den) 
T1=0;T2=0;T3=0;T4=0;T5=0; 
for j=1:den 
x(j,1:n)=normrnd(mu,sigma,1,n); 
xort(j)=mean(x(j,:));s2(j)=var(x(j,:)); 
 c1(j)=1; 
 c2(j)=(mu^2)/(mu^2+(sigma^2)/n); 
 c3(j)=(mu^2)/(mu^2+(s2(j))/n); 
 c4(j)=(xort(j)^2)/(xort(j)^2+(sigma^2)/n); 
 c5(j)=(xort(j)^2)/(xort(j)^2+(s2(j))/n); 
 cx1(j)=c1(j)*xort(j); 
 cx2(j)=c2(j)*xort(j); 
 cx3(j)=c3(j)*xort(j); 
 cx4(j)=c4(j)*xort(j); 
 cx5(j)=c5(j)*xort(j); 
T1=T1+((cx1(j)-mu)^2)/den; 
T2=T2+((cx2(j)-mu)^2)/den; 
T3=T3+((cx3(j)-mu)^2)/den; 
T4=T4+((cx4(j)-mu)^2)/den; 
T5=T5+((cx5(j)-mu)^2)/den; 
end 
S1=T1/T1; 
S2=T2/T1; 
S3=T3/T1; 
S4=T4/T1; 
S5=T5/T1; 
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EK-1 (Devam) Matlab Programlama Dilinde Yazılmış Komutlar 
 
Çizelge 3.1. oluşturmada kullanılan komutlar: 
 
clc 
clear 
p=[-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 ];n=[3 5 7 11];k=length(p);L=1; 
 
a=2*p;b=4*p; 
for i=1:4 
    A(i ,1:k)=(n(i)+a-1)/2-1; B(i ,1:k)=(n(i)+b-1)/2-1; 
    for j=1:k 
         
        if A(i,j)<0 
               FA(i,j)=0; 
        else if A(i,j)==fix(A(i,j)) 
                FA(i,j)=factorial(A(i,j)); 
             
            else 
                FA(i,j)=kesirlif(A(i,j)+1); 
         end 
             
            end 
       if B(i,j)<0 
               FB(i,j)=0; 
        else if B(i,j)==fix(B(i,j)) 
                FB(i,j)=factorial(B(i,j)); 
             
            else 
                FB(i,j)=kesirlif(B(i,j)+1); 
         end 
             
       end 
        
            wp(i,j)=(((n(i)-1)/2)^p(j))*(FA(i,j)/ FB(i,j)); 
            Etkinlik(i,j)=(2/(n(i)-1))/(((1-wp(i,j))^2)*((L-
1)^2)+(2*wp(i,j)^2)/(n(i)-1)); 
    end 
end 
Etkinlik 
 
kesirlif fonksiyonu 
 
function [kf]=kesirlif(x) 
r=x+0.5;f(1)=pi^(0.5); 
for i=2:r 
  f(i)=(i-1.5)*f(i-1); 
end 
kf=f(r); 
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EK-1 (Devam) Matlab Programlama Dilinde Yazılmış Komutlar 
 
Varyansın tahmininde Thompson(1968) tahmin edicisi için kullanılan komut 
 
clc  
clear 
mu=1;sigma=5;lamda=0.125;n=3 ;den=100000;T1=0;T2=0; 
for j=1:den 
    
    x(j,1:n)=normrnd(mu,sigma,1,n); 
    sigma20=(sigma^2)*lamda;   
    sigma2(j)=var(x(j,:)); 
    c(j)=((sigma2(j)-sigma20)^2)/(2*(sigma2(j)^2)/(n-2)+(sigma2(j)-
sigma20)^2); 
    sigma2s(j)=c(j)*(sigma2(j)-sigma20)+sigma20; 
    T1=T1+((sigma2(j)-sigma^2)^2)/den; 
    T2=T2+((sigma2s(j)-sigma^2)^2)/den; 
end 
T1 
T2 
Etkinlik=T1/T2 
 
Çizelge 4.1. oluşturmada kullanılan komutlar: 
 
clc 
clear 
p=[-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5];n=[3 5 7 11];k=length(p);L=0.5; 
a=p;b=2*p; 
for i=1:4 
    A(i ,1:k)=(n(i)-a-1); B(i ,1:k)=(n(i)-b-1); 
    for j=1:k 
         
        if A(i,j)<0 
               FA(i,j)=0; 
        else if A(i,j)==fix(A(i,j)) 
                FA(i,j)=factorial(A(i,j)); 
            else 
                FA(i,j)=kesirlif(A(i,j)+1); 
         end 
            end 
       if B(i,j)<0 
               FB(i,j)=0; 
        else if B(i,j)==fix(B(i,j)) 
                FB(i,j)=factorial(B(i,j)); 
            else 
                FB(i,j)=kesirlif(B(i,j)+1); 
         end 
       end 
            k1(i,j)=(FA(i,j))/ (((n(i))^p(j))*(FB(i,j))); 
            Etkinlik(i,j)=(((1-k1(i,j))^2)*((L-1)^2)+((1-
k1(i,j))^2))*(n(i)); 
    end 
end 
Etkinlik 
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EK-1 (Devam) Matlab Programlama Dilinde Yazılmış Komutlar 
 
Üstel dağılımın dağılış parametresinin tahmininde Thompson(1968)tahmin edicisi 
için kullanılan komut 
 
clc  
clear 
mu=1;lamda=2.5;n=11 ;den=100000;T1=0;T2=0; 
for j=1:den 
    
    x(j,1:n)=exprnd(mu,1,n); 
    mu0=mu*lamda;   
    mus(j)=mean(x(j,:)); 
    c(j)=((1-lamda)^2)/(((1-lamda)^2)+1/n); 
    mut(j)=c(j)*(mus(j)-mu0)+mu0; 
    T1=T1+((mus(j)-mu)^2)/den; 
    T2=T2+((mut(j)-mu)^2)/den; 
end 
T1 
T2 
Etkinlik=T2/T1 
 
Şekil 5.1. oluşturmada kullanılan komutlar: 
 
clc  
clear 
l=0:0.1:10;n=10;k=length(l);den=100000; 
for i=1:k 
    alfa=1;B=1/5;B0(i)=B*l(i); 
    [S1(i) S2(i) S3(i) S4(i)]= OHKPARETOT(alfa,B,B0(i),n,den); 
end 
S1 
S2 
S3 
S4 
plot(l,S1);hold on; plot(l,S2);plot(l,S3);plot(l,S4);hold off 
 
OHKPARETOT fonksiyonu 
 
function [S1 S2 S3 S4]= OHKPARETOT(alfa,B,B0,n,den) 
T1=0;T2=0;T3=0;T4=0; 
for j=1:den 
    x(j,1:n)=gprnd(B,alfa,alfa,1,n); 
    a(j,:)=log(x(j,:)/alfa); 
    Be(j)=n/(sum(a(j,:))); Bs(j)=(n-1)/(sum(a(j,:))); 
    c1(j)=((Be(j)-B0)*((n/(n-1))*Be(j)-B0))/(((n^2)/((n-1)^2)*(n-
2))*(Be(j)^2)+((n/(n-1)*Be(j)-B0)^2)); 
    c2(j)=((Bs(j)-B0)^2)/((Bs(j)^2)/(n-2)+(Bs(j)-B0)^2); 
    Bte(j)=c1(j)*(Be(j)-B0)+B0; Bts(j)=c2(j)*(Bs(j)-B0)+B0; 
    T1= T1+((Bs(j)-B)^2)/den; T2= T2+((Be(j)-B)^2)/den; 
    T3= T3+((Bts(j)-B)^2)/den; T4= T4+((Bte(j)-B)^2)/den; 
end 
S1=T1/T1; 
S2=T2/T1; 
S3=T3/T1; 
S4=T4/T1; 
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EK-1 (Devam) Matlab Programlama Dilinde Yazılmış Komutlar 
 
Çizelge 5.2.ve 5.3 oluşturmada kullanılan komutlar: 
 
clc 
clear 
p=[-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 ];n=[ 10 15 20 25 
50];k=length(p);l=length(n);lamda=1.50; 
for i=1:l 
    A(i,1:k)=(n(i)+p-1); B(i,1:k)=(n(i)+2*p-1); C(i,1:k)=(n(i)-p-1); 
D(i,1:k)=(n(i)-2*p-1); 
    for j=1:k     
        if A(i,j)<0 
               FA(i,j)=0; 
        else if A(i,j)==fix(A(i,j)) 
                FA(i,j)=factorial(A(i,j)); 
            else 
                FA(i,j)=kesirlif(A(i,j)+1); 
         end 
            end 
       if B(i,j)<0 
               FB(i,j)=0; 
        else if B(i,j)==fix(B(i,j)) 
                FB(i,j)=factorial(B(i,j)); 
            else 
                FB(i,j)=kesirlif(B(i,j)+1); 
         end 
       end 
        if C(i,j)<0 
               FC(i,j)=0; 
        else if C(i,j)==fix(C(i,j)) 
                FC(i,j)=factorial(C(i,j)); 
             
            else 
                FC(i,j)=kesirlif(C(i,j)+1); 
         end 
            end 
       if D(i,j)<0 
               FD(i,j)=0; 
        else if D(i,j)==fix(D(i,j)) 
                FD(i,j)=factorial(D(i,j)); 
            else 
                FD(i,j)=kesirlif(D(i,j)+1); 
         end 
       end 
        kp(i,j)=((n(i)-1)^p(j))*(FA(i,j)/FB(i,j)); 
        wp(i,j)=((n(i)-1)^(-p(j)))*(FC(i,j)/FD(i,j)); 
        EtkinlikJani(i,j)=(kp(i,j))^2+(n(i)-2)*((kp(i,j)-1)^2)*((1-
lamda)^2); 
        Etkinliksingh(i,j)=(wp(i,j))^2+(n(i)-2)*((wp(i,j)-1)^2)*((1-
lamda)^2); 
    end 
end 
EtkinlikJani 
Etkinliksingh 
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EK-1 (Devam): Matlab Programlama Dilinde Yazılmış Komutlar 
 
Çizelge 5.4 oluşturmada kullanılan komutlar: 
 
clc 
clear 
p=[-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 ];n=[ 10 15 20 25 
50];k=length(p);l=length(n); 
for i=1:l 
    A(i,1:k)=(n(i)+p-1); B(i,1:k)=(n(i)+2*p-1); C(i,1:k)=(n(i)-p-1); 
D(i,1:k)=(n(i)-2*p-1); 
     
    for j=1:k     
        if A(i,j)<0 
               FA(i,j)=0; 
        else if A(i,j)==fix(A(i,j)) 
                FA(i,j)=factorial(A(i,j)); 
            else 
                FA(i,j)=kesirlif(A(i,j)+1); 
         end 
            end 
       if B(i,j)<0 
               FB(i,j)=0; 
        else if B(i,j)==fix(B(i,j)) 
                FB(i,j)=factorial(B(i,j)); 
            else 
                FB(i,j)=kesirlif(B(i,j)+1); 
         end 
       end 
        if C(i,j)<0 
               FC(i,j)=0; 
        else if C(i,j)==fix(C(i,j)) 
                FC(i,j)=factorial(C(i,j)); 
            else 
                FC(i,j)=kesirlif(C(i,j)+1); 
         end 
            end 
       if D(i,j)<0 
               FD(i,j)=0; 
        else if D(i,j)==fix(D(i,j)) 
                FD(i,j)=factorial(D(i,j)); 
            else 
                FD(i,j)=kesirlif(D(i,j)+1); 
         end 
       end 
        kp(i,j)=((n(i)-1)^p(j))*(FA(i,j)/FB(i,j)); 
        wp(i,j)=((n(i)-1)^(-p(j)))*(FC(i,j)/FD(i,j)); 
        sapma(i,j)=(1-kp(i,j))/(1-wp(i,j)); 
    end 
end 
sapma 
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