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OZET
Yiksek Lisans Tezi

SIMETRIK ve GENISLETILMIS SIMETRIK HALKALAR

Kazim ORDU
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA

Bu caligma ti¢ ana boliimden olugsmaktadir. Birinci béliim, konunun tarihsel geligimi-
nin verildigi giris kismina ayrilmistir. Ikinei boliimde, tez cahsmasinda kullamlacak
olan kavramlarm tammlarma ve zelliklerine yer verilmistir. Uciincii boliimde;
ilk olarak simetrik halka simifi tanitilarak ozellikleri incelenmistir. Daha sonra
simetrik halkalarin bazi genislemeleri, 6zellikleri ve diger halka simiflariyla iligkileri

aragtirilmigtir.

2023, v+48 sayfa
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This thesis consists of three main parts. The first chapter is devoted to the intro-
duction, where the historical development of the subject is given. In the second
part, the definitions and properties of the concepts that will be used in the thesis
study are given. In the third part; firstly the symmetric ring class was introduced
and its properties were examined. Then some extensions of symmetric rings, their

properties and their relations with other ring classes are investigated.
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

R Bir halka

I Bir ideal

o) Bir R halkasinin endomorfizmasi

C(R) Bir R halkasimin merkezi

rr(—) Bir R halkasinda sag sifirlayan

lr(—) Bir R halkasinda sol sifirlayan

N(R) Bir R halkasinin tiim nilpotent elemanlarinin kiimesi
N.(R) Bir R halkasinin alt nilradikali

N*(R) Bir R halkasinin st nilradikali

W(R) Bir R halkasinin Weddernburn radikali

J(R) Bir R halkasinin Jacobson radikali

vai Asal radikal

R|x] Bir R halkasi iizerindeki tek degigkenli polinomlar halkasi
R[z,z7] Bir R halkasi iizerindeki Laurent polinomlar halkasi
Rz, q] Bir R halkas: tizerindeki ¢arpik polinomlar halkasi
M,(R) Bir R halkasi iizerindeki n x n tipindeki dolu matris halkas
(z™) 2™ tarafindan tiretilen ideal

T(R,R) Bir R halkasinin kendisiyle agikar geniglemesi

Q Klasik sag kesir halkasi

GF(p") p" elemanli Galois cismi




1. GIRIS

Halka teori, cebir alaninin en onemli konularindan biri olup merkezi bir rol oyna-
maktadir. Tarihsel olarak halka teorideki biiyiik kegiflerden bazilari modern cebir
alaninin gelismesine katki saglamigtir. Giintimiizde halka teori; grup teori (grup
halkalar1), temsil teori (modiiller), fonksiyonel analiz (operatér cebirleri), Lie teori
(saran cebirler), cebirsel geometri (sonlu tiretilmig cebirler, diferensiyel operatorler,
degismez teori) ve homolojik cebir (halkalarin kohomolojisi, projektif modiiller,
Grothendieck ve ileri K-gruplari) gibi pek ¢ok brang i¢in verimli bir alan konu-

mundadir (Lam 2001).

Halka kavraminin ilk aksiyomatik tanimi 1914’te “Halkalarin Ayrigimi ve Sifir Bolen-
ler Uzerine”adli bir makalesinde Fraenkel tarafindan yapilmigtir. Fraenkelin bu
caligmadaki amaci, Steinitz’in 1910’da cebirler i¢in yaptigini yapmak, yani; degismeli
olan ve degigmeli olmayan halkalarin soyut ve kapsaml bir teorisini vermektir. Fakat
hem degismeli olan hem de degismeli olmayan halkalarin yapisini tek bir teori altinda
toplamak kolay olmadig i¢in bagarih olamamigtir. Bu ¢aliymasinda Fraenkel (1914)
bir halkay1: bostan farkli bir kiime ile adina toplama ve carpma dedigi iki ikili islemin
olugturdugu bir sistem olarak tanitmigtir, oyle ki: bu sistem birinci igleme gore bir
degismeli grup, ikinci iglemin birlesme 6zelligi ile birinci iglem tizerine sagdan ve sol-
dan dagilma ozellikleri vardir. Bu tanimda; birinci igleme gore degisme 6zelliginin
var oldugu agik olup ikinci isleme gore degisme ozelligi saglanmak zorunda degildir.
Ayrica bu makalede “sifir bolen”ve “diizenli eleman”kavramlar1 da tamtilmig ve
tamlik bolgesi olmayan (sifir bélenli) halkalarin boliinebilirligi incelenmistir (Kleiner

1998).

Daha sonra 1917’de Sono tarafindan; kosetlerin, boliim halkalarinin, maksimum
ve minimum ideallerin, basit halkalarin, izomorfizm teoremlerinin ve kompozisyon
serilerinin incelendigi “Kongriianslar Uzerine”baghkli modern ve soyut bir calisma
yapilmugtir. Fraenkel (1914) ve Sono (1917)'nun yaptigi bu ¢aligmalar sayesinde ce-

bir alaninda halka denilen yeni bir kavram ortaya cikmigtir. 19. yiizyilin baglarinda



degismeli olan ve degigmeli olmayan halka teorisi olarak iki sinifa ayrilan bu alandaki

asil geligmeler 20. yiizyilin ilk otuz yilinda elde edilmigtir (Kleiner 1998).

Cayley’in 1850 yilinda matrislerin toplami ve ¢arpimini tanitmasinin ardindan, 1870’
li yillarda Pierce’i, kare matrislerin halka aksiyonlarini sagladigini gostermesi, halka
kavraminin ilk aksiyomatik orneklerinden biri olmustur. Ancak degismeli olmayan
halka teorisine en 6nemli katki Isko¢ matematikci Weddernburn tarafindan yapilmistir.
Weddernburn 1905 yilinda, sifirdan farkli her elemani bir carpimsal terse sahip
olan, bolumli halkalarin sonlu olmas1 durumunda degismeli oldugunu yani bir cisim
oldugunu kanitlamigtir. Daha sonra Weddernburn, 1907’de 6nemli bir girigimde bu-
lunarak, halka teorisini radikal (radical) ve yaribasit (semisimple) olarak iki kisma
ayirmigtir. Yaribasit kismi siniflandirmak i¢in matrislerden yararlanmasina ragmen
elde ettigi sonuglar1 halkalar iizerinde degil de hiperkompleks sistemler tizerinde
kanitlamigtir. Daha sonra Weddernburnun bu teorisi, 1920’1i yillarda geligtirilerek
degismeli olan ve degismeli olmayan halka teorilerinin dogmasina yol acmig ve giinii-

miize kadar incelenmeye devam etmigtir.

Degismeli halka teorisi; cebirsel say1 teorisi, cebirsel geometri ve degismez teoriden
ortaya ¢ikmig bir alandir. Bu konularin gelisiminin merkezinde, cebirsel say1 cisim-
leri ve cebirsel fonksiyon cisimleri tizerinde tamsayilar halkas: ve iki ya da daha fazla

degiskenli polinomlarin halkas1 yer almaktadir.

Degismeli olmayan halka teorisi ise, Hamilton’'un 1843’te kuaterniyonlar1 kesfine
dayanmaktadir. Bu tarihten giiniimiize kadar, degigmeli halkalar i¢in cevabi bilinen
pek cok problem, degismeli olmayan halkalarda ¢oziilmeye caligilmig ve dolayisiyla
pek cok aragtirmaci igin zengin bir aragtirma sahasi ortaya c¢ikmigtir. Ozellikle
1920’1i yillarda Emmy Noether and Emil Artin isimli iki tinlii cebirci sayesinde bu

alanda biiyiik ilerleme kaydedilmistir.

Emmy Noether, 1921 tarihli “Halkalarda Ideal Teori” baghikli makalesinde, Hilbert,

Lasker ve Macauley’in polinom halkalarindaki ilkel ayrigima iligkin elde ettigi sonucla-



rin, giinimiizde Noether olarak adlandirilan, artan zincir koguluna sahip herhangi
bir halka icin de gecerli oldugunu gostermistir. Ayrica 1927 tarihli “Cebirsel Say1 ve
Fonksiyon Cisimleri Uzerinde Ideal Teorinin Soyut Yapisi” adli makalesinde, sirasiyla
cebirsel say1 ve fonksiyon cisimlerinin tamsay1 halkalar1 iizerindeki asal ideallerin
tek tiirli carpimi olarak verilen ideallerin ayrigimina iligkin, Dedekind ve Dedekind-
Weber’in elde etmis oldugu sonuclar1 keyfi halkalara tagimmstir. Ozellikle, sifirdan
farkl her ideali asal ideallerin tek tiirlii carpimi olarak yazilan ve Dedekind bolgeler

olarak adlandirdigr soyut degismeli halkalar1 karakterize etmistir.

Emil Artin, 1927 yilinda, Emmy Noether’in artan zincir koguluna sahip (degismeli)
halkalar iizerindeki calismasindan esinlenerek, “Hiper Karmasik Sayilar Teorisi Uze-
rine” baglikli bir ¢caligma yapmig ve Wedderburn’iin yapi teoremlerini azalan zincir
koguluna sahip (degismeli olmayan) halkalara genellegtirmistir. Ayrica, giiniimiizde
Artin olarak adlandirilan ve radikali sifir olan bu tiir halkalarin, boliimlii halkalar
tizerindeki matris halkalarina izomorf olan basit halkalarin dik toplamlar: iginde

ayrigtirilabilecegini gostermistir.

Boylece Fraenkel ve Sono; soyut halka kavraminin ortaya ¢ikmasini saglarken, Noet-
her ve Artin; soyut halka teorisinin dolayisiyla degigsmeli olmayan halka teorisinin
temellerini atmigtir. Bu baglamda, ideal, modiil, artan ve azalan zincir kogullar1 gibi
temel cebirsel kavramlar: tanitmiglardir. Bu sayede halka teorisi, soyut cebirin temel
direklerinden biri olarak o zamana kadar iyice yerlesmis olan grup ve cisim teorileri
arasinda hak ettigi yeri almigtir. 1930’larda degismeli olan ve degigmeli olmayan
halka teorileri bir araya gelmig ve birinin fikirleri digerini etkilemeye baglamigtir.
Ornegin, hem degismeli olan hem de degismeli olmayan halkalarda zincir kosullar
hemen hemen ayni anda incelenmistir. Baglangi¢cta degismeli halkalar i¢in tanitilan

modiiller, degismeli olmayan halkalar i¢in de incelenmeye baglamigtir.

Tarihsel geligim siireci yukar:1 agiklandigi gibi olan halka teori alanlarinin, birbiriyle

olan iligkileri agagida verilen diagramda acikg¢a goriilebilir.



Cebirsel say1 Cebirsel

cisimlerinde fonksiyon Cok Kompleks
tamsayilar cisimlerinde degiskenli sayilar;
J' tamsayilar polinomlar kuaterniyonlar

Cebirsel Say1 Teorisi ~ Cebirsel Geometri Degismez Teori Hiperkompleks Sayi

\ Sistemler1 Teorisi

Degismeli Halka Teori Degismeli Olmayan Halka Teori

Halka Teori

Degismeli halkalara; bilinen toplama ve carpma islemleriyle Z tamsayilar, 27Z cift
tamsayilar, Q rasyonel sayilar, R reel sayilar, C kompleks sayilar halkasi; n pozitif
bir tamsay1 olmak tizere modn’ye gore toplama ve carpma islemleriyle Z, halkasi
birer ornek olarak verilebilir. Degismeli olmayan halkalara ise; reel sayilar cismi
iizerindeki Hamilton kuaterniyonlarinin H halkasi, herhangi bir R halkasi tizerine
kurulan n x n tipindeki dolu matrislerin M, (R) halkas1 ve iist liggensel matris-
lerin UTM,,(R) halkasi, «, R'nin bir endomorfizmas: olmak tizere herhangi bir R
halkas: iizerine kurulan ¢arpik polinomlarin R[z, ] halkasi, abelyan olmayan bir G
grubu iizerine kurulan RG grup halkasi, G (abelyan) bir grup olmak tizere, bilegensel
toplama ve bilegke iglemleriyle bir halka yapisina olan G'nin tiim endomorfizmlerinin

EndG halkas: gibi pek ¢ok ornek verilebilir.

Yukarida verilen orneklerden de goriildiigii gibi degismeli olmayan halkalar degismeli
halkalar1 6z olarak kapsayan ¢ok genis bir sinif olusturmaktadir. Degismeli hal-
kalarda gecerli bir ozellik degigsmeli olmayan halkalarda gergeklendiginde, bu ozellige
sahip olan halkalara bir isim verilerek, yeni bir halka sinifinin ortaya ¢ikmasi saglanir.
Yeni bir halka sinifi tanimlanmadan once, o siifin varligina dair, bir 6rnek verilir.
Daha sonra o halka siifiyla ilgili soyut bir tanim yapilarak ozellikleri incelenir ve bi-
linen halka siniflariyla iligkileri arastirilir. Tez ¢aligmasinda incelenecek olan simetrik
ve genisletilmis simetrik halka simiflar1 da bu dogrultuda ele alinacak olup aksi be-

lirtilmedikge R halkasi birimli ve degigmeli olmayan bir halka olacaktir.



Degismeli bir halkada, tiim nilpotent elemanlarin kiimesi ile tiim asal ideallerin
arakesiti ¢akigik olup bir ideal yapisina sahiptir. Bu ozelligi, temel bir teorem
olarak, ispatlayan ilk kisi 1928’de Wolfgang Krull olmugtur. Birkenmeier vd. (1993)
degismeli olmayan bir halkanin bu ozellige sahip olmasi durumunda o halkay1 2-
ilkel (2-primal) olarak adlandirirken, Hirano bu halkalar i¢in N-halka (N-ring)
gosterimini kullanmigtir. Aslinda Gooyong Shin, 2-ilkel halkalara bu isim verilmeden
once, bu halka sinifini incelemistir. Shin (1973) bir R halkasinin 2-ilkel olmasinin
onun her minimal p asal (prime) idealinin tamamen asal (completely prime) ideal,
yani; R/p’nin bir bolge (domain), olmasimni gerek ve yeter kogul olarak kanitlamigtir.
Boylece 2-ilkel halkalar, degismeli olan ve degismeli olmayan halkalar arasinda bir
tiir koprii gorevi gormiigtiir (Marks 2003). Bir halkanin degismeliligini genellegtiren
cesitli halka-teoritik ozellikler yardimiyla, Uyar1 3.1.7'de goriilecegi gibi 2-ilkel hal-
kalar ile degismeli halkalar arasinda kalan ve degismeli olmayan, baz1 halka siniflar
tanimlanmigtir. Tez caligmasinda bu halka simiflarindan biri olan simetrik halkalar

ve onlarin bazi genisletilmis versiyonlar: tanitilacaktir.

Degigmeli bir halkada her sag (sol) idealin bir iki-yanh ideal oldugu agiktir. Degigmeli
olmayan bir halkanin her sag (sol) ideali, bir iki-yanh ideal oluyorsa bu halka (Feller
1958) tarafindan sag ikili (right duo) (sol ikili (left duo)) olarak adlandirilmistir.
Tek-yanl bir ikili halkanin her asal ideali tamamen asal oldugundan, her sag (sol)
ikili halkanimn 2-ilkel oldugu aciktir. Fakat (Marks 2003) geregince bu ifadenin kargit:
dogru degildir. Simetrik halkalarin sag (sol) ikili halkalarla iligkisi Uyar1 3.1.7’deki

diyagramda gosterilmigtir.

Degismeli halka sinifi ile 2-ilkel halka simifi arasinda kalan ve Cohn (1999) tarafindan
tanimlanan diger bir halka sinifi da terslenebilir halkalardir. Bir R halkasi a,b € R
icin ab = 0 iken ba = 0 6zelligine sahipse terslenebilir (reversible) olarak adlandirilir
(Cohn 1999). Bu halka simifi baz1 yazarlar tarafindan farklh isimler altinda ince-
lenmigtir. Bu halka simfi igin; Krempa ve Niewieczerzal (1977) Cj gosterimini,

Mason (1981) tamamen yansimale (completely reflexive) adini, Habeb (1990) sufur



degismeli (zero commutative) diyerek, kisaca zc gosterimini ve Anderson ve Camillo
(1999) sifirda carpumlar degisir (zero product commute) adi altinda ZCy gosterimini
kullanmistir. Degismeli bir halkanin bu 6zellige sahip oldugu agiktir. Fakat degismeli
olmayan terslenebilir halkalar vardir. Terslenebilir halkalarin énemli 6zelliklerinden
biri, 1930’da bir Alman matematikci Gottfried Kothe tarafindan sorulan ve "Kothe
Varsaymm” (Kothe Conjecture) olarak bilinen giiniimiizde hala kesin bir ¢6ztimii bu-
lunmamig olan problemi sagliyor olmasidir. Farkl ifadeleri bulunan ve “R sifirdan
farkli nil ideali bulunmayan bir halka ise, bu durumda R’nin sifirdan farkli bir tek-
yanli nil ideali yoktur”bi¢iminde de ifade edilebilen Kothe Varsayimi, 2-ilkel halkalar
i¢in dogru ve tiim terslenebilir halkalar da 2-ilkel oldugundan, terslenebilir halkalarda
gegerli bir ifadedir. Bundan basgka birimli simetrik bir halkanin terslenebilir oldugu
ancak birimsiz halkalar i¢in bu ifadenin dogru olmadigi Marks (2002) tarafindan

kanitlanmig olup bu iki halka sinifi arasindaki iligki Uyar1 3.1.7’de gosterilmistir.

Simetrik halkalarin iligkili oldugu bir diger halka sinifi da yaridegigsmeli halkalardir.
(Bell 1970)’e gore; R bir halka ve I, R'nin bir tek-yanh ideali olmak tizere a,b € R
icin ab € I iken aRb C I oluyorsa, I ¢arpan ekleme prensibine (insertion-of-factors-
principle) ya da kisaca [FP’ye sahip denir. Sifir ideali IFP’ye sahip olan bir R
halkas1 IFP halka olarak adlandirilir. (Shin 1973) tarafindan IFP-halkalar igin SI
gosterimi kullanilirken, (Narbonne 1982) tarafindan bu halkalar yaridegismeli (semi-
commutative) adi altinda gahsilmigtir. (Tuganbaev 1998)’de bu 6zellige sahip hal-
kalara sifirda degismeli (commutative at zero) adim vermistir. Bu halkalar (Habeb
1990) tarafindan zero insertive (ya da zi) adi altinda incelenmistir. Simetrik ve

yaridegigsmeli halkalarin birbiryle iligkisi Uyar1 3.1.7°da goriilebilir.

Sifirdan farklh nilpotent eleman bulundurmayan bir halka inmis (reduced) olarak
adlandirilir. Degismeli olmayan inmig halkalar var oldugundan, degismeli ve inmis
halkalarin bir genellemesi olan ve tez ¢alismasinin temel konusunu olugturan simetrik
halkalar Lambek (1971) tarafindan su sekilde tanimlanmigtir: a,b, ¢ € R igin abc = 0
iken acb = 0 oluyorsa bir R halkas1 simetrik (symmetric) olarak adlandirilir. Lam-

bek (1971); Grothendieck ve DieudonnKe tarafindan kanitlanan “her degismeli halka



yerel halkalarin bir demetinin kesirlerinin halkasina izomorftur ”sonucunu simetrik
halkalara su sekilde genellemistir: bir halkanin simetrik olmasi icin gerek ve yeter
kosul her bir sap1, tiim sifir bolenlerini igeren bir asal ideale sahip, simetrik bir halka
olan bir demetin kesirlerinin halkasina izomorftur. Anderson ve Camillo (1999) bu
halka sinifi icin ZC3 gosterimini kullanmigtir. Ayrica ”bir R halkasinin simetrik
olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul n herhangi bir pozitif tamsayi, a; € R ve o,
{1,2,...,n} kiimesinin herhangi bir permiitasyonu olmak tizere a;as ... a, = 0 iken
U(1)0o(2) - - - Go(n) = 0 olmasidir” ifadesi Lambek (1971) ve Anderson ve Camillo

(1999) tarafindan birbirinden bagimsiz bi¢imde kanitlanmigtir.

Tez caligmasinin {i¢lincii boliimiinde simetrik halkalarin o6zellikleri ve diger halka
siniflariyla iligkileri verilmigtir. Ayrica bir halkanin simetriklik 6zelliginin; bolim
halkasi, polinomlar halkasi, Laurent polinomlar halkasi, ¢arpik polinomlar halkasi,
klasik sag kesir halkasi, agikar geniglemesi, carpik agikar geniglemesi, Dorroh genisle-
mesi gibi geniglemelerine taginip taginmadig incelenmis ve aksi durumlar igin 6rnekler
verilerek hangi kogullar altinda simetrikligin halka geniglemelerine tasindig: arastiril-
migtir. Dordiinctii boliimde ise, son yillarda calisilan; a-simetrik, zayif simetrik,
merkezi simetrik, ideal-simetrik, birim-simetrik, J-simetrik, nil-simetrik, giiclii simet-
rik, glicli o-simetrik gibi bazi simetrik halka geniglemelerine dair tanimlar ve temel

ozelliklere yer verilmigtir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde ilk olarak tez ¢aligmasinda kullanilan halka teorinin bazi temel kavram-
lar1 tamitilacaktir. Daha sonra, herhangi bir halka yardimiyla tanimlanan ve o
halkanin genislemeleri olarak adlandirilan halkalar incelenecektir. Son olarak simetrik
halkalarla iligki olan bazi halka simflar1 ve 6zellikleri verilecektir.(Hungeford 1974),
(Goodearl ve Warfield 1989), (Lam 2001), (Dummit ve Foote 2004), (Malik vd.
2007) temel kaynak olarak kullanilacaktir.

2.1. Temel Tanimlar

Tanmim 2.1.1 Bir R halkas: (ring), adina toplama ve ¢arpma iglemleri denilen +

ve . ikili iglemleriyle birlikte agsagidaki aksiyonlar1 saglayan bir (R, +,.) sistemidir:
(i) (R,+) bir abel grup,
(ii) R’de ¢arpmanin birlesme 6zelligi vardir: Her a,b,c € R igin (a.b).c = a.(b.c),
(iii) R’de dagilma ozellikleri saglanir: Her a,b, ¢ € R i¢in
a.(b+c¢)=a.b+a.c
(a+0b).c=a.c+b.c.

Uyar: 2.1.2 Bir R halkasinin toplamsal birimi i¢in 0, bir a elemaninin toplamsal

tersi i¢in —a ve a,b € R icin a.b yerine ab gosterimleri kullanilacaktir.

Tanim 2.1.3 Bir R halkasinin carpma iglemine gore birim elemani varsa, yani her
a € Rigin al = la = a olacak sekilde 1 € R varsa, R birimli halka (ring with unity)

olarak adlandirilir. Tez ¢aligmasinda tiim halkalar birimli olarak alinacaktir.

Tanim 2.1.4 Bir R halkasinda ¢arpma igleminin degisme ozelligi varsa, yani her
a,b € R i¢gin ab = ba oluyorsa R’ye degismeli (commutative) halka denir. Tez

caligmasinda degismeli olmayan halkalar tizerinde caligilacaktir.

Tanim 2.1.5 Birimli bir R halkasinda sifirdan farkli her elemanin ¢arpimsal tersi
varsa, R'ye bolimli halka ya da ¢arpik cisim (division ring ya da skew field) denir.

Degismeli bir boliimli halka ise bir cisim (field) olarak adlandirilir.
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Tanim 2.1.6 n > 1 bir tamsay1 ve p bir asal say1 olmak iizere p" elemanl bir cisme
Galois cismi (Galois field) ya da sonlu cisim (finite field) ad1 verilir ve GF(p™)
ile gosterilir. n = 1 olmasi durumunda GF(p)'nin elamanlar1 modp’ye gore tam-
sayllar, yani; GF(p) = Z, dir. n > 1 olmasi durumunda ise, g(z); katsayilari
GF(p)'den gelen n.dereceden bir indirgenmez polinom olmak tizere, GF(p™) nin el-
emanlart GF(p)[z]'in (g(x)) idealine gére bolim halkasimin elemanlariyla aynidir.
Bu elemanlar segilen g(x) polinomuna goére degigir. Fakat bu sekilde belirlenen tiim

GF(p™) cisimleri birbirine izomorftur.

Tanim 2.1.7 R bir halka olsun. 0 # a,b € R i¢in ab = 0 iken b = 0 oluyorsa a’ya
sol sufur bolen (left zero divisor) denir. Benzer olarak sag sifir bolen tanimlanir. Bir
a elemani, ne sol ne de sag sifir bolen degilse a’ya diizenli eleman (regular element)
adi1 verilir. Sifir bolensiz birimli bir halka bir bélge (domain), degismeli bir bolge ise

bir tamlik bolgesi (integral domain) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.8 R birimli bir halka olmak iizere a € R i¢in a = aba olacak sekilde
b € R varsa, a’ya von Neumann diizenli (von Neumann regular) eleman denir. Her
eleman1 von Neumann diizenli olan bir halka von Neumann dizenli (von Neumann

regular) olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.9 Bir R halkasindaki e = e sartim1 saglayan bir e elemani esgiicli
(idempotent) olarak adlandirlir. Halkasinin sifir1 ve birimi olan 0 ve 1 elemanlarina

asikar esgicli (trivial idempotent) denir.

Tanim 2.1.10 Bir R halkasimin bir a elemani i¢in a” = 0 olacak gekildeki en
kiigiik pozitif n tamsayisinin var olmasi durumunda a’ya sifirgiicli (nilpotent), n
tamsayisina da nilpotentlik indeksi (nilpotency index) denir. R'nin tiim sifirgiilii

elemanlarinin kiimesi N (R) ile gosterilir.

Tanim 2.1.11 Bir R halkasinin bir althalkasi R'nin ¢arpma iglemi altinda kapali
bir altgrubu olarak tanimlanir. Diger bir deyisle bir R halkasinin toplama ve carpma
iglemlerine gore kapali olan bogtan farkli bir S altkiimesine althalka (subring) adi

verilir ve S < R ile gosterilir.



Tanim 2.1.12 R bir halka, I C R ve r € R olsun.
(1) rI={ra|ae€l}velr={ar|acl}iletammhdir.
(2) Asagidaki ozellikler saglanirsa I'ya R'nin bir sol ideali (left ideal) denir:

(i) I, R'nin bir althalkasi,
(ii) I, R'nin elemanlariyla soldan ¢arpma iglemi altinda kapali, yani her r € R

icin vl C I.

Benzer gekilde, yukaridaki (i) sartini ve agagidaki (i)’ sartin saglayan [’ya

R’nin bir sag ideali (right ideal) ad1 verilir:

(ii)’ I, R'nin elemanlariyla sagdan ¢arpma iglemi altinda kapali, yani her r €

Rigin Ir C I.

(3) I hem bir sol ideal hem de bir sag ideal ise, I'ya R'nin bir iki-yanl ideali
(two-sided ideal) denir.

Uyar1 2.1.13 Degismeli halkalarda sol, sag ve iki-yanh ideal kavramlari ¢akigiktir.
Fakat tez calismasinda degismeli olmayan halkalar tizerinde caligilacagi i¢in bu kav-

ramlar birbirinden farkli anlama gelecektir.

Tanim 2.1.14 Bir R halkasinin her elemaniyla degismeli olan elemanlarinin olugtur-

dugu kiimeye R'nin merkezi (center) denir ve
C(R)={a€ R |Herr € Rigin ar =ra}
ile gosterilir.

Tanim 2.1.15 Bir R halkasimin bir sol (sag veya iki-yanh) I idealinin her eleman
sifirgiiclii ise, I'ya nil ideal denir. I™ = 0 olacak sekilde bir pozitif n tamsayis1 varsa
I'ya sifirgiiclic (nilpotent) ideal denir. Her nilpotent idealin bir nil ideal oldugu
aciktir.

Tanim 2.1.16 R bir halka ve M; R'nin M # R olacak sekilde bir ideali olsun.
M C J C R ozelligini saglayan her J ideali i¢in J = M ya da J = R oluyorsa M’ye

bir maksimal (mazimal) ideal denir.

10



Degismeli olan ve degismeli olmayan halkalarda asal ideal kavrami farkli tanimlanir.

Asgagida her iki tanima da yer verilmigtir.

Tanim 2.1.17 R degigmeli bir halka P; R'nin P # R olacak sekilde bir ideali olsun.
a,b € R igin ab € P iken a € P ya da b € P oluyorsa P’ye bir asal (prime) ideal
denir. Degismeli olmayan keyfi halkalarda ise asal ideal tanimi goyledir: P; R'nin
P # R olacak sekilde bir ideali olsun. A, B € R idealleri i¢cin AB C P iken A C P
ya da B C R oluyorsa P’ye bir asal (prime) ideal denir.

Eger a € R olmak iizere her » € R i¢in aRa € P iken a € P oluyorsa P’ye bir
yarasal (semiprime) ideal adi verilir. 0 ideali sirasiyla asal ve yariasal olan bir R

halkasi asal (prime) ve (yarasal (semiprime)) olarak adlandirilir.
Simdi maksimal ve asal ideallerle baglantili olan radikal kavramini verelim.

Tanim 2.1.18 Bir R halkasmin tiim maksimal sol (sag) ideallerinin arakesitine
R’nin Jacobson radikali (Jacobson radical) denir ve J(R) ile gosterilir. J(R) = 0

olmasi durumunda R halkas1 yaribasit (semisimple) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.19 R degismeli bir halka ve I, R'nin bir ideali olmak iizere a € R ve
n > 1igin a™ € [ iken a € I oluyorsa ['ya radikal ideal denir. Degismeli halkalarda
bir I idealinin radikal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul I'nin tiim asal ideallerin
arakesiti olmasidir. Herhangi bir [ ideali i¢in, I'y1 kapsayan tiim asal ideallerin

arakesiti olan bir tek ideal vardir ve
VI ={reR|uygun bir n > 1 icin 1" € I}

ile tammmhdir. Ozel olarak, R’nin tiim sifirgiiclii elemanlarimin kiimesi olan v/0 ide-
aline R'nin Baer alt nilradikali (Baer’s lower nilradical) ya da Baer-McCoy radikali

veya asal radikal (prime radical) adi verilir ve N, (R) ile gosterilir.

Tanim 2.1.20 Bir R halkasinin tiim nil ideallerinin toplamina R’nin st nilradikals
(upper nilradical) denir ve N*(R) ile gosterilir. Bagka bir deyisle; a € N*(R) ol-
masi igin gerek ve yeter kogul a’nin sifirgiiclii elemanlari bir (sonlu) toplami olarak

yazilabilmesidir. N*(R); R’deki en genis nil idealdir.
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Tanim 2.1.21 Bir R halkasiin tiim nilpotent ideallerinin toplamina R'nin Wed-

dernburn radikali denir ve W (R) ile gosterilir.
Uyar: 2.1.22 Herhangi bir R halkasinda

W(R) C N.(R) C N*(R) C N(R) ve N*(R)C J(R)

durumlar: vardir. R halkasinin degismeli olmasi durumunda ise
N.(R) = N*(R) = J(R)
olur.

Tamim 2.1.23 R bir halka ve I R’nin bir ideali olsun. R/I = {r+1 | r € R}
kiimesi; her r, s € R igin

(r+D4+(s+)=r+s)+1 ve (r+1)-(s+1I)=(rs)+1

ile tanimli iglemlerle birlikte bir halkadir. Bu halkaya R'nin I idealine gore bolum

halkasy (quotient ring) denir.
Tanim 2.1.24 R ve S birer halka olmak tizere, her a,b € R igin
ala+0b) = ala) + a(b)

alab) = a(a)a(b)

ozelliklerini saglayan bir a : R — S fonksiyonu bir halka homomorfizmasi (ring
homomorphism) olarak adlandirilir. Bir o : R — R homomorfizmasina bir endo-

morfizma (endomorphism) ad1 verilir.

Tamim 2.1.25 R bir halka ve S, R'nin bir alt kiimesi olsun. ann(S) = {r €
R | rS = 0} kiimesi R'nin bir sol ideali olup bu kiimeye S’nin R’deki sol sifirlayan:
(left annihilator) adi verilir. Benzer sekilde ann,(S) = {r € R | Sr = 0} kiimesi
R’nin bir sag ideali olup bu kiimeye S’nin R’deki sag sifirlayans (right annihilator)

denir.
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2.2. Halka Genislemeleri

Bu boliimde, bir R halkasi yardimiyla tanimlanan ve o halkanin geniglemeleri (ex-

tensions) olarak adlandirilan yeni halkalar tamtilacaktir.

Tanim 2.2.1 R birimli bir halka, n € N, ¢ = 0,1,2,... ve a; € R olmak iizere
k > n iken a; = 0 olacak gekilde tiim sonsuz (ao, ai, as, .. .) dizilerinin kiimesi R[z]

olsun. R[z] kiimesi;
(ag, a1, as,...)+ (bo,b1,be,...) = (ag + bo,a; + by, as + bo, . ..)
vej=0,1,2,...icin ¢; = ZLO a;b;j_; olmak tizere
(ag,ay,as, . ..).(bo,b1,ba,...) = (co,c1,Ca,...)

ile tamiml iglemlerle, toplamsal birimi (0,0,0,...) ve garpimsal birimi (1,0,0,...)
olan, birimli bir halkadir. Ozel olarak, degisken (indeterminate) olarak adlandirilan
x=1(0,1,0,...) elemam ve katsayilar (coefficient) olarak adlandirilan ag,ay, ..., a,
elemanlartyla birlikte R[z]’in bir (ag, a1, as, . .., a,) elamam ag + a;x + agx? + - - - +
a,x™ bigiminde yazilir ve bir polinom (polynomial) olarak adlandirihr. R[z]e tek

degiskenli polinomlar halkas1 denir.

Tanim 2.2.2 Bir R halkas: tizerindeki x degiskenli Laurent polinomlar halkas:
(Laurent polynomial ring); k,n negatif olabilen tamsayilar ve a; € R olmak {izere
bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte tiim formal > , a;z* toplamlarindan

olugur ve R[z,z7!] ile gosterilir.

Uyar1 2.2.3 R'nin elemanlar: sabit polinomlar olarak gozoniine alinirsa R halkasi,
R[z] polinomlar halkasiin bir althalkasidir. R[z] polinom halkasi da R[z,z~!] Lau-

rent polinomlar halkasinin bir althalkasidir.

Tanim 2.2.4 R bir halka ve @ : R — R bir halka endomorfizmasi olsun. R
tizerindeki polinomlarin kiimesi, bilinen toplama iglemi ve her r € R i¢in xr = a(r)z
ile tanimlanan ¢arpma iglemi ile birlikte yeni bir halka yapisina sahiptirler. Bu
halkaya R'min endomorfizma tipinin Ore genislemesi (Ore extension of endomor-
phism type) ya da carpik polinomlar halkas: (skew polynomial ring) denir ve R[x; o

ile gosterilir.
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Tanim 2.2.5 R herhangi bir halka ve n pozitif bir tamsay1 olmak {izere, i. satir j.

stitun bilesenleri R'nin a;; elemanlar1 olan n x n tipindeki [a;;] matrislerinin kiimesi,

[ai] + [bi] = [ai; + bij]

[ai;][bi] = [Z aikbkj]

k=1
ile tanimli matris toplami ve matris ¢arpimi iglemlerine gore bir halkadir. Bu halkaya

R tizerindeki matris halkasy (matriz ring) denir ve M, (R) ile gosterilir.

Tamim 2.2.6 R herhangi bir halka olmak tizere M, (R)’de i > j iken a;; = 0
ozelligini saglayan matrislere st diggensel matris (upper triangular matriz) denir.

Tiim tist tiggensel matrislerin kiimesi M, (R) nin bir althalkas: olup T;,(R) ile gosterilir.

Tanim 2.2.7 R herhangi bir halka ve n > 2 olsun.

( )
ay az az -+ Qp—1 Gn
0 a1 ay -+ ap_2 ap1
0 0 ap -+ Qp-3 Gp—2

Vn(R): * . - ) - ) CLl,CLQ,...,CLnER

0 0 o --- ai (05}
O 0 0 --- 0 aq

\ J

kiimesi 7,,(R)’nin bir althalkasidir.

Tanim 2.2.8 R birimli bir halka, M toplamsal bir abel grup olmak iizere agagidaki
aksiyomlar1 saglayan ve modul ¢arpime olarak adlandirilan bir - : M x R — M
fonksiyonu varsa M’ye bir sag R-modil denir ve Mpg ile gosterilir: Her r, 71,7y € R

ve m,my, mg € M igin
(i) (my+mg)-r=my-17+my-7;
(i) m - (ri+r2) =m-ri+m-ry;
(iii) m - (ryre) = (m-ry) - 7

(iv) m-1g=m
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Bir sol R-modiil benzer olarak tanimlanir ve g M ile gosterilir. R ve S birer halka
olmak iizere, M hem bir sol R-modiil, hem de bir sag S-modiil ve her r € R, s € S,
m € M igin (rm)s = r(ms) oluyorsa M’ye bir (R, S)-bimodiil denir ve pMg ile

gosterilir.

Tanim 2.2.9 R birimli bir halka ve M bir R-R-bimodiil olsun. Her (r1,my), (re,ms) €
T(R, M) icin
(r1,m1) + (12, ma) = (11 + 12, M1 + M2)

(r1,m1)(re, me) = (1172, rimg + myrs)

ile tamimli iglemlerle bir halka olan T(R,M) = R& M = {(r,m) | r € R,m € M}

kiimesine R'nin M ile agikar geniglemesi (trivial extension) denir. Bu halka, r € R

rom
ve m € M olmak lizere formundaki tiim matrislerin kiimesine izomorftur.

0 r

Tanim 2.2.10 R degismeli bir halka, «; R’nin bir endomorfizmasi ve M bir R-

modiil olsun. ¢ = 1,2 olmak tizere r; € R ve m; € M icin
(r1,my) + (ro, mg) = (11 + 12, M1 + M2)

(11, m1)(r9, ma) = (172, ar1)ma + ramy)
ile tanimh iglemlerle birlikte bir halka olan N = R & M kiimesine R'nin M ve « ile

carpikasikar genislemesi (skewtrivial extension) denir.

Tanim 2.2.11 S degismeli bir halka ve R, S tizerinde bir cebir olsun. i = 1,2

olmak tizere r; € R ve s; € S igin
(11,51) + (12, 82) = (11 + 72, 51 + 52)

(71, 51)(r2, 82) = (1172 + 8172 + 5271, 5152)
ile taniml iglemlerle birlikte bir halka olan D = R x S kiimesine R’nin S ile Dorroh

geniglemesi (Dorroh extension) denir.

Tanim 2.2.12 X bir R halkasinin ¢carpimsal kapali altkiimesi olsun. Her bir x € X

ve r € R i¢in ry = xs olacak sekilde y € S ve s € R var ise, yani; rX NzR # ()
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oluyorsa X kiimesi sag Ore kosulunu saglar (X satisfies the right Ore condition)
denir. Sag Ore kogulunu saglayan bir ¢carpimsal kapali kiimeye sag Ore kiime (right
Ore set) adi verilir. Sol Ore kiime benzer olarak tammlanir ve hem sag hem de sol
Ore bir kiime bir Ore kiime (Ore set) olarak adlandirilir. a,b € R elemanlar: i¢in
b diizenli olmak iizere ab; = ba, olacak sekilde b; diizenli olmak tizere ay,b; € R

elemanlar1 varsa R’ye sag Ore halka (right Ore ring) adi verilir.

Tanim 2.2.13 Bir R halkasinin diizenli elemanlarindan olugan ¢arpimsal kapali bir
kiime X olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bir S O R tisthalkasina R ’nin X ‘e gore
sag kesir halkasy (right quotient ring of R with respect to X) ad1 verilir:

(i) X’in her eleman1 S’de tersinirdir.
(ii) S'nin her elemani uygun r € R ve € X igin rz~! bigiminde yazlir.

Benzer bicimde 2~ bicimindeki kesirler kullanilarak sol kesirler halkas: tanimlanir.

Halkanin degismeli olmasi durumunda sol ya da sag ayrimi yapmaya gerek yoktur.

Sag kesirler halkasi, Ore ve Asano tarafindan 1930’lu yillarda agagidaki bigimde

karakterize edilmistir.

Teorem 2.2.14 R bir halka ve X, R'nin diizenli elemanlarinin ¢carpimsal kapali bir
altkiimesi olsun. R'nin X'e gore sag kesir halkasinin var olmasi icin gerek ve yeter
kogul X’in bir sag Ore kiime olmasidir. Bir R halkasinin tiim diizenli elemanlarinin
kiimesine gore sag kesir halkasina klasik sag kesir halkasy (classical right quotient
ring) adi verilir ve @ ile gosterilir. Bir R halkasinin @) klasik sag kesirler halkasinin

var olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R'nin bir sag Ore halka olmasidir.

2.3. Baz Ozel Halkalar

Bu boliimde simetrik halkalarla iligkili olan bazi halka simiflar1 tanitilacaktir.

Tanim 2.3.1 «, R'nin bir endomorfizmasi olsun. r € R i¢in ra(r) = 0 iken r = 0
oluyorsa a’ya katr (rigid) endomorfizma denir (Krempa 1996). Bir R halkasimin bir
kat1 v endomorfizmasi varsa R halkasi a-katr (a-rigid) olarak adlandirihr (Hong vd.

2000). Herhangi bir kat1 endomorfizmanin birebir oldugu agiktir.
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Tanim 2.3.2 Bir R halkasinin sifirdan farkh sifirgiiclii elemani yoksa R’ye inmis
(reduced) halka denir. Bir R halkasiin inmig olmasi i¢in gerek ve yeter kogul a € R

icin a? = 0 iken a = 0 olmasidir.

Uyar: 2.3.3 Hong vd. (2000)’de a-kat1 bir halkanin inmig oldugunu belirtmis fakat
bu ifadenin kargitinin her zaman dogru olmadigina dair bir 6rnek vermistir. Bunun

Lru olacak sekilde

yanisira inmig bir R halkasinin herhangi r € R igin a(r) = u~
tersinir bir u € R elamani ile tanimlanan « i¢ otomorfizmasinin kati oldugu yani

R'nin a-kat1 oldugu ifade edilmigtir.

Tanim 2.3.4 R bir halka ve f(z) =ap+ a1z + -+ apx™, g(x) = by +byx+-- -+
bpa" € R[z] olsun. f(x)g(x) = 0 iken her bir 4, j i¢in a;b; = 0 oluyorsa R halkas:
Rege and Chhawchharia (1997) tarafindan Armendariz olarak adlandirilmigtir.

Tanim 2.3.5 R bir halka ve a,b € R olmak iizere ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa
R halkasi; Krempa ve Niewieczerzal (1977) tarafindan Cp, Habeb (1990) tarafindan
sifir degigmeli (zero commutative, kisaca zc), Mason (1981) tarafindan tamamen
yansimaly (completely reflexive), Anderson ve Camillo (1999) tarafindan ZC5, Cohn
(1999) tarafindan terslenebilir (reversible) olarak adlandirilmigtir. Degismeli bir
halkanin terslenebilir oldugu aciktir. Ayrica inmig bir R halkasinda a,b € R igin
ab = 0 iken bab = 0 ve buradan (ba)?> = 0 olup ba = 0 bulunur. Boylece inmis

halkalar da terslenebilirdir.

Tanim 2.3.6 Bell (1970)’e gore; R bir halka ve I, R'nin bir tek-yanli ideali olmak
iizere a,b € R i¢in ab € [ iken aRb C I oluyorsa, I carpan ekleme prensibine
(insertion-of-factors-principle) ya da kisaca [FP’ye sahip denir. Sifir ideali IFP’ye
sahip olan bir R halkasi IF'P halka olarak adlandirihir. Shin (1973) tarafindan IFP-
halkalar i¢in SI gosterimi kullanilirken, Narbonne (1982) tarafindan bu halkalar
yaridegismeli (semicommutative) adi altinda galigilmigtir. Tuganbaev (1998) bu
ozellige sahip halkalara sifirda degismeli (commutative at zero) adim vermistir. Bu

halkalar Habeb (1990) tarafindan zero insertive (ya da zi) adi altinda incelenmigtir.

Tamim 2.3.7 Bir R halkasinin her esgiiclii elemani merkezi ise, yani €2 = ¢ € R
olmak iizere her r € R i¢in er = re oluyorsa, R’ye abelyan (abelian) halka denir.

Shin (1973) geregince IFP halkalarin abelyan oldugu agiktir.
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Tanim 2.3.8 Sirasiyla her sag (ya da sol) ideali iki-yanl ideal olan bir halka sag ikili
(ya da sol ikili) (right duo) (ya da left duo) olarak adlandirilir. Sag ya da sol ikili
halkalarin yaridegismeli oldugu aciktir. Ayrica, her sonlu halkanin sag ikili olmasi

icin gerek ve yeter kogul sol ikili olmasidir (Xue 1991).

Tanim 2.3.9 Sifirdan farkl bir degismeli halkanin bir tek maksimal ideali varsa, o
halka yerel (local) olarak adlandirilir. Degigsmeli olmayan durumda ise, R bir halka
ve J(R); R'nin Jacobson radikali olmak tizere R/J(R) bir bolimlii halka ise, R’ye
yerel (local) halka; R/J(R) yaribasit halka ise, R’ye yarwyerel (semilocal) ad1 verilir.
Yerel halkalar yariyereldir ve tiim bolimli halkalar1 kapsarlar. Ayrica yariyerel

halkalar da tiim sol ve sag artin halkalar1 kapsarlar.

Tanim 2.3.10 Bir R halkasinin asal radikali tiim sifirgiiclii elemanlarin kiimesini
kapsarsa, yani; N.(R) = N(R) ise, R'ye 2-ilkel (2-primal) halka denir (Birken-
meier vd. 1992). Her degismeli halkanin 2-ilkel oldugunu ifade eden bir temel
teorem ilk olarak bir Alman matematik¢i olan Wolfgang Krull tarafindan ispat-
lanmigtir. Bundan dolayr 2-primal halkalar, degismeli olan ve degismeli olmayan
halka teorisi arasinda bir tiir koprii gorevi gortir. 2-ilkel halka sinifi ilk olarak Shin
(1973) tarafindan bu isim verilmeden incelenmistir. Bir halkanin 2-ilkel olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul o halkanin minimal asal ideallerinin her birinin tamamen asal
olmasi, yani; ona karsilik gelen asal ¢arpan halkasinin bir bolge olmasi (Shin 1973)’te

gosterilmigtir.
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3. SIMETRIK HALKALAR

Bu béliimde, Marks (2003) ve Huh vd. (2005) temel kaynak olarak kullanilarak,
simetrik halkalarin ozellikleri ve diger halka simiflariyla iligkisi incelenecektir. Simet-
rik halkalar, degismeli ve inmis halkalar1 kapsayan yeni bir halka sinifi olarak Lambek

(1971) tarafindan tamtilmistir.

3.1. Simetrik Halkalarin Ozellikleri

Tanim 3.1.1 Anderson ve Camillo (1999) tarafindan ZC5 adi altinda incelenen
simetrik halkalar, Lambek (1971) tarafindan su sekilde tammlanmigtir: a,b,c € R

icin abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa R halkasi simetrik (symmetric) olarak adlandirilir.

Degismeli ve inmig halkalarin simetrik oldugu agiktir. Bu ifadenin kargitinin dogru
olmadigini gbsteren, yani simetrik olan fakat degismeli ve inmis olmayan bir halka
ornegi Marks (2003) tarafindan su sekilde verilmistir: p € N bir asal say1, F' karakte-
ristigi p olan bir cisim ve G devirli bir p-grup olmak tizere R = F'G grup halkasinin
agikar olmayan bir o otomorfizmasiyla birlikte R[z;o] c¢arpik polinomlar halkasi

simetriktir fakat degismeli ve inmig degildir.

Uyar: 3.1.2 Anderson ve Camillo (1999) tarafindan bagimsiz olarak ispatlanan
“bir R halkasinin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n herhangi bir pozitif
tamsayi, a; € R ve o, {1,2,...,n} kiimesinin herhangi bir permiitasyonu olmak
lizere ajay...a, = 0 iken a,(1)ay(2) ... ayn) = 0 olmasidir”ifadesi Lambek (1971)

tarafindan kanitlanmigtir.
Shin (1973) tarafindan inmig halkalarin simetrik oldugu asagida gosterilmigtir.
Lemma 3.1.3 Bir R halkasi inmig ise simetriktir.

Ispat. R inmis bir halka ve a,b, ¢ € R icin abc = 0 olsun. Bu durumda c(abc)ab = 0
olup cab = 0 bulunur. Buradan aba(cab)ac = 0 olup abac = 0 elde edilir. Boylece
bacb(abac)ba = 0 ve buradan bacba = 0 olur. Son esitlikten ac(bacba)chb = 0 olup
acb = 0 oldugundan R simetrik olur. Bu ifadenin karsitinin dogru olmadigim
gosteren halka Ornekleri vardir. Bunlardan biri olan Z,: (n,l > 2) halkasi inmig

olmayan simetrik bir halkadir. O]
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Agagida; Shin (1973) tarafindan tamimlanan, neredeyse simetrik ve sozde simetrik
olarak adlandirilan iki halka simifinin tamimlar: ve bu halkalarin simetrik halkalarla

iligkisi verilmigtir.

Tanim 3.1.4 Asagidaki 6zellikleri saglayan bir R halkasi1 neredeyse simetrik (almost

symmetric) olarak adlandirilir:
(SI) Her bir a € R i¢in, ann,(a) sag sifirlayan1 R'nin bir idealidir.

(SII) a,b,c € R olmak iizere herhangi bir pozitif n tamsayisi igin a(bc)™ = 0 ise,

herhangi bir pozitif m tamsayist igin ab™c™ = 0’dur.

Shin (1973) bu galigmasinda (SI) ve (SII) kosullariin birbirinden bagimsiz oldugunu
ornek vererek gostermistir. Ayni zamanda simetrik halkalarin neredeyse simetrik
oldugunu kanitlayarak aksinin dogru olmadigina dair ornek vermistir. Ayrica
Tanim 2.3.6’da verilen yaridegismeli halka tanimi ile Tanim 3.1.4’de ifade edilen

(SI) kogulunun aym olduguna dikkat edilmelidir.

Tanim 3.1.5 Asagidaki ozellikleri saglayan bir R halkasi sézde simetrik (pseudo

symmetric) olarak adlandirilir:

(PSI) I =0 veya R bir a elemani i¢in I; aR'nin sag sifirlayan: iken, rad(R/I) asal

radikali R/I halkasinin tiim sifirgli¢lii elemanlarinin kiimesidir.

(PSII) a,b,c € R olmak tizere herhangi bir pozitif n tamsayisi i¢in aR(bc)” = 0 ise,

herhangi bir pozitif m tamsayisi i¢in a(RbR)™c™ = 0’dur.

Shin (1973); neredeyse simetrik halkalarin sdzde simetrik oldugunu kanitlamig fakat
sozde simetrik halkalarin neredeyse simetrik olmasi gerekmedigine 6rnek vermistir.
Boylece simetrik halkarin, neredeyse simetrik ve sozde simetrik halkalari, kesin artan
bir siralamayla kapsadigini ifade etmistir. Fakat (SI) ve (PSI) 6zelliklerini saglayan
yariasal bir halka tizerinde “simetrik”, “neredeyse simetrik”ve “sozde simetrik” olma

ozelliklerinin birbirine denk oldugunu kanitlamigtir.

Uyar: 3.1.6 Birimli simetrik halkalarin terslenebilir oldugu acgiktir. Fakat birimsiz

halkalar i¢in bu ifadenin dogru olmadigi (Marks 2002) tarafindan verilen su 6rnekte
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gosterilmisgtir: Fy = {0,1} iki elemanh bir cisim ve S = {a, b} kiimesi, a®> = ab = a

ve b? = ba = b ile tamimh carpma islemine gore, bir yarigrup olsun. Birimsiz ve dort

elemandan olusan 7' = F,S kiimesi simetriktir fakat terslenebilir degildir.

Uyar1 3.1.7 Bir R halkas1 simetrik ise, ab = 0 olacak sekilde a,b € R ve her r € R

icin abr = 0 olup buradan arb = 0 elde edilir. Boylece R yaridegismeli bir halka

olur. Boylece simetrik halkalar yaridegismelidir. Fakat bu ifadenin kargitinin dogru

olmadigi (Marks 2003)’te gosterilmistir.

Simetrik halkalarin diginda, tanimlar1 2.Boliimde verilen, farkl halka siniflar1 vardir.

Bu halka smiflarmin birbirleriyle iligkisi (Marks 2003) tarafindan agagidaki Venn

semasinda gosterilmistir.

/

\

/

\

-

/

/

n

)

A

kat1
inmis
\degiwleli
\ simetrik /
K terslenebilir /
\ tek yanh ikili /
\ yaridegismeli /
\ (PS-I)
2-ilkel

Yukarida sema halinde verilen halka siniflar1 arasindaki iligki, agsagida gerektirmeler
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yardimiyla ifade edilmis olup bu gerektirmelerin karsitlar1 dogru degildir.

2 — ilkel
+ degismeli tek yanl ikili
yariasal
“ ” sozde
a — kati inmis simetrik === terslenebilir IFP = 2 — ilkel
simetrik

abelyan

Agagida ispatsiz olarak verilen iki lemmada simetrik halkalarin baz1 karakterizas-

yonlar1 ve ozellikleri verilmistir.

Lemma 3.1.8 Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) R simetriktir.

(ii) n herhangi bir pozitif tamsay1, r; € R ve o; {1,2,...,n} kiimesinin herhangi

bir permiitasyonu olmak tizere ri7y...r, = 0 iken r,1yry(2) . . . To(n) = 0 dir.
(iii) R’nin herhangi A, B, C' altkiimeleri i¢cin ABC' = 0 iken ACB = 0 dur.

(iv) Her i i¢in () # A; C R ve herhangi bir pozitif n tamsayis1 i¢in o; {1,2,...,n}
kiimesinin herhangi bir permiitasyonu olmak tizere A;As...A, = 0 iken

AO—(I)AO—(2) .. .Ag(n) =0

(v) R; asal burulmasiz simetrik halkalarin bir demetinin kesir halkasina izomorf-

tur.
(vi) 7, s,t € R olmak iizere rst = 0 iken srt = 0 duir.
(vii) R'nin herhangi A, B, C altkiimeleri igin ABC = 0 iken BAC = 0 dur.

viii) a,b,c € R icin abc = 0 iken herhangi pozitif m, n, [ tamsayilari icin a™¢"b" = 0
(viii) a,b, C gip ,M, y G

dir.

(ix) a,b,c € Ricin abc = 0 iken herhangi pozitif m, n, [ tamsayilar igin b™a"c! = 0

dir.
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(x) a,b,c € R olmak iizere abc = 0 iken herhangi pozitif m,n,[! tamsayilar i¢in

(RaR)™(RcR)"(RbR)! = 0 dur.

(xi) a,b,c € R olmak iizere abc = 0 iken herhangi pozitif m,n,l tamsayilar igin

(RbR)™(RaR)"(RcR)! = 0 dir. (Jung vd. 2014)
Lemma 3.1.9

(i) Simetrik halkalar (birimli olmasi gerekmeyen) althalkalar ve direkt ¢arpimlar

altinda kapalhdir.
(ii) R bir IFP halka ise, W(R) = N.(R) = N*(R) = N(R) dir.

(iii) Bir R halkasimin yarimiikemmel simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R'nin

yerel simetrik halkalarin bir sonlu direkt toplami olmasidir. (Huh vd 2005)

Bir R halkasinin geniglemelerinden biri olan R[z]/(z") halkasinin simetriklik 6zelliginin
R halkasinin inmis olmas1 durumunda saglandigi Huh vd (2005) tarafindan agagidaki

bi¢imde kanitlanmigtir.
Teorem 3.1.10 R bir inmig halka olsun. R[z]|/(z™) halkasi simetriktir.
Ispat. R inmig bir halka olmak tizere

S = R[z]/(2") = {ap + a1z + agx® + - -+ + a1 2" " + (2") | a; € R}

olsun. n tlizerinde tiimevarim uygulayarak S’nin simetrik oldugunu gosterelim.
n=1i¢in S = {ag + (z)|agp € R} = R olup simetrik oldugu agiktir.

n = 2 i¢gin S’nin simetrik oldugunu gosterelim. a,b,c,d,e, f € R ve a(z) = a +
bz, B(r) = c+dr,y(x) = e+ fr € R[z] olmak iizere & = a + (22), 3 = B+ (22),7 =
v+ (2?) € S icin @87 = 0 oldugunu kabul edelim.

8
N

apy =0= la+ (2°)][6 + (2*)][y + (2*)] = (
= afy + (%) = (%)
= (a+bz)(c+ dx)(e+ fz) + (2*) = (z7)
= ace + (ade + bee + acf)x + (2°) = (2?)

= ace + (ade + bee + acf)x € (z°).
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Buradan ace = 0 ve ade + bce + acf = 0 elde edilir. R inmis oldugundan ace = 0

olmasi a, ¢, e'nin olasi tiim ¢arpimlarinin 0 olmasini gerektirir. Simdi
ade + bee + acf =0 (3.1)

diyelim. (3.1) esitligi kullanilarak caf + cbe + dae = 0 oldugunu gésterelim. (3.1)
esitligi sagdan acf ile carplirsa (acf)? = 0 ve buradan acf = olur. Bu ifade (3.1)'de

yerine yazilirsa
ade 4 bce = 0 (3.2)

esitligi elde edilir. (3.2) esitligi sagdan ade ile carpilirsa (ade)? = 0 ve buradan
ade = 0 bulunur. Bu ifade (3.2)’de yerine yazilirsa bce = 0 elde edilir. Sonug olarak
cae = 0,acf = 0,ade = 0 ve bce = 0 egitlikleri ve bunlarin olasi tiim ¢arpimlar sifir

oldugundan

Bay =[B+ (2*)]la + (2%)][y + (=°)]
=fay + (a7)
=(c+dz)(a + bx)(e + fx) + (2?)
=[ca + (cb+ da)z])(e + fx) + (2?)
=cae + (caf + cbe + dae)zr + (z°)

=0

olup S simetrik bir halka olur.

n > 3ig¢in S’'nin simetrik oldugunu n = 2 durumuna benzer olarak ispatlayalim. S’de
ABC = 0 olacak bigimde A = ag+a1x +asx*+- -+ a,_ 12" '+ (2"), B = by +byx+
bow? 4+ -+ by 12"+ (2"),C = co+crx+ x4+ - -+ 12"+ (2") polinomlarimi
alahm. u = x + (2") olarak almirsa A = ag + ayu + asu® + -+ + ap,_u" ', B =
bo + biu + byu? + - + b, u" L, C = ¢y + ciu + cou® + -+ + ¢p_qu™ ! biciminde

vazilir. Béylece i 4+ j + k > n ozelligine sahip tiim i, j, k i¢in a;b;c,u™** = 0 olur.
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Kabulden ABC = 0 oldugundan Vi + j + k < n icin asagidaki esitlikler elde edilir.

aob()CQ =0 (33)

a0b001 + aoblCo + a1b000 =0 (34)

a0b002 -+ a0b1C1 —+ CLQbQCO + albgcl + alblCo + CLQb()CO =0 (35)
aoboCn—2 + agbicp_3 + -+ + ay_3bico + an_sbocy =0 (3.6)
CLob()Cn_l + Cloblcn_g + -+ CLn_leCo + an_lboco =0 (37)

R’nin inmig (dolayisiyla simetrik ve yaridegismeli) olmasim kullanarak ve i + j +
k iizerinde tiimevarim uygulayarak agagidaki hesaplamalar1 yapalim. (3.4) esitligi
sagdan bycy ile carpilirsa a;bycobocy = 0 ve buradan (a3bycy)? = 0 ve boylece aybycy =
0 bulunur. Bu ifade (3.4)'de yerine yazilirsa agboc; + agbico = 0 olup bu esitlik
sagdan by ile carpilirsa (agboci)? = 0 ve buradan agboe; = 0 olup agbicy = 0 elde

edilir. Burada elde ettigimiz esitliklere
aob()q = CL()b1C0 = a16000 =0 (38)

diyelim. Simdi (3.5) esitligi sagdan bycy ile carpilarak (3.3) ve (3.8) esitlikleriyle
birlikte gozoniine almirsa asbgpcy = 0 bulunur. Bu ifade (3.5)’te yerine yazilarak
aoboca + agbicy + agbacy + arbpcy + a1bicyg = 0 elde edilir. Bu esitlik sagdan bycy
ile carpilarak aibycg = 0 bulunur. Bu ifade yerine yazilip kalan terimler bycy
ile carpilarak aibpc; = 0 bulunur. Bu ifade yerine yazilip kalan terimler bocy ile
carpilarak agbocy = bulunur. Bu ifade yerine yazilip kalan terimler b, c; ile ¢arpilarak
agbic; = 0 ve buradan agbocy = 0 elde edilir. Boylece (3.5) esitligindeki tiim terim-
lerin sifir oldugu gosterilmis olur. Ttmevarim kabuliinden i +j4+k =0,1,...,n—2
icin a;, bj, ¢ terimlerinin olasi tiim c¢arpimlarmin 0 oldugunu yani (3.6) esitliginde
goriinen tiim terimlerin sifir oldugunu kabul edelim. (3.7) esitliginde, yukarida (3.5)
esitligi lizerine uygulanan metod uygulanarak her ¢, j, k icin tiim a;bjc, garpimlar:
0 bulunur. Boylece R'nin inmis olmasi kullamilarak her i, j, & icin a;cyb; = 0 ve

buradan AC'B = 0 olup S’nin simetrik oldugu ispatlanmig olur. O

Uyar1 3.1.11 Tanim 2.2.9’da M yerine, kendisi lizerinde bimodiil yapisina sahip

olan, R halkas1 almirsa T(R, R) asikar geniglemesinin R[z]/(2?) halkasina izomorf
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oldugu kolayca goriilebilir. Boylece Teorem 3.1.10'un direkt bir sonucu ispatsiz

olarak agsagida bicimde verilebilir.
Sonuc 3.1.12 R inmig bir halka olsun. Bu durumda T'(R, R) simetrik bir halkadir.

Sonug 3.1.12 gozoniine alindiginda R halkasi simetrik iken, T'( R, R) asgikar genigleme-
sinin simetrik olup olmadigi merak edilebilir. Fakat bu ifadenin dogru olmadigi

agagidaki ornekte gosterilmigtir.

Ornek 3.1.13 Reel sayilar cismi lizerindeki Hamilton kuaterniyonlarinin H kiimesini

gozoniine alalim. H inmig oldugundan Sonug 3.1.12 geregince S = T'(H, H) simetrik-

tir. Fakat
0 4 j 0 0 1 k O
00 0 J 0 0 0 k
AB = =0
0 0 0 4 00 01
00 00 0 0 00

olacak bicimdeki A, B € T(S, S) elemanlar i¢in

0 i ji 0 ji 0 00
0 0 0 j 0 j 00
AT(S,S)B =
0 0 0 i 0 0 i 0
0 0 0 0 0 0 0 j
01 k0
0 0 0 k
X # 0
0 0 0 1
0 0 0 0

oldugundan 7'(S, S) yaridegismeli degildir. Béylece T'(.S,.5) simetrik degildir. (Huh
vd.,2005)

[zomorfizma farkiyla bir tek olan ve 2° = 8. mertebeden degismeli olmayan minimal
bir halkanin; Tanim 2.1.6’da verilen GF(2) Galois cismi iizerine kurulan 2 x 2 tipin-
deki st licgensel matrislerin halkasi oldugu bilinmektedir. Buradan hareketle Xue

1992)’nin verdigi bir 6rnekten esinlenerek, izomorfizma farkiyla tek olan, 2* = 16.
( g 7 y ,
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mertebeden degigmeli olmayan bir minimal simetrik halka 6rnegi Huh vd. (2005)

tarafindan agagidaki bigimde verilmistir.

Ornek 3.1.14 GF(2) = Zy = {0,1} olmak iizere katsayilar1 GF(2)’den gelen 2.

dereceden indirgenmez g(x) = z?+z+1 polinomunu segelim. Bu durumda GF(2?) =

{a+bx+(g(z) | a,b € GF(2)} ile tanmmlamr. Burada > =u+1veu ! =u+1

olmak tizere GF'(2%) = {0, 1, u,u + 1} bigimindedir. Simdi GF(2?) iizerine kurulan
a [

0 o?

bicimde 2% = 16 tane eleman vardir.

formundaki tiim matrislerin halkasina R diyelim. Bu halkanin agagidaki

r=d“ 7 ) aseor
0 a?

oo 0 1 0 u 0 u+tl 10 11
Jloo/ \oo/)/ \oo) \o o J \o1) \o1])
1 u 1 u+1 U 0 U 1 U U
o1/ \o 1 J \owur1 0 u+tl 0 u+l )

u u+1 u+1 0 u+1 1 u+1 u
0owusrt ) VU 0o w) '\ 0o w/)\ 0o wu)
u+1 u—+1

0 U

R halkasimin Jacobson radikali

0 3
J(R) = | B e GF(2%)

0 0
biciminde olup R/J(R) boliim halkasinin GF(2?)’ye izomorf oldugu kolayca goriiliir.
i = 1,2,3 icin X;X2X3 = 0 olacak sekilde 0 # X; € R elemanlarini alalim.
Bu durumda X;’lerden en az iki tanesi J(R)'de kapsanmak zorunda oldugu igin
X1 X3X5 =0 bulunur. Sonug olarak R'nin 16. mertebeden bir simetrik halka oldugu

gosterilmig olur.

Yukarida verilen ornek sayesinde 16. mertebeden tiim simetrik halkalarin izomor-

fizma farkiyla tek tiirli belirlendigi agagidaki teoremde kanitlanmistur.
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Teorem 3.1.15 R minimal degigmeli olmayan bir simetrik halka ise, R; 16. mer-
tebeden ve Ornek 3.1.14’deki halkaya izomorf olan bir halkadir. Ayrica R bir ikili
halkadir. (Huh vd.,2005)

Agagidaki onermede Lemma 3.1.10'un kargitinin, halkanin yariasal olmasi duru-
munda dogru oldugu ifade edilmistir. Ayrica halka siniflar1 arasindaki iligkileri

gosteren baz karakterizasyonlar Huh vd. (2005) tarafindan asagida verilmistir.

Onerme 3.1.16 R bir halka olsun.

(1) R inmistir < R yariasal ve simetriktir < R yariasal ve yaridegismelidir < R

yariasal ve 2-ilkeldir.

(2) R bir bolgedir < R asal ve inmistir < R asal ve simetriktir < R asal ve

yaridegismelidir < R asal ve 2-ilkeldir.

(3) R sifirdan farkh her bir sag ideali sifirdan farkh bir ideal kapsayan bir yariasal

halka olsun. Bu durumda R inmistir.

(4) R bir PI-halka olsun. R'nin sifirdan farkli her bir sag idealinin sifirdan farkh
bir ideal kapsayacak sekilde bir yariasal halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosgul

R’nin inmig olmasidir.

(5) R bir yariasal PI-halka olsun. Bu durumda R inmistir < R’nin sifirdan farkh
her bir ideali R'nin sifirdan farklh bir idealini kapsar < R simetriktir < R

yaridegismelidir < R 2-primaldir.

(6) R bir asal Pl-halka olsun. Bu durumda R bir bolgedir < R inmistir <
R’nin sifirdan farkli her bir ideali R’nin sifirdan farkl bir idealini kapsar < R

simetriktir & R yaridegismelidir < R 2-primaldir.

(7) R bir von Neumann diizenli halka olsun. Bu durumda R sag (sol) ikili halkadir
< R inmigtir & R simetriktir & R yaridegismelidir < R abelyandir & R

2-primaldir < R boliimli halkalarin bir altdirekt ¢arpimidir.

Degismeli (veya inmis) bir halka iizerine kurulan polinomlar halkasinin degigmeli

(veya inmisg) oldugu agiktir. Birkenmeier vd. (1993) tarafindan bir R halkasinin
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2-ilkel olmasi igin gerek ve yeter kosul olarak R[x] polinomlar halkasinin 2-ilkel ol-
masini ispatlamigtir. Fakat Huh vd. (2002); yaridegismeli bir halka tizerine kurulan
polinomlar halkasinin yaridegismeli olmadigini ve Kim ve Lee (2003); terslenebilir bir
halka iizerine kurulan polinomlar halkasinin terslenebilir olmadigini gostermiglerdir.
Buradan hareketle, simetrik bir halka tizerine kurulan polinomlar halkasinin simetrik

olmadigi Huh vd. (2005) tarafindan agagidaki 6rnekte gosterilmigtir.

Ornek 3.1.17 Degismeli olmayan ag, a1, as, by, b1, by bilinmeyenleriyle birlikte tam-
sayllarin mod2’ye gore kalanlarinin Z, cismi tzerine kurulan serbest cebir

A = Zslag, a1, az, by, by, bs] olsun. r,rq, 79, 73,74 € R olmak tizere Zs + A halkasimin
aopby, apbi + aiby, agbs + aiby + agby, aibs + asby, axbe, agrby, axrbs,

boag, boai + biag, boas + biar + baag, biras + baay, baas, borag, baras,
(CLO -+ aq —+ (12)7”([)0 -+ b1 -+ bz), (bo -+ bl -+ bg)T’(CLQ -+ aq + CLQ), 119137y

elemanlar1 tarafindan tiretilen 7 idealini gozoniine alahm. R = (Z, + A)/I halkas:

simetrik olmasima ragmen R|[x] polinomlar halkasi (yaridegigsmeli olmadig i¢in) simet-

rik degildir.

Asagidaki lemmada, bir R halkasinin simetrikligi o halkanin merkezi diizenli
elemanlar1 yardimiyla karakterize edilmis ve bunun bir sonucu olarak polinomlar
halkasinin simetrikliginin Laurent polinomlar halkasinin simetrikligine denk oldugu

gosterilmistir.
Lemma 3.1.18

(i) R bir halka ve A merkezi diizenli elemanlarinin olugturdugu R’nin bir ¢arpimsal

kapali altkiimesi olsun. R simetriktir ancak ve ancak A~!'R simetriktir.
(ii) R[z] simetriktir ancak ve ancak R[z;z~!] simetriktir. (Huh vd. 2005)

Ispat. (i) (<) Lemma 3.1.9(i) geregince agiktur.
(=) R simetrik olsun. «fy = 0 olacak sekilde a,b,c € R ve u,v,w € A igin

a=u"ta,=v71b,v=w"c e AR elemanlarmi alalim. A C C(R) oldugundan

1 1 1

0=aBy=u"av 'bw e = (u v 'w Habe = (wou) abe
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olup buradan abc = 0 olur. R simetrik oldugundan acb = 0 ve boylece
0 = acb = (vwu) tach = (u 'w v ach = v taw Tev b = oy

olup A~'R simetirk olur.

(ii) («=) Lemma 3.1.9(i) geregince agiktir.

(=) R[z] simetrik olsun. A = {1,z,z? ...} kiimesi R[z]'in bir ¢arpimsal kapal
altkiimesidir. Ayrica R[z;z7'| = A7'R[z] oldugu gozoniine alimirsa (i) sikkindan

R[z; x~'’in simetrik oldugu agiktir. O

Huh vd. (2005) tarafindan kanitlanan agagidaki 6nermede, bir halkanin merkezinin,
halkadaki sifirdan farkl tiim diizenli elemanlarin sonsuz bir althalkasini kapsamasi
durumunda, halkanin simetrikliginin polinomlar halkasina ve dolayisyla Laurent

polinomlar halkasina tagimabildigi gosterilmistir.

Onerme 3.1.19 R bir halka olmak fizere C(R)'nin R’deki sifirdan farkli tiim diizenli

elemanlarin sonsuz bir althalkasin kapsadigini kabul edelim. Bu durumda
R simetriktir < R[z] simetriktir < R[z; 2] simetriktir.

Ispat. Lemma 3.1.9(1) ve Lemma 3.1.18(ii) geregince R simetrik iken R[z]in
simetrik oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. C(R)nin R’deki sifirdan farkl tiim
diizenli elemanlarin sonsuz bir althalkasini kapsamasi R[z]'in sonsuz sayida R'nin bir
altdirekt garpimi bigiminde yazilmasim gerektirir. Boylece Lemma 3.1.9(i) geregince

R|x] simetrik olur. O

Bir R halkasinin simetrikliginin polinomlar halkasina taginmasini saglayan diger bir
kosulun halkanin Armendariz olmasi oldugu Huh vd. (2005) tarafindan agagidaki

onermede ispatlanmigtir.
Onerme 3.1.20 R Armandariz bir halka olsun.
R simetriktir < R[7] simetriktir < R[z; 2] simetriktir.

ispat. Onerme 3.1.19un ispatindaki diigiinceyle R simetrik iken R[z])’in simetrik

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. R'nin simetrik oldugunu kabul edip R[z]|den
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fgh = 0 olacak sekildeki f = 77" aa’, g = Y% (bja? ve h = S _o ek’ poli-

nomlarini alalim. R Armendariz oldugundan her bir 4,7,k icin a;bjc; = 0 olur.

Kabulden her 7, j, k i¢in a;c;b; = 0 olup buradan fhg = 0 bulunur. [
Ornek 3.1.17°de verilen R = @ halkas: icin %[m] = % izomorfizmasi

vardir. Bu, ayni zamanda simetrik bir R halkasinin her I idealine gore boliim
halkasinin simetrik olmadigina da bir 6érnektir. Asagidaki 6nermede I ideali tizerine
bir kogul eklendiginde halkanin simetrikliginin boliim halkasina tagindigi gosterilmis-

tir.

Onerme 3.1.21 I, simetrik bir R halkasinm bir ideali olsun. Eger I, R’de bir
sifirlayan ise R/I boliim halkas: simetrik olur. (Huh vd. 2005)

ispat. R simetrik bir halka ve I; R’nin bir sifirlayan ideali olsun. Bu durumda
I = ann,(S) olacak sekilde bir S C R vardir. a,b,c € R icin abe = 0 olacak sekilde
a=a+1,b=>b+1¢=c+1¢€ R/I alahm. Bu durumda kabulden Sabc = 0 ve
R simetrik oldugundan Sacb = 0 bulunur. Béylece acb € ann,.(S) = I oldugundan
acb = 0 olup R/I simetrik bir halka olur. O

Onerme 3.1.21°de simetrik bir R halkasmmn bir I idealinin inmig olmasi durumunda
R/I bolim halkasinin simetrik olup olmadigi merak edilebilir. Fakat Huh vd. (2005)

tarafindan verilen agagidaki 6rnek bu olasiligi ortadan kaldirir.

Ornek 3.1.22 Katsayilar1 tamsay1 olan kuaterniyonlar R = Z + Zi + Zj + Zk
halkasini gézoniine alalm. R bir bolge oldugundan simetrik oldugu aciktir. Good-
earl va Warfield (1989)’a gore, herhangi bir p tek asal sayisi i¢in pR, R’nin bir
maksimal ideali olup inmistir. Diger yandan R/pR boliim halkas: Z, cismi iizerine
kurulan 2 x 2 tipindeki matrislerin halkasina izomorf olup abelyan olmadig: i¢in

simetrik degildir.

Asagidaki 6nermede, Onerme 3.1.21'in kargitinin [ idealinin inmig olmasi duru-

munda dogru oldugu ispatlanmigtar.

Onerme 3.1.23 I bir R halkasmm bir 6z ideali olmak iizere R/I bolim halkas
simetrik ve I (birimsiz bir halka olarak) inmis ise, R simetriktir. (Huh vd. 2005)
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ispat. Kabul edelim ki I bir R halkasinin inmig bir ézideali ve R/I simetrik ol-
sun. ¢ = 1,2, 3 icin ryrorg = 0 olacak sekilde 71,7y, 73 € R alahm. Bu elemanlarin
R halkas: icinde I'ya ait olup olmama durumlarina gore ispat yapilir. [ 0z ideal
oldugundan en az bir r; ¢ I olur. Diger yandan en az bir 0 # r; € [ var ol-
malidir. (Aksi halde I = 0 iken R/I = R olup R'nin simetrik oldugu agiktir).
Béylece bu elemanlarin R/I bolim halkasidaki kosetleri gézoniine alimirsa R//'nin
simetrikliginden dolay1 r,(1)rs2)703) € I olacak sekilde {1,2,3} kiimesinin bir o
permiitasyonu vardir. Yani r;’'lerin olasi tiim ¢arpimlar: /'da kalir. Simdi ryrorg =0
esitligi soldan rors sagdan ry ile carpilirsa (ro7371)% = 0 olup I'nin inmis oldugu kul-
lanilarak rorsry = 0 bulunur. Her iki durumda ozel olarak r3 = 1 alirsa, riry = 0
ve ror; = 0 esgitlikleri elde edilir ve bunlar agagidaki hesaplamalarda kullanilacaktir.
Simdi abc = 0 olacak sekildeki en az bir tanesi I’ya diigen a, b, ¢ € R elemanlar: icin

ispat1 tamamlayalim.

abc = 0= a(bc) =0
= (bc)a=0
= ac(bca)cb =0
= (acb)(cacb) =0
= (cacb)(acb) =0
= (cacbacb)a =0
= c(acbacba) =0
= (acbacba)c =0
= (acbacbac)b =

= (ach)® =0
olup acb € I oldugu ve I'nin inmig oldugu kullanilirsa acb = 0 olup ispat biter. [

Onerme 3.1.23’te I'min inmis olmasi kogulu yerine I’nin simetrik olmasi kogulu getiri-
lirse R halkasinin inmig olabilecegi diigtiniilebilir. Fakat Huh vd. (2005) agagidaki

ornegi vererek bunun dogru olmadigini gostermislerdir.

32



Ornek 3.1.24 S inmig bir halka olmak tizere

a b c
R = 0 a d | a,b,c,d € S
0 0 a
halkasini ve bunun bir
0 b c
I = 00 d | b,c,d e S
000

idealini gozontine alalim. Bu durumda R/I = S ve S inmis (bOylece simetrik)
oldugundan R/I simetriktir. Ayrica I idealinin simetrik oldugu fakat inmis olmadig:
agiktir. Fakat bununla birlikte R halkas1 Kim ve Lee (2003) geregince terslenebilir

olmadig i¢in simetrik ve inmig degildir.

Birimli bir R halkasinin bir e eggiiclii elemani icin 1 — e de esgiiclii bir elemandir. Bu
durumda eR ve (1—e)R; R'nin birimsiz birer althalkasi olur. Asagidaki 6nermede, R
halkasinin abelyan olmasi durumunda, R’nin simetriklik ozelliginin bu althalkalarin

simetrikligi ile karakterize edilebilecegi Huh vd. (2005) tarafindan ispatlanmigtir.

Onerme 3.1.25 Abelyan bir R halkas: i¢in agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) R simetriktir.
(i) Her > = e € R igin eR ve (1 — e)R simetriktir.
(iii) Uygun bir ¢? = e € R igin eR ve (1 — e) R simetriktir.
Ispat. Lemma 3.1.9 geregince (791) = (i) gerektirmesini ispatlamak yeterlidir.
(it7) = (i) Uygun bir ¢ = ¢ € R igin eR ve (1 — e)R'nin simetrik oldugunu
kabul edelim. abc = 0 olacak sekilde a,b,c € R alalim. Esitligin her iki tarafi e
idempotentiyle carpilir ve R halkasinin abelyan oldugu kullanilirsa eaebec = 0 ve
(I1—e)a(l—e)b(1—e)c =0 olur. Kabulden eaeceb =0 ve (1—e)a(l—e)c(1—e)b =0

olup
0 = eaeceb+ (1 —e)a(l —e)c(1 — e)b = eachb + (1 — e)ach = acb

bulunur ve ispat tamamlanir. O
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Bir halkanin sag Ore olmasi durumunda Teorem 2.2.14 geregince o halkanin klasik
sag kesir halkasi var olup, agagidaki teoremde halkanin simetriklik 6zelligi klasik sag

kesir halkas1 kullanilarak Huh vd. (2005) tarafindan karakterize edilmistir.

Teorem 3.1.26 R bir sag Ore halka ve (), R'nin klasik sag kesir halkasi olsun. Bu

durumda R'nin simetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul (Q'nun simetrik olmasidir.

ispat. Bir R sag Ore halkasinin klasik sag kesir halkasi ) olsun. Lemma 3.1.9
geregince R simetrik iken @'nun simetrik oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul
edelim ki R simetrik ve o = au™!, 3 =bv~ !,y = cw™ € Q icin afy = 0 olsun.

(1) bu; = ub; ve buradan u~'b = byu; ' olacak sekilde u; diizenli olmak iizere var

olan by, u; € R elemanlar1 kullanilarak

0=aBy=au v ew =abju; v ew™!

elde edilir.

1

(2) cv; = vey ve buradan vle = c1v; - olacak gekilde v; diizenli olmak tizere var

olan ¢q,v; € R elemanlar1 kullanilarak

1 1

— _ -1,-1 -1 __ —1 -1 —
0=apfy=abju; v cw " =abju; civ; w

elde edilir.
(3) ciw, = uyd; ve buradan u;'c; = dyw; " olacak sekilde w; diizenli olmak iizere

var olan di,w; € R elemanlar1 kullanilarak
0 = afy = abju; croy fw™! = abydyw oy fw ™!
elde edilir. Boylece abid; = 0 olup R'nin simetrik oldugu ve (1) kullanilarak
0 = abidiu = aubid; = abuidy; = abdyuq
ve buradan abd; = 0 bulunur. R’nin simetrik oldugu ve (3) kullamlarak
0 = abd;u, = abuidy = abcywy

ve buradan abc; = 0 bulunur. R’nin simetrik oldugu ve (2) kullanilarak

0 = abcyv = abve; = abevy
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olup abc = 0 ve acb = 0 elde edilir.
(4) cuz = ucs, bws = wbs, bzuy = uzby ve buradan u='c = cyuz ', wtb = bywy ",
uglbg = byuy ! olacak sekilde us, ws, uy diizenli olmak iizere var olan cs, us, bs, ws, by,

ug € R elemanlar: kullanilarak

1 1 1, -1

ayf =autew vt = ac;;uglw_lbv_l = acsuglbgwglv_ = ac;;bwllwg v

elde edilir. Diger yandan acb = 0 egitliginden basglanarak, arka arkaya R’'nin simetrik

oldugu ve (4) kullanilarak
0 = acb = acbus = acusb = aucsb = acsbu
0 = acsb = aczbws = acswbs = aczbzw

0= a03b3 — CLCgb3U4 = a03u3b4 = CLCgb4U3

dan acsby = 0 bulunur. Sonug olarak ay8 = acsbyu; ‘ws'v™" = 0 olup Q'nun

simetrikligi ispatlanmig olur. O]

Degismeli bir S halkasi iizerinde bir R cebiri verildiginde R'nin S ile Dorroh genigleme-
sinin simetrik olmasi igin gerek ve yeter kogsulun S’nin bir bolge ve R’nin simetrik

oldugu Huh vd. (2005) tarafindan agagidaki bigimde gosterilmistir.

Onerme 3.1.27 R degismeli bir S halkasi iizerinde bir cebir ve D; R’nin S ile

Dorroh geniglemesi olsun. S bir bolge ve R simetrik ise, D simetriktir.

Ispat. S bir bolge ve R simetrik olmak iizere (r1,s1), (2, s2), (13, s3) € D icin

(r1,$1)(ra, 52)(73, 53) = 0 olsun. Bu durumda
T1TT3 + S172T3 + Sor1T3 + S371T9 + S18973 + S18372 + S28371 = 0 ve $18283 =0 (3.9)

bulunur. S bir bolge oldugundan s; = 0, s = 0 veya s3 = 0 olmaldir. Bu iig
durumu R’nin simetrikligini kullanarak ayri ayri inceleyelim.

1. durum: sy = 0 ise, (3.9) egitliginden rirors + sorirs + S3ri7rg + Sas3r; = 0 elde
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edilir. Buradan

0 =rirors + Sor173 + S37172 + S2837T1
=ri(re + $2)(r3 + s3)
=ri(rs + s3)(ra + s2)
=rir3re + 717382 + 18372 + 115352

=T1T3T9 + T173S2 + 718372 + 15382 + S173T2 + S17'3S2 + 15372

2. durum: sy = 0 ise, (3.9) esitliginden rirors + s17973 + 117283 + S17283 = 0 elde

edilir. Buradan

0 =rirors 4 S17aor3 + 117283 + S17283
:(T’l + 81)7"2(7"3 + 83)
=(r1 + 51)(r3 + 53)72
=7r17372 + 118372 + S173T9 + S1S372

=7173"79 + 118372 + S17379 + S18379 + 111389 + 718382 + 17389

3. durum: sz = 0 ise, (3.9) esitliginden r17rors + s17973 + 115273 + S15973 = 0 elde

edilir. Buradan

0 =rirors 4 S17aor3 + 115973 + S15273
:(T'l + 81)(7’2 + 52)7“3
=(r1 + s1)r3(r2 + $2)
=717379 + 117352 + S17372 + S17359

=T1r3Try + 111382 + S17'372 + S17'382 + 118372 + S1S372 + 715352
olup her bir durum igin (71, s1)(rs, s3)(72, $2) = 0 oldugundan D simetrik olur. [

Degismeli bir bolgenin kendisi ve her birebir endomorfizmasiyla ¢arpikasgikar genigleme-

sinin simetrik oldugu Huh vd. (2005) tarafindan agagidaki sekilde kanitlanmigtir.

Onerme 3.1.28 R bir degismeli bolge ve o; R’nin bir injektif endomorfizmasi

olmak iizere R'nin kendisi ve o ile ¢arpikagikar geniglemesi simetriktir.
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ispat. R bir degismeli bolge ve o; R’nin bir birebir endomorfizmasi olmak iizere
R’nin kendisi ve o ile ¢arpikagikar geniglemesi N olsun. i = 1,2,3 igin (r;, m;) € N

olmak tizere (ry,mq)(re, m2)(r3, ms) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
rirars =0 ve o(ry)o(ry)ms + o(ry)rsme + rorsmy =0 (3.10)

elde edilir. R bir blge oldugundan r; = 0,75 = 0 veya r3 = 0 olmadidir. Onerme 3.1.27’
nin ispatina benzer olarak ii¢ durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.

1. durum: r1 = 0 ise, (3.10)’dan rorzm; = 0 olur. Boylece

0 =(ry7ar3, rar3my)
=(rir3ra, o(r1)o(rs)me + o(ry)roms + rarsm;)

=(r1,m1)(rs, m3)(rz2, ma)

elde edilir.

2. durum: ro = 0ise, (3.10)’dan o (r1)rsmg = 0 olmasi o(r1) = 0,73 = 0 veyamgy = 0
olmasini gerektirir. Herhangi biri saglandig1 taktirde ise (11, m1)(rs, m3)(r2, m2) =0
elde edilir.

3. durum: ry = 0 ise, (3.10)’dan o(r1)o(rs)mg = 0 olmasi o(r;) = 0,0(rg) = 0
veya ms = 0 olmasimi gerektirir. o(r;) = 0 veya ms = 0 olursa, bu durumda
(r1,m1)(rs,ms)(ra, me) = 0 elde edilir. o(r1) # 0 ve mg # 0 iken o (1) = 0 olursa o
birebir oldugundan ry = 0 olup (ry, my)(rs, ms)(re, ms) = 0 elde edilir.

Sonug olarak N simetriktir. ]

Yukaridaki onermede, R halkas1 degismeli inmis bir halka ya da o birebir olmayan
bir endomorfizma olarak alinirsa, ifadenin saglanmadigi gosteren iki 6rnek asagida

verilmigtir.

Ornek 3.1.29 (1) D karakteristigi 0 olan bir bolge olmak tizere bilegensel carpma
islemiyle birlikte R = D & D olsun. Bu durumda R bir degismeli inmis halka olur.
o(a,b) = (b,a) ile tamml 0 : R — R endomorfizmasini gézoniine alahm. R'nin o

ile garpikasikar geniglemesi N olmak tzere ((0,1),(0,1)),((1,0),(0,1)) € N igin
((0,1), (0, 1))((1,0), (0,1)) = ((0,1)(1,0), (0, 1)(0, 1) + (1,0)(0,1)) = 0

37



dir fakat

((1,0),(0,1))((0, 1), (0,1)) = ((1,0)(0, 1), (1, 0)(0, 1)+(0,1)(0, 1)) = ((0,0), (0,2)) # 0

olup N simetrik degildir.

(2) S bir degismeli bolge ve S {izerindeki x degiskenli polinomlarin halkast1 R =
Slz] olsun. o(f(x)) = f(0) ile tamimh birebir olmayan ¢ : R — R endomorfiz-
masini gozoniine alalim. R'nin o ile ¢arpikagikar geniglemesi N olsun. Bu durumda
(x,1),(0,1) € N i¢in (x,1)(0,1) = (2.0,0(z).1 + 0.1) = 0 dir fakat (0,1)(z,1) =
(0.1,0(0).1 + z.1) = (0,z) # 0 oldugundan N simetrik degildir. (Huh vd., 2005)

Simetrik bir halka tizerine kurulan tek degiskenli polinomlar halkasinin simetrik ol-
madigi Wang ve Wang (2006) tarafindan bir 6rnek verilerek kanitlanmigtir. Tanim
3.2.9’da goriilecegi gibi, Eltiyeb ve Elshokry (2017) tarafindan tek degiskenli poli-
nomlar halkasi simetrik olan halkalara giiclii simetrik halka adi verilmis ve ozellikleri

incelenmigtir.

Simetrik bir halkanin herhangi bir endomorfizmasina gore ¢arpik polinomlar halkasi-
nin simetrik olmadigi Kaynarca ve Akcin tarafindan gosterilmis ve Tanim 3.2.13’de
goriilecegi gibi, bu ozellige sahip olan yeni bir halka sinifi tanimlanmigtir. Boylece
hem simetrik hem de gii¢lii simetrik halkalar bir endomorfizma yardimiyla genellesti-

rilmistir.
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3.2. Genisletilmis Simetrik Halkalar

Son yillarda, simetrik halka sinifinin geniglemesi olan ¢ok sayida yeni halka sinifi
tanmimlanmigtir. Bu boliimde, tarihsel siralamaya gore bu halka simiflariyla ilgili kisa

bilgiler verilecek ve simetrik halkalarla iligkilerine deginilecektir.

Tanim 3.2.1 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi ve a,b,c € R olsun. abc = 0
iken aca(b) = 0 (ya da a(b)ac = 0) oluyorsa R halkasi sag a-simetrik (ya da sol
a-simetrik) olarak adlandirihir. Bir halka hem sag a-simetrik hem de sol a-simetrik
ise a-simetrik halka olarak adlandirilir. a-simetrik halkalar a-kati halkalarin bir
genigletilmigi ve simetrik halkalarin geniglemesi olan yeni bir halka smifidir (Kwak

2007).

Kwak (2007) bu ¢alismasinda; a-simetrik halkalarm althalkalarimin a-simetrik oldu-
gunu, herhangi bir R bolgesinin herhangi bir @ endomorfizmasina gore a-simetrik
oldugunu gostermistir. Bir halkanin a-simetrik olma 6zelliginin sag ya da sol simetrik
olmadigina dair ornekler vermistir. Bir R halkasinin a-kat1 olmasi icin gerek ve
yeter kosul olarak R'nin sag a-simetrik ve yariasal bir halka ve a’nin bir monomor-
fizma oldugu kanitlamigtir. Ayrica R[z;a] ¢arpik polinom halkasi simetrik olan bir
halkanin a-simetrik oldugu ifade etmistir. Bundan bagka R halkasinin a-Armendariz
olmasi durumunda R[z; a]'nin simetrikligi, R'nin a-simetrikligi, R'nin sag a-simetrik-
ligi ve R’nin simetrikliginin denk oldugunu ispatlamigtir. R halkasi a-simetrik iken
T(R, R) asikar geniglemesinin a-simetrik olmadigina dair 6rnek vermis, halkanmn
inmig ve a-simetrik olmasi durumunda agikar geniglemesinin a-simetrik oldugunu
gostermistir. R halkasi a-kat1 olsa bile T),(R) iist tiggensel matris halkasmin a-
simetrik olmadigina dair bir 6rnek vermigtir. Halkanin Armendariz olmasi duru-
munda sag a-simetriklik ozelliginin polinom halkasina tagindigi gostermistir. Bunun
diginda boliim halkasi, Dorroh geniglemesi, Laurent polinomlar halkas: ve R[z]/(z")
halkasinin a-simetrikligini incelemis ve simetrik halkalarla ilgili bilinen sonuclari,

kendi teoremlerinin sonuglar1 olarak basitce ifade etmistir.

Tanim 3.2.2 R bir halka ve a,b,c € R olsun. abc € nil(R) iken acb € nil(R)
oluyorsa R halkas1 zayif simetrik (weak symmetric) olarak adlandirihir (Ouyang ve

Chen 2010).
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Ouyang ve Chen (2010) bu galigmalarinda, her simetrik halkanin zayif simetrik
oldugunu gostermis fakat bu ifadenin kargitinin dogru olmadigina dair bir érnek
vermigtir. Bir halkanin zayif simetrikligi ile o halka tizerine kurulan st iiggensel mat-
ris halkasinin zayif simetrikliginin birbirine denk oldugunu kanitlamigtir. Ayrica,
(o, 0)-uyumlu (compatible) halkalarla ilgili baz1 6zellikleri ifade ettikten sonra ters-
lenebilir ve (a, §)-uyumlu bir R halkasinin zayif simetrik olmasi igin gerek ve yeter
kogulun R[z; «, §] Ore geniglemesinin zayif simetrik olmasi gerektigini ispatlamigtir.
Daha sonra terslenebilir bir R halkas: iizerinde; R'nin zayif terslenebilirliginin R[x]
polinomlar halkasinin zayif terslenebilirligine denk oldugunu, R’'nin a-uyumlu ol-
mast durumunda R’nin zayif simetrikliginin R[z;a] ¢arpik polinomlar halkasinin
zayif simetrikligine denk oldugunu, R’nin é-uyumlu olmasi durumunda R’nin zayif
simetrikliginin R[z;d] diferensiyel polinomlar halkasinin zayif simetrikligine denk
oldugunu kanitlamigtir. Bunun bir sonucu olarak; R’'nin bir & endomorfizmasi ve bir
d a-tiirevi igin R'nin a-kati olmasi durumunda zayif simetriklik 6zelliginin R[z; v, d]

Ore geniglemesine tagindigini ifade etmistir.

Ayrica yazarlar bu calismada, simetrik halkalarin bagka genellemeleri olan halka
smiflarini su gekilde tamitmigtir: abe € nil(R) iken aca(b) € nil(R) oluyorsa R’ye
zayif a-simetrik, abe € nil(R) iken acd(b) € nil(R) oluyorsa R’ye zayif &-simetrik,
hem zayif a-simetrik hem de zayif o-simetrik olan bir halkaya da zayif (o, §)-simetrik
adim1 vermislerdir. «-kat1 bir halka tizerine kurulan, kogegen bilegenleri ayni olan
3 x 3 tipindeki tist tiggensel matris halkasiin zayif («, §)-simetrik bir halka oldugunu
gostermis ve bir halkanin zayif (o, 0)-simetriklik 6zelliginin o halkanin; iist tiggensel
matris halkasi, agikar geniglemesi, eR ve (1—e) R althalkalar1, b6liim halkasi, polinom

halkasi gibi geniglemelerine taginip taginmadigini incelemistir.

Tanim 3.2.3 R birimli bir halka ve C(R); R'nin merkezi olsun. a,b,c € R i¢in
abc = 0 iken bac € C(R) oluyorsa R halkasi merkezi simetrik (central symmetric)

olarak adlandirilir (Kafkas vd. 2011).

Kafkas vd. (2011) bu ¢ahgmada, simetrik halkalarin merkezi simetrik oldugunu

fakat bu gerektirmenin karginin dogru olmadigini bir 6rnek vererek gostermis ve
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hangi kosullar altinda kargitinin saglandigini ifade etmistir. Merkezi simetrik hal-
kalarimin hangi geniglemelerinin merkezi simetrik oldugu incelenmis aksi durumlar
icin 6rnekler verilmistir. Ayrica merkezi inmis, merkezi terslenebilir ve zayif simetrik
gibi bazi halka siniflarinin bu halka siifiyla iligkisi aragtirilmigtir. Bundan basgka
merkezi simetrik halkalarin 2-ilkel oldugu, karsitinin ise halkainin yariasal olmasi

durumunda saglandigi kanitlanmigtir.

Tanim 3.2.4 R bir halka olmak tizere R'nin I, J, K idealleri verilsin. IJK = 0
iken IKJ = 0 oluyorsa R’ye ideal-simetrik (ideal-symmetric) halka denir (Camillo
vd. 2013).

Camillo vd. (2013) bu ¢alismada, ideal-simetrik halka 6rnekleri ve bir halkanin ideal-
simetrik olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar vermistir. Yariasal halkalarin ideal-
simetrik oldugunu fakat bu ifadenin karsitinin dogru olmadigini, yariasal bir halka-
dan yariasal olmayan bir minimal ideal-simetrik halka 6rnegi inga ederek gostermistir.
Ideal-simetrik halkalarmn iligkili oldugu baz halka simflariyla iligkisi ve halka genisle-
melerinin ideal-simetrik olup olmadigi incelenmigtir. Bundan bagka ideal-simetrik
bir halka tizerine kurulan polinom halkasinin ideal-simetrik olmadigini kanitlamigtir.

Ayrica ideal-simetrikligin Morita degismez bir 6zellik oldugunu da gostermistir.

Tanim 3.2.5 R bir halka a,b € nil(R) olsun. Her ¢ € R igin abc = 0 (cab = 0)
iken acb = 0 oluyorsa R’ye sag (sol) nil-simetrik halka adi verilir (Chakraborty and
Das 2014).

Chakraborty ve Das (2014) ¢aligmalarinda, bir halkanin simetrik, sag nil-simetrik
ve sol nil-simetrik olma oOzelliklerinin birbirinden bagimsiz oldugunu ornek vererek
gostermistir. Inmig bir halka tizerine kurulan 3 x 3 tipindeki kosegen bilesenleri aym
olan tist liggensel matris halkasinin sag (sol) nil-simetrik oldugunu fakat 4 x 4 tipin-
deki kgegen bilegenleri ayni olan iist iiggensel matris halkasinin sag (sol) nil-simetrik
olmadigini ispatlamigtir. Her sag (sol) nil-simetrik halkanin nil-yaridegismeli oldugu-
nu gostermis ve bu ifadenin kargitinin dogru olmadigina dair ornek vermistir. Nil-

simetrik bir halkanin bazi geniglemelerinin nil-simetrik olup olmadigini inceleyerek,
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yariasal bir halkada nil-simetrik halkalar1 diger halka siniflariyla karaterize etmistir.
Ayrica nil-simetrik bir halka tizerine kurulan polinomlar halkasinin nil-simetrik ol-

madigini ispatlanmigtir.

Tanim 3.2.6 R bir halka olsun. Her a, b, ¢ € nilR i¢in abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa
R halkasi zayif sag nil-simetrik olarak adlandirilir. Eger cab = 0 iken acb = 0 6zelligi

saglanirsa R’ye zayif sol nil-simetrik halka denir (Kim vd. 2016).

Kim vd. (2016)’da, sag (sol) nil-simetrik halkalarin zayif sag (sol) nil-simetrik oldugu
fakat tersinin dogru olmadigi gosterilmistir. Ayrica zayif nil-simetriklik 6zelliginin
sag-sol simetrik olmadigini gosteren érnekler verilmigtir. Ayrica zayif sag (sol) nil-
simetrik bir halkada alt ve tist nilradikallerin ¢akigik oldugu kanitlanmigtir. Bundan
basgka zayif sag (sol) nil-simetrik halkalarin 6zellikleri, geniglemeleri ve diger halka
siniflariyla iligkileri incelenmistir.

Agagida kisaca tanimlari verilen genisletilmig simetrik halka simiflarinin 6zellikleri,
karakterizasyonlari, diger halka siniflariyla iligkileri ve geniglemelerinin de ayni yapiya

sahip olup olmadigi, belirtilen kaynaklarda incelenmistir.

Tanim 3.2.7 R bir halka ve a,b,c € R olsun. abc = 0 iken sirasiyla h,k > 1
icin a"cb® = 0 ve s,t > 1 icin b*ac’ = 0 oluyorsa, R halkas: sirasiyla sag H-simetrik
ve sol H-simetrik olarak adlandirilir. Bir halka hem sag hem de sol H-simetrik ise,
H-simetrik olarak adlandirilir. Bundan bagka, abc = 0 iken sirasiyla h,k,l > 1
icin a"c*b! = 0 ve s,t,u > 1 icin b%a’c* = 0 oluyorsa, bu halka sirasiyla saj -
simetrik ve sol w-simetrik olarak adlandirihir. Bir halka hem sag w-simetrik hem de

sol mw-simetrik oluyorsa w-simetrik olarak adlandirihr. (Jung vd.2014)

Tanim 3.2.8 R bir halka ve a,b,c € R olsun. abc = 1 iken acb = 1 oluyorsa, R’ye

birim simetrik (identity symmetric) adi verilir. (Lee 2015)

Tamim 3.2.9 R bir halka olmak tizere f(z),g(z),h(xz) € R[z] polinomlar igin
f(z)g(x)h(xz) = 0 iken f(x)h(z)g(x) = 0 oluyorsa R halkas: gi¢li simetrik (strongly
symmetric) olarak adlandirhr. (Eltiyeb and Elshokry 2017)
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Tanim 3.2.10 e bir R halkasinin bir esgiiclii elemani olmak tizere abc = 0 iken
acbe = 0 (aceb = 0) oluyorsa, R halkasi (gu¢li) e-simetrik olarak adlandirilir. (Meng
ve Wei, 2018)

Tanim 3.2.11 R bir halka ve J(R), R'nin Jacobson radikali olmak {izere a,b,c € R
olsun. abc = 0 iken bac € J(R) oluyorsa R halkasi J-simetrik olarak adlandirilir.

(Caler vd. 2019)

Tanim 3.2.12 R bir halka P(R), R'nin giiglii sifirgili¢lii elemanlarinin kiimesi olmak
tizere a,b,c € R olsun. abc = 0 iken bac € P(R) oluyorsa R halkas1 P-simetrik
olarak adlandirilir. (Roy ve Subedi 2023)

Tanmim 3.2.13 R bir halka ve R[z;o] bu halkanin skew polinomlar halkasi olmak
lizere, eger bu R[z; o] halkasi simetrik bir halka ise bu halkaya strongly o simetrik

halka denir. (Kaynarca ve Akcin -)
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