BATMAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Mehmet Sirin SEZGIN

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dali

Ocak-2019
BATMAN
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL VE ONAYI

Mehmet Sirin SEZGIN tarafindan hazirlanan “Simetrik Sayisal Yarigruplar” adl
tez c¢alismasi 30/01/2019 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile Batman
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LiSANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Baskan
Prof. Dr. Sedat ILHAN

Danisman )
Dr. Ogr. Uyesi Meral SUER

Uye
Dr. Ogr. Uyesi Veyis TURUT

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Dog. Dr. Bahattin ISCAN
FBE Miidiirii



TEZ BiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu g¢alismada bana ait
olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE
| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as

required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and
results that are not original to this work.

Mehmet Sirin SEZGIN

30.01.2019



OZET

YUKSEK LiSANS

SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Mehmet Sirin SEZGIN

Batman Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Meral SUER
2019, 51 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Sedat ILHAN
Dr. Ogr. Uyesi Meral SUER
Dr. Ogr. Uyesi Veyis TURUT

Bu tezde, 6zel bir simetrik sayisal yarigrup olan teleskopik sayisal yarigruplar tanitilarak bazi
teleskopik sayisal yarigruplarin degismezlerini ve Betti sayilarini bu yarigruplarin iiretecleri cinsinden
ifade edilmesi ve ayrica elde edilen Betti sayilarina ait katener derecelerinin hesaplanmasi
amaglanmaktadir.

Bu calismada, ilk olarak sayisal yarigruplar, simetrik sayisal yarigruplar, teleskopik sayisal
yarigruplar, katener derecesi ve Betti sayilari ile ilgili bilgiler verilmistir. Daha sonra gémme boyutu 3
olan baz teleskopik sayisal yarigrup aileleri verilmis ve bu ailelerin Betti sayilar1 i¢in baz1 formiiller elde
edilmistir. Elde edilen bu formiiller yardimryla da bu ailelerin cinsi ve Frobenius sayilari igin bir takim
bagmtilar elde edilmistir. Ayrica, bu ailelerin Betti sayilarinin garpanlari incelenmis ve bazi teoremler
sunulmustur. Sunulan bu teoremler yardimiyla da bu Betti sayilarinin bir kisminin katener dereceleri igin
de bir takim ifadeler tiiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: Apery kiimesi, Betti sayis1, Frobenius sayisi, Cins, Katener derecesi,
Sayisal yarigrup, Simetrik sayisal yarigrup, Teleskopik sayisal yarigrup.
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SYMMETRIC NUMERICAL SEMIGROUPS
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Jury
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In this thesis, it was aimed to introduce the telescopic numerical semigroups, which are a special
symmetric numerical semigroup, in order to express the invariants of some telescopic numerical
semigroups and the Betti numbers in terms of the generators of these semigroups and also to determine
the catenary degrees of the obtained Betti numbers.

In this study, firstly, the information about numerical semigroups, symmetric numerical
semigroups, telescopic numerical semigroups, catenary degree and Betti numbers were given. Then some
telescopic numerical semigroup families with embedding dimension three were given and some formulas
were obtained for the Betti numbers of these families. By using these formulas, some results were found
for the genus and Frobenius numbers of these families. Furthermore, some theorems were presented for
the factorizations of the Betti numbers of these families. By using these theorems, some formulas were
also derived for the catenary degrees of some of these Betti numbers.

Keywords: Apery set, Betti number, Catenary degree, Frobenius number, Genus, Numerical
semigroup, Symmetric humerical semigroup, Telescopic numerical semigroup.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

. A fark B kiimesi
: A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

: n tane A nin kartezyen ¢arpimi
. A ve B kiimelerinin kesisimi

. A ve B kiimelerinin birlesimi

. A, B nin alt kiimesidir

: A, B nin 6zalt kiimesidir

: A ve B kiimeleri esittir

> a, b yiboler

> a, b yi bolmez

: (a,b) ikilisinin * islemi altindaki goriintiisii

:a veb (p bagmtisina gore ) baglidir

: S sayisal yarigrubunun n pozitif tamsayisina gére Apery kiimesi

: m pozitif tamsayisinin katener derecesi

. X ile y arasindaki uzaklik

. S sayisal yarigrubunun géomme boyutu

: S sayisal yarigrubunun Frobenius sayist

: S sayisal yarigrubunun bosluklariin kiimesi

. S sayisal yarigrubunun cinsi

: Kbse noktalar1 kiimesi V' ve kenarlar kiimesi E olan G ¢izgesi
. S sayisal yarigrubunun katlilig

. X Ve Yy nin biiyiigii ( maksimumu )

. <, stralama bagintisina goére A kiimesinin maksimal (biiyiik¢e)

=S

elemanlari

: N,...,N, nin en biiytik ortak boleni
. S sayisal yarigrubunun pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi

. S sayisal yarigrubunun sifir olmayan elemanlar kiimesi
. S sayisal yarigrubunun tipi

: me S nin ¢arpanlarina ayrilma kiimesi

: Negatif olmayan tamsayilar kiimesi
: Tamsayilar kiimesi

: Pozitif tamsayilar kiimesi
: Pozitif tek tamsayilar kiimesi

. S sayisal yarigrubunun Betti kiimesi
: n modiiliine gére X, y ye denktir

. X € A olmak tizere X lerin toplami

: {nl,..., ne} ile iiretilen sayisal yarigrup



: Sifir olmayan me S igin kdse kiimesi Z (m) olan gizge
. A kiimesinin eleman sayist

: X=(X,.... X;) € Zg (M) olmak iizere X in uzunlugu



1. GIRIS

N negatif olmayan tamsayilar kiimesi ve S <N verilsin. S kiimesi N
kiimesindeki toplama islemine gore kapali, 0e€S ve N\S kiimesi sonlu ise S ye bir

sayisal yarigrup denir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

n,...N,,beN ve obeb(n,...,n,)=1 olmak ilizere N, +...+nx, =b seklindeki

denklemlere Diophantine denklemleri denir. Sayisal yarigruplar Diophantine
denklemlerinin negatif olmayan tamsay1 ¢6ziimlerinin arastirilmasinda dogal bir sekilde
ortaya ¢ikmistir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014). Soyle ki (1849-1917) yillar1 arasinda

Ferdinand Georg Frobenius derslerinin birisinde n,,...,n, nin kombinasyonu olarak

yazilamayan en biiylik negatif olmayan tamsayiyr bulun seklinde bir problem ortaya

atmig daha sonra bu probleme the diophantine Frobenius Problem denilmis bu sayiya da

Frobenius sayisi denilmistir ve genellikle F(S) semboliiyle gosterilmistir. Frobenius

sayisinin ortaya ¢ikmastyla birlikte Frobenius sayisin1 ve algoritmalar1 hesaplamak i¢in
bir formiil bulma umuduyla, matematigin cesitli alanlarinda bir takim ydntemler

kullanilmistir. Ornegin, e =2 oldugunda
F (<n11 n2>) =nn,—n—n,
seklinde bir formiil bulunmustur (Ramirez Alfonsin, 2005). Bununla birlikte e=3

oldugunda F((n,,n,,n;)) hesaplamak ve bununla ilgili bir formiil bulmak kolay

olmamistir. Dolayisiyla bununla ilgili ¢cok sayida arastirma makale konusu olmustur
(Ramirez Alfonsin, 2005).

Sayisal yarigruplar 6zellikle degismeli cebir, cebirsel geometri, diizlem cebirsel
egrilerin teklilikleri ve monoidlerde ¢arpanlarin incelenmesi calismalarinda bize
oldukga fayda saglarlar (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).

Sayisal yarigruplar ortaya g¢iktiktan sonra bu yarigruplar ile ilgili bir takim
tanimlar verilmistir. Bunlardan bazilari; Apery kiimesi, katlilik, gomme boyutu,
simetrik sayisal yarigruplar, pseudo-simetrik sayisal yarigruplar ve teleskopik sayisal
yarigruplardir.

Sayisal yarigruplarin tarihsel gelisimi hakkinda kisa bir bilgi verdikten sonra
calisgmamizin 6zgiin yoniinii olusturan Betti sayilar1 ve katener derecesi hakkinda bazi

bilgilere yer verelim.



Simdi bir f € S alahm. Eger V ; baglantisiz ise 0 zaman f sayisina S nin Betti

sayist denir (Conaway ve ark., 2015; Gotti, 2015; 0’Neil ve ark., 2016). Betti sayilar
cebirde kullanim alani olduk¢a genis olan bir kavramdir. Ornegin, 2007 de Boij ve
Soderberg yaptiklar1 ¢alismada, Stanley-Reisner halkalarinin dereceli Betti sayilar1 ve
topolojik degismezleri arasinda baglantilar oldugunu gostermislerdir. Benzer sekilde
2015 te Conaway ve arkadaslarinin yaptiklar: ¢alismada, bir S elemaninin, S gibi bir
sayisal yarigrubundaki katenerlik derecesi, S nin ¢arpanlar1 arasindaki mesafeyi lgen
negatif olmayan bir tamsay1 oldugunu, S sayisal yarigrubunun Katener derecesinin de,
S sayisal yarigrubunun elemanlarinin her birinin katener derecesinin maksimumu (en
biiyligli) oldugunu gostermislerdir. Ayrica S sayisal yarigrubunun elemanlarinin en
biiyiik Katener derecesinin Betti elemaniyla elde edildigini gostermislerdir.

Bu tezin ikinci boliimiinde ihtiyag duyulan temel kavram ve tanimlardan s6z
edilmistir. Ugiincii boliimiinde sayisal yarigruplar, simetrik sayisal yarigruplar ve
teleskopik sayisal yarigruplar ile ilgili bilgiler verilmistir. Dordiincti boliimiinde katener
derecesi ve Betti sayilari ile ilgili bilgiler verilmistir. Besinci boliimde gdomme boyutu 3
olan baz teleskopik sayisal yarigrup ailelerinin Betti sayilari, Frobenius sayilari, cinsi
ve elde ettigimiz Betti sayilarinin bir kisminin katener dereceleri i¢in elde edilen teorem
ve sonuglar verilmistir. Tezin altinct boliimii olan son béliimde ise sonuglar ve

Onerilerden bahsedilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezin yazim asamasinda kullanilan bazi 6n bilgiler verilmektedir.

Tamm 2.1 X bostan farkli bir kiime olsun. X x X ten X e tanimh bir

#:XxX > X, (a,b)>axbh
fonksiyonuna X iizerinde bir ikili islem denir. Buradan a*b degeri (a,b) ikilisinin =

islemi altindaki goriintiisii demektir. ikili islemler genelde *,+,- e, gibi sembollerle
gosterilir. Ayrica fonksiyon olma ozellikleri dikkate alindigindan her a,be X igin X

kiimesinde bir a*b elemant var ve bu eleman tek tiirlii belirlidir ve bu 6zellige
kapalilik 6zelligi denir (Petrich, 1973; Karakas, 2008; Callialp, 2010; Cevik, 2010).
Tanmm 2.2 *, X izerinde bir ikili islem olsun. Eger X kiimesi * iglemine gore

birlesme 6zelligi var ise, yani

her a,b,ce X igin (a*b)xc=ax(b=*c)
oluyorsa bu durumda (X*) ikilisine bir yarigrup denir (Petrich, 1973; Korkmaz, 2008;
Toker, 2017).

Ornek 2.3 N kiimesi "+" islemine gore bir yarigruptur.

Tamm 2.4 (X,*) bir yarigrup olsun. Her a,be X igin axb=b=*a oluyorsa X
yarigrubuna degismeli yarigrup denir (Petrich, 1973; Altinel, 2014; Toker, 2017).
Tamm 2.5 (X, *) bir yarigrup ve ae X olsun. Bir ee X i¢in exa=a oluyorsa e ye

sol birim eleman ; a*e=aoluyorsa e ye sag birim eleman denir. Eger e sayisi hem
sol hem de sag birim eleman oluyorsa bu durumda e sayisina X yarigrubunun birim
eleman1 denir (Petrich, 1973; Altinel, 2014; Toker, 2017).

Onerme 2.6 Bir yarigrubun en ¢ok bir tane birim eleman1 vardir (Petrich, 1973; Cevik,
2010).

Ispat. (X,*) yarigrubunun e, e, seklinde iki birim elemani olsun. e, birim eleman
oldugundan e, =e, *e, yazabiliriz. Boylece €, birim eleman oldugundan e, =¢ *e, =¢,
yazilir. Buradan €, =€, sonucu ¢ikar.

Tanmm 2.7 (X,*) bir yarigrup olsun. Eger, X yarigrubunun birim eleman1 varsa bu

durumda X yarigrubuna monoid denir (Korkmaz, 2008; Cevik, 2010; Altinel, 2014;
Toker, 2017).



Tanim 2.8 (X , *) ikilisi bir monoid olsun. X teki her elemanin tersi var ise, yani

e, X in birim elemani olmak iizere her ae X icin a*a " =a " *a=e olacak sekilde
tek bir a™ e X varsa bu durumda (X,*) monoidine bir grup denir (Korkmaz, 2008;
Toker, 2017).

Bir elemanin tersi genelikle carpimsal islemlerde a™, toplamsal islemlerde —a ile
gosterilir.

Tanim 2.9 (X : *) bir yarigrup ve a € X alalim. Buradan a elemaninin en ¢ok bir tane
ters eleman1 vardir (Cevik, 2010).

Ispat. (X,*) yarigrubunun birim eleman: e olsun ve a sayismm a ve a gibi iki ters

eleman1 oldugunu kabul edelim. Buradan e birim eleman oldugundan a =a *e
yazabiliriz. a" de a nin tersi oldugundan a =a *a*a Yyazabiliriz. Benzer sekilde a
de a nin tersi oldugundan a =e*a yazilir ve buradan e birim eleman oldugundan
a =a sonucu cikar.

Tanim 2.10 (X,*) bir yarigrup ve H kiimesi de X in bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. Eger her a,be H i¢in a*beH oluyorsa yani kapalilik 6zelligi saglaniyorsa bu
durumda H kiimesine (X,*) yarigrubunun bir alt yarigrubu denir (Petrich, 1973;
Cevik, 2010).

Ornek 211 (N,+) bir yangrup oldugunu biliyoruz.  Simdi  bir
H ={2, 4, 6,8,10,12,14,...} kiimesi verilsin. H kiimesi bostan farkli ve N nin bir alt

kiimesidir. Simdi H 1n kapali oldugunu gosterelim.

Her a,b e H i¢in a=2k;, b =2k, olacak sekilde en az bir k;,k, € N vardur.
Buradan a-+b=2k,+2k, =2(k,+k,)eH olur. Dolayisiyla H kiimesi (N,+)

yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Tanmm 2.12 X xY nin bostan farkli her alt kiimesine X ten Y ye bir bagint1 denir.
Eger X =Y 1ise, baginttya X iizerinde bir baginti denir (Karakas, 2008; Callialp,
2010).

Tamm 2.13 p, X ten Y ye bir bagint1 olsun. Eger (a,b)ep ise 0 zaman a ve b

elemanlar1 p ile baghdir denir ve apb ile gosterilir (Karakas, 2008; Callalp, 2010).

Tamm 2.14 X bir kiime ve p, X iizerinde bir bagint1 olsun.



i) Her ae X i¢in apa oluyorsa p bagntisinin yansima 6zelligi vardir denir.
ii) a,be X ve apb oldugunda, daima bpa oluyorsa 0 zaman p bagintisinin simetri

Ozelligi vardir denir.

iii) a,be X, apb ve bpaoldugunda, daima a=b oluyorsa 0 zaman p bagintisinin

ters-simetri 6zelligi vardir denir.

iv) a,b,ce X, apb ve bpc oldugunda, daima apc oluyorsa 0 zaman p bagintisinin

gecisme Ozelligi vardir denir (Karakas, 2008).

Tanmm 2.15 X bir kiime ve p, X flzerinde bir baginti olsun. Eger p bagintisi
yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa o zaman p bagintisina denklik

bagintis1 denir (Karakas, 2008; Callialp, 2010).

Tanmm 2.16 X bir kiime ve p, X {lzerinde bir baginti olsun. Eger p bagintisi
yansima, ters-simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa o zaman p bagmntisina bir

siralama bagintis1 denir (Callialp, 2010).

Ornek 2.17 Z tam sayilar kiimesi ve p de Z iizerinde bir bagint1 olmak iizere,

X, Y €Z i¢in XpYy <> X<y
seklinde tanimlanan p bagintis1 bir siralama bagintisidir.
Tanim 2.18 Sonlu ve bostan farkli kdseler kiimesi V ve bu koseleri birbirine baglayan
kenarlar kiimesi de E ile gosterilsin. Buradan E cV xV olmak lizere G = (V, E)
ikilisine bir ¢izge denir (Deniz, 2012; Rosen, 2015; Torun, 2018).

Ornek 2.19 Asagida koseler kiimesi V:{x, y,z,v,u} ve kenarlar kiimesi

E= {Xy, XZ, YV, 2V, yu} olan sekil 2.1 ¢izgesi verilmistir.

z v
Sekil 2.1 Bir G ¢izgesi 6rnegi



Tanim 2.20 Bir ¢izgenin en az bir kose ve kenarindan gecen rotaya yol denir (Seker,

2015).

Tamm 2.21 Bir G=(V,E) ¢izgesinin farkli kose ¢iftleri arasinda bir yol varsa bu
durumda G=(V,E) ¢izgesine baglantilidir denir. Eger G =(V,E) ¢izgesi baglantili

degil ise 0 zaman G =(V,E) ¢izgesine baglantisizdir denir (Deniz, 2012; Rosen, 2015).



3. SAYISAL YARIGRUPLAR

Bu bolimde sayisal yarigruplar, simetrik sayisal yarigruplar ve teleskopik

sayisal yarigruplar ile ilgili baz1 bilgiler verilecektir.
3.1 Sayisal Yanigruplar

Tammm 3.1.1 N negatif olmayan tamsayilar kiimesi ve S c N verilsin. S kiimesi N
kiimesindeki toplama islemine gore kapali, 0eS ve N\S kiimesi sonlu ise S ye bir
sayisal yarigrup denir. Eger n,,...,n, pozitif tamsay1 ve obeb(nl,..., ne) =1 ise 0 zaman
<n1,..., ne> ={An +..+ AN, | 4,... 4, €N} kiimesi bir sayisal yarigruptur ve her sayisal
yarigrup bu formda yazilabilir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.2 S= <{0,5,7,9,10,12,14, —)} kiimesi bir sayisal yarigruptur. Ciinkii; S
kiimesi N  kiimesindeki toplama  islemine gore kapali, 0e€S  ve
N\S = {1, 2,3,4,6,8,11, 13} kiimesi sonludur. Burada " —" isareti, 14 ten sonraki biitiin
tamsayilarin S de oldugu anlamindadir.

Tamm 3.1.3 S bir sayisal yarigrup ve A Solsun. Eger S = <A> sayisal yarigrubu, A

kiimesinin hi¢bir 6zalt kiimesi tarafindan olusturulamiyorsa A kiimesine, S sayisal

yarigrubunun minimal iireteg sistemi denir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.2 de S = {0, 5,7,9,10,12,14, —>} sayisal yarigrubunun minimal {irete¢ kiimesi
A={5,7,9} kiimesidir. Gergekten,

S=(A)={54+74+94 |4, 4,4, €N} ={0,57,9,10,12,14,—>}  oldugundan S
sayisal yarigrubunun minimal iretegc kimesi A= {5, 7, 9} oldugu kolayca

gozlemlenebilir. Ayrica S sayisal yarigrubunun A kiimesinin higbir 6zalt kiimesi
tarafindan olusturulamayacag aciktir.

Yardimci Teorem 3.1.4 H = ve H < N olsun. Buradan,
<H> bir sayisal yarnigruptur <> obeb(H)=1 (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009; Kilig,
2015).



Ispat. (=>): d =obeb(H) olsun. Eger y e(H) ise 0 zaman d |y dir. (H) bir saysal
yarigrup N\<H> sonlu oldugundan d|k ve d|k+1 olacak sekilde k e <H> vardir.
Buradan d =1 ¢ikar.

(<=):0beb(H)=1 olsun. N\(H) kiimesinin sonlu oldugunu gdsterirsek istedigimiz
sonuca ulasiriz. Simdi buradan XU, +...+ XU, =1 olacak sekilde X,,...,X, tamsayilar1 ve
Uy,...,U, € H vardir. Buradan X, negatif olan tamsayilar1 sag tarafa kaydirmak kosuluyla
XU, +.. XU =1-xu; —.—xu;  olacak  sekilde ..y, o i €41 8
bulabiliriz. Buradan ye(H) icin, y+1le(H) bulunabilir demektir. Eger biz
e>(y-1)y+(y-1) oldugunu gosterirsek o zaman ee(H) demektir. e=my-+n,
(0 <n< y) olacak sekilde m ve n tamsayilar olsun. Buradan e > (y—l) y+(y —1) den
m>y-1>n ifadesini cikarabiliriz. Bu sonuclardan
e=(ny+n)+(m-n)y=n(y+1)+(m-n)ye(H) olur. Buradan N\(H)sonludur.
Not 3.1.5 X ve Y kiimeleri 7Z tamsayilar kiimesinin alt kiimeleri olmak iizere,
X+Y = {X+ y|xe X,er} seklindedir.

S bir sayisal vyarigrup olmak iizere S =S \{0} seklinde ifade edersek,
S'+S = {Sl +s,1s,S, €S \{0}} ifadesi sifir igermeyen iki sayisal yarigrubun toplami
demektir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Yardima Teorem 3.1.6 S, N nin bir alt monoidi olsun. Buradan $™\(S”+S") ifadesi
S nin bir iirete¢ sistemidir. Ayrica S nin her iirete¢ sistemi S*\(S*+S*) yi igerir
(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009; Kilig, 2015; Seran, 2016).

Ispat. y, S” m bir elemani olsun. Eger y¢S” \(S* +S*) ise biz y=a+b, (ab<y)
kosulunu saglayan a,beS” elemanlarmi bulabiliriz. Bu islemi sonlu sayida tekrar

edersek buradan y=y, +..+y, sartini saglayan y,,..,y, €S’ \(S* +S*) bulabiliriz.
Buradan S~ \(S* + S*) kiimesi S nin iireteg sistemi olur.
Simdi S nin her iireteg sisteminin S~ \(S* + S*) yi igerdigini gdsterelim. H kiimesi, S

nin bir {ireteg kiimesi olsun. O zaman ueS” \(S* + S*) olmak iizere, U=k, +...+ Kk a,



kosulunu saglayan e e N\{O}, K.,...k,eN ve «,...,a, € H elemanlarin bulabiliriz.
ug (S* +S*) oldugundan baz1 ie{l,...e} i¢in U=q; oldugunu sdyleyebiliriz. Bu da
demektir ki S nin her iirete¢ sistemi S~ \(S* + S*) yi igerir.
Tamm 3.1.7 ne S” olsun. S nin n ye gére Apery kiimesi;

Ap(S,n)={seS|s—ngS}
seklinde tanimlanir (Rosales, 2000).
Ornek 3.1.8 S = <7, 9,10,ll> = {O, 7,9,10,11,14,16, —)} sayisal yarigrubu verilsin.

n=7= Ap(S,7)={0,9,10,1119,20,22}

n=9= Ap(S,9)={0,7,10,11,14,17,21,22,24}
n=10= Ap(S,10)={0,7,9,11,14,16,18,22, 23, 25!
n=11= Ap(S,11)={0,7,9,10,14,16,17,19, 23,24, 26}

elde edilir.
Yardimer Teorem 3.1.9 S bir sayisal yarigrup ve ne S™ olsun. Her i €{1,...,n} igin

w(i); mod(n) ye gore i ye denk olan S deki en kiigiik say1 olmak iizere,
Ap(S,n)={0,w(1),...w(n-1)}

seklindedir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Seran, 2016).

Ispat. 0<i<n-1 olsun. Tamimdan w(i)eS ve w(i)—n=imod(n) olur. Buradan

W(i)— negS elde edilir. Apery kiimesinin tanimindan W(i) € Ap(S, n) yazariz. Ayrica

X,y € Ap(S,n) igin X= ymod(n) olacak sekilde higbir X,y e Ap(S,n) elemanlari

yoktur.

Ornek 3.1.10 S =(9,10,13,16,17) ={0,9,10,13,16,17,18,19, 20, 22, 23, 25, -}

sayisal yarigrubu verilsin. Yardimci teorem 3.1.9 i kullanarak Ap(S,Q) kiimesini

bulmaya calisalim,
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(
w(2)=2mod(9)=>w(2)=20
w(3)=3mod(9)=>w(3)=30
w(4)=4mod(9)=>w(4)=13
w(5)=5mod(9) = w(5)=23
w(6)=6mod(9)=>w(6)=33
w(7)=7mod(9)=w(7)=16

elde edilir. Buradan, Ap(S,9)={0,10,13,16,17,20,23,30,33} seklinde bulunmus olur.

Onerme 3.1.11 S bir sayisal yarigrup ve neS” olsun. Her seS igin s=k-n+w
olacak sekilde tek bir (k,W)eN X Ap(S,n) vardir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014;
Seran, 2016).

Ispat. se€S olsun. Eger se Ap(S,n) ise buradan k=0, w=s olur ve ispat biter. Eger
s¢Ap(S,n) ise buradan s, =s—-neS dir. Biz s ile baslatirsak
s,=s—k-neAp(S,n) olacak sekilde bir k elemam vardir. O zaman k eN,
w, € Ap(S,n) olmak iizere, s=kn+w, alahm. Farz edelim ki k, =k olsun. O zaman,
0#(k,—k)-n=w—w, den w=wmod(n) elde edilir. Buradan w,w, € Ap(S,n)
sonucu ¢ikar ki bu da bir ¢eliski teskil eder. Yani s ¢ Ap (S, n) olamaz.

Tanmim 3.1.12 S sayisal yarigrubun minimal iirete¢ kiimesi {no <n <..< np} olsun.
Buradan n, sayisina S nin katlilig; p+1 sayisina ise S nin gémme boyutu denir ve
sirasiyla m(S) ve e(S) ile gosterilir (Rosales, 2000).

Ornek 3.1.13 S =(7,8,9,11) sayisal yarigrubu verilsin. Buradan

m(S)=7 ve e(S)=4 olur.

Tamim 3.1.14 S bir sayisal yarigrup olsun. S ye ait olmayan en biiylik tamsayiya S

nin Frobenius sayis1 denir ve F(S) ile gosterilir. X pozitif bir tamsay1 olsun. Eger

XeS ise X pozitif tamsayisina S nin boslugu denir ve S nin tiim bosluklarinin
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kiimesi G(S) ile gosterilir. Bununla birlikte, G(S) kiimesinin eleman sayisina da S
nin cinsi denir ve g(S) ile gosterilir (Blanco ve Rosales, 2010).

Ornek 3.1.15 S =(4,7,13)={0,4,7,8,11,—>} sayisal yarigrubu verilsin. Buradan,
F(S)=10, G(S)={12,3,5,6,9,10} ve g(S)=7 dir.

Onerme 3.1.16 (Selmer Formiilleri) S bir sayisal yarigrup ve ne S olsun. O zaman,

i) F(S)=max(Ap(S,n))-n,

ii) g(S)= l(Z:weAp(s,n)W)_nT_l

n
seklindedir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Kilig, 2015).
Ispat.
i) max(Ap(S,n))-neS oldugu agiktir. Eger X >max(Ap(S,n))-n ise o zaman

X+n>maX(Ap(S,n)) yazabiliriz. Simdi buradan mod(n) ye gore i ye denk olan S
deki en kiigiik say1 w(i)e Ap(S,n) olsun. Bu durumda, ie{0,...,n—1}, geN olmak
lizere X+n=qn+i alalim. Buradan X+n>W(i) oldugunu sdyleyebiliriz. Bu
verilerden k>0 olmak iizere, Xx+n=kn+w(i) ve x=(k—-1)n+w(i)eS sonucunu
¢ikarabiliriz. Sonu¢  olarak, S deki olmayan en  biiyiikk tamsayi
F(S)=max(Ap(S,n))-n olur.

ii) Her we Ap(S,n) i¢in k; eN, ie{0,..,n—1} olmak iizere, w=kn+i yazabiliriz.
Buradan Ap(S,n)={0,kn+1..,k_n+n-1} elde ederiz. xeN ve x=imod(n)
olsun. Buradan xeS <> w(i)<x olur. Gergekten, eger X=gn+i ise 0 zaman
x—w(i)=(q, —k; )n yazilir. Buradan

w(i)<xek <q < x=(q-k)n+w(i)eS olur ve xgS<x=qgn+i,q <k

yazilir. Sonug olarak,

n-1 n-1 _ _
@J(S)=Zki=1[Z(kilﬂ+i))—n—l=1 S w|-"=1 eide edilir
i1 n\i= 2 N weAp(s,n) 2

Ornek 3.1.17
S= <8,13,l7,19> = {O, 8,13,16,17,19, 21, 24, 25, 26, 27, 29, 30, 32,—)} sayisal yarigrubu
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verilsin. n=8 icin Ap(S,8)={0=w(0),w(1),w(2),w(3),w(4),w(5),w(6),w(7)}
kiimesini bulalim. Buradan,

w(1) =1mod (8) => w(1) =17

elde edilir. Dolayisiyla, Ap(S,8) = {0,13,17,19, 26,30, 36, 39} olur.
Onerme 3.1.16 dan F(S)=39-8=31 ve

g(s)=é(0+13+17+19+26+30+36+39y—§§1=19

bulunur.

Onerme 3.1.16 dan asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir.

Sonu¢ 3.1.18 a ve b minimal elemanlariyla iiretilen S :<a,b> sayisal yarigrunun
Apery kiimesi, Ap(S,a)={0,b,2b,...,(a-1)b} seklinde yazabilir (Rosales ve Garcia-
Sanchez, 2009).

Sonug 3.1.19 a ve b pozitif tamsay: ve obeb(a,b)=1 olsun. O zaman

i) F((ab))=ab—a-b,

i) g((a,b))z ab—a2—b+1

seklindedir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Onerme 3.1.20 n,..,N, minimal tretegler tarafindan iretilen sayisal yarigrup S ve
d:obeb(nl,...,np_l) olsun. T=(n/d,.., npfl/d,np) kiimesi verilsin. Buradan
Ap(S,n,)=d-Ap(T,n,) olur (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).

ispat. WEAp(S,np) olsun. Bu durumda, w—n S olup WG<n1,...,np_1> cikar.

W /n N, .
Dolayisiyla —e(—=,...,—£=) olur. Eger ﬂ—n eT ise 0 zaman w—d-n €S olur.
d d d d ° P
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Bu bir celiski teskil eder. Bundan dolay: ge Ap(T.n,) ise wed-Ap(T,n,) elde

edilir.

] n n,
Tersi igin, efer we Ap(T,np) ise buradan We<al,...,#l> olur. Bundan dolay1

d-we(n,..,n,)eS olur. Farz edelim ki d-w-n,cS olsun. Buradan

elde edilir. Buradan d, A, +1

I p

1
d-w—npzzp:ﬂ,,n. olup d-w:pz/l,ni+(/1p+1)n
i=1 i=1

& on (4,+1 e
sayisint boler. O zaman w= ) A —+ r n, yazabiliriz. Bu da w-n eT
i=1

demektir. Bu bir ¢eliski olusturur. Sonug olarak d -w e Ap(S, np) olur.

Sonug 3.1.21 S sayisal yarigrubu {nl, ey np} minimal {iretecler tarafindan iiretilsin.

n

n -1
d =obeb(n,,...n,,) ve T :<j%np> olsun. O zaman,

i) F(S)=dF(T)+(d-1)n

p’
d-1)(n, -1
(=90, 1)
2
seklindedir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).

ii) g(S)=dg(T)

ispat.
i) F(S)=maxAp(S,n,)-n, =dmaxAp(T,n,)-n,

:d(maxAp(T,np)—np)+(d ~1)n, =dF (T)+(d -1)n, olur.

) 1 n,-1 d n, -1

i) g(S)Zn—p(ZWEAp(s,nD)W)_ pz :n_p(zmAP(Tvnp)W)_ p2
1 n,-1) (d-1)(n,-1)

:dLn_pZWEAp(T‘nP)W_ P2 J_’_ > P olur.

Ornek 3.1.22 S =(30,40,79) olsun. Buradan obeb(30,40)=10 ve
T =(34,79)=(3,4)={0,3,4,6,—} olur. Buradan F(T)=5, G(T)={125} ve

g(T)=3 olur. Ayrica, F(S)=105+9.79=761 ve g(s)=10.3+9'—278:381 elde

edilir.
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Tamm 3.1.23 S bir sayisal yarigrup olsun. Eger Xx¢S ve her seS™ icin X+Se$S

oluyorsa X tamsayisina S nin pseudo-Frobenius sayist denir ve S nin pseudo-
Frobenius sayilarnm kiimesi PF(S) ile gosterilir. PF(S) nin eleman sayisma S nin
tipi denir ve t(S) ile gosterilir. Buradan F (S) = max(PF (S)) oldugu kolayca
gozlemlenebilir.
Tamsayilar kiimesi lizerinde asagidaki gibi bir siralama bagintisi tanimlayabiliriz:
“y—xeS=>x<y"
Buradan S bir sayisal yarigrup oldugundan < bagmtisinin yansima, gegisme Ve ters
simetrik 6zellikleri oldugu kolayca gosterilebilir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Ornek 3.1.24 S= <10,11, 16,18,19> = {0,10,11, 16,18,19, 20, 21, 22, 26, —)} sayisal
yarigrubu verilsin. Buradan PF (S)={17,23,24,25} ve t(S)=4 olarak bulunur.
Onerme 3.1.25 S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman,
PF(S)=max <, (N\S)
seklindedir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Seran, 2016).
Ispat. x e PF(S) olsun. Pseudo- Frobenius tammindan xS ve x+S" < S olur. Farz
edelimki yeN\S ve x<_y olsun. Eger XYy ise y—x=seS ¢ikar. Buradan
y=Xx+sex+S S elde edilir. Buda y €S demektir. Halbuki y € N\S olup bu bir
celigkidir.

Tersi i¢in, X € max <, (N\S) olsun. Simdi baz1 s€S” icin X+s¢$S alalim. Buradan
X<, X+ bir siralama bagntist olup X+semax <, (N\S) sonucu ¢ikar ki bu da bir
geliski olusturur. O zaman X+S €S demektir ve buradan x € PF(S) olur.

Ornek 3.1.26 S=(6,7,11,15)={0,6,7,11,12,1314,15,17,—} sayisal yarigrubu

verilsin.

N\S = {1, 2,3,4,5, 8,9,10,16} elde edilir. Onerme 3.1.25 ten
PF(S)=max <, (N\S)={8,16} bulunur.

Onerme 3.1.27 S bir sayisal yarigrup ve ne S™ olsun. O zaman,
PF(S)={w-n|wemax <, Ap(S,n)}

seklindedir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Seran, 2016).
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Ispat. xePF(S) olsun. O zaman x¢S ve x+neS olur. Dolayisiyla
X+ne Ap(S, n) ¢ikar. Simdi X+n nin <, siralama bagimtisina gére maximal (biiytikge
eleman) oldugunu ispat edelim. x+n<,w olacak sekilde we Ap(S,n) alahm ve

W—X—n=s olacak sekilde se S verilsin. Buradan w—n=x+s olur. Eger se$S’ ise

0 zaman x+SeS bulunur. Fakat w—n ¢ S olup bu da bir ¢eligki teskil eder.

Tersi igin, Wemax <, Ap(S, n) ve seS° alalm. Eger w-n+sg$S ise
W+Se Ap(S, n) olur ki bu da w nin maksimumluguyla (en biiyiik) celisir.
Ornek 3.1.28 $=(7,10,13,15,19)={0,7,10,13,14,15,17,19,—>} saysal yarigrubu

verilsin. n=7 igin,

Ap(S,7)={0,10,13,15,19,23,25} ve max <, Ap(S,7)=1{19,23,25} bulunur.
Onerme 3.1.27 den PF(S)={12,16,18} elde edilir. Boylece t(S)=3 olur.

Sonug¢ 3.1.29 S, N den farkli bir sayisal yarigrup olsun. Buradan, t(S)<m(S)-1

yazilir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).
3.2 Simetrik Sayisal Yarigruplar

Tamm 3.2.1 S bir sayisal yarigrup olsun. Eger S sayisal yarigrubu S yi igeren iki
sayisal yarigrubun kesigsimi olarak yazilamiyorsa S ye indirgenemez sayisal yarigrup

denir (Rosales ve Branco, 2003).

Yardimei Teorem 3.2.2 S, N den farkl bir sayisal yarigrup ve F (S) onun Frobenius
sayist olsun. O zaman S U{F (S)} kiimesi bir sayisal yarigruptur (Rosales ve Garcia-
Sanches, 2009).

Ispat. N\(S U{F (S)}) kiimesi sonludur. Ciinkii N\S sonludur. a,beS U{F (S)}
alalim. Eger a,b elemanlarindan herhangi biri F(S) ise 0 zaman a-+b> F(S) ve
buradan a+beSUF(S) olur. Eger a ve b nin her ikisi de S de ise 0 zaman
a+beScS U{F (S)} olur. Ayrica S bir sayisal yarigrup oldugundan O€S olup
ScS U{F (S)} den 0eS U{F (S)} cikar. Boylece S U{F (S)} bir sayisal yarigrup

olur.
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Teorem 3.2.3 S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidakiler denktir.

i) S indirgenemez,

i) S, Frobenius sayis1 F (S) olan tiim sayisal yarigruplarin kiimesinde maksimaldir,
i) S, F (S) iceremeyen tiim sayisal yarigruplarin kiimesinde maksimaldir (Rosales
ve Branco, 2003; Rosales ve Garcia-Sanches, 2009).

Ispat. i=>ii) F(T)=F(S) ve ScT olacak sekilde bir T sayisal yarigrubu verilsin.
Bu durumda ScS u{F(S)} ve ScT den S =(S u{F (S)})mT olur. Ciinkii S
indirgenemezdir. Sonug olarak S =T elde edilir.

ii=>iii) F (S) ¢T ve ST olacak sekilde bir T sayisal yarigrubunu alalim. Buradan
TU{F(S)+1,F(S)+2,—>} kiimesi S yi igeren ve Frobenius sayisi F(S) olan bir
sayisal yarigrup olup, S=T U{F (S)+l, F (S)+ 2,—)} yazilir. Bu sonuglardan S =T
elde edilir.

iii=>i) S, ve S,, S yi igeren iki sayisal yarigrup olsun. Hipotezden F(S)eS, ve
F(S)eS, olup S=S, NS, elde edilir. Buradan S indirgenemezdir.

Tamim 3.2.4 S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda
S ye simetrik sayisal yarigrup denir:

i) S indirgenemez ve

ii) F(S) tektir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).

Ornek 3.2.5 S = <5, 6, 9> = {0, 5,6,9,10,11,12,14, —>} sayisal yarigrubu indirgenemez ve
F(S)=13 tek oldugundan S simetriktir.

Tamim 3.2.6 S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda
S ye pseudo-simetrik sayisal yarigrup denir:

i) S indirgenemez ve

i) F (S) cifttir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).

Ornek 3.2.7 S = <4, 5 7> = {O, 45,7, —)} sayisal yarigrubu verilsin. S sayisal yarigrubu
indirgenemez ve F(S)=6 ¢ift oldugundan S pseudo-simetriktir.

Yardimel Teorem 3.2.8 S bir sayisal yarigrup ve

h:maX{XeZ\S|F(S)—XeESVeX;tF(S)/Z} kiimesi verilsin. Bu durumda,
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S u{h} kiimesi Frobenius says1 F(S) olan bir sayisal yarigruptur (Rosales ve Garcia-

Sanches, 2009).
Ispat. N \(S u{h}) kiimesi sonludur. Ciinkii N\S sonludur. S sayisal yarigrup

oldugundan 0eS olur. ScSufhl oldugundan 0eSu{h} elde edilir.

H={xeZ\S|F(S)-xeSvex=F(S)/2} kiimesi verilsin. Eger xe H ise 0 zaman

F(S)

F(S)—Xe H olur. Buradan h>-—— sonucu ¢ikar. Simdi seS" alalim. Eger biz
2

h+seS oldugunu gosterirsek h+SeSu{h} olur. Farz edelim ki h+s¢$S olsun. h
in maksimalliginden ve h>F(S)/2, h+s#F(S)/2 den F(S)—-(h+s)=teS olur.
Bu durumda, F(S)—h:t+SeS sonucu ¢ikar ki bu da h nin tanimiyla geligir. O

zaman h+se$S ¢ikar. Eger 2h ¢S ise yine h nin maksimalliginden F(S)—2h=teS

elde ederiz. Yukaridaki benzer islemleri uygularsak h+teS elde edilir. Fakat

h+t=F (S ) —h ¢S oldugundan bu bir ¢eliski teskil eder. Sonug olarak 2h e S olur.

Onerme 3.2.9 S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman asagidakiler saglanir:

i) S simetriktir <=> F(S) tek tamsay1 ve her X e Z\S igin F(S)—XES dir.
i) S pseudo-simetriktir <=> F(S) cift tamsay1 ve her xeZ\S i¢in F(S)—XES
veya x=F(S)/2 dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009; Assi ve Garcia-Sanchez,

2014; Kilig, 2015).

Ispat. i) (=): S simetrik oldugundan tamm geregi F(S) tek tamsayr ve S
indirgenemezdir. Aksine xeZ\S i¢in F(S)—x¢$S alalm. Bu durumda, Yardime:
Teorem 3.2.8 geregi h= max{x €Z\S|F(S)—-xeSvex= F(S)/Z} verildiginde h
m  maksimalliginden Su{h} kiimesi Frobenius sayisi F(S) olan bir sayisal
yarigruptur. Fakat bu ifade Teorem 3.2.3 geregi S nin maksimumluguyla bir ¢eliski
teskil eder. Dolaysiyla F(S)—xeS olmak zorundadir.

(<=): S nin simetrik oldufunu gdstermek i¢in Teorem 3.2.3 geregi S nin F(S)

icermeyen tiim sayisal yarigruplarin kiimesinde maksimal oldugunu ispatlamak

yeterlidir., SCT olacak sekilde bir T sayisal yarigrup alalim. O zaman
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XeT\ScZ\S olmak iizere, hipotezden F (S)— XeS ve dolayisiyla F (S)— XxeT
elde ederiz. Fakat bu F(S)=x +(F (S)- X) €T anlamina gelir.

(if) nin ispat1 (i) in ispatiyla benzerdir.

Sonug 3.2.10 S bir sayisal yarigrup olsun.

M dir.

F(S)+2
2

i) S simetriktir <=> g(S)=

ii) S pseudo-simetriktir <=> g(S)= dir (Rosales ve Garcia-Sanchez,

2009).
Ornek 3.2.11 $=(5121314)={0,510,12,13,14,1517,18,19,20,22, >}  sayisal

yarigrubu verilsin. Buradan,

Z\S={..,.-112,3,4,6,7,8,9,11,16,21}
G(
F(

g(S)zll bulunur. Onerme 3.2.9 dan S sayisal yarigrubu simetriktir. Ciinkii her

21

$)={12,3,4,6,7,8,9,11,16,21)
S)

XeZ\S igin F (S) =21 tek tamsay1 ve 21-Xe€ S dir. Ayrica Sonug 3.2.10 dan ayni

_21+1

sonuca ulasabiliriz. Gergekten, S simetriktir <=> g(S) =11 dir.

Ornek 3.2.12 S= <5, 6,13> = {0, 5,6,10,11,12,13,15, —)} sayisal yarigrubu verilsin.
Buradan,

Z\S ={..,-11,2,3,4,7,8,9,14}

G(S)=1{1234,7,89,14}

F(S)=14
g(S)=8 bulunur. Onerme 3.2.9 dan S sayisal yarigrubu pseudo-simetriktir.
Gergekten, F (S) =14 ¢ift tamsay1 ve her XxeZ\S igin 14—XxeS veya

x=F (S) /2=7 dir. Ayrica Sonug 3.2.10 dan ayni sonuca ulasabiliriz. Gergekten,

_14+2

S pseudo-simetriktir <=> g(S) 8 dir.
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Sonug 3.2.13 S bir sayisal yarigrup olsun. Eger e(S)=2 ise S simetriktir (Assi ve

Garcia-Sanchez, 2014).

Yardimer Teorem 3.2.14 S bir sayisal yarigrup ve neS’ olsun. Eger x,yeS ve
x+Yy e Ap(S,n) ise 0 zaman x,y € Ap(S,n) dir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Seran,
2016).

Ispat. Farz edelim ki x,y ¢ Ap(S,n) olsun. O zaman y—neS ve x—ne$S olur.
X,yeS ve S bir sayisal yarigrup oldugundan Xx+y—neS ve y+x—neS yazir.
Boylece, Apery kiimesinin tanimindan X+Y ¢ Ap(S, n) Ve y+X¢ Ap(S, n) elde edilir
ki bu da hipoteze gore bir geliski teskil eder. Sonug olarak X,y e Ap(S, n) cikar.
Onerme 3.2.15 S bir saysal yangrup, neS" ve Ap(S,n)={a,<a <..<a,,}
kiimesi verilsin. O zaman, S simetriktir ancak ve ancak her ie {0 n—l} icin
a +a, .. =a,, dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009; Kilig, 2015).

Ispat. (=>): Onerme 3.1.16 dan F (S) =a,, — N seklinde yazabiliriz. &, —n¢S ve S
simetrik oldugundan F(S)—(a —n)=a,,—n—-a+n=a,,—a €S ¢ikar. Yardimci
Teorem 3.2.14 ten a _, =a +a, olacak sekilde je<{0,..., n—1} bulabiliriz. Dolayisiyla
a8, <a <..<a, , den j=n-1-i olmahdir.

(<=): Her ie{0,..,n-1} i¢in a+a_ ;=a_ olsun. O zaman hipotezden
{a,,}=maximals<, Ap(S,n) yazihr. Ote yandan Onerme 3.127 den
PF(S)= {F (S)} olup buradan F(S)=maximals< (Z\S) elde edilir. Dolayistyla

xeZ\S ise 0 zaman F(S)—xeS demektir. Simdi F(S) nin tek tamsay1 oldugunu
F(S F(S F(S) F(S

gosterelim. Eger % bir tamsayi ise % eZ\S olup F (S)—% = % €S

¢ikar. Bu da bir geliski teskil eder. Sonug olarak F (S) tek tamsayr ve Onerme 3.2.9

dan S simetriktir.
Sonug 3.2.16 S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman asagidakiler denktirler:

1) S simetriktir,

i) PF(S)={F(S)}.

iii) t(S)=1 (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
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Ispat. F(S) nin her zaman PF(S) ye ait oldugu bilinmektedir. Ote yandan Tanim
3.1.23 ten PF(S) nin tipi t(S):l olup (ii) ve (iii) birbirine denk ¢ikar. Onerme
3.2.15 in ispatindan da (i) ve (ii) birbirine denk olur.

Sonug 3.2.17 S bir sayisal yarigrup ve ne S” olsun. O zaman

S simetriktir <=> Maximals <, Ap(S,n)={F(S)+n} dir (Rosales ve Garcia-Sanchez,
2009).

Ornek 3.2.18 $=(6,813)={0,6,8,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24,—»}  sayisal

yarigrubu verilsin. Eger n=6eS" alirsak Ap(S,6)={O,8,13,16,21, 29} olup
Maximals <, Ap(S,6)={29} ={23+6} dan PF(S)={23} elde ederiz. Bu da S nin

simetrik oldugunu gosterir.

Yardimer Teorem 3.2.19 S bir sayisal yarigrup ve neS™ olsun. Eger S pseudo-

. _ F(S : . .
simetrik ise 0 zaman %4‘ ne Ap(S, n) dir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014).

. F(S) 5 . F(9) i F(S)
Ispat. T&Z S oldugu aciktir. Eger T+n ¢ S ise 0 zaman F(S)_T

F(S)
2

-nesS

olur. Buradan

F(s)

— 21+ neS dir.
2

€ S sonucu ¢ikar ki bu da bir geliski teskil eder. Sonug olarak

Onerme 3.2.20 S Frobenius sayisi cift olan bir sayisal yarigrup ve ne S olsun. Bu

durumda,

S pseudo-simetriktir <=> Ap(S,n)={a,<a,<..<a,,=F (S)+n}u{%s)+ n} ve

her i€{0,..,n—2} i¢in & +a,_, ; =&, , dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

ispat. (=>): Yardimer teorem 3.2.19 dan (F(S)/2)+ne Ap(S,n) dir. Onerme 3.1.16
dan (F(S)/2)+n<maxAp(S,n)=F(S)+n dir. Eger we Ap(S,n)\{(F(S)/2)+n}
ise 0 zaman w—ng$S ve w—n#F(S)/2 olur. Onerme 3.2.9 dan F(S)—(w—n)eS
ve dolayistyla max Ap(S,n)—w=F(S)+n—weS demektir. Yardime1 Teorem 3.2.14

ten max Ap(S,n)—we Ap(S,n) sonucunu gikarabiliriz.
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Ayrica max Ap(S,n)—w(F(S)/2)+n dir. Aksi taktirde w=F(S)/2 demektir. Bu
ispat Onerme 3.2.15 in ispatin1 izler.

(<=): X, x#F(S)/2 ve xg$ olacak sekilde bir tamsayr olsun. Simdi F(S)-xe$S
oldugunu gosterelim. w=xmod(n) olacak sekilde we Ap(S,n) alalm. O zaman
X =w—Kkn olacak sekilde baz1 k e N\ {0} vardir. Buradan iki durum s6z konusudur.

i) Eger w=(F(S)/2)+n ise o zaman,
F(S)-x=F(S)—((F(s)/2)+n—kn)=(F(S)/2)+(k-1)n dir.

Ayrica x# F(S)/2 den k >2 olur. Dolayisiyla, F(S)—xe$S oldugunu sdyleyebiliriz.
i)  Eger w=#(F(S)/2)+n ise hipotezden a ,-weS  oldugundan
F(S)-x=F(S)—(w-kn)=F(S)+n-w+(k-1)n=a,_,-w+(k-1)neS olur.

Sonug 3.2.21 S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidakiler denktirler:

i) S pseudo-simetriktir.
i) PF(S)={F(S),F(S)/2} dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Not 3.2.22 PF(S)z{F(S),F(S)/Z} ise t(S)=2 dir. Fakat tersi her zaman dogru

degildir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Ornek 3.2.23 S$=(7,10,11)={0,7,10,11,14,17,18,20,21,22,24,25,27,—}  sayisal

yarigrubu verilsin. Buradan S nin pseudo-Frobenius kiimesi PF(S)={23,26} dir. S

nin tipi t(S)=2 dir. Fakat S sayisal yarigrubu pseudo-simetrik degildir. Ciinkii
F(S
X=¥=13€Z\S icin F(S)—X=13<£S cikar.
Sonug 3.2.24 S bir sayisal yarigrup ve ne S~ olsun. Buradan,
o . F(S) .
S pseudo-simetriktir <=> Maximals <, (Ap(S,n))= ?+n,F(S)+n dir

(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

3.3 Teleskopik Sayisal Yarigruplar

Tamm 3.3.1 obeb(u,,...,u,) =1 ve U, <u, <...<U, olacak sekilde pozitif tamsayilar
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dizisi (u,,..,U,) olsun. i=1..,e i¢in d; =obeb(u,,..,u;) ve A={u/d;,..u/d;}
tanimlansin ve A tarafindan iiretilen sayisal yarigrup S, olsun. Eger i=2,...,e icin
u;/d, €S, oluyorsa o zaman (Uu,,...,U, ) tamsayilar dizisine teleskopiktir denir. Ayrica

teleskopik dizilerle iiretilen sayisal yarigruplara teleskopik sayisal yarigrup denir (Kirfel
ve Pellikaan, 1995; Micale ve Olteanu, 2012).

Ornek 3.3.2 S = <8,12,l4,15> sayisal yarigrubu teleskopiktir. Gergekten,
obeb(8,12,14,15) =1

i=1=d, =obeb(8)=8A = {8/8} = {1}

i=2=d,=0beb(812)=4,A, = {8/4,12/4} = {2,3}
i=3=d,=0beb(8,12,14)=2,A,={8/2,12/2,14/ 2} ={4,6,7}
i=4=d,=0beb(8,12,14,15)=1 A, = {8/1,12/1,14/1,15/1} = {8,12,14,15}

Buradan,

A tarafindan iiretilen sayisal yarigrup S; = <1> = {0, —)} =N

A, tarafindan iretilen sayisal yarigrup S, = <2, 3> = {0, 2, —)}

A, tarafindan iiretilen sayisal yarigrup S, = (4, 6, 7) ={0,4,6,7,8,10, -}

A, tarafindan iiretilen sayisal yarigrup da

S, = <8,12,14, 15> ={0,8,12,14,15,16, 20, 22, 23,24, 26, 27, 28,29,30,31, 32,34, -}

seklinde olur. Boylece,
1=2=12/4=3€§,
1=3=14/2=7¢€S,
I=4=15/1=15€S§,

oldugundan S = (8,12,14,15) sayisal yarigrubu teleskopiktir.
Tamm 3.3.3 S=(u,U,,U,) bir sayisal yarigrup olsun. d =obeb(u,,u,) olmak iizere

U, e(ul/ d,u,/ d> oluyorsa bu durumda S ye tig tiretegli teleskopik sayisal yarigrup

denir (Siier ve ilhan, 2019).
Sonu¢ 3.3.4 Teleskopik sayisal yarigruplar simetriktir (Kirfel ve Pellikaan, 1995;
Micale ve Olteanu, 2012).
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4. BETTI SAYILARI VE KATENER DERECESI

Bu boliimde bir sayisal yarigrubun Betti sayilar1 ve Katener derecesi ile ilgili

baz1 bilgiler verilecektir.

Tamm 4.1 {m1 mi} minimal tiretecler tarafindan tretilen sayisal yarigrup S olsun.
Bu durumda, meS igin Zg(m)= {(x1 x)eN' |m= ximl+...+ximi} kiimesine m
nin c¢arpanlarina ayrilist denir. Ayrica X= (Xl, o X, ) e’z (m) icin | X=X +...+X

ifadesine X in uzunlugu denir (Conaway ve ark., 2015; Chapman ve ark., 2016; O’Neil
ve ark., 2016).

Tamm 4.2 X=(X,..%),y=(Y;,...¥;)€N' i¢in x ve y nin en biiyiik ortak bdleni
obeb(x,y)=(min{x,y,},...min{x,y,})eN' dir (Conaway ve ark., 2015; Chapman
ve ark., 2016; O’Neil ve ark., 2016).

Tamm 4.3 X=(%,.%),y=(¥,...¥;)eN icin x ve y arasindaki uzunluk
d(x,y)=max{| x—obeb(x,y)|,| y —obeb(x,y)|} seklindedir (Conaway ve ark., 2015;
Chapman ve ark., 2016; O’Neil ve ark., 2016).

Ornek 44 S=(47,9)cN sayisal yangrubu verilsin. 27€S  igin
x=(0,0,3),y=(1,2,1) e Z;(27) olup Tamm 4.2 den obeb(x,y)=(0,0,1) ve Tamim
4.3ten d(x,y)=max{|(0,0,3)—(0,0,1),/(1,2,1)-(0,0,1)|} =3 bulunur.

Tamm.4.5 S bir sayisal yarigrup, meS, x,yeZs(m) ve MeN verilsin. Bu
durumda, x ten y ye kadar olan bir M -zinciri, her je{1,....i-1} i¢in (1) x =X, (2)

X, =Y ve (3) d (X- X )S M olacak sekilde m nin carpanlart olan X,,...,% € Zg (m)

jr o+
dizisidir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Chapman ve ark., 2016; O’Neil ve ark., 2016).

Tamm.4.6 S bir sayisal yarigrup, meS, x,yeZs(m) ve M eN verilsin. Bu
durumda, m nin katener derecesi x ten y ye var olan M zincirlerin en kiigiigtidiir.
Ayrica m nin katener derecesi c(m) ve S sayisal yarigrubunun katener derecesi
kiimesi de C(S)={c(s):seS} ile gosterilir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Chapman
ve ark., 2016; O’Neil ve ark., 2016).
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Ornek.4.7 S=(4,6,11) sayisal yarigrubu verilsin. 30e€S nin Kkatener derecesini
bulalim. Buradan, 30=4x, +6x, +11x; (X,X,, X, €N) ten 30 un garpanlarina ayriima
kiimesi Zg (30):{(6,1,0),(3, 3,0),(2,0,2),(0,5,0)} ve bu carpanlar arasindaki kenar

uzunluklari,

obeb((6,1,0),(2,0,2))=(min{6,2},min {1,0},min{0,2})=(2,0,0),
d((6.1,0),(2,0,2)) =max{|(6,1,0)-(2,0,0)|,|(2.0,2)—(2,0,0)|} =5.
obeb((2,0,2),(0,5,0)) =(min{2,0}, min{0,5},min{2,0})=(0,0,0),
d((2.0.2),(0,5,0))=max{|(2,0,2)—-(0,0,0)|,/(0,5,0)—(0,0,0) |} =5.
obeb((0,5,0),(3,3,0)) =(min{0,3},min{5,3},min {0,0}) =(0,3,0),
d((0,5,0),(3,3,0)) =max{|(0,5,0)—(0,3,0)|,/(3,3,0)-(0,3,0)|} =3.
obeb((3,3,0),(6,1,0)) =(min{3,6}, min {3,1},min{0,0})=(3,1,0),
d((3,3,0),(6,1,0)) =max{|(3,3,0)—(3,1,0)1,/(6,1,0)—(3,1,0)|} =3.
obeb((6,1,0),(0,5,0)) =(min{6,0}, min {1,5},min {0,0})=(0,1,0),
d((6,1,0),(0,5,0))=max{| (6,1,0)—(0,1,0)1,/(0,5,0)~(0,1,0)|} =6
obeb((2,0,2),(3,3,0)) =(min{2,3},min{0,3},min{2,0})=(2,0,0),
d((2,0,2),(3,3,0))=max{|(2,0,2)-(2,0,0)|,(3,3,0)—(2,0,0)|} =4 olarak bulunur.

Buradan kose noktalar1 bu carpanlar olan ve bu kdse noktalarini birbirine baglayan bu
kenarlardan olusan bir c¢izge c¢izelim. Daha sonra en biiyliik uzunluktaki kenari
kaldiralim ve bu islemi tiim kose noktalar1 arasinda baglantiy1 saglayan kenar kalincaya
kadar tekrar edelim. Boylece bu sekilde buldugumuz kenarin uzunlugu katener derecesi

olur. Dolaysiyla sekil 4.1 de goriildiigii tizere 30 un katener derecesi 4 ¢ikar.
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6,100 3 33.0) (61,0 3 (3.3,0) (6,1,0) 3 (3.3,0)

202) 5 (050) (202) 5 (050) (2.02) (0.5.0)
(a) (b) (c)
Sekil 4.1 C(30) un katener gizgesi

Tanim 4.8 S bir sayisal monoid olsun. Sifir olmayan her bir me S i¢in kose kiimesi
Zs(m) olan V, ¢izgesini disiinelim. O zaman V, cizgesi, obeb(x,y)=0 olmak
lizere iki kosesi X,y € Z (m) olan bir kenar paylasir. Eger V baglantisiz ise o zaman
m sayisina S nin Betti sayisi denir. Ayrica S nin Betti kiimesini su sekilde ifade
ederiz:

Betti (S) = {8 €S|V baglantsizdir} (Conaway ve ark., 2015; O’Neil ve ark., 2016).
Ornek 4.9 S=(7,10,13,15) sayisal yarigrubu verilsin. 4 =30 elemam S nin Betti
elemanidir; fakat £, =40 eleman1 S nin Betti eleman1 degildir. Gergekten, sekil 4.2

deki V,, cizgesi baglantisizdir; fakat sekil 4.3 teki V,, ¢izgesi baglantilidir.

(0,3,0,0) (1,1,1,0)

Sekil 4.2 3, =30 un Betti ¢izgesi



26

(1,2,1,0) (0,1,0,2)

Sekil 4.3 S, =40 n Betti ¢izgesi

Onerme 4.10 S = (ul,uz,u3) say1sal yarigrubu u,,U,,U, minimal {ireteglerle iiretilen bir
sayisal yarigrup olsun. O zaman, bir #e S elemani,

X, = min{x:xui e<uj,uk> ve {j,k} ={1, 2,3}\{i}} olmak {izere, baz1 i 6{1,2,3} icin
S = XU, Betti elemanidir (Conaway ve ark., 2015).

Ispat. (=>):Farz edelim ki g Betti elemani olsun. O zaman V , baglantisizdir. Simdi

z ve z, V, nin farkhi bilesenleri icerisinde A nin iki carpam olsun. Buradan

B
Obeb(z, Z') =0 ve bdylece ya z ya da z bir bilesen iizerinde desteklenen bir ¢arpana

sahiptir. Genelligi kaybetmeden z nin bir bilesenle desteklendigini varsayalim.

Oncelikle z nin birinci bilesende desteklendigini diisiinelim. Buradan zZ =(X1,0, O) ve
z,= (O, X, x3') olacak sekilde X,X,,X, €N vardir. Bu da demektir ki
B=%U, =X,U,, XUy € (U,,U;) dir. Simdi y, eN ve y, <x, olmak iizere, Y,u, €(u,,U;)
oldugunu varsayalim. O zaman YU, = Y,U, + Y,U, olacak sekilde Y,,y, €N vardir. Bu
durumda, B =(X—Y,)U + YU =(X—Y,)U + YU, + YU, seklinde olup buradan elde
edilen ' =(X —Y,,¥,,Y;) ¢arpant S nin bir carpanidir. Dolayistyla obeb(z,z")=0 ve
obeb(z",zl) #0 oldugundan z ve z niin V ; hin ayni bagl bileseninde oldugunu ve

bununda bir geligki olusturdugunu goriiriiz. Sonug olarak minimumluk X, i takip eder.
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Benzer sekilde z nin ikinci veya iciincii bilesen iizerinde desteklendigi durumlar

paralel bir argiimanla ispatlanabilir.

(<=): Varsayalim minimumluk (en kiigiik) kosullar1 saglayan dogal sayr X, olmasi
durumunda g =xu, olsun. O zaman f=xuU, =X,U,+ XU, olacak sekilde X,,X; €N
vardir. Eger 7= (Xl,0,0) ve z =(O, Xy, X3) disinda S nin baska ¢arpanlarr olmadigini
gosterirsek istedigimiz sonuca ulasiriz. Farz edelim ki z =(yl, Yy, y3) e f olsun. Bu
verilerden xu, = =yu, +Y,u,+yu, i Yyazabilir ve buradan x >y, sonucunu
cikarabiliriz. Eger x >y, ise 0 zaman X —Y,, X in minimalligiyle celisen,
(%, —¥;)u, €(U,,U;) kosulunu saglayan X, den kesinlikle daha kiigiik bir sayidir ki bu
da x in minimalligiyle ¢elisir. Bu nedenle x, =Y, ve bdylece y,=Yy,=0 olur. O
zaman z =z sonucu ¢ikar ki bu da demektir ki £ nin z ve z disinda baska carpani
yoktur. Buradan Z ()= {Z, Z'} ve obeb(z, Z') =0 sonuglarindan V ,; baglantisizdir. Bu
durumda, S Betti elemanidir.

Ornek 4.11 S = <11, 14,19> sayisal yarigrubunun Betti sayilarini bulmaya c¢aligalim.
i=1ve u =11 igin X, =min{x:11x €(14,19)} den x, =3 bulunur.

Buradan g, =xu, =3.11=33 olur.

i =2 ve u,=14 igin X, =min{x:14x (11,19)} den x, =7 bulunur.

Buradan g, = x,u, =7.14=98 olur.

i =3 ve u, =19 igin X, =min{x:19x & (11,14)} den x, =5 bulunur.

Buradan S, =Xu,=519=95 olur. Sonu¢ olarak S nin Betti sayilan
Betti(S) ={33,95,98} seklindedir.

Teorem  4.12 S bir  sayisal  yarigrup  olsun. Bu  durumda,
c(S)=max{c(B): B < Betti(S)} dir (Assi ve Garcia-Sanchez, 2014; Chapman ve ark.,
2016; O’Neil ve ark., 2016).

Onerme 4.13 S gomme boyutu 3 olan bir sayisal yarigrup olsun. Buradan

1<#Betti(S)<3 tiir. Ayrica, S simetrik degildir ancak ve ancak #Betti(S)=3 tiir

(Garcia-Sanchez ve ark., 2017).
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5. BAZI TELESKOPIK SAYISAL YARIGRUPLARIN BETTI SAYILARI VE
KATENER DERECESI

Bu boéliimde géomme boyutu ii¢ olan bazi teleskopik sayisal yarigrup aileleri
verilecektir. Daha sonra bu ailelerin Betti sayilari, Frobenius sayilari, cinsi ve elde
ettigimiz bu Betti sayilarinin bir kisminin katener derecelerinin bulunmasiyla ilgili baz1
onemli ¢alismalar elde edecegiz.

Teorem 5.1 S gémme boyutu 3 ve katlilig1 4 olan bir sayisal yarigrup olsun. S sayisal

yarigrubu teleskopiktir ancak ve ancak S,
D= {<4, 4o+ 2, m> ‘a€Z', meZ, vem>da+ 2} ailesinin bir iiyesidir (Siier ve Ilhan,

2019).
Teorem 5.2 S gomme boyutu 3 ve katlilig1 6 olan bir sayisal yarigrup olsun. S sayisal

yarigrubu teleskopiktir ancak ve ancak S asagidaki ailelerinin bir tiyesidir.
i) [1={(6,6a+2,m):aecZ’, meZ, vem>6a+2},

i) Q={(6,6c+3,p): peZ’,p>6a+3ve3fp}|,

iii) W={(6,6a+4,n):aeZ" neZ, ven>6a+4

(Siier ve Ilhan, 2019).

Teorem 5.3 Teorem 51 de verilen S sayisal yarigrubu
o= {<4 4o+ 2, m> ‘aeZ’, meZ, vem>4a+ 2} teleskopik sayisal yarigrup ailesinin
bir iiyesi olsun. Bu durumda, g, =8a+4 ve f, =2m olmak lizere S nin Betti sayilar
Betti(S)={,,3,} seklindedir.

Ispat. Onerme 4.10 dan x =min {X 14x e (da+2, m>} ve Tanim 3.1.1 den

4x=A(4a+2)+Am (4,4, €N) yazilir. Verilen denklemde A4 =2 ve A,=0
segmemiz halinde en kiigiik X degerini elde ederiz. Buradan 4x=2(4a+2)+0m ise

x =2« +1 olarak elde edilir. Buradan S =4(2a+1) =8a+4 olur. Yine

Onerme 410 dan x,=min{x:x(4a+2)e(4,m)} ve Tamm 3.1.1 den
X(4a+2)=4+A,m (4,4, €N) yazilir. Verilen denklemde 4 =2a+1 ve 4, =0
secmemiz halinde en kiigiik X degerini elde ederiz. Buradan x(4a +2) =4(2c+1)+0m

ve X =2 elde edilir. Boylece f =(4a+2)2=8a+4 olur.
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Onerme 4.10 dan x3=min{x:mXe<4,4a+2>} ve S teleskopik sayisal yarigrup

oldugundan me (2,2 +1) yazabiliriz. Tamm 3.1.1 den m=24 +(2a+1)4, olacak
sekilde en az bir 4,4, e N vardir. Buradan 2m=44 +(4a+2)A, elde edilir ki bu
kosulu saglayan en kiigiik X tamsayis1 2 olup S =2m ¢ikar.

Sonug olarak @ teleskopik sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigrubunun Betti
sayilarimin kiimesi Betti(S)={8a +4,2m} formunda olur.

Ornek 54 i=12.. i¢in S, ®={(44a+2,m):aeZ’, meZ vem>4a+2|

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir iiyesi olsun. Asagida ¢ =1 ve =2 igin ®

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin Betti sayilar1 hesaplanmistir.

a=1 a=2

S, =(4,6,7)= petti(S,) =1{12,14} S, =(4,10,11) = petti(S, ) = {20, 22}
S, =(4,6,9) = petti(S,) ={12,18} S, =(4,10,13) = petti(S,) ={20, 26}
S, =(4,6,11) = petti(S,)=1{12,22} S, =(4,10,15) = petti(S,) =1{20,30}
S, =(4,6,13) = petti(S,) ={12,26} S, =(4,10,17) = fetti (S, ) = {20,34}
Ss =(4,6,15) = fetti (S, ) = {12,30} Ss =(4,10,19) = petti(S;) ={20,38}
S, =(4,6,17) = petti(S, ) = {12,34} Se =(4,10,21) = fetti(S;) ={20,42}
S, =(4,6,19) = petti(S,)={12,38} S, =(4,10,23) = petti(S,)={20,46}
Sy =(4,6,21) = petti(S,) =1{12,42} Sy =(4,10,25) = petti(S, ) = {20,50}

Ornekte gorilldiigii gibi ®={(4,4a+2,m):aeZ’, meZ vem>4a+2| teleskopik
sayisal yarigrup ailesinin Betti sayilari kiimesi Betti(S)={8a+4,2m} formundadur.

Sonuc¢ 5.5 S sayisal yanigrubu @ = {(4, da+2,m):aeZ’, meZ vem>da+ 2}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir tiyesi olsun. O zaman S sayisal yarigrubunun

Betti sayilar1 f =8a+4, £, =2m olmak iizere,

i) F(S ( Zﬂ}
l i=2

i) g(s :KZ . lﬁ.)

seklindedir.

Teorem 5.6 Teorem 5.2 de verilen
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i) S sayisal yarigrubu IT= {<6,6a+2, my:aeZ',meZ, vem> 6a+2} teleskopik

sayisal yarigrup ailesinin bir {liyesi olsun. Bu durumda, S nin Betti sayilari,

B, =18a+6 ve S, =2m olmak iizere, Betti(S)={f, 3,} formundadur.

ii) S saywsal yarigrubu Q={<6,6a+3, p>: peZ',p>6a+3ve3f p} teleskopik
sayisal yarigrup ailesinin bir {iyesi olsun. Bu durumda, S nin Betti sayilari,
B, =12a.+6 ve 3, =3p olmak iizere, Betti(S)={/4,f4,} formundadur.

iii) S sayisal yarigrubu ¥ :{<6,6a+4, nN:aeZ',neZ ven >6a+4} teleskopik
sayisal yarigrup ailesinin bir iiyesi olsun. O zaman S nin Betti sayilari, £ =18 +12
ve B, =2n olmak iizere, Betti(S)={A,f,} formundadir.

Ispat.

i) Onerme 4.10 dan x =min{x:6xe(6a+2,m)} ve Tamm 3.1.1 den
6x =4 (6a+2)+Am (4,4, eN) yazilir. Eger 3|m ve 6a+2<m<9a+3 ise verilen

denklemde 4, =0 ve A, =2 se¢gmemiz halinde en kiigiik X degerini elde ederiz.
Buradan 6x = 0(6a +2) +2m ve x=% elde edilir. Boylece ﬂz6-%=2m olur. Eger

m=>9a +3 ise verilen denklemde A, =3 ve A, =0 se¢gmemiz halinde en kiigiik X
degerini elde ederiz. Buradan 6x =3(6a +2)+0m ise x=3«a+1 olarak elde edilir. Bu

durumda, # =6(3x+1) =18 +6 olur. Yine

Onerme 410 dan x,=min{x:x(6a+2)e(6,m)} ve Tamm 3.1.1 den
X(6ax+2)=46+Am (4,4, €N) yazilir. Verilen denklemde 4 =3a+1 ve 4, =0
segmemiz halinde en kiigliik X degerini elde ederiz. Buradan x(6«a +2) = 6(3a +1)+0m
ve x =3 elde edilir. Boylece f =3(6c +2) =18 +6 olur. Yine

Onerme 4.10 dan x, = min {X :mx e (6,6c + 2>} yazilir ve S teleskopik sayisal yarigrup

oldugundan me(3,3cr+1) dir. Tanim 3.1.1 den m=34, +(3a +1)4, olacak sekilde en
az bir A4, 4, eN vardir. Buradan 2m =64, + (6 + 2)4, elde edilir ki bu kosulu saglayan
en kiigiik X tamsayisi 2 olup £ =2m cikar.

Sonug olarak IT teleskopik sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigrubunun Betti

sayilarinin kiimesi Betti(S)={18c+6,2m} formundadir.
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i) Onerme 4.10 dan x =min{x:6xe(6a+3 p)} ve Tamm 3.1.1 den

6x=1,(6a+3)+4p (4,4 eN) vyazilir. Verilen denklemde 4 =2 vel, =0
segcmemiz halinde en kiigiik X degerini elde ederiz. Buradan 6x=2(6a+3)+0p ise

X =2a +1 olarak elde edilir. Bu durumda, S =6(2a +1) =12 +6 olur. Yine

Onerme 4.10 dan x,=min{x:x(6a+3)e(6,p)] ve Tamm 3.1.1 den
X(6a+3)=46+4p (4,4 €N) yazilir. Verilen denklemde A4 =2a+1 ve 4,=0
segmemiz halinde en kiigiik X degerini elde ederiz. Buradan x(6c +3) =6(2a+1)+0p
ve x =2 elde edilir. Buradan g =2(6a +3) =12a+6 olur.

Onerme 4.10 dan x, =min {X IXp e <6, 6 +3>} yazilir ve S teleskopik sayisal yarigrup

oldugundan p e <2,2a +l> dir. Tanim 3.1.1 den p =24 + (2 +1)A, olacak sekilde en
az bir A, 4, € N vardir. Buradan 3p =64, + (6 +3)4, elde edilir ki bu kosulu saglayan
en kiigiik X tamsayisi 3 tiir. Boylece, f =3p olur.

Sonug olarak Q teleskopik sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigrubunun Betti

sayilarinin kiimesi Betti (S) = {12a +6,3 p} formundadir.
jii) Onerme 4.10 dan x =min{x:6xe(6a+4,n)} ve Tamm 3.1.1 den

6x=46a+4)+An (4,4, eN) yazlir. Verilen denklemde 4 =3 ve 4,=0
segmemiz halinde en kiiciikk X degerini elde ederiz. Burada 6x=3(6c+4)+0n ve

x=3a+2 elde edilir. Boylece, f =6(3c+2) =18 +12 olur. Yine

Onerme  4.10 dan  x,=min{x:x(6a+4)(6,n)} ve Tamm 3.1.1 den
X(6a+4)=246+4n (4,4, €N) yazilir. Verilen denklemde 4 =3a+2 ve 4,=0
segmemiz halinde en kiigiik X degerini elde ederiz. Buradan x(6cx +4) = 6(3a+ 2)+On
ve x =3 elde edilir. Bu durumda, g =3(6a +4)=18a +12 olur. Yine

Onerme 4.10 dan x, =min {X IXn e <6, 6 +4>} yazilir ve S teleskopik sayisal yarigrup
oldugundan ne(3,3¢+2) dir. Tamim 3.1.1 den n=34 +(3x+2)4, olacak sekilde en

az bir A, A4, € N vardir. Buradan 2n =064, + (6 +4)4, elde edilir ki bu kosulu saglayan

en kiiglik X tamsayis1 2 dir. Yani g =2n olur.



32

Sonug olarak W teleskopik sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigrubunun Betti

sayilarinin kiimesi Betti (S) = {18a +12, 2n} formundadir.
Ornekler 5.7
i) TI= {<6, 6a+2,m):aeZ', meZ, vem>6a+ 2} formundaki sayisal yarigrup

ailesini diisinelim. & =1 ve « =2 i¢in baz1 yarigruplarin Betti elemanlariin kiimesini

bulalim.

a=1 a=2

S, =(6,8,9) = petti(S, ) = {18, 24} S, =(6,14,15) = petti(S,) = {30,42}
S, =(6,8,11) = petti(S,) ={22,24} S, =(6,14,17) = petti(S,) = {34,42}
S, =(6,8,13) = petti(S, ) = {24, 26} S, =(6,14,19) = petti(S, ) = {38,42}
S, =(6,8,15) = petti(S, ) = {24,30} S, =(6,14,21) = petti(S, ) = {42}

S, =(6,8,17) = petti(S;) ={24,34} S, =(6,14,23) = petti(S, ) = {42, 46}
S, =(6,8,19) = petti (S, ) ={24,38} S, =(6,14,25) = petti(S, ) ={42,50}
S, =(6,8,21) = petti(S,)={24,42} S, =(6,14,27) = petti(S,) ={42,54}
S, =(6,8,23) = petti(S, ) = {24, 46} Sy =(6,14,29) = petti(S, ) = {42,58}

Ornekte goriildiigii gibi T1={(6,6a+2,m):aeZ’, meZ, vem>6a+2} teleskopik

sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigruplarinin Betti sayilariin kiimesi

Betti(S) = {18 +6,2m} oldugu goriilmektedir.
i) Q= {<6, 6 +3,p): peZ’, p>6a+3ve3f p} formundaki sayisal yarigrup ailesini

disiinelim. =1 ve a=2 icin bazi yarigruplarin Betti elemanlarinin kiimesini

bulalim.

a=1 a=2

S, = <6,9,10> = fetti(S,) ={18,30} S, = <6,15,16> = fetti(S,) ={30,48}
S, = <6,9,11> = petti(S,) = {18,33} S, = <6,15,17> = petti(S,) = {30,51}
S, = <6, 9,13> = fetti(S,) = {18,39} S, = <6,15,19> = fetti(S,) ={30,57}
S, = <6,9,l4> = fetti(S,) ={18,42} S, = <6,15, 20> = fetti(S, ) ={30,60}
S, = <6,9,16> = fetti(S;) = {18, 48} S, = <6,15, 22> = fetti(S;) = {30, 66}
S = <6,9,17> = fetti (S, ) ={18,51} S = <6,15, 23> = fetti (S, ) ={30,69}
S, = <6, 9,19> = Petti(S,) = {18, 57} S, = <6,15, 25> = Petti(S,) = {30, 75}
Sg = <6, 9, 20> = fetti(S,) = {18,60} Sg = <6,15, 26> = fetti(S;) = {30, 78}
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Ormekte goriildiigii gibi Q= {<6, 6 +3,p): peZ’, p>6a+3ve3f p} teleskopik
sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigruplarinin Betti sayilarinin  kiimesi
Betti (S) = {12a +6,3 p} oldugu goriilmektedir.

i) ¥ = {<6, 6 +4, n> ‘aeZ’,neZ, ven>6a +4} formundaki sayisal yarigrup

ailelerini diisiinelim. =1 ve a=2 i¢in baz1 yarigruplarin Betti elemanlarinin

kiimesini bulalim.

a=1 a=2

S, =(6,10,11) = etti(S,) ={22,30} S, =(6,16,17) = petti(S,) = {34,48}
S, =(6,10,13) = petti(S,) ={26,30} S, =(6,16,19) = petti(S,) = {38,48}
S, =(6,10,15) = petti(S,) ={30} S, =(6,16,21) = petti(S,) ={42,48}
S, =(6,10,17) = petti(S,) ={30,34} S, =(6,16,23) = petti(S,) ={46,48}
S, =(6,10,19) = petti(S;)=1{30,38} S, =(6,16,25) = petti(S, ) = {48,50}
S, =(6,10,21) = fetti (S ) ={30,42} S, =(6,16,27) = petti(S, ) = {48,54}
S, =(6,10,23) = petti(S,)={30,46} S, =(6,16,29) = petti(S, ) ={48,58}
Sy =(6,10,25) = petti(S, ) = {30,50} S, =(6,16,31) = petti(S, ) = {48,62}

Ornekte goriildigii gibi ¥={(6,6a+4,n):aeZ’ neZ ven>6a+4} teleskopik

sayisal yarigrup ailesine ait S sayisal yarigruplarinin Betti sayilariin kiimesi

Betti(S) = {18 +12,2n} oldugu goriilmektedir.

Sonu¢ 5.8 S sayisal yarigrubu IT= {<6, 6a+2,m):aeZ', meZ, vem>6a+ 2}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir iiyesi olsun. O zaman S sayisal yarigrubunun

Betti sayilar1 f =18a+6, £, =2m olmak lizere,

i) F(S ( Zﬂj 5-3a),
o o) (S8} (25
seklindedir.

Sonu¢ 5.9 S sayisal yarigrubu Q={<6, 6 +3, p>: peZ',p>6a+3ve3t p}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir tiyesi olsun. O zaman S sayisal yarigrubunun

Betti sayilart 5 =12a+6, S, =3p olmak iizere,
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i) F(S):(

i) g (S) = (
seklindedir.
Sonu¢ 5.10 S sayisal yarigrubu W= {<6 6 +4, n> raeZ',neZ, ven>6a +4}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir {iyesi olsun. O zaman S sayisal yarigrubunun

Betti sayilant B =18a+12, B, =2n olmak lizere,

i) F( ( Zﬂj 4-3a),
i) oS =(Zﬁ) (24a+§n+21]

seklindedir.
Teorem 5.11 S sayisal yarigrubu @ = {<4, 4o+ 2, m> ‘aeZ', meZ, vem>4a+ 2}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir liyesi ve £, f, S sayisal yarigrubunun Betti

sayilar1 olsunlar. Bu durumda, keZ, igin k < olmak iizere, S, in carpanlari

200+1
—k-(2a+1
(2a+1,0,0) ve (0,2,0); f, nin garpanlari ise (%,kﬁ] ve (0,0,2) dir.

Ispat. Teorem 5.3 geregi S sayisal yarigrubunun Betti sayilari sirasiyla 3, =8a+4 ve
B, =2m dir. Oncelikle S, in ¢arpanlarini bulahm. S, =8c+4 =4x +(4a+2)X, +mx,
(Xl, Xy, % €N ) olarak yazariz. Bu durumda, f =8a+4 ifadesi c¢ift tamsay:
oldugundan 4x, +(4a+2)x,+mx, ifadesi de ¢ift tamsayr olmak zorundadur.
Dolayisiyla 4x; +(4a+2) X, sayist ¢ift tamsayr ve m tek tamsayr oldugundan X, cift
tamsay1 olmak zorundadir. Ayrica m>4a+2 oldugundan X, =0 olmalidir. Boylece

2%

200 +1

X, =0 ise 8 +4=4x +(4a+2)X, esitligi elde edilir. Bu durumda, x, =2- ve

X, € N oldugundan X, =0 veya X, =2a+1 olmalidir. Sonug olarak, S, in ¢arpanlar

(2a+1,0,0) ve (0,2,0) seklindedir.
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Simdi fB,=2m nin carpanlarim bulalm. p, =2m=4x,+(4a+2)x,+mx, olarak

yazariz. Buradan X, =0 veya x,=1 veya X,=2 oldugu agiktir. Eger X, =0 ise

2m=4x +(4a+2)x, esitligi elde eder ve buradan X, = M=2% | larak yazariz. Bu

20+1

durumda, X, e N oldugundan 2¢ +1| m—2x, yazilir. Ayrica 2a+1 ve m—2x, ifadeleri

tek tamsay1 oldugundan X, = n;_Z):(Ll
o+

ifadesi de tek tamsay1 olmak zorundadir. Simdi

keZ, igin m—2x =k(2a+1) esitligini yazalim. Buradan k < olmak iizere,

20 +1

m-k-(2a+1 i
X, :¥ ve X, =k olur. Dolayistyla X, =0 olmast durumunda £, nin bir

m-k-(2a+1) 5 ) e
carpani f,k,o ¢ikar. Eger x, =1 ise m=4x +(4a+2)x, esitligi elde

edilir. Fakat bu ifade bir celigki teskil eder, ¢iinkii m tek tamsay1 ve 4x +(4a+2) X,
cift tamsayidir. Dolayisiyla X, =1 olmasi durumunda g, nin bir ¢arpani bulunamaz.
Eger x, =2 ise 0=4x +(4a+2)x, esitligi elde edilir. Buradan x,,x, € N oldugundan
X, =0 ve Xx,=0 oldugu aciktir. Dolayisiyla X, =2 olmast durumunda £, nin bir
¢arpam (0,0,2) gikar.

Teorem 5.12 S sayisal yarigrubu @ = {<4, 4o+ 2, m> ‘aeZ’, meZ, vem>4a+ 2}
teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir liyesi ve S, , S sayisal yarigrubunun Betti
sayis1 olsun. O zaman S, in katener derecesi c(/,)=2a +1 olur.

Ispat. Teorem 5.11 geregi B, =8a +4 iin ¢arpanlari (2c+1,0,0) ve (0,2,0) dur.

Bu durumda, bu ¢arpanlar arasindaki kenar uzunlugu,

obeb((2a+1,0,0),(0,2,0)) =(min {2 +1,0}, min {0,2},min {0,0}) =(0,0,0),
d((22+1,0,0),(0,2,0)) =max{| (22 +1,0,0)—(0,0,0)1,|(0,2,0)~(0,0,0) |} = 2 +1

olarak bulunur. Buradan kose noktalari bu garpanlar olan ve bu kdse noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.1 ¢izgesini ¢izdigimizde /£, in Katener

derecesi ¢(4,) =2 +1 oldugu goriiliir.
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20+ 1,0,0) 2a+ 1 (0.2,0)

Sekil 5.1 Carpanlar1 (Za +1,0, 0) ve (0, 2, O) olan B, =8a + 4 iin katener ¢izgesi

Ornek 5.13 o =100 ve m=403 igin S = <4, 402,403> sayisal yarigrubu verilsin.
Bu durumda, 3, =8-100+4 =804 ve c(804)=2-100+1= 201 elde edilir.
Teorem 5.14 S sayisal yarigrubu IT= {<6, 6a + 2, m> raeZ',meZ, vem>6a+ 2}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir liyesi ve £, f, S sayisal yarigrubunun Betti

sayilar1 olsunlar. Bu durumda,

i) 3fmise f, in carpanlar (3c+1,0,0) ve (0,3,0),

.. ) . (9a+3)—m

ii) 6c+2<m<9a+3 ve 3|m ise S in garpanlari T,O,Z , (3¢ +1,0,0)

ve (0,3,0),

i) keN icin k< m ve 3|m—k-(3x+1) ise B, nin carpanlar
3a+1

[M K, 0] ve (0,0,2) seklindedir.

Ispat. Teorem 5. 6 geregi S sayisal yarigrubunun Betti sayilart sirasiyla B, =18a +6
ve B, =2m dir. Oncelikle B in carpanlarini bulalim.
B =18c+6=6x +(6a+2)X, +mMX; (X,X,, X €N) olarak yazarz. Bu durumda,
B, =18a+6 ifadesi ¢ift tamsayr oldugundan 6x +(6c+2)x,+mx, ifadesi de ¢ift
tamsay1 olmak zorundadir. Dolayisiyla 6)(l+(6a+2) X, sayist ¢ift tamsayr ve m tek
tamsay1 oldugundan X, cift tamsay1 olmak zorundadir. Ayrica m>6a +2 oldugundan

X; =0 veya x;=2 olmalidir. Eger X, =0 ise 18x+6="6x,+(6a+2)Xx, esitligi elde

edilir. Buradan x, =3— 33X1 1 ve X, € N oldugundan x, =0 veya X, =3c +1 olmalidir.
o+

Dolayisiyla X, =0 olmast durumunda f, in garpanlari (3c+1,0,0) ve (0,3,0) cikar.

Eger X, =2 ise 18a+6=6x +(6a+2)X,+2m esitligi elde edili. Bu durumda,

=2 veya

_3%m ve X, eN oldugundan 3Xi—-i_m—O 3Xi—-'_m—l S +m

X2=3 - ) — 4
3a+1 3a+1 3a+1 3a+1
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S +m_ 3 olmalidir. Eger S +m_ 0 ise m=-3x, esitligi elde edilir, fakat bu ifade
3o +1 3a+1
3o +1)—m
m ve x,_ in kabuliiyle celisir. Eger 33"1 “1“ =1 ise 0 zaman x, _(BatD)-m esitligi
a+

elde edilir. Buradan m>6a+2 oldugundan X ¢N celiskisi elde edilir. Eger

(6 +2)—m

Sqtm_ 2 ise X D a— esitligi elde edilir. Boylece m>6a +2 oldugundan

3a+1

(9a+3)-m  iigi elde

X, ¢ N celigkisi elde edilir. Eger 33)(1 +rln =3 ise 0 zaman X, =
o+

edilir. Bu durumda, 6a+2<m<9a+3 ve 3|m olmak iizere, f, in carpani

[w .0, ZJ cikar.

Sonug olarak 18cr+6 =6Xx, +(6a +2)x, +mx, esitliginde 6|18c+6 ve 6c+2|18a+6
oldugundan (3¢x+1,0,0) ve (0,3,0) carpanlart S, in tiim carpanlarinda vardur.
Dolayistyla g, in bulundugu ¢arpan gruplari asagidaki gibidir:

i) 3fmise (3z+1,0,0), (0,3,0),

9a+3)—m

i) 6a+2<m<9a+3 ve 3|m ise (( 3 ,0,2],(3a'+1,0,0) ve (0,3,0).

Simdi fB,=2m nin carpanlarim bulalm. f, =2m=6Xx +(6a+2)Xx,+mx, olarak
yazariz. Bu durumda, x,=0, X, =1 veya X,=2 oldugu aciktir. Eger x,=0 ise

2m=6x, +(6+2)x, olur. Buradan Xzzrg—_3>;1 cikar. Simdi keN icin
o +

m—3x, =k-(3a+1) esitligini yazalim. Buradan k < ve 3|m—k-(3a+1) olmak

3a+1

m—k-(3a+1)

lzere, X = ve X, =k elde edilir. Dolayisiyla X, =0 olmasi durumunda

m—-k-(3a+1
S, nin bir carpani (ﬁ

,k,Oj dir. Eger x,=1 ise m=6x +(6a+2)x,

yazariz. Fakat bu ifade bir geliski teskil eder. Ciinkii m tek tamsay1 6x, +(6a +2)Xx, ise
cift tamsayidir. Dolayistyla X; =1 olmasi durumunda S, nin bir ¢arpam1 bulunamaz.

Eger X, =2 ise 0=6x,+(6a+2)Xx, yazariz. Buradan x,,X, €N oldugundan x, =0 ve
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X, =0 oldugu ag¢iktir. Dolayisiyla X, =2 olmasi durumunda £, nin bir ¢arpani (0, 0, 2)

olur.

Teorem 5.15 S sayisal yarigrubu IT= {<6 6a+2,m):aeZ’, meZ vem>6a+ 2}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir tiyesi ve S, , S sayisal yarigrubunun Betti

sayisi olsun. O zaman

i) 3fm ise f, in garpanlar1 (3c+1,0,0) ve (0,3,0) seklinde olup bu durumda g, in
katener derecesi ¢(f3,)=3a+1,
ii) m=9«+3 ise S, in ¢arpanlari (0,0, 2), (3z+1,0,0) ve (0,3,0) seklinde olup bu

durumda /3, in katener derecesi c(f3,)=3a +1,

9a+3)—m
iil) 6ar+2<m<9a+3 ve 3|m ise B in carpanlart (%,0,2} , (3¢ +1,0,0)

ve (0,3,0) seklinde olup bu durumda 3, in katener derecesi c(/3,) :% seklindedir.
ispat.

i) 3fm ve B =18 +6 nimn ¢arpanlar (3c+1,0,0) ve (0,3,0) olsun.

Bu durumda, bu carpanlar arasindaki kenar uzunlugu,
obeb((32+1,0,0),(0,3,0)) =(min{3a +1,0},min{0,3},min {0,0})=(0,0,0),
d((32+1,0,0),(0,3,0)) =max{| (3a+1,0,0)—(0,0,0),/(0,3,0)~(0,0,0) |} = 3er +1

olarak bulunur. Buradan kose noktalart bu carpanlar olan ve bu kdse noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.2 ¢izgesini ¢izdigimizde /3, in katener

derecesi c(3,) =3a +1 oldugu goriiliir.

(Ba+1,0,0) 3a+ 1 (0,3,0)

Sekil 5.2 Carpanlari (Sa +1,0, O) ve (0,3, 0) olan B =18 + 6 nin katener gizgesi

i) m=9a+3 ve S =18 +6 nin garpanlari (0, 0,2), (3x+1,0,0) ve (0,3,0) olsun.
Bu durumda, bu carpanlar arasindaki kenar uzunluklari,

obeb((0,0,2),(3a+1,0,0)) =(min{0,3c +1},min {0,0},min{2,0})=(0,0,0),

d((0,0,2),(3a+1,0,0))=max{|(0,0,2)—(0,0,0),| (3 +1,0,0)—(0,0,0) |} =3 +1.



39

obeb((0,0,2),(0,3,0)) =(min{0,0}, min {0,3},min {2,0}) =(0,0,0),
d((0,0,2),(0,3,0))=max{|(0,0,2)—-(0,0,0)],|(0,3,0)—(0,0,0)|} =3.
obeb((3r+1,0,0),(0,3,0)) =(min {3x+1,0},min{0,3},min {0,0})=(0,0,0),

d((32+1,0,0),(0,3,0)) =max{| (3z+1,0,0)—(0,0,0),/(0,3,0)~(0,0,0) |} = 3er +1
olarak bulunur. Buradan kose noktalari bu c¢arpanlar olan ve bu kose noktalarini
birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.3 ¢izgesini ¢izelim. Buradan her

a €' igin 3z +1>3 oldugundan }, in katener derecesi c(5,) =3 +1 gikar.

(0,0,2)

Ba+1,00) 3a+1  (03.0)
Sekil 5.3 Carpanlari (0,0,2), (Ba +l,0,0) ve (0,3,0) olan B, =18 +6 nin katener gizgesi

9 +3)—m
iii) 6a+2<m<9+3, 3|m ve [ =18a+6 nin carpanlar {%,O,Zj ,

(3x+1,0,0) ve (0,3,0) olsun. Bu durumda, bu garpanlar arasindaki kenar uzunluklari,

obeb [(w 0, Zj (32 +1,0, 0)j =
(min{w,w +1}, min {0, 0}, min {Z,O}j = (w,olo]
d ((w,o,zj,(&x +1,o,o)j -

max{| (w,o,z)—(w,o,oj|,|(3a+1,o,0)—(w,o,oj |}:%
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Obeb[(w’o’z)(o’&o)j:(min{w’o}’ min{0,3}1min{2,0}j:(0,0,0)
d&w’oij,(o,m)}:

aX{I (w,o,zj—(o,o,o)u(o,3,o)-(o,o,o)|}=3+3a—g
obeb((3er+1,0,0),(0,3,0)) =(min {3x+1,0},min {0,3},min {0,0})=(0,0,0)

d((32+1,0,0),(0,3,0)) =max{| (3a+1,0,0)—(0,0,0),/(0,3,0)~(0,0,0) |} = 3er +1

olarak bulunur. Buradan kose noktalar1 bu c¢arpanlar olan ve bu kose noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.4 ¢izgesini ¢izelim. Buradan her

aeZ" ve her meZ, i¢in 3 +1>%>3+3a—% oldugundan g, in katener derecesi

c(p)= g cikar.

U)x
/}z
2 "q)z\
o\
Ga+100) 3at+1l (03,0 (Ba+ 1,0,0) (0,3,0)
(a) (b)

(9 +3)-m

3 .0, 2), (3 +1,0,0) ve (0,3,0) olan 3 =18 +6 nn

Sekil 5.4 Carpanlari [

katener ¢izgesi

Ornek 516 o=20 ve m=1001 igin S= <6,122,1001> sayisal yarigrubu verilsin
Buradan S5, =18-20+6=366 ¢ikar. Ayrica 3, =366 nin carpanlari (61,0,0) ve
(0,3,0) oldugundan S, =366 nin katener dereecesi ¢(f3,)=3-20+1=61 olur.

Teorem 5.17 S sayisal yarigrubu Q= {(6, 6a+3,p):peZ’,p>6a+3ve3t p}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir iiyesi ve f,, f, S sayisal yarigrubunun Betti
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sayilar1 olsunlar. Bu durumda, k e N igin k < P
200 +1

ve 2| p—k-(2a+1) olmak tizere,

—-k-(2a+1
B, in arpanlari (2+1,0,0) ve (0,2,0); f, nin garpanlar [%,kﬁ] ve

(0,0,3) olur.

Ispat. Teorem 5.6 geregi S sayisal yarigrubunun Betti sayilari sirasiyla 3, =12 +6 ve
B, =3p dir. Oncelikle f, in garpanlarini bulalim. S, =12a +6 = 6x, +(6c +3) X, + pX,
(X,%,% €N) olarak yazariz. p>6a+3 oldugundan X, =0 veya X, =1 olmalidur.

2%

Eger x, =0 ise 12 +6 =6x, +(6a +3)X, esitligi elde edilir. O zaman x, =2— i1

ve X, eN oldugundan X, =0 veya X =2a+1 ¢ikar. Dolayisiyla f, in carpanlar
(2a+1,0,0) ve (0,2,0) dir. Eger x, =1 ise 12¢+6 =6Xx, +(6a+3) X, + p esitligi elde

6x +p

edilir. Buradan x, =2—
6a +3

ve X, €N oldugundan 6a +3|6X + p olmalidir. Fakat

bu 3t p ile geliski olusturur. Dolayistyla X, =1 olmasi durumunda A, in bir garpani
bulunamaz.

Simdi B, =3p nin carpanlarim bulahm. B, =3p=6x +(6a+3)x,+ px, olarak
yazariz. Buradan x,=0, x,=1, x,=2 veya x,=3 oldugu aciktir. Eger X, =0 ise

_ P2
2a0+1

3p=6x,+(6a+3)x, olur. Buradan x, yazariz. Simdi keN igin

p—2x =k(2a+1) esitliligini yazalm. Bu durumda, k < 5 P 1 ve 2| p—k-(2a+1)
a+

p—k-(2a+1)

olmak tizere X, = ve X, =K olur. Dolayistyla X, =0 olmasi durumunda

—k-(2a+1
f, nin bir ¢arpani [%,kﬁj dir. Eger x, =1 ise 2p=6x1+(605+3)x2

olur. Buradan p :3£x1+ozx2 +X—22j olarak yazariz. Fakat bu ifade peZ" igin 3¢ p ile

bir geliski olusturur. Eger X, =2 ise p=6x +(6a+3)x, esitligi elde edilir. Buradan
p =3(2X1 +(2a +1) Xz) dir. Fakat bu ifade 3t p ile bir geligki teskil eder. Eger x, =3

ise 0="6x +(6a+3)Xx, esitligi elde edilir. Buradan x,X, €N oldugundan X, =0 ve
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X, =0 oldugu aciktir. Dolayisiyla X, =3 olmas1 durumunda £, nin bir ¢arpani (0,0,3)
cikar.

Teorem 5.18 S sayisal yarigrubu Q= {(6 6a+3,p):peZ’,p>6a+3ve3t p}
teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir iiyesi ve S, , S sayisal yarigrubunun Betti
sayis1 olsun. O zaman £, in katener derecesi c(f3,)=2ca +1 olur.

Ispat. Teorem 5.17 geregi 3, =12c+6 nin carpanlar (2a:+1,0,0) ve (0,2,0) dir.

Bu durumda, bu ¢arpanlar arasindaki kenar uzunlugu,

obeb((2a+1,0,0),(0,2,0)) =(min {2 +1,0}, min {0,2},min {0,0}) =(0,0,0),
d((22+1,0,0),(0,2,0)) =max{| (22 +1,0,0)—(0,0,0)|,/(0,2,0)—(0,0,0) |} =2 +1

olarak bulunur. Buradan kose noktalari bu g¢arpanlar olan ve bu kose noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.5 ¢izgesini ¢izdigimizde £, in katener

derecesi ¢(4,) =2 +1 oldugu goriiliir.

(2a+ 1,0,0) 2a+ 1 (0,2,0)

Sekil 5.5 Carpanlar1 (Za +1,0, 0) ve (O, 2, O) olan B =12¢ + 6 nin katener ¢izgesi

Ornek 5.19 o =7 ve p=100 igin S = <6, 45, lOO> sayisal yarigrubu verilsin. Buradan
B, =12-7+6=90 ve ¢c(90)=2-7+1=15 elde edilir.
Teorem 520 S sayisal yarigrubu W= {<6, 6 +4, n> ‘aeZ',neZ, ven> 6a+4}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir liyesi ve £, f, S sayisal yarigrubunun Betti
sayilar1 olsun. Bu durumda,

i) 3fnise S, in carpanlan (32+2,0,0), (0,3,0),
.. . . (9a+6)—n
ii) 6a+4<n<9x+6 ve 3|n ise f, in garpanlari T’O’Z , (3 +2,0,0)

ve (0,3,0),

iii) keN igin k<

- ve 3|n-k-(3a¢+2) ise p, nin carpanlari

[w K, OJ ve (0,0,2) seklindedir.
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Ispat. Teorem 5. 6 geregi S sayisal yarigrubunun Betti sayilari sirastyla 3, =18¢ +12
ve B, =2n dir. Oncelikle B in carpanlarini bulalim.
B =18a+12=6x, +(6a+4)X, +NX, (X,%,, X €N) olarak yazariz. Bu durumda,
B, =18a+12 ifadesi ¢ift tamsayi oldugundan 6x, +(6a+4)x, +nx, ifadesi de ¢ift
tamsay1 olmak zorundadir. Dolayisiyla 6% +(6a+4) X, sayisi ¢ift tamsay1 ve n tek
tamsay1 oldugundan X, ¢ift tamsay1 olmak zorundadir. Ayrica n>6a+4 oldugundan

X, =0 veya X, =2 olmalidir. Eger X, =0 ise 18 +12=6x, +(6a +4)Xx, esitligi elde

edilir. Buradan x2:3—33)(12 ve X,eN oldugundan x =0 veya X, =3a+2
o+

olmalidir. Boylece X, =0 olmasi durumunda f, in ¢arpanlari (3 +2,0,0) ve (0,3,0)
¢ikar. Eger X, =2 ise 18a+12=6x,+(6a+4)X, +2n esitligi elde edilir. Bu durumda,

_3x.+n
3o +2

3x1+n_O 3x1+n_1 3% +n
3a+2 | 3a+2 ' 3a+2

X, =3 =2 veya

ve X, eN oldugundan

3% +n =3 olmalidir. Eger 3% +n

=0 ise n=-3x esitligi elde edilir fakat bu ifade n
3o +2 3o +2

. X1=(3a+2)—n

ve x_in kabuliiyle celisir. Eger 3’“; ~1 is esitligi elde edilir.
o +
3% +n

3a+2

=2 ise

Boylece, n>6a+4 oldugundan X, ¢ N c¢eliskisi elde edilir. Eger

(6a+4)—n . . 5 o
X, =T esitligi elde edilir. Buradan n>6a+4 oldugundan X ¢ N c¢eliskisi

. 9a+6)—n
elde edilir. Eger ?‘1—+;=3 ise xiz% esitligi elde edilir. Bu durumda,
o +

9a+6)—n
6a+4<n<9a+6 ve 3|n olmak iizere, S, in carpani (%,O, 2] cikar.

Sonu¢  olarak 18 +12=6x,+(6a+4)X,+nx, esitliginde 6|18 +12  ve
6a+4|18a+12 oldugundan (3x+2,0,0) ve (0,3,0) carpanlarn S, in tiim
carpanlarinda vardir. Dolayistyla f, in bulundugu ¢arpan gruplar: asagidaki gibidir,

i) 3fnise (3¢+2,0,0), (0,30),

90 +6)—
i) 6a+4<n<9x+6 ve 3|n ise [%,0,2], (3 +2,0,0) ve (0,3,0).
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Simdi 3, =2n nin ¢arpanlarmi bulalm. S, =2n=6x, +(6c +4)X, +nx, oOlarak yazariz.
Buradan x,=0, x,=1 wveya x,=2 oldugu agiktir. Eger x,=0 ise

~ n-3x

2N =6X, + (6 +4)x olur. Buradan X, =
% ( )2 2 3q+2

yazariz. keN  igin

n—3x =k-(3c+2) esitligi yazalim. Buradan k < ve 3|n—k-(3a+2) olmak

3a+2
n—k-(3a+2)

uzere, X, = 3

ve X, =k elde edilir. Dolayisiyla X, =0 olmasi durumunda

n—-k-(3a+2)

3 ,k,OJ ¢ikar. Eger X, =1 ise n=6x +(6a+4)x,

f, nin bir ¢arpani E

yazariz. Fakat bu ifade bir geliski teskil eder. Ciinkii n tek tamsay1 ve 6x +(6a + 4) X,
cift tamsayidir. Dolayistyla X; =1 olmasi durumunda S, nin bir ¢arpam1 bulunamaz.
Eger X, =2 ise 0=6x, +(6a+4)Xx, yazariz. Buradan x,,X, € N oldugundan x, =0 ve

X, =0 oldugu agiktir. Dolayisiyla X; =2 olmasi durumunda £, nin bir arpan1 (0,0, 2)
cikar.

Teorem 5.21 S sayisal yarigrubu W= {(6, 6a+4,n):aeZ’ ,neZ ven> 6a+4}

teleskopik sayisal yarigrup ailesinin bir liyesi ve S, , S sayisal yarigrubunun Betti

sayist olsun. Bu durumda,

i) 3fnise g in carpanlar1 (3 +2,0,0) ve (0,3,0) seklinde olup bu durumda g, in
katener derecesi ¢(f3,)=3a+2,
ii) N=9a+6 ise f, in carpanlari (0,0,2), (3 +2,0,0) ve (0,3,0) seklinde olup bu

durumda /3, in katener derecesi ¢(f3,)=3a+2,

: 9a+6)—-n
iii) 6a+4<n<9a+6 ve 3|n ise B in carpanlari [%,0,2} , (32 +2,0,0)

ve (0,3,0) seklinde olup bu durumda 3, in katener derecesi c(/3,) :% seklindedir.
Ispat.
i) 31n ve S, =182 +12 nin ¢arpanlar (3c+2,0,0) ve (0,3,0) olsun.

Bu durumda, bu ¢arpanlar arasindaki kenar uzunlugu,

obeb((3ar+2,0,0),(0,3,0)) = (min {3 +2,0},min {0,3},min {0,0}) =(0,0,0),
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d((3+2,0,0),(0,3,0)) =max {| (3 +2,0,0)—(0,0,0)],|(0,3,0)~(0,0,0) |} =3cr +2
olarak bulunur. Buradan kose noktalari bu g¢arpanlar olan ve bu kdse noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.6 ¢izgesini ¢izdigimizde £, in katener

derecesi ¢(3,)=3a+2 oldugu goriiliir.

(3a+2,0,0) 3a+ 2 (0,3,0)

Sekil 5.6 Carpanlar (30{ +2,0, O) ve (O, 3, O) olan B =18c +12 nin katener ¢izgesi

i) N=9a+6 ve B =18a+12 nin garpanlari (0,0, 2), (3 +2,0,0) ve (0,3,0) olsun.

Bu durumda, bu ¢arpanlar arasindaki kenar uzunluklart,

obeb((0,0,2),(3a +2,0,0)) =(min {0,3a +2}, min {0,0},min {2,0})=(0,0,0),
d((0,0,2),(3a+2,0,0))=max{|(0,0,2)—(0,0,0) .| (3 +2,0,0)~(0,0,0) |} =3cr + 2.
obeb((0,0,2),(0,3,0)) =(min{0,0}, min {0,3},min {2,0}) =(0,0,0),
d((0,0,2),(0,3,0))=max{|(0,0,2)—(0,0,0)1,(0,3,0)—(0,0,0)|} =3.
obeb((3a+2,0,0),(0,3,0)) =(min {3a+2,0},min{0,3},min {0,0})=(0,0,0),

d((32+2,0,0),(0,3,0)) =max{| (3 +2,0,0)—(0,0,0)],](0,3,0)~(0,0,0) |} = 3cr +2

olarak bulunur. Buradan kose noktalart bu carpanlar olan ve bu kose noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.7 ¢izgesini ¢izelim. Buradan her

a eZ" igin 3a+2>3 oldugundan £, in katener derecesi c(3,) =3 +2 ¢ikar.

(0,0,2)

(Ba+2,00) 3¢+2  (03.0)
Sekil 5.7 Carpanlari (0, 0, 2), (30{ +2,0, 0) ve (0, 3, 0) olan 3 =18 +12 nin katener gizgesi
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9 +6)—n
iii) 6a+4<n<9a+6, 3|n ve £ =182+12 nin carpanlari [%,0,2] ,

(3 +2,0,0) ve (0,3,0) olsun. Bu durumda, bu ¢arpanlar arasindaki kenar uzunluklari,

obeb ((@ 0, 2) (3a+2,0, 0)) -

(min{w,w + 2},min {0,0},min {2,0}j

d([gm—;_”,o,z}(smz,o,o)):

max{l(%{Jr—:_n,O,ZJ—(w,O,Ojl,l(3a+2,0,0)—(@,0,0)|}:g

obeb[(w,o, 2),(0,3,0)} = (min {w,o}, min{0,3}, min {2,0}) =(0,0,0)

d((gm—;_n’o’ 2),(0,3,0))=

max{| (9‘“—36_”,0, 2}—(0,0,0)|,|(o,3,o)-(o,o,o)|}=4+3a—g

(9a+6_n,O,OJ
3

obeb((3a+2,0,0),(0,3,0)) =(min {3 +2,0},min{0,3},min {0,0})=(0,0,0)
d((32+2,0,0),(0,3,0)) =max{| (3 +2,0,0)—(0,0,0)],](0,3,0)~(0,0,0) |} = 3cr +2

olarak bulunur. Buradan kose noktalart bu carpanlar olan ve bu kose noktalarini

birbirine baglayan bu kenarlardan olusan sekil 5.8 ¢izgesini ¢izelim. Buradan her

aeZ’ ve her neZ, igin 3a+2>2>4+3a—2 oldugundan g, in katener derecesi

c(p)= % cikar.
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¥
:z X
3 %
NS
Ga+200) 3a+2  (03,0) (3a+2,0,0) (0.3.0)
(a) (b)
(90{ + 6) -n

Sekil 5.8 Carpanlar1 [ ,0,2], (3a+2,0,0) ve (0,3,0) olan B =18 +12 nin

3

katener ¢izgesi

Ornek 5.22 o =5 ve m=71i¢in S =(6,34,71) sayisal yarigrubu verilsin Bu durumda,
P, =18-5+12=102 dir. Ayrica S =102 nin carpanlari (17,0,0) ve (0, 3,0)

oldugundan g, =102 nin katener dereecesi c(,Bl) =3-5+2=17 elde edilir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar
Bu ¢alismada gdmme boyutu ti¢ olan bazi teleskopik sayisal yarigrup ailelerinin
Betti sayilari, Frobenius sayilari, cinsi ve elde ettigimiz bu Betti sayilarinin bir kisminin

katener derecelerinin bulunmasiyla ilgili baz1 nemli teorem ve sonuglar elde edilmistir.

6.2 Oneriler

Betti sayilar1 gizemli olmalarindan 6tiirli sayisal yarigruplarda bir¢ok kavram
Betti sayilariyla iligkilendirilip 6nemli sonuglar elde edilebilir. Dolayisiyla bu yaklasim
belki de sayisal yarigruplarda bir¢ok kavrami daha rahat yorumlamamiza yardimci

olacaktir.
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