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Bu ¢aligma ti¢ boliimden olugmugtur. Cebirsel Topolojide genis bir yere
sahip olan simpleks, kompleks, simpleksel kiimeler kategorisi ve simpleksel
6ndemetlerin bir derlemesi yapilmigtir. Birinci béliimde, diger béliimlerde
kullanacagimiz simpleks ve kompleks kavrami ile bunlarin bazi 6zellikleri
verilmigtir. Ikinci boliimde, kategori, simpleksel kiime, simpleksel lifleme ile
simpleksel kiimeler kategoﬁsindeki nesneler arasindaki homotopi verilerek
homotopi gruplari tegkil edilmistir. Ugiincii béliimde, Grothendieck topoloji ve
site kavrami tamtilmig ve bu sitede simpleksel 6ndemet kavramu verilmigtir.
Ayrica simpleksel dndemetlerin kategorisi ve bu kategoride homotopi teorisi

i¢in fibrant nesnelerin kategorisi olugturulmugtur.
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ABSTRACT

This thesis gives very deep and large survey about the notions of
simplex, complex, the category of simplicial sets and simplicial presheaves
which are very important area in the algebraic topology. It is divided into three
chapters. The first chapter contains the notions of simplex and complex with
the some properties of them. The second chapter devoted to category of
simplicial sets, the simplicial fibration and the homotopies among the objects in
the category of simplicial sets. It also includes the costruction of the homotopy
groups. In the third chapter the Grothendieck 's topology and the notion of site
are introduced and the notion of simplicial presheaves is given in this notion of
site. Besides, the category of the fibrant objects has been constructed for the
category of simplicial presheaves and the homotopy theory this category.
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GiRis

Ik defa simpleksel kiimeler 1950 yilinda S. Eilenberg ve J.A. Zilber 'in
"Semi-simplicial and singular homology " baglikli makalesi ile tanimlanmigtir:
1957 yilinda simpleksel nesnenin kategorik tammmi D.M. Kan 'nm "On semi-
simplicial categories " baglikli ¢aligmasi ile verilmistir. Bu g¢aligmadan sonra
simpleksel kiimeler kategorisi iizerinde homotopi teorisi grup teorisi gibi
cebirsel topolojinin Snemli konular gahéﬂmaya baglanmigtir. Daha sonra
cebirsel geometrinin kategoriler iizerinde demete benzeyen nesnelerin ¢aligilma
arzusundan Grothendieck Topoloji kavrami ortaya ¢ikmigtir. Boylece
simpleksel kiimeler kategorisi iizerinde yeni ¢aliyma alanlan ortaya ¢ikmugtir.
1986 yilinda J. F. Jardine bu kavramlann kullanarak simpleksel ondemetler
kategorisini "Simplicial Presheaves" makalesinde ele almigtir. Bu ¢aligmada
cebirsel topolojinin ¢énemli konularindan olan simpleks, kompleks, kategori ,
simpleksel ondemet ve simpleksel demet kavramlarimin bir derlemesi

yapilmugtir.



1.POLIiHIDRONLAR
1.1. Onbilgiler

Tanm 1.1. A# bir kiime ve V de IR reel sayilar cismi iizerinde bir vektsr
uzay: olsun. Eger, bir ¢: AXA — V déniisiimii V P,Q € A noktalar1 igin (P,Q)
— ¢(P,Q) € V seklinde tanmimlanmig ve agadaki iki aksiyomu sagliyor ise A
kiimesine V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

) VP,QR eAigin ¢(P.R)=¢(®,Q+ ¢(QR)

(ii) V PeA ve Va € V igin ¢ (P,Q)=a olacak sekilde bir tek QeA

noktas1 vardir.

Tamm 1.2. IR™ afin uzay ve a,a,,...,a, €[R"olsun. Eger
{a,~2,,3,, —a,...,a,—2,} kiimesi lineer bagimsiz ise {a,,a,,...,a,} kiimesine

afin bagimsiz kiime denir.

Tamm 1.3. A cIR™ kiimesine konveks denir, efer her x,y €A igin 0<A<1
olmak iizere Ax+(1-A)y €A oluyorsa.

Tamm 1.4. A cIR™ kiimesini igeren biitiin konveks kiimelerin arakesitine, A
nin konveks kabugu denir ve Co(4) ile gosterilir. Eger, AcB ise Co(A)c Co(B)
dir.

Tamm 1.5. HcIR™ olsun. H'nm farkh noktalarmm her gifti igin bu iki
noktadan gegen dogru H'nin bir altkiimesi oluyorsa H' ya bir afin altuzay denir.

Tamm 1.6. A cIR™ olsun. A'y1 igeren biitiin altuzaylarin arakesitine A'nin
afin kabugu denir ve H(A) ile gosterilir.



Tamm 1.7. H cIR™ kiimesi, afin bagimsiz a,,a,,...,a, €IR™ noktalarimmn afin

kabugu olsun. Herhangi f:H — IR™ déniisiimii, f‘,ri = 1 olmak iizere
i=0

n
f ( Zn)riai) = Y'1,f(a;) oluyor ise f 'ye afin transformasyon denir.
i=0 i=0

1-1 ve orten f afin transformasyonunada afin izomorfizm denir.

1.2. Simpleksler

Tamm 1.8. a,,a,,...,a, ler m-boyutlu IR™ Oklid uzayin afin bagimsiz noktalar
olsun. {a,,a,,...,a, } kiimesinin konveks kabuguna koseleri a9,3;,...,a, olan bir
n-boyutlu simpleks denir (Engelking R). A(ao,al,...,an) ile gosterilir ve
Alag,ay,...,a,) ={x eIRm:x=iZn())riai . V520, iiori = 1} yazilir. Aa,) O-
boyutlu simpleks, A(ao,al) 1-boyutlu simpleks, A(ao,al,az) 2-boyutlu -
simpleks, A(ao,al,az,a3) 3-boyutlu simpleks, ... , & kiime (-1)-boyutlu
simpleks olarak kabul edilir.

a0 & 3

A(a,) A(ag,a;) - Aap,24,2,) A(ag,2,3,,83)

Tanm 1.9. (X,d) bir metrik uzay olsun. Cap X= Sup {d(x,y):x,y eX}

sayisina X metrik uzaymin ¢ap: denir. Cap &=0 dur.

Onerme 1.10. CapA(ay,a,,...,a,) =Cap {a,,a,,...,a,} dir.



Ispat: Herhangi bir uzaym bir altkiimesinin konveks kabugunun ¢ap1 kiimenin
¢apia egiftir. {ao,al,...,an} =A denirse CapA(aO,al,...,an) = Cap Co(A) olur.
Cap A=r ve Cap Co (A)=r’olsun. r<oo kabul edilebilir.
ae A= AcB (ar)

= Co(A)= Co(B(a,r)) =B (a,r)
a’ eCo(A) = d(a’,a)<r

=aeB(a’,r) dir. Bu durumda AcB(a’, ) olur.

AcB(a’,r) = Co(A) c Co(B(a’,r)) = B(a’,r) dir.
Va',a"” eCo(A) igin d(a’,a”){r = 1’ <r ve agik olarak r<r’ oldugundan r=r' dir.

Sonug 1.11. Her simpleks sinirhdir.

Bir, kiimenin ¢api sonlu ise bu kime smuhdir. Gergekten,
A(ay,2;,...,ap) min g¢apt sonlu oldugundan, yani CapA(ay,a,...,a,){w
oldugundan smirlidur.

Teorem 1.12. Bir peIR™ noktasi, A(ag,a;,...,2,) simpleksinin kogesi olmast

icin < A (ay,a;,...,a,) \ {p} mn konveks olmasidir.

Ispat: (=) k=0,1,...,n olmak iizere p=a, ve x,y € A(a,.a,,...,2,)\{2, } olsun.
n n

Bu durumda her 1;,s; 2 0 igin X r; = }'s; = 1 olmak iizere
=0 i=0

X = f‘,riai Cve y= isiai yazilabilir. t €[0,1]=1 alindifinda,
Z _‘ &5

(1-t) x+ty=(1-t) iriai +1 isiai = i((l -t + tsi) a; ve
i=0 i=0 i=0

i((l—t)ri +15)=(1-t) S +t¥s =1

1=0 i=0 i=0
oldugundan (1-t)x+ty c A(ay,a;,...,a,)\{a, } dir.
(<) Kabul edelimki peA(ag,a;,....a,) \ {ag,a;,...,a,} olsun. Yani p

simpleksin kogesi olmasin. Bu durumda,



80,815...,8, € A(ag,a;,...,a, )\ {p} dir. A (3g»3;,.-.,a,) \{p} konveks
oldugundan A(a,,2,,...,a,)  A(a,,a,,...,a,)\{p} dir. Bu ise bir geliskidir. O
halde p bir koge noktasidir.

Sonu¢ 1.13. pelR™ noktast A(agy,ay,...,a,) simpleksinin kése noktasi

olmamast halinde simpleks konveks bir kiime degildir.

(a) (b) (©)

(a) konves, (b) ve (c) konveks degildir.

H(ag,a;,....a,) , A(ag,a;,...,a,) simpleksinin kogelerinin kiimesiyle
tek  olarak  belirlenen  n-boyutlu afin  uzay olsun.  Agik¢a |
A(ay,a;,...,a,) < H(ag,ay,...,a,) dir. A (ay,a,,...,a,)"y1 igeren uzaylarin en
kiigigii H(ag,ay,...,a,) oldugundan H (ay,a,,...,a,) bir afin kabuktur. Bu
afin kabuga A(ag,a;,...,a,) simpleksinin fasiyict altuzayr denir. (-1)- boyutlu
simpleksin tagiyic altuzay1 & kiimedir.

n
Tanmm 1.14. A(ay,a,,...,a,) simpleks olsun.b=——_1'_—2ai noktasina merkez
n+1i-o

n n
(barycentre) denir. x € A(agy,a,,...,8,) igin Y.r; =1 olmak iizere x= Y ra;
0-41 n r i ar 141

1= 1=

yazﬂabilif: (19,13,-..,T,)'e x noktasmn merkezil koordinatlar: denir.

Tamm 1.15. €,e,,...,¢, ,JR"""in standart baz1 olmak tizere A(ey,ey,...,€,)

simpleksine n-boyutlu birim simpleks veya standart n-simpleks denir ve A ile

gosterilir.



A 'nin tagtyic1 altuzay: %xl =1 olacak -gekildeki (xq,Xi,...,X,)
i=0

noktalarmin kiimesidir. Bu durumda x €A, nin merkezil koordinatlar ile
kartezyen koordinatlan ¢akigir. O halde

n
h:H (ay,a;,...,a,) > H(eg,€q,..-,€p), X= Z())riai — (Tp,55---5 1)
1=

ile tammlanan h doniigiimii afin izomorfizm olup bu déniigiim altinda
A(ay,aq,...,a,) simpleksi A, birim simpleksine doniigiir. Boylece, aym
boyutlu iki simpleks afin olarak birbirine izomorfdur. Ayrica her simpleks,
tagiyici altuzayimn kapal bir altkiimesidir.

Tanm 1.16. A (ag,a;,...,a,) simpleksinin i¢i; i=0,1,..,n olmak iizere
n n

{x elR":x=Yra; V5)0,Xn= 1} kiimesine denir ve igA ile gosterilir.
. i=0 i=0

. - - n - n
Siniri; {x elR™ :x=2riai,3ri=0,2ri=l} kiimesine denir ve JOA ile -
i=0 i=0

gosterilir.

Teorem 1.17. IR™ de {a,a,,...,a, } afin bagimsiz bir kiime olsun. Bu durumda
A(ag,a;,...,8,), IR™ 'nin kompakt altuzayr olmak iizere 1,,1,...,T,, merkezil
koordinatlari, A(ag,a;,...,a,)" den I =[0,1]'e siirekli fonksiyonlardar.

Ispat: A, standart n-simpleks ve A(ay,a,,...,8,) bir n-simpleks olsun. A,
simpleksi tamim 1.8 ve sonug l.l_.l’den kapali ve smurhdir. Dolayistyla A,
kompaktir.

f:A,>A(ag,a1,...,2,) X=(19, Ty, .., Ty ) > T(X) = Rag + 52 +..+13,
seklinde tammlanan fonksiyon f(A,)=A(ag.a;,...,a,) oldugundan Grten ve
a9,8,,...,a, Noktalarmmn aﬂnbaglmsmhgmdan 1-1 dir.



"X bir uzay ve []Y;'de Y; topolojik uzaylarin ¢arpimu olsun £:X—[]Y;
i , iel

doniigiiminiin sirekli olmast igin <> her iel igin pjof :X—Y; d6niisitmiiniin
stirekli olmasidur."
i=L..,n+1 ve p;ler projeksiyon olmak iizere,

Pof:A, = IR;, (1,,13,...,5,) = 1;; fonksiyonu siirekli oldugundan f siireklidir.
A, cIR™ kompakt, A(a,,a;,...,a,) Hausdorff uzay oldugundan f
homeomorfizmdir. Bu durumda, A (ag,3;,...,a,) kompakt ve fIsiireklidir.
O halde 1, = f~lop; siireklidir.

Sonug 1.18. Her afin izomorfizm bir homeomorfizmdir.

Ispat: A’ ve A”, n-boyutlu iki simpleks ve f: A’— A” afin izomorfizm
olsun. Teorem 1.17 den h;=A, = A’ ve hy:A, - A” hemeomorfizm ise

h,oh;" homeomorfizm = f homeomorfizmdir.

Teorem 1.19. Eger,. A < IR™ kompakt, konveks ve i¢i bogtan farkli olan bir
altuzay ise, bu durumda h (BA)=S™" olan bir h: A — B™ homeomorfizmi

vardir,

lin) : izl = 1+ Jag *b{z)]

| fspat: Kabul edelimki OcA olsun. (Eger, O0¢A ise bir déniisiim ile 0,A nm igine
dahil edilebilir.) b: IR“‘\{O} - Sm'1 b(x)=x/ ||x[| seklmde taniml1 b fonksiyonu
sitreklidir. Ve > 0191n38 >0 var oylek1 Ix—v]| <8 =|b(x) - b(y)| < £ dir. Yani

<=yl + =

“yll T ] ﬂx y] dir.

ERENERE nxn M



1 1
H - b <8, |x-y|<8, olsm.

5, = mm{\/g?’—lr)—[ﬂ} ve 5, =mm{\/§§lg1“} segilirse [b(x)—b(y)|<e

olur.

h, = blaAzaA—>Sm“1 fonksiyonu bire-bir ve ortendir. 6A, A nin kapali
bir altkiimesi oldugundan kompaktir. Dolayisiyla hy homeomorfizmdir.
xeA\[0} igin 1(x)= 1/||h51b(x)|| ise,

h(x) = {;(X)x . j:\){O}

fonksiyonu tanmimlanabilir.

[ <[5"bx)| oldugundan her x AV{0} igin r(x) Sﬂiﬂ dir. Bu

durumda b, A 'dan B™e bir doniigiimdiir. h siireklidir. Gergekten, OcigA ve
x eA\{0} igin h3'b(x) € 8A oldugundan "hglb(x)” >s olacak sekilde bir >0

reel sayis1 vardir. Dolayisiyla x eA\{0} igin 1(x) s% dir. O halde h
x e A/{0} igin siireklidir. ' nin "0" noktasindaki siirekliligi agiktir.

h, bire-bir ve oOrtendir. Gergekten, x#0 iken h(x)=h(0) dir.
x'#0, x" #0 olmak tizere h(x") = h(x") alalim.

! ’

X _ X
[5G 5o
. = b(x’) =b(x") oldugundan r(x") = r(x") dir.

r(x)x' =r(x")x" =

=x'=x"iseh,1-1 dir.
Eger yeB™\{0}=>r(y)20 ve x=y/r(y) alndiginda r(x)=r(y) olur. Béylece
x=y/r(x) yani h(x)=y= f ortendir. xe 0A igin hglb(x) = x oldugunda
h|sa =blsa=ho olur. Bu durumda h, 8A'dan S™ ‘e homeomorfizmdir. A



kompakt, B® Hausdorff ve h bire-bir ve 6rten oldugundan h, h(9A)= S™*
olan homeomorfizimdir.

Sonug 1.20. Her n-boyutlu simpleks n-boyutlu birim kapali yuvara, n-boyutiu
simpleksin i¢i n-boyutlu agik birim yuvara ve n-boyutlu simpleksin smir1 (n-1)-

boyutlu birim kiireye homeomorftur.

Tamm 1.21. IR™ de afin bagimsiz olan {ag,a;,...,a, } kiimenin bir altkiimesi

{aio TR T ,0<k<1, olsun. A(aiO X »,...,aik) simpleksine
A(ag,ay,...,a, ) simpeksinin  bir k-boyutlu yiizii (face) denir. (-1)-boyutlu
simpleks, her simpleksin bir ytiziidiir. Her simpleks kendisinin biitiin yiizlerini
igerir. Bir simpleksin 0-boyutlu yiizleri kogeler ve 1-boyutlu yiizleri kenarlardur.

Eger, bir A’ simpleksi A" simpleksinin bir yiizii ise A’ < A" yazacaiz.
A"#A" ise A’,A" 'niin bir 6z yiiziidii denir ve A’ < A”’ yazlr.

Teorem 1.22. Her n 2 0 igin n-boyutlu simpleksin sinir1, n-1 boyutlu yiizlerinin

birlesimidir.
ispat: A(ag,ay,...,2,) n-boyutlu simpleks olsun.
n n
SmirA(ag,ag,...,a,) = {x elR™: x=3Yra,dr5=0,>r = 1} kiimesi;
i=0 i=0

1,=0 olan xeIR™ noktalar,...., r1,=0 olan xeIR™ noktalarm

olugturdugu kiimeye esit oldugundan ispat agiktir.

Sonu¢ 1.23. Her simpleks biitiin yiizlerinin geometrik iglerinin ayrik
birlegimidir.
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1.3. Simpleksel Kompleksler

Tamm 1.24. IR™ Oklid uzayda, simplekslerin sonlu bir K ailesine simpleksel
kompleks denir, eger asagidaki sartlar varsa.
(SC1) K ailesindeki her bir simpleksin biitiin yiizleri yine K ya aittir.
(8C2) K ailesindeki simplekslerin herhangi ikisinin kesisimi, ikisininde

ortak yiiziidiir.
K simpleksel kompleksinin boyutu, boy K= max {boyA: A e K} dir.

Ornek 1.25. K, bir k-boyutlu simpleksin biitiin yiizlerinden olugan bir aile
olsun. Bu durumda K, k-boyutlu simpleksel kompleksdir.

Teorem 1.26. IR™ de simplekslerin sonlu bir K ailesinin simpleksel kompleks
olmas: i¢in <> (SC1) ve (SC2') sartlarimin saglanmasidir. Burada (SC2') K

ailesindeki farkli simplekslerin geometrik igleri ayriktir,

Ispat (=): A',A"eK ve A=A[NA" olsun. Bu durumda A<A’ ve A<A”
dir. Eger A'# A" = A<A’ ve A<A” olur.A <A’ = bir simpleksin sinir1
oz yiizlerinin birlegimi oldugundan ANigA' =g fakat
igA'NigA” c ANigA’ = igA’NigA” =& olur. Dolayisiyla (SC2')  sarti

saglanir,

(&) A',A" €K olsun. A'NA" =@ ise (SC2') agiktir. A'NA" #
olsun. Bir p e A’NA” igin her simpleks smurh oldugundan Aj <A’'ve Ay <A”
olacak sekilde A;,A; eK var &yleki p eigA]NigA dir. Hipotezden A =Aj
dir. Boylece A’(1A” nin her p noktas: A’ ve A" simplekslerinin ortak yiiziine
aittir. Bﬁ ortak yiiz A’ ve A" simplekslerinin ortak koselerinden olusan
simpleksdir.
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Tamm 1.27. K bir simpleksel kompleks olsun.K 'mm bir K, altkiimesine
simpleksel altkompleks denir,eger K, K  daki her simpleksin biitiin yiizlerini

igeriyorsa.

Tamm 1.28. K, k-boyutlu simpleksel kompleks ve n, 0 <n <k olacak sekilde
bir tamsay1 olsun. K[n] ={A eK: boyA <n}ailesine X 'nm n-boyutlu iskeleti

denir. K[ ={@} , K=K nin keselerinin cimlesi ve k=n ise K = K dir.

Tanmm 1.29. X bir kiime ve A= {Ai}io ailesi X 'in bir Ortiisii olsun. a; €A;
0sn<k, olmak tizere, N = {A(ay),..,iy) : Ay N..NA;_ # B} seklinde tanimls N

simpleksel kompleksine A ortiisiiniin bir nivesi denir. Burada N'nin koseleri

a; €A, olmak iizere a,,a,,...,a, seklinde diizenlenmigtir.

Ornek 1.30. (1) X ={2,3,...,10} ve i = 2,3,4,5,6,7 olmak iizere, A, X deki i

ile boliinebilen sayilarin kiimesi olsun.

A, =1{2,4,6,8},A;=1{3,6,9},A, ={4,8} ,A;={5,10}, A, = {6}, A, ={7}
dir. X=A2UA3UA4UA5UA6UA7 dir. Simdi, A={A2,A3,A4,A5,A6,A7}

Ortiisiiniin niivesini bulalim.

A,NA; 2D, A NAL 2T, AyNA 2D , A NA 2 D,A3NA; 2D
ve A, NA;NA = D. O halde,
N={A(2),A(3),A(4),A(5),A(6),A(7), A(2,3),A(2,4),A(2,5),A(2,6),A(2,3,6)}

dir. Bunu

7

s
T
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sekilde ¢izebiliriz.

(2) X bir topolojik uzay ve A={A,,A,A,,A,,A,,A,} ailesi X'in bir

ortiisit olsun. Bu durumda N, A ortisiinin bir nitvesidir. Bunu sOyle

sekillendirebiliriz.

(44

ada aj
P ~

. as \02
) /\/
éb a

1

Onerme 1.31. Eger, K; ve K, , K'nin simpleksel altkompleksleri ise K,UK,
ve K;NK,'de K'min simpleksel altkompleksleridir.

Ispat: K;UK, 'nin simpleksel kompleks oldugunu gosterelim. A,K;UK, 'nin
herhangi bir simpleksi olsun. Bu durumda A €K, veya A €K, dir. Hipotezden
dolay1 A 'nin yiizleri K, veya K,'ye aittir. Dolayisiyla (SC1) saglanir.

A, A" e UK, ve A"# A" olsun. Bu durumda A’ €K, veya A’ €K,,
A’ ek, veya A" €K, dir. Hipotezden dolayr i¢A'(igA” =& olur. O halde
(SC2') saglanur.

K;NXK, nin simpleksel kompleks oldugu benzer sekilde gosterilir.

Tamm 1.32. Bir A(a,,a,,...,a,) simpleksinin kogeleri arasinda sira s6z konusu

ise bu simplekse sirall simpleks denir. Eger, bir simpleksel kompleksin koseleri
arasinda siralama varsa bu simpleksel komplekse swral: simpleksel kompleks

. denir,
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Tamm 1.33. Bir A(ay,ay,...,a,) simpleksinin bir permiitasyonu sadece
koselerinin permiitasyonundan ibarettir. A(ay,a;,...,a,) nin permiitasyonlarinin
sayisi (n+1) ! dir. ki permiitasyona esdegerdir denir, eger ikiside gift veya tek
ise. Aksi halde ters isaretlidir denir. Bu gekilde tanimlanan egdegerlik bagintisi
A(ag,ay,...,a,) simpleksinin biitiin permiitasyonlarinin smifin1 ayrik iki smnifa
boler. Bu alt simiflara A(ay,a,,...,a,) simpleksinin yonleri denir (Ulugay,C).
Bu yonlerden herhangi birine sahip olan simplekse yonli simpleks
denir.A(ay,a;,...,a,)  simpleksinin yo6nii pozitif olarak kabul -edilirse
A(ay,ag,a5,...,8,) simpleksi, A(ag,a;,...,a,) simpleksinin permiitasyonun tek
permiitasyonudur ve yonii negatiftir. Bu durumda
A(ag,ay,....8,) =—A(a,29,8,...,a,) yazilir.

Ornek 1.34. A(ao,al,az) permiitasyonlarmin sirasiyla pozitif ve negatif

yonleri agagidaki gibidir.
a
an 2
a.
ag a; ag 1
A(aO:alaaZ) A(a09a27al)
A(aj,ay,a9) Aa,,2,,a,)
A(a27a’0’a’1) A(alaaO’az)

Tamim 1.36. V# < sonlu bir kiime ve S de V 'nin altkiimelerinin bir ailesi
olsun. S 'nin herbir n+1 elemanh bir s eleman n-simpleks olmak {izere (V,S)
ikilisine soyut simpleksel kompleks denir (Giblin,P.J), efer asadaki sartlar

varsa.
v eV:){v} €S

2)seS,tcsve tzd=>teS
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Ornek.1.36.

V= {VO’VI’V2>V3} veS= {{Vo} {VI} {Vz} {Vs} {VO’VI} {V1>V2} {Vo,Vz} {V0>V1,V2}}
olsun. (V,S)=X denilirse, X soyut simpleksel kompleksdir.

1.4. Polihidron

K bir simpleksel kompleks olsun. U{A:A €K} ailesine K mn altinda
yatan uzay denir ve [KI gosterilir. K min farkli simplekslerinin geometrik igleri

farkli oldugundan her p €[K| igin p ei¢A olacak sekilde bir A €K vardir. K

daki bu simplekse p noktasimn tagtyicist denir.

Tamm 1.37. XcIR™ ve K simpleksel kompleks olmak iizere IK] =Xise X'e

bir polihidron denir. Bu durumda K ya X 'in bir ii¢genlemesi denir. X 'in bir

¢ok tiggenlemeleri vardir (Engelking,R).

Ornek 1.38. (1) Her simpleks bir polihidrondur. Ciinkii A simpleksinin biitiin
yiizlerinin ailesi A 'min bir figgenlemesini olugturur.

(2) IR™ in her sonlu X altkimesi bir polihidrondur. Burada X'in
noktalar1 O-simpleksler olarak alinmigtir.

(3) X bir uzay olsun. X'in farkli iki tiggenlemesi K ve K’ olsun.
X=|K|=|K'| dir.
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Onerme 1.49. Her polihidron bir kompakt uzaydir.

Ispat: X bir polihidron olsun. X=|K| olcak sekilde X'in bir K iiggenlemesi
olsun. K simpleksel kompleks oldugundan [K| smurh ve kapalidir. IR™ nin

smurli ve kapali her altkiimesi kompakt oldugundan X kompaktir.

Tanmm 1.40. K simpleksel kompleksine baglantili denir, e§er K 'nm
boyK; 20, boyK,>0ve K;NK,={@} olacak gekilde K, ve K,

altkomplekslerinin birlesimi olarak yazilamiyorsa.

Onerme 1.41. Bir K simpleksel kompleksinin baglantili olmasi igin <>
Va,b eK kose ciftleri i¢in ay,a;,...,a; €K koselerinden olugan bir dizi var

oyleki ag=a, a3, =b ve j=12,... .k i¢in A(aj_l,aj) eK ise.

Ispat: (=) Baglantii K kompleksinin bir kosesi a olsun. K kompleksinin b
koselerinin kiimesi K? ile gosterilmis olsun. Bu durumda ag,a,...,a; €K
kogelerinin  dizisi vardir dyleki aj;=a,a,=bve j=12,..,k i¢in
A(aj;.2;) €K dir. K{'e ait olmayan K kompleksinin koselerinin kiimesi K3
olsun. Bu durumda K'min her simpleksinin sahip oldugu biitin kégeler
tamamiyla K veyaKj'da dir. Bu K{ ve K) kiimeleri K nm K; ve K,
altkomplekslerinin. . kogelerinin kiimesidir oyleki
K, =K,UK, ve K;NK, ={@} dir.a €K, ve K baglantih oldugundan K

higbir kdseye sahip degildir.

() Kabul edelimki K  baglantili olmasin. Yani
boyK; 20 ve boyK, >0 ve K,NK,={@} olmak iizere K=K;UK, dir.
Ayrica kabul edelimki ag,a;,...,a, €K  kogelerin  bir dizisi ve

a, €K, ve a, €K, olsun. Jje{1,2,..,k} var > ajeK, dir. Bu durumda
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a; ) €K; ve hipotezden A(ajy,2;)eK dwr. K=K;UK, oldugundan
A(aj.a;) €K, veya A(a;,8;) €K, => a;; €K NK, veya a; eK MK, dir.

Bu ise kabule tezat oldugundan, K baglantilidar.

Teorem 1.42. |K| polihidronunun baglantili olmas: i¢in <> K mn baglantih
olmasidir.

Ispat (=) |K| baglantill olsun. Kabul edelimki K baglantili olmasm.
boy K; 20, boyK, 20 ve K; nK, ={@} olmak iizere K= K, UK, yazlabilir.
Bu durumda [K;|# @, [K,|# @ ve [Kj|NK,| =@ iken [K|=|K,|UK,| dir. Bu
ise |K| 'nm baglantil olmas1 ile geligir. Bu durumda K baglantihidir.

(oK baglénnh ve a,b eK olsun. Bu durumda a ve b |K| da bir egri ile
birlestirilebilir. Ciinkii her simpleks konveksdir.

Teorem 1.43. K’ ve K” simpleksel komplekslerinin altinda yatan uzaylar
K'],[K”| ve |K'| c|K"| bagmtisim sagliyorsa boy K’ < boy K" dr.

Ispat:  Aksini kabul edelim boy K”"=k” <boy K'=k’  olsun.
boy A’ =k’ olan bir A’ eK’' alalimm. k" <k’ oldugundan VA" eK” igin
A'MNA" kesigimi A’ ' de bos ige sahiptir. Béylece A'\]K"I #J dir. Bu ise bir
celiskidir. O halde boyK’ < boyK" dur.

Sonug 1.44. [K'|=|K"| ise boyK’=boyK" dir.
Sonug 1.45. X' ve X" polihidron olsun. X' = X" ise boyX' < boyX" dir.

K simpleksel kompleksinin biitiin koseleri
80,8y,...,8 Ve A(a,8;,...,a; ) simpleksi de, p €|K| noktasimn tagiyicisi
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olsun. 1y,1y,...,5, sayllary, j# jo, ji,...,J, igin 1; =0 oldugunda Tig>Tipo-ees Ty ler
A(a;,a5,...,8; ) simpleksinde p noktasinin merkezil koordinatlar1 olup

bunlara |K] 'mn tiggenlemesi olan K ya gore merkezil koordinatlar denir. Bu .

k k
durumda ;20 ve Yr;=1 olmak iizere p €[K| noktasim, p=>ra, seklinde

i=0 =0

yazabiliriz.

A(a »8; J€K oldugunda A, standart simpleksinin

jo2 %>
Ae i 2Cipoees€ jn) yiizlerinden olugan simpleksel kompleksi K ile gosterecegiz.

Teorem 1.46. |K| polihidronun her bir noktasmi, K iiggenlemesine gore
merkezil koordinatlarma doniistiiren bir h déniigiimii, |K| polihidronundan, ]K]

polihidronuna homeomorfizmdir.
. -3 k
Ispat: h: |K] - ]K], p= X ra; = h(p) =(15,1,...,1) seklinde tammlanan h °
i=0
k k
doniigiimii afin izomorfizmdir. Gergekten p,q e[K| dyleki p =Y ra;, q = X.s;;
i=0 i=0

olsun.

h(p) =h(q) =(1,,1,,....5,)=(54,5,5---,5,)

= Vi=0,1,.. kiginr =g
. .>Dp=q ise h, bire-bir dir. ‘,
h ‘'nm  ortenligi agtkir. O halde h™ var ve h'1:|K| Kl

k
-1 .
(19,175, ) > b (15,1, 5) = .Z;,)r.iai dir
1=

Lineer doniigiimlerin sirekliliginden h™' stireklidir. " Kompakt bir uzaydan
Hausdorff uzayina siirekli bijektif bir déniigiim homeomorfizmdir.” Doloyisiyla
h homeomorfizmdir.

Tamm 1.48. Bir K simpleksel kompleksinin her a kogesi igin
U{ig Aa,A e Knmkésesi} . kiimesine a kosesinin start,
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U{A: a,A eKnm kogesi} kiimesinede a kdsesinin kapal: star1 denir ve st a ile

gosterilir.

O halde gu 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 1.48. K nn késelerinin kapal starlari [K| polihidronunun bir drtisiinii

olusturur.

Ispat: [K|=U{A:A eK}=U{i¢ A: AeK}= IGJKsta.
a

Onerme 1.49. a,a,,...,a;, € K'nn farkli noktalart olsun. A(ay,a,...,a,) €K

olmast igin <>stay(sta; /... sta, # & olmasidir.

Ispat (=) A(ap,a;,....a ) €K olsun. Agik olarak, @#i¢A(agy,a,,...,a,) <
stag(Ista;(...N\sta, = stagMsta;(...N1sta, # S dur.

(<)staysta;N...Nsta, # D olsun. = p esta,Msta,N...Nsta, vardir.
A simpleksi p noktasmn tagtyicist olsun. Bu durumda ag,a,...,a;, A nin

koseleridir. O halde A(ag,a;,...,a; ) €K dir.

Sonug¢ 1.50. K simpleksel kompleks olsun. K, K'nin kogelerinin starlariyla
olusturulan K| polihidronun &rtiisiiniin niivesidir. -

Teorem 1.51. Eger, K;,K; ve K, simpleksel komplekslerinin bir

altkompleksi ve |K;|NK,|=[K,| ise K; UK, bir simpleksel kompleksdir.

Ispat: (SC1) A, K,;UK,'nin bir simpleksi olsun.
A €K, veya A €Kk, dir.K,veK, simpleksel kompleks oldugundan A nm
biitiin yiizleri K; UK,' de dir.
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(8C2) A, €K, ve A, €K, olsun. Bu durumda,
igA, NigA, < [K |NK,|=[K,| ve 3A, €K, var dyleki A, =igA, nigA, dir.

1.5. Altbélmeler

Tanmm 1.52. K’ ve K, bir X topolojik uzaymin iki iiggenlemesi olsun. K’ ne, K

nin bir althélmesi denir, eger asagidaki sartlar varsa
() [K'| ==
(2) Her A’ eK’ igin JA €K var 6yleki A’ = A dir.

Altbolmelerin olugturulmasinin, polihidronlar teorisinde 6nemli bir yeri
vardir. Bunu agiklamak maksadiyla agagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 1.53. Bir afin bagimsiz kiime olusturan a,,a,,...,a, € IR™ noktalar: ve
j=0,1,...n igin by, A(ao,al,...,aj) simpleksinin merkezi olsun. Bu durumda

by, by,..., b, noktalari bir afin bagimsiz kiime olusturur.

ispat:’ Zs =0 oldugunda Zs =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

J—O j=0
a, =0 dr. b=0,1,..n igin alindiginda
§ J+ 1 Z b ¥ j=h J +1 S
Zrh ZZ——— ZS = 0 oldugundan Z:rhah =0 almabilir.

1=0 it =
{ay,a,,...,a,} kiimesi afin bagmmsiz oldugundan h= 0,1,..,n i¢in =, =0 dur.
Dolayistyla j=0,1,...,n igin 5; = 0 dur.

Bu 6nermeden dolay: asagidaki not agiktir.
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Not 1.54. Eger, @#A;<A;<..<A, ise bu durumda A, simpleksinin
ag,81,...,8, koselerinin yeniden bir diizenlenmesi vardir

340, A, Ay simpleksleri A(ag),A(ag,a,),...,A(8g,8;,...,a,) dizisinin bir

altdizisini olugturur.

Not ve dnerme birlikte diisiiniildiigiinde su sonucu verebiliriz.

Sonug 1.55. Kabul edelimki &+# Ay <A, <..<A, ve h= 0,1,...,q igin by, A,
simpleksinin merkezi olsun. Bu durumda bg,b;,...,by bir afin bagimsiz kiime

olugturur.

Teorem 1.56. h= 0,1,..,q i¢in , by,A; €eK simpleksinin merkezi ve
D#Ay <A <.<A; oldufunda  A(by,by,...,b;)  seklindeki  biitiin

simplekslerin K’ ailesi K kompleksinin bir altbélmesidir.

Ispat: Not 1.54 den A’ €K’ olmasi igin <> K kompleksinin baz1 ag,a;,...,a
kogelerinin  bir  diizenlenmesi vardir Oyleki A(ag,a;,...,a,) €K ve

=A(b: b; ) dir. Burada j= 0,1,...,n igin b; ——I——Zah ve

jos Djgoes! j+1imo
0<jp < J; <..<Jq <n dir. Buradan K' 'nin (SC1) sartim sagladig agiktir.

Gosterelimki (SC2') sarti saglamir. Eger, XGlQA(bJO, joeees Dy )ise€

J=0,1,...,n igin 5;>0 ve ZS =1 olmak iizere x = ZS dir. Aynca s;>0
j=0 j=0

olmasi igin < j e{jo,jl,...,jq} olmasidir. Bu durumda x = Z;—IZah dir ve
J—O h=0

h=0,...,n igin 1, = Z— alindiginda r, >0 olmak iizere x = Zrhah elde edilir.

i+l h=0
Béylece Zrh = Z Z——-— Zs =l dir. Ustelik; h=0,1,..,n-1 igin
h=0 .. h=0j=hj+1 j=0° .

——h—l oldugundan r,; <1, alabiliriz. Burada r,,; <r, olmas: igin<>

N SNPR



21

h e{jo,jl,...,jq} olmasidir ve 0 <1, olmasi i¢in < n e{jo,jl,...,jq} olmasidir.
(Bu durumda, x € A(ag,4;,...,a,) noktasmmn merkezil koordinatlarim bityiikten
kiigiige dogru siralayarak) { JosJiseees jn} indis sistemi tek olarak belirlenir.
Genelligi bozmaksizin A(ay,a,,...,a,) simpleksi minimal boyutlu alindiginda
Jq =n sonucunu ¢ikarabiliriz. B6ylece 0 <1, dir. Bu durumda h=0,1,...,n igin
0<r, dir. Yani x eigA(ay,a;,...,a, ) dir. K 'nin farkli simplekslerinin geometrik
igleri farkli oldugundan K' ailesi (SC2') sartim saglar. Dolayistyla K’ bir
simpleksel kompleksdir. Agik olarak |K'|c[K| dir. x €A(ag,ay,...,a,) €K

n
olsun. Bu durumda h=0,1,....n igin 1, 20 ve Y 1, =1 olmak fizere x = irhah
h=0 h=0

yazilir. Kogelere uygun bir permiitasyon alindiginda h=0,1,...,n-1 igin 1,,; <1

alabiliriz. j=0,1,..,n-1 i¢in s;=(j+1)(rj~1;4) ve s, =(n+r)r, olsun. Bu

n n
durumda j=0,1,...,n i¢in s;20ve Ysj= 35 =1 dir. Ayrica,

50"  1=0
n n-1 ] n n .
X= Zrhah = Z(I'J —rj+1) Zah +1, Zah = ZSJbJ dir.
=0 i=0 h=0 h=0 = j=0
j
O halde x e A(bg,by,...,b,) dir. Burada j=0,1,...,n i¢in b; =$1 Dlay
j+1ne

Burada elde edilen K’ ailesine K 'nin merkezil altbdlmesi denir.

Sonug 1.57. Eger, K’, K nin merkezil altb6lmesi ise boy K'= boy K dur.

Onerme: 1.58. a,,a,,...,a, €IR™ noktalar bir afin bagimsiz kiime ve j=0,...,n

i¢in b;, A(ay,ay,...,a,) simpleksinin merkezi olsun. Bu durumda

n .
CapA(bo,bl,...,bn) SmCapA(ao,al,...,an) dir.

Ispat: A(bg,by,...,b,) simpleksinin ¢ap1igin 0 < j <k <n olmak iizere

i1 k 1
b;—=by=>—a,—- X ——a
Ik hz=:0j+1 h 112=:ok+1 b
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ISR S
j+1 k+145 0 k+1h=j+1h

k—j, 1 J 1k
=—(—2a,——— Ya
k+1(J+1h§0 . k—Jh=zj:+lh)

1 L
j+1h§oah €A(80,21,-.-,8) ve E:_jh—zj:ﬂah €A(aj41,25,0,-.,85)

k_JS k <1
k+1 k+1 n+l
snerme 1.10 dan, CapA(bo,bl,...,bn)S%CapA(ao,al,...,an) dir,

n

< k-3
oldugundan ij—bklsk—HCapA(ao,al,...,an)

Sonu¢ 1.59. Eger, K’ n-boyutlu K simpleksel kompleksinin bir merkezil
altbolmesi ise CapK' < —%CapK dr,
n

Ispat: K, n-boyutlu simpleksel kompleks ise en az bir AcK var dyleki
boy A =n dir. Onerme 1.58 dan CapK'’ < %CapK oldugu agiktir.
n

Tanm 1.60. K bir simpleksel kompleks ve p negatif olmayan bir tamsay1
olsun. K nin p defa merkezil altb6lmelerine ayrilmasina p mertebeli merkezil
altbolme denir ve K® ile gosterilir. K nm O-mertebeli merkezil altbslmesi
K® =K dur.

Sonug 1.61. Eger, KP | n-boyutlu simpleksel kompleks K nin p mertebeli

merkezil altblmesi ise ,Cap K® < ( I_ll_l)p CapK dir.
n+

Sonug¢ 1.62. Eger, K® | bir K kompleksinin merkezil altbélmesi ise
Lim CapK® =0 dur.

p—
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1.6. Simpleksel Doniisiimler

Tanm 1.63. K ve L simpleksel kompleksler olsun. K ve L nin sirasi ile
koselerinin kiimeleri K, ve Ly olsun. K, ={a0,a1,...,ak} olmak iizere
¢o:Kg— L, doniisiimiine koselerin simpleksel doniigiimii  denir, efer
Aa a

»a; )€K simpleksini belirleyen a koselerinin her

jo,ajl,.. jo,ajl,..., in
kiimesi igin ®o(aj,),Po(aj))s-»Po(a;_ ) noktalar

A(po(ajy ). 9o(aj ). 0o(a; ) €L simpleksini belirtiyorsa.

Yukanida tammlanan doniigiim bire-bir ve 6rten ise bu doniisiime

simpleksel izomorfizm, simpleksel komplekslerede simpleksel izomorfik denir.

Ornek 1.64. (1) Her n-boyutlu simpleksel kompleks, IR**" uzaymdaki bir
simpleksel komplekse simpleksel olarak izomorfiktir.

K, kogeleri ag,ay,...,a; olan bir n-boyutlu simpleksel kompleks olsun.
IR uzaynda genel durumlu bir kime {by,by,..,b }'yi ( Yani

{bo,bl,...,bk} kiimesinin en azindan 2n+2 elamanini igeren her altkiimesi afin

bagimsiz) diigiinelim.

R de simplekslerin bir L ailesi, A(apy,ap,..ap) €K

A(bho,bhl,...,bhp) el olaca.l'cg sekilde tamimlayalim. Simdi L ailesinin

simpleksel kompleks oldugunu gosterelim.

(SC1) Agiktrr.
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k k
(8C2’) A;,Ay eLvexeig(A;NAy) olsun. X'r; =1=3Ys; olmak iizere
i=0 i=0

k k
x= Y 5b; ve x= Y 5;b; yazilabilir. r, ve s, lerin n+1 'er tanesi sifirdan farklidir.
i=0 i=0

k k
i=0,1,...,k 19111 ti=ri—si olsun. zti=0 Ve Ztibi=0 dar. bo,bl,...,bk
i=0 i=0

noktalar genel duramlu oldugundan t; =0 d. Bu ise i=0,1,...k igin 1, =
demektir. Dolayistyla A; =A, dir. O halde L ailesi K ailesine simpleksel

izomorfiktir.

Bir soyut simpleksel kompleks X 'in somutlagtrmasi (realization), X'e
1zomorfik olan, bir K simpleksel kompleksinin varligidir.

(2) Her 1-boyutlu soyut simpleksel kompleks, IR de bir somutlastirmaya
sahiptir.

C={(x, x%,x%) eIR*:x e[R} kiimesini diigiinelim. C kiimesi genel durumlu

bir kiimedir. Yani, C 'nin her farkli dort Py, P;,P,,P; noktas: afin bagimsizdir.
> > o

Bunun igin PyP;,P,P,,PP; vektorlerinin lineer bagimsizhigimi, (Vandermonde

detarminantr)
2 3
X1—Xp (X1—%¢)" (%1—%p)

2 3
X, =Xy (X5 —%Xo)" (X5 —%()7|#0

2 3
X3—Xy (X3—%p)" (X3—%)

detarmmdan s6yleyebiliriz.

X=(V,S) , 1-boyutlu soyut simpleksel kompleks olsun. Eger
s €S ise sc 'V ve [f<2 <4 dir. Boylece s 'nin elamanlarina kargilik gelen P

ler afin bagimsizdir. Kogeleri P ler olan simplekslerden olugan bir K ailesi 1-
boyutlu simpleksel kompleksdir. Gergekten;
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SC1) K daki her simpleks kendi yiizlerini (Burada P noktalar1 veya O-
simplekslerdir) igerir.

SC2) K'nin farkhi iki simpleksi (PyP;) ve (P,P,) olsun (P;), O-
simpleksi, hem (P,P;) simpleksinin hemde (P,P,) simpleksinin bir ortak
yiiziidiir. O halde K, 1-boyutlu simpleksel kompleksdir. K ile X 'in koseleri
arasinda bire-bir déniigiim oldugundan bunlar simpleksel izomorfiktir.

(3) Her n-boyutlu soyut simpleksel kompleks, IR*™!de realizationa sahiptir.
Ayrica, aym soyut simpleksin herhangi iki realizatiom izomorfiktir.

Bunun ¢Ozimii; ) inci Grnekte C yerine
C= {(x, x2,..., 3" e IR ¢ eIR} kiimesi almarak benzer sekilde yapilr.

¢:K—>L simpleksel doniigim, K, =1{a,,a,,...,a,} ve L, ={b,,b,,....,b,}

kiimeleri K ile L nin sirastyla késelerinin kiimesi olsun. ¢ 'nin olusturdugu
k ¢

|p[|K| = |L| doniisiimii merkezil koordinatlar yolu ile |op| (Xran)= Xsib;
h=0 i=0

seklinde tanimlanmig olsun. Burada ¢(a,) =b; olmak tizere, s; biitiin r, larin

k
toplamina esittir. Boylece j=0,1,...,¢ igin s;20 ve Xr =1 dir. Ayrica @
h=0

simpleksel doniisim oldugundan x €|K| ise |p|(x) €L dir. Bu durumda
agagidaki teorimi verebiliriz.

Teorem 1.65. Her ¢:K— L simpleksel doéniigiimiinden elde edilen,
lo| : [K| = |L| doniigiimii siireklidir.

Ispat: T;aoreiﬁ 147 den g:|K|— IKI ve h:|L|—> Ifl doniisiimleri
homeomorfizmdir. [p|: |EI — |f
sireklidir. dolayistyla |o|=h"[¢|g siireklidir.

. (T, TpeeesTi) = (Sg, Sp5...,8p)  dOniigiimii
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1.7. Hiicreler ve Hiicresel Kompleksler

Tamm 1.66 Standart kapali n-yuvar B" (Standart agik n-yuvar B") ‘e
homeomorf olan IR™ nin bir e altuzaymna kapal: (agik) n-hiicre denir. Diger
bir deyimle, IR™ in sonlu sayida kapali yan-diizlemlerin simrladig1 bélgeye bir

hiicre denir.
Ornek 1.67. Her n-boyutlu simpleks bir n-hiicredir.

Tamm 1.68. IR™ de hiicrelerin sonlu bir K ailesine hiicresel kompleks denir,

eger agagidaki sartlar varsa.

(CC1) Herhangi bir eeK hiicresinin smm1 K ya ait hiicrelerin
birlesimidir. N

(CC2) Her ¢),¢, €K igi;l e;Ne, €K dr.

(CC3) K nm farkls hiicrelerinin geometrik igleri ayriktir.

Ornek 1.69. (1) Her simpleks hiicresel kompleksdir.
(2) Her simpleksin smin hiicresel kompleksdir.

(3) Her simpleksel kompleks bir hiicresel kompleksdir.

X herhangi bir kiime ve {A} _ X 'in altkiimelerinin bir ailesi olsun.
Kabul edelimki her teT igin A, topolojik uzay ve agagidaki sartlar saglasin.

(1) Her t,t’ €T indis ¢ifti igin A,NA, kiimesi iizerinde A, ve A, 'mmn
altuzay topolojileri tanmmhi ve her ikisinin A,NA, iizerindeki altuzay
topolojileri ¢akigiktir.

(2) Her t,t'eT indis ¢ifti i¢in A,MNA, kimesi her iki uzayda,
A, ve A, 'iinde kapalidir veya alternatif olarak,
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(2') Her t,t'eT indis ¢ifti igin A,(A, kiimesi her iki uzayda,
A, ve A, 'inde agiktir.

Kolayca goritlebilirki T ={A cX:Vt €T i¢in ANA, A, agik} ailesi

X tizerinde bir topolojidir.

T)DeT,XeTdr.

T,) A,B €T olsun.

AeT=>VteT igin AMA(,A; 'de agik

BeT=>VteT igin BMA;,A, 'de agk

=Hert €T igin (ANADNBNA)=(ANB)NA,, A, 'de agik
=>ANBeT

T;) Viel igin A; €T olsun.

Bu durumda, Viel ve VteT igin A;[A,A, 'de agik
= JANA)=(UADNAA, de agk=>TJA; T
i€l

i€l

Bu durumda, (X, T) ﬂdﬁsine zayif topolojik uzay denir.

Tamm 1.70. X#J bir kiime olsun. Birlesimleri X olan X'in ikiger ikiger ayrik
altkiimelerinin ailesine X'in gyrisimi denir.

Tamm 1.71. X, bir topolojik uzay olsun. Altuzaylan hiicreler olan X 'in bir
ayrigimina hiicre ayrisimi denir ve € ile gosterilir. X 'in bir hiicre ayrngmm
(X, €) ile gosterilir.

Tamm 1.72. X, Hausdorff uzay olsun. (X,€) hiicre ayrigtmma bir CW-
kompleks denir (Janich,Klaus), eger agagidaki aksiyomlar saglantyorsa

(1) ( Karekteristik Doniigiimler) Herbir n-hiicre ec€ igin ¢,:B* » X
4»:B* = X homeomorfizm ve ¢, (S" 1 €™ dir.

siirekli fonksiyonu vardir > ¢,
(Burada $*';n—1 kiire,€*";(n—1) - iskelet)
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(2) (Kapamigin sonlulugu) Herbir ee€ igin €,€ 'nin sonlu sayida

elamanlan ile kesigir.

(3) (Zayif Topoloji) AcX kapalidir & Ve €€ igin €A kapali ise.
CW- kompleks adim (2) ve (3) ‘iincii gartlarin ingilizce bag harflerinden
almugtir.

Ornek 1.73. (1) Her simpleksel kompleks bir CW-kompleksdir.
(2) Her hiicresel kompleks bir CW-kompleksdir.
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2. KATEGORI VE SIMPLEKSEL KUMELER
2.1. Kategori ve Funktorlar

Tanmim 2.1. CXkategorisi iki smiftan olugan bir sistemdir. Bu siniflar ise:

1) Elamanlarina nesne denilen ve ObC ile gésterilen smifi,

2) Elamanlarina morfizm denilen ve MorC ile gosterilen smifidir 6yleki
Cnin her bir morfizmine tanim ve deger bolgesi olarak adlandirilan iki nesne
tekabiil etmektedir. XeObC ve YeObC nesnelerini tamm ve deger bélgesi
olarak kabul eden biitin morfizmlerin kiimesi Mor (X,Y) yada C(X,Y) ile
gosterilir ve feMor (X,Y) ise f:X— Y yazilir. C' 'de kompozisyon islemi
tanimhidir 6yleki feMor (X)Y) , geMor (Y,Z) ise bunlarin gof (veya gf)
kompozisyonu, tamim bélgesi X deger bélgesi Z olan bir morfizmdir. Yukarida
tanimlanan kavramlar asagidaki 6zellikleri saglamaktadar.

KAT1 (Asosyatiflik) Eger feMor (X,Y) geMor (Y,Z) ve her heMor
(Z,W) ise ho(gof) = (hog)of dir.

KAT2 (6zdes morfizmin. varhg) Her X eObC igin Syle bir lye
Mor (X,X) vardir, eger feMor (Y,X) ve geMor (X,Y) ise I1xof =1, golx = g
dir.
Ornek 2.2. A kategoridir 6yleki;

1) A nin nesneleri; [n] = (0,1,...,n) , 0 'dan n 'ye kadar tamsayilarin
kiimesi

i) A 'nin morfizmleri; her [p] ve [q] nesneleri iginm : [p] > [ql, a, b €
[p] ve a<b i¢in m(a)<m(b) 6zelligini saglayan monotonik fonksiyonlar,

iii) Kompozisyon kurali, fonksiyonlarin bilegke islemidir.
Tanmm 2.3. C ve D iki kategori olsun. D'ye Cnin altkategorisi denir (Barr,M.),
eger asagidaki sartlar saglaniyorsa;
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a) D nin her bir nesnesi € nin nesnesi ise, yani ObDcObC

b) Her X, YeObD igin D (X,Y)c=C (X,Y),

¢) D deki kompozisyon kural: C deki ile aynidir.

d) Her bir XeObD igin D(X,X)'in 6zdes elamam C(X,X)in 6zdes

elamamdir.

Eger, her X,YeObD igin D(X,)Y) = C(X,Y) ise D'ye Cnin tam (full)
altkategorisi; Eger ObD =0bC ise D'ye Cnin genis (Wide) altkategorisi

denir.

Tamm 2.4. C bir kategori olsun. f ve g Cde iki morfizm olmak iizere gof
kompozisyonu tammli ve gof = 1 olsun. Bu durumda g 'ye f 'nin sol inversi, f'ye
g 'nin sag inversi denir. Eger, f 'nin sol ve sag inversi var ise bunlar ¢akigiktir.
Bu takdirde f'ye tersi alinabilir veya izomorfizm denir; f 'nin inversi var ise £

ile gosterilir.

Ornek 2.5. Kimeler ve fonksiyonlar kategorisi (=Sef); Gruplar ve
homomorfizmler kategorisi (=Grp); Topolojik uzaylar ve homoemorfizmler
kategorisi (=7) olsunlar. Bunlarin herbirinde kompozisyon kural
fonksiyonlarin bilegkesidir, 6zdes morfizmi ise 6zdeg fonksiyonlardir. Bu
kategorilerde  izomorfizmler  sirastyla  bijeksiyon, izomorfizm ve
homeomorfizmlerdir.

Tamm 2.6. C' ve D iki kategori olsun. F : C — D déniigiimiine (kovaryant)
Sfunktor denir, eger Cye ait her bir X nesneye D'de F(X) nesne ve Cye ait her
bir ﬁX—?}(morﬁzxnine, D'de F(f) : F (X) - F(Y) morfizmi tekabiil etmek
lizere agagidaki sartlan sagliyorsa. . L
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1. Eger 15:X - X Cde 6zdes morfizm ise F(lyx):F(X) — F(X), D'de
6zdeg morfizmdir. Yani F(ly) = lg, dir.

2. Eger £:X>YvegY—>Z Cde morfizmler ise F(g.f) = F(g). F(f)
dir.

Agikar olarak; 1:C —C 6zdes funktor, F: C =D ve G: D —-E iki
funktor olmak iizere GF : C —E kompozisyonunu tanimlayabiliriz.
Dolayistyla, nesneleri kategoriler ve morfizmleri funktorlar olan bir kategori
olugturabiliriz. Bu kategoriye biiyiik (large) kategori denir (Barr,1985).

2.2. Kategori Uzerinde Baz1 Yapilar

(1) C bir kategori olsun. Bu kategoriden faydalanarak bir COP kategorisi
tanimlanabilir dyleki ObCOP = ObC ve COP(Y,X) = ((X,Y) dir. Yani C 'de
A—B ise COP'da B—>A dir. COP kategoriye C 'nin oposit (veya dual) kategorisi

denir.

(2) C bir kategori ve AeC olsun Cnin dilim kategorisi diye, C/A ile
gosterilir, nesneler smfi ; A'y1 deger bolgesi kabul eden Cnin morfizmlerinin
kiimesidir ve morfizmler sinifi ise fe Mor (B,A) 'dan ge Mor(C,A) 'ya hog = f
olacak sekilde tammli h € Mor (B,C) lerden olugur.

Bu kategoriyi, Mor(B,A) = Hom (B,A) olmak iizere Hom (-,A):COP — Set
funktoru olarak diigiinebiliriz. Oyleki bu Hom(-,A) funktoru, her Be ObC i¢in
Set'de Hom(B,A) kiimesini ve her feC (B,C) morfizmine Set'de
Hom (f,A) : Hom (C,A) = Hom (B,A)
fonksiyonunu kargilik getirmektedir.
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Benzer gekilde, C/A nin oposit kategorisinide Hom (A,-) : C—> Set
kovaryant funktoru olarak diigiinebiliriz.

(3) Funktorlarin kategorisi;

Topolojide f,g: X—Y fonksiyonlar1 arasindaki homotopi her xeX igin
f{x)'i g(x)'e birlestiren bir egridir. Oyleki bu egriler siirekli bir deformasyondur.
Benzer gekilde bir funktordan diger bir funktora tabii doniigiim bir deformasyon
olarak tanimlanabilir.

F,G: C-D iki funktor olsun. Bu durumda A: F>G morfizmine tabii
doniisiim denir, eger A, her CeObC igin bir tek AC : F(C) - G(C) olmak
iizere, AC lerin kompozisyonu; her g: C—C ' i¢in agagrdaki diagrami komutatif

yapiyorsa.

F(C)—£5G(C)
F(g) ¥ e

F(C)—~— G(C)
AC morfizmlerine A 'nin bilesenleri denir.

A tabii doniigiimiine tabii egdegerlik denir, eer A'min her bilegseni D'de

bir izomorfizm ise.

Dolayisiyla, C ve D kategorileri olmak iizere C'den D'ye funktorlarin
Func (C, D) ailesi elamanlari; funktorlar ve nesneleri; bu funktorlar arasindaki

tabii doniigimler olan bir kategori olugturur. Bu kategoride kompzisyon kurals,
AF—>G ve i:G— H tabii doniigimler olmak iizere, uoA kompozisyonu; her
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CeObC igin bilesenleri pCoAC olan tabii doniisiimlerdir.Func(C D)

kategorisine funktorlar ve tabii doniigiimler kategorisi denir (Barr,1985).

Ornek 2.7. C bir kategori, AcObC' sabit nesne olmak iizere Hom (A,-): C —Set
funktor,F: C—Set keyfi bir funktor ve a,F(A) 'min sabit elamani olsun Bu
durumda A%:Hom(A,-)—F, her B € ObC igin

Ag:Hom(A, B) - F(B) ,g—~>A5(2)~F(@))(2)
seklinde tammli A% déniigiimii bir tabii domiisiimdiir (Dold,A). Gergekten,fe

C(B,C) igin,

Hom(A,B) _ Hom(af) | Hom(A,C)

w54 L,

FB) —X0 , R

?»% «Hom(A, f)(g) = 7»2(‘: (fog) = (F(fog))(a) ve

(F(e)er%,)(e) = W (2)) = FD(F(g))(a) = F(fog)(a) dir.
AroHom(A, f) =F(f)or}; oldugundan diagram komutatifdir.
Onerme 2.8. (Yoneda-lemma) C bir kategori olsun. Eger, F : C — Set
herhangi bir funktor ve A : Hom(A,-)—F bir tabii doniigiim ise, bu durumda
bir tek aeF(A) var 6yleki A=A2 ,yani a=AA(1A) dir.
Ispat: A tabii doniigiim ise her geHom(A,B) icin;

Hom(A,A) —2=48 5 Hom(A,B)
Al .
F(A) —F2, F(B)

diagrami komutatiftir. Yani,
(ApoHom(A,g))(1 A)=M(HomA,g)(1 A))=AB(g)=(F(g))(a) ve
(F(2)oAAX1A)=F(g)(AA(14)) ise,a=AA(1A) dir.
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Tamm 2.8. C bir kategori, F : C — Set bir funktor ve AeObC olsun. F(A)
'mn bir a elamanna #nivarsal elaman denir, eger,A?:Hom(A,-)— F tabii
doniigtimii tabii egdegerlik ise. Her funktorun iiniversal elamani olmak zorunda

degildir. Universal elamana sahip bir F funktoruna representable funktor denir
(Dold,A).

Tamm 2.9. C ve D kategoriler, L: C D ve R:D —C iki funktor olsun P,Q:
COP X D — Set funktorlar1 agagidaki sekilde tammlansin.

1) P(C,D) = Morp (L(C),D), Q (C,D) = Mor¢ (C,R(D))

2) feMor_, (C,,C,) (Yani Mor(C,,C,)) ve g eMor, (D,,D,) olmak iizere.
P(f,g):Mor,, (L(C,),D,) - Mor. (C,,R(D,))

p — Lf)pg
Q(f,g):Mor,. (C,,R(D,)) - Mor, (L(C,),D,)

q — f.q.R(g)

dir. Eger, P ve Q funktorlan tabii denk ise (L,R) ye adjoint funktorlarin ikilisi

denir.L' ye R' nin so/, R' ye L' nin sa# adjointti denir.

2.3. Kategoride Bir Nesnenin Elemanlar1 Ve Altnesneleri

Bir C kategorisinde x:T—A morfizmi, A'nin T iizerinde tanimli bir
elamam olarak diigiiniilebilir (Barr,1985). A'min her bir elamam T iizerinde
tammh ise T'ye A'nin parametrik tanim bolgesi denir. x, A'min T {izerinde
taniml1 bir elamani ise " xeTA " ile gosterilir. Eger, xe TA ve f: A 5B ise fox
€ "B dir. Burada fox, xe"A 'min f morfizminde aldig1 degerdir. Dolayisiyla
fox yerine  f(x) yazabiliriz.

f: A—B morfizmine monomorfizm denir, eger X,ye"A olmak iizere fox =
foy iken x=y ise. Diger bir deyisle Hom (T,f) : ( T,A)—Hom (T,B) fonksiyonu
bire-birdir.
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f:A—B morfizmine epimorfizm denir, eger x,y:B—T morfizmleri igin
xof = yof iken x=y ise, yani, Hom (f,T) -Hom (A, T) fonksiyonu bire-bir (6rten
degil!) ise.

| Kategoride altnesne kavram; altkiime, altgrup, altuzay,v.s kavramlarinin
bir genellestirmesidir.

i: Ag—A morfizm ve a: T—A olsun. a'ya i iizerinden fakior edilebilir

(a factors trough i) denir, eger, .

7\

H—>A

diagram komutatif olacak sekilde bir j:T—>A( morfizmi varsa. Bu takdirde A’
nin bir a elamam Ag'm bir elamamdir. Bu durumda ayni elamanlara sahip Ag'
dan A' ya iki monomorfizm denktir denir. Bu sekilde tammlanan denklik
bagintist Ag'dan A'ya olan morfizmlerin kiimesini denklik siniflarma ayirir. Bu
siniflarin herbirine A 'nin bir alt nesnesi denir.
Simdi funktorlar ve tabii doniigiimler kategorisinde bir funktorun

altfunktoru tanimim verelim.
Tanim 2.10. C bir kategori ve F: C —Sef'e bir funktor olsun. F'nin altfunktoru
diye agagidaki iki 6zelligi saglayan bir G funktoruna denir.

1) Her A €Ob Cigin G(A)cF(A)

2) Eger f eC (A,B) ise G f (GA)=G (B) dir.

2.4, Kategoride Limit
I' grafi, kabaca, kogelerden olusan noktalar ciimlesi ve herhangi iki

koseyi birlestiren kenar diye adlandiran egriler ciimlesinden olugan bir
sistemdir (Giblin,1977). Bunun yam: sira, her hangi iki kenar, kdse noktalar
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disinda kesigmeyecek sekilde alinir. Ayrica, her bir egrinin  birlestidi kdselerin
biri baglangig, digeri bitim noktas1 olarak alinirsa, bu kenarin yonii belirlenmis
olur.
Tamim 2.11. Yonlendirilmig graf D,

1) V=V (D) kogeler (vertices) kiimesi,

2) E=E (D) kenarlar (edges) kiimesi,

3) incidence (etki alan1) &: E—>VxV doniigiimiinden ibarettir. Herhangi
bir xeE igin 8(x)=( 81(x),02(x) ) ise 81(x) 'e ¢tkis, da(x)'e ise x 'in varig kogesi
denir (Higgins,1971).

0: D—B graf-déniigiimii, incidence déniigiimiinii koruyan V(0): V(D)
—V(B), E (0) : E(D)>E(B) fonksiyonlarimn ikilisinden olusmaktadir. Yani
her xeE(D) i¢in §;(E(0)(x))=V(0)( ;i(x)), i=1,2 dir.

Diizlemde grafin kdgelerini noktalarla, kenarlanni ise ¢ikis kosesinden
varig kosesine oklar ile gosterecegiz. Ileride V(D) yerine I yazacafiz. Cikig
kosesi i , varig kogesi j olan biitiin kenarlarm kiimesini Djj ile gosterecegiz;

Yani, x €D < 8(x) =(i,]j) dir. Dolayisiyla, E(D) kiimesi ijel olmak iizere

Djj kiimelerinin ayrik birlegimidir. xeDjj i¢in x: i—>] yazacagiz.

C bir kategori ve D bosg olmayan yénlendirilmis graf olsun. C kategorisi
bir C grafim belirtir 6yle ki V(C) = ObC ve i, j €V(C) olmak iizere
C; =Morc (i, j) dir. Kabaca C grafim kompozisyon kurali kaldinlmig C' kategori
olarak diigiinebiliriz. A: D—C graf-doniisiimiine C kategorisinde bir diagram
denir. Eger, D 'nin kogeler kiimesi I ve kenarlar kiimesi E ise A diagrami; C 'nin
nesnelerinin {A;}  ailesi ve C 'min morfizmlerinin {a,}  ailesinden

€E

olugmaktadir. Burada x : i—] ise, ax: Aj—>A; dir.
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A', nesneleri A'; ve morfizmleri a'y olan C 'de bagka bir D-diagram
olsun. Her xe Dij icin fja'y =a,f; olacak gekilde C 'nin fj:Aj—>A]
morfizmlerinin f={f} _ ailesine fA—A' diagram-doniigiim veya D-d6niigiim
denir. Ozel olarak D bir kategori ve A, A' funktorlar ise bu tabii déniigiim
tamumim verir. Biitiin kogelerini C 'nin ayn1 A nesnesine ve biitiin kenarlarim
1A 6zdes morfizme gotiiren D- diagramina sabit (veya agikar) denir. C 'nin her
C nesnesi igin sabit diagram bir tek olup ' (C) ile gosterilir. Dolayisiyla,
nesneleri C deki biitiin D-diagramlari, morfizmleri ise biitiin D-doniigiimler
olan bir C D kategorisini tanimlayabiliriz. Aym zamanda, her aeMorC (A,B)
i¢in bilesenleri I' (o) olan, I' (a): I" (A)—>I" (B), D-déniigtimii mevcuttur. O
halde I": C —CD kanonik funktoru elde edilir.

C bir kategori, A ,C 'de bir diagram, LeObC ve f.A—»I'(L) D-
doniigiimii verilmig olsun. Bu durumda agagidaki tanio verebiliriz.
Tanmmm 2.12. Eger, her KeObC ve her g : A - I'(K) diagram doniistimii
i¢in g=I'(B)f (yani, her iel i¢in g;=Pf;) olacak sekilde C 'nin bir tek B: L—-K
morfizmi varsa L nesnesine A diagramunm direkt limiti (sag limiti) denir ve

L=Lim A ile gosterilir. Benzer sekilde, eger her g: I'(K)—> A diagram-
._+

déniigiimit; £:I(L)—>A doniigtimleri igin g = fI'(y) olacak gekilde bir tek y:K—L
morfizmi varsa L nesnesine A 'diagraminmn invers limiti (sol limiti) denir ve
L=Lim A ile gosterilir (Higgins,P.C).

“«—

Eger, C kategorisinde her D-diagrami direkt limite sahip ise C
kategorisine direkt limitleri ihtiva ediyor denir. Bu taktirde, LimC® —C

funktoru vardir. Ciinkii; h:A—B diagram-déniigiim ise diagram-déniisiimlerin
A—-B—-I'(LimB) kompozisyonu bir tek Lim h:LimA—)LimB morfizmini

olusturur.
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Benzer gekilde, efer C kategorisi D iizerinde invers limitleri ihtiva

ediyorsa LimC D _, ¢ bir funktordur. Limitlerin tiniversal Ozelligini g6z 6niine
(_.

alirsak, sunu soyleyebiliriz: Eger C , D iizerinde direkt (invers) limitler ihtiva

ediyorsa Lim cP ¢ (Lm:CD — C) funktoru I':C —» cP kanonik
- <«

funktorun sol (sag) adjointidir.

Ornek 2.13. (1) D grafin koseler kiimesi I, kenarlar kiimesi ise bos olsun. Bu
taktirde C' kategorisinde D-diagrami sadece ~ C 'nin nesnelerinin A={A,}

ailesidir. Eger A 'mmn invers limiti mevcut ise buna A; nesnelerinin C 'de
garpmm denir ve []A, ile gosterilir. p:[[A; —A; kanonik doniigiimlere
iel i€l
projeksiyon denir. Universal 6zelligi gosteriyorki q,;:B— A, (i €I) déniigiimler
ailesi ile q;=pj.q olacak gekilde q:B—)H A, doniigtimler ailesi arasinda bire-bir
iel
tekabiil vardur. I sonlu ise | [ A, =A1xAsx...xAy ile gosterilir. Benzer gekilde, A
iel

'min direkt limiti var ise , buna Aj nesnelerinin C 'de toplami denir ve
[TA: (veyad_A,) ile gosterilir.
iel iel

2) D grafi 1502 geklinde verilsinn Bu durum da,
A1 a1 >AQp < 22 Ao C'de D-diagramdir. Bu diagramin invers limitine a

ve ap 'nin pull-back 'i veya A1 ve Ay 'nin Ag iizerinde lif g¢arpimi denir ve
Ax 4 A, ile gosterilir. Asagidaki diagrama C 'de pull-back kare denir.

L—PyA,

TN

A, —H—A,

p

Bu diagram komutatiftir ve {iniversal 6zellife sahiptir. 8181 =8,8, sartim
saglayan g;:K— Ai(i=12) morfizmleri icin bir tek
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v:K— L morfizmi vardirag =Py, ve 8, =Py dir. Bu diagramin direkt

limiti her zaman vardir ve Ag dir.

3) D grafi 1¢<-0->2 geklinde verilsinn Bu durumda

A2 Ag—22 5 A5 C 'de bir D-diagramdir. Bu diagramun direkt limitine

a] ve ap 'nin push-out 'u veya Ajve Aj 'nin Ag iizerinde lif kogarpimi (fibred
coproduct) denir.
f

4) D grafi 01 seklinde verilsin. Bu durumda A, A, C'de bir D-
- —

8
diagramdir. Bu diagramin invers limitine f ve g 'nin equalizer 'i direkt limitine

ise coequalzer'i denir.
Bundan sonra Ob C ve Mor C' yerine sadece C yazacagiz.
2. 5. Simpleksel Kiimeler

Tanm 2.14. C bir kategori olsun. Her neIN igin KyeC olmak iizere,
K= {KO,KL...,Kn,..}dizisine C 'de bir simpleksel nesne (simplicial object) denir

(Mac Lane,1959), eger i = 0, 1, ...,n igin i - yinci yiz (face) doniigiim

0i:Kpn — Kp—1 ve i-yinci degeneracy déniisim s;:K, > K,,, olmak iizere

asagidaki esitlikler saglantyorsa

I) 80, = 0,0,

1o l<]

1) s;8; =8;,,8; , 1<

s,._lai <]

) s, = {id i=ji=j+l

8,0, 1> 3+1
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Burada n>0 igin Ky, 'nin elemanlarina n-simpleksler denir. Ky 'nin bir x elamam
y€Kp-q olmak iizere x = 5;, -8,y seklinde yazilabiliyorsa x 'e degenerate, aksi

halde non-degenerate denir.

K ve L simpleksel nesne olsun. Bu durumda f@ K—L simpleksel
doniigiimii, yiiz ve degeneracy doniigiimlerle komutatif olan f;:Kn—Ly
doniigiimlerinin bir dizisidir.

Tanmm 2.15. C bir kategori olsun. A kategorisindeki her bir m:[p]—[q]
monotonik fonksiyonuna kargilik gelen mx : Kq—Kp déniigiimleri ile birlikte

Ko, K1,.., nesnelerinin bir dizisine C 'de bir simpleksel nesne denir. Burada

mj:[q]—[r], mp:[p] >[q] monotonik fonksiyonlar1 igin (mpemp)+ =

my*om]#* ve (1d)*x =id dir.

Bu tammda bir £ K—L simpleksel déniigiimii biitin monotonik m
fonksiyonlar1 igin m #f= f.m* gart: ile karekterize edilir.

Tamm 2.16. C bir kategori olsun. A 'den C 'ye bir K kontravaryant funktora C

'de bir simpleksel nesne denir.

K ve L boyle iki funktor olsun. Bu durumda, bir f : K—L simpleksel

doniigtimii K 'dan L 'ye bir tabii doniigiimdiir.

A kategorisinde 6zel monotonik fonksiyonlar Al ve pl agagidaki gekilde
tammlidir. i=0, 1, ..., q olmak iizere
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X:[q-1]—[q]

ao>A@) x(a)={

a ,0<a<i
a+l , ia<q

Bu monotonik fonksiyonlarmn g¢iftlerinin kompozisyonu asagidaki 6zellikleri
saglar.
D, NA=AAN" | i<j

jH

o, plp =pp" | i<j
ANt i<

M), wA=did , i=j,i=j+1
Al i+l

Bu esitlikler tanim 2.14 deki esitliklerin dualidir.
Onerme 2.17. Herhangi bir u:[p]—[q] monotonik fonksiyonu, v monotonik ve
“monomorfik , w monotonik ve epimorfik olmak iizere u = v.w olacak gekilde

tek olarak yazilir.

Ispat: w: [p]—= u((p]) ve v: u([p])->[ql, v(b) = b seklinde tanimlamrsa u = v.

w olur ve v. w kompozisyonu tektir.
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Herhangi bir u monotonik fonksiyonu A! ve p! &zel monotonik
fonksiyonlarm kompozisyonu olarak agagidaki gibi ifade edilir. u (i) = u (i+1)
olacak sekildeki i € [p] sayilarmn kiimesini i < ip<...<ig sirasinda, u([p]) de
olmayan je[q] sayilanmin kiimesini ters sirada j1>j>>...>j¢ olarak yazildiginda
0<i] <1p<.<ig<p , 4> j1>2>..>jt=20ve q-t+ s =p olmak iizere u=
ALkt ...y’ seklinde yazilir. Bu kompozisyona u nun kanonik formu
denir. Benzer sekilde ux* : Kq —->Kp doniigiimiide u* '8;,...8;,.0; ...0; olarak

ifade edilir.

Teorem 2.18. Yukarida verilen simleksel nesnenin iig tanimi (i) 2.14 , (ii)2.15
ve (iii)2.16 birbirne denktir.

Ispat: (i) = (ii)

K bir simpleksel nesne olsun. Herhangi bir u : [p] —[q] monotonik
fonksiyonuna kargilik gelen u doniigiimii ; u = AL e ... p's olmak iizere
uk s, 8.0, .0 Kq—>Kp seklinde tanimlamir. Burada mp : [q] = [r], my :
[p] = [q] monotonik fonksiyonlar ise (mo mp)* =mo*. my* ve (id)* =id
dir.

(i1) = (ui) Herhangi bir u: [p] = [q] monotonifine karsilik gelen
uk : Kg—=Kp doniigiimii ile K simpleksel nesnesi verilsin. Bu durumda,

(1) Her [p]eA i¢in K([p]) = Kp

(2)Her u € A morfizmi igin K (u) = ux

(3) uy : [pl] = I[ql ve uy : ql—>[r] monotonik fonksiyonlar: igin
K(ugou1)=XK (ug) K(u2)
sartlar1 saglamr. Dolayistyla K : A — C 'ye bir kontravaryant funktordur.
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iif) = () K: A—> C'ye bir kontravaryant funktor olsun. Kq=K([o],
K1=K([1]),..., Kg=K([q])... dizisi ile birlikte i = 0,1,...,q olmak iizere i-yinci
yliz doniigiim 8i=K(7»i) : K, > K, veiyinci degeneracy déniigiim s;= K(pi) :

K 1 —Kq alindiginda (i) elde edilir.

Tamm 2.19. Eger C kategorisi set kategorisi ise C deki her bir simpleksel
nesneye simpleksel kiime denir (May,1967).

Ornek 2.20. (a) V sonlu bir kiime ve S, V 'nin sonlu altkiimelerinin bir ailesi
olmak tizere X=(V,S) simpleksel kompleksi verilsin. Bundan yararlanarak X ile
gosterilen bir simpleksel kiime olusturalim. K 'nin bir n - simpleksi, V 'nin
elemanlarimn bir (ag,aj,...,.ap) dizisidir dyleki baz1 m<n igin { ag,aj,...,a;m}
kiimesi K ‘nm bir m-simpleksidir. Bu sekilde olusturulan n-simplekslerinin
ailesi Ky olsun. K 'mn yiiz ve degeneracy doniigiimleri asagidaki sekilde

tanimlanir, 1 =0,...n igin
0;:K,—=>K_, , 0(apa,....,a,)=(ag,..-,8,,,8;,,-.-2,)

s;: K, =K., , si(a,a,...,a,)=(a,,...,8,,8;,...2,)

(b) X bir topolojik uzay ve A, standart n-simpleks olsun. SinX ile
gosterilen bir simpleksel kiime olusturalim. $i#X'in bir n-simpleksi ,
f:A [n]—>X siirekli fonksiyonudur. n-simlekslerin ctimlesi (SinX)p = Sy (X)
= {fif:A [n]— X siirekli} dir. Bu durumda SinX = {Sy(X),...,Sp(X),...} dizisi
agagida tanumlanan yiiz ve degeneracy doniigiimlerle bir simpleksel kiimedir.

1=0, 1,..., nigin;
ai:Sn(X)-—>Sn_1(X), f—>61f(to,...,tn_1)=f(to,...,ti_l,O,ti,...,tn_l)

8;:8,(X) = S (X), £ 8if(tg,. . tna1) = F(t0, o timp, b +tia1s tisns oo tngn)
dir.

(¢) Ay standart r - simpleks olsun. Tanim 2.16 ya gore A, simpleksel
kiimesi agagidaki sekilde tanimlanir.
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i) Her [n] € A nesnesi i¢in Ay ([n]) = {u| u: [n] — [r] monotonik}
ii) Her bir m: [p] — [q] monotonigine kargilik,

Af(m) =mx : Ay[qD)>AL[p]), u & m* (u) =u. m
iii)Kompozisyon kuralt bilegke iglemidir.

@ - (m) sartlarma gore Ay : A — Set kontravaryant funktordur. Gergekten,

) Al A (a) - Arn]
u—A, ([n])(u) =u. 1[n] =u
= A A = 1a ()

2)mi:[q]—=[n] v my : [p] - [q] monotonik fonksiyonlar
olsun.A_(mjom, ):A (n)— A, (p) diru €A _([n]) igin

A, (m1°m2.)(u) = u(mjom, )
=(u.m,).m,
=A(m,)(u.m,)

— (Ar (m) Ar (ml ))(U)
= A_(m,om,)=A_(m,).A, (m,) dir.

Bu 6rnek Tanim 2.14'e gore asagidaki sekilde yapilir. Her g0 igin

Ar(q)) =1flf:[q]~> [r]monotonik} i = 0,1,...,q i¢in yiiz ve degeneracy
déniigtimler;

8:A.(a)— A (q-1]), f—>0,(f) =X ve
A (@)~ A, (q+1]), g s,(g) =gon'
olarak tanimlanir.

An simpleksel kiimesinin O-simplekslerinin ailesi {O0,1,...,n} dir.
(0,1,....n) € Ap ([n]) simpleksi (O-simpleksler harig) bir tek non-degenerate
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simpleksdir. Bu eleman idy, ile gosterilir. K bir simpleksel kiime ve xeKp
olsun. Bu durmda fx(idy) = x olacak sekilde fy: An—> K simpleksel déniisiim
vardir.

Tamm 2.21. K bir simpleksel kiime olsun. LcK kiimesine K 'nin altsimpleksel
kitmesi denir, eger her n 2 0 igin LycKy ve 0K, =K, , 5K, > K

olmak iizere

O, La > Lo » sl Ly —> Lyyy dOnigiimleri I, I ve I 6zelliklerini

sagliyorsa.

Tanm 2.22. K ve L iki simpleksel kiime olsun.KxL ¢arpimi; (KxL), = KpxLy,
yiiz ve degeneracy doniigiimleri,

0;:(KxL), = (KxL),, , 0;(x,y)=(6;x,0y)
s;:(KxL), = (KxL),,; , si(x,y)=(s%,5Y)

seklinde tanimlanir,

Tamm 2.23. K ve L iki simpleksel kiime olsun. K 'dan L 'ye simpleksel
do6niigiimlerin ailesi LX ( veya Hom (K, L) ile gésterilir) nin simpleksel

kiimesi;
(i) (IX), = Hom(KxA,,L) , n20

(i) 8;:(1%), » (%), , &f =f(IxA) ve
5:(L) = () > sif = £(1xp’)
dir. Burada 1 = 1y dur.

Lemma 2.24. K,L,M simpleksel kompleksler olsun. Bu durumda Hom(KxL,M)
ile Hom(K,Hom(L,M)) kiimeleri birbirine tabii denktir.
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Ispat ¢:Hom(KxIL,M)—> Hom(K,Hom(L, M))
f - ¢¢f)K—- Hom(L,M)
Tanim 2.23 den Hom(L,M),=Hom(LxA,) olugundan ¢(f) ; her x € K, igin
yel, veueA, olmak iizere
o()(x):LxA, > M
(v, w) = $()X)(y, v) = f(us(x),y)

seklinde tammlanur.
y:Hom(K, Hom(L,M)) - Hom(KxL, M)

g = y(g):KxL > M
xeK, , yeLl, olmak iizere w(g)(x,y)=g(x)(y,id,) seklinde tamimlanirsa
Yo =1 ve doy = 1 elde edilir. Gergekten,

Pow(g)(x,y) = d(w(g)(x,y))
= d(g(x)(y,1d )
=g(id,*(x),y)
=g(x,y)
ise oy = 1dir.

Wod(£)(x)(y, u) = w(e(f(x))(y, )
= y(f(u+(x),y))
=f(x)(y, )

ise ot =1 dir.
Sonug olarak, LS 'nin bir nesnesi,

-xL:§ > §

L - —xL(K) =KxL)
ve Hom(L,-):§ > §

K — Hom(L,-)(K) = Hom(L,K)
olmak tiizere -xL funktorunun Hom(L,-) funktoruna adjoint oldugunu
sOyleyebiliriz.

2. 6. Kan Kompleksler ve Kan Komplekslerin Homotopisi

Tanmm 2.25. Bir K simpleksel kiimesine genisleme sartim sagliyor denir, eger
0<ijk<nt+l ,i #k, j#k ve i<j olmak iizere, 0;x;=0;;x; uyumluluk sartim
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saflayan n-simplekslerin her n+1 kolleksiyonu x,,x,,...,X,_;,=»X,,1»-..,X,,, iGill

> nt]

bir x (n+1) - simpleks vardir 6yleki i #k igin 9;x = x; ise.

Tamm 2.26. Genigleme sartim1 saglayan bir simpleksel kiimeye Kan kompleks

denir.

Ornek 2.27. (1) Omek 2.20'de verilen SinX simpleksel kiimesi bir Kan
kompleksdir.

Gergekten A,,; standart simplekslerin n-simplekslerden olugan
yiizlerinin birlesimi A, ,; 'in bir gerigekmesidir. Boyle bir birlesim iizerinden
herhangi bir siirekli fonksiyon A ,; tizerine genigler.

(2) A1, standart 1-simpeksel kﬁﬁe Kan kompleks degildir. Gergekten,

A1 ([01) = {(0), .(1)} , A1 ([1]) = {(0,0), (0,1), (1, 1)}
A1([21)= {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,1,1)},...
A1 'in 1-simpleksleri (0,0), (0,1) ve (1,1) dir. k = 0 olsun Bu durumda
(1,1), (0,1) simpleksleri; i=1, j =2 i¢in
01(0,1) = (0), 01(1,1) = (1) dir. (0) # (1) oldugundan uyumluluk
sart1 saglanmaz. Benzer sekilde k = 1 ve k = 2 igin de saglanmadif1 goriiliir.
Dolayisiyla genigleme sarti saglanmaz.

Tanm 2.28. K bir simpleksel kiime olsun. K 'min x ve x' iki n-simpleksine
. homotopiktir denir (x~x' yazalir), eger 0<1 < n igin 0jx=0jx' iken bir yeKp+1
simpleks var dyleki 8py=%, Op+1y =X ve 0<i<n igin Ojy =0jspXx =0OjspX' ise.

Burada y simpleksine x den x' ne bir homotopi denir.

Onerme 2.29. Eger, K bir Kan kompleks ise bu durumda, n>0 igin ~ bagmtisi
K 'min n-simpleksler tizerinde bir denklik bagintisidir.
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Ispat : x, ¥, X" € Ky, olsun.

1)Yansima ozelligi: 0 < i < n igin Sx=8jx dir. y = spyxeKpn+1 olarak
aldigimizda Op y=0psp X=X, Op+1y=0OpspXx=% vVve 0<Zi<n igin
0i y =0jy =0Oispx =0Ojspx oldugundan y =spx simpleksi x den x 'e bir
homotopidir.

2) Simetri ve gegigme 6zelligi: Kabul edelimki x~x' ve x~x" olsun.
x~X =3Iy'eK ,;30,y'=%,0,,y=xve 0<i<nigin g,y'=s, ;X

x~x" =3y"eK ;30 y"=X, 0,yy"=X ve 0<i<nigin 8;y"=5s,_15;X

Bu durumda n+2 tane n+1 -simpleksler;

005y54X' 550p15pSp X, Y ,y" uyumluluk sartimi saglar. Bir z (nt+2) -simpleks
var 6yleki 0<i<n igin 8; z=8; s, spX', Bp z=Y', Op+1 Z=y" ve 0 <i <n igin
8j Op+2Z= sp-1 Oix' dir.

On On+27=X , Op+1 Opt2z=x" = X' ~x" dir.

Tanim 2.30. L, K mmn bir altkompleksi (veya altsimpleksel kiime) olsun. n>0
i¢in x ve X' iki n-simpleksi L ye gore homotopiktir denir, eger 1 <i<n igin
0ix=0ix' ve L de ogx~0px' iken bir yely. 1 simpleksi 6gx den OJpx' ne
homotopi ve bir weKy+1 simpleksi var oyleki dgw =y, Oqw =X, Op+IW =X
ve 1<i<n igin G w=s5 n.10iXx = s p.10ix' sartlan saglaniyorsa. Bu
durumda w simpleksine x den x' ne L ye gore homotopi denir ve x~x' rel L

ile gosterilir.

Notasyon: K bir kompleks ve *eKq olsun. K 'min herhangi bir n-boyutta,
sadece sp-1 ... so* simpleksine sahip bir altkompleksini iiretir. Bu altkompleksi
veya simpleksi  ile gdsterecegiz. Eger K, Kan kompleks ise (K,#) ikilisine bir
Kan ¢ift denir.

Tamm 2.31. (K, *) bir Kan ¢ift olsun. n >0 ve 0 <i<n olmak lizere Ojx=+
olan biitim xeK;, lerin kiimesi K, olsun. Bu durumda, m(K, *) = K, /(~)
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tammlanir. no(K, *) 'a K 'nin egri bilesenleri kiimesi denir. Eger ng(K,* )=+
(*, * 'm esdegerlik smift) ise K baglantth ve efer, mp(K, %) = xise K »-

baglantihidir denir.

Tamm 2.32. (K, *) bir Kan ¢ifti ve n>1 i¢in o, e, (K, +) olsun. X, o nin
bir temsilci elemam (xe a yazacagiz) ve ye B olsun. n+1 tane n-simplekslerin
kolleksiyonu  #,...,%, X, - ,y uyumlu oldugundan bir zeKy, var dyleki 0 < i<n-1
i¢in 8jz=*, Op-1Z=X, Op+12=y dir. [Gpz] 'ye aile B mn ¢arpimi denir ve o.p =

[Opz] ile gosterilir. |

Onerme 2.33. Yukaridaki gosterimlerle, . garpim iyi tamimlidur,

Ispat:Kabul edelimkiz', 0 <i < n-1 igin 8jZ=+*, 8y-12=x Ve dpz=y
olsun. Bu durumda n+2 tane n+1 simpleksler x,...,%, spX,-,z,Z genisleme
sartin1 sagladigindan dolayr weKp4o vardyleki 0 < i < n-2 igin ojw=+
On-1W =Sp On-12Z, On+1W=2z Ve Opt+ow=z dir.

Boylece opw, dpz den dpZ ne bir homotopidir. Dolayisiyla ¢arpim z nin
temsilci elemanina bagl degildir.

Kabul edelimki y~y' iken 0 < i < n igin Jjw=+, Opw =y' ve O
n+1W=y olsun. Bir z' segelim ki 8y_12=X, Op+1Z =y ve 0 <1 < n-ligind
jz=# olsun. Bu durumda, %,...,%, sp_1x,Z, - ,w kolleksiyonu genigleme sartim
sagladigindan dolay1 bir ueKy4o var 6yleki 0 < 1 < n-1i¢in dju=* OJp.u
=Sp-1X, Opu=z ve Op+2u=w dir.Bu durumda 8y Op+1u=0nZ, On+10n+1u=y
ve 8p-10p+1u=x dir. Boylece ¢arpim B nin temsilci elemanina da baglh

degildir. Benzer gekilde garpim oo nin temsilci elemanina bagh degildir.

Onerme 2.34. Yukanida tanimlanan garpma iglemi ile n,(K, *); n>1 igin bir
gruptur.
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Ispat: 1) Birlesme ozelligi: «,B,y en, (K, *) ve xea, yeP, zey olsun.
Genigleme sartindan dolayr 6yle w,_;,w,,;, W, nt1 simpleksler segelim ki
0<i<nl ve j=n-1,n+l, n+2 igin OjWj=#, On-1Wn-1"X, On+1Wn-1=Y,
On-1Wn+1= OnWn-1, On+1Wn+1= Z, On-1Wn+2=Y Ve En+2Wn+2=2 olsun.
*,..%, Wy 1,—, W1, W, kolleksiyonu genisleme sartin1 sagladigindan bir
ueKpyp vardyleki 0 < i < n-1 igin Gju=+ ve Op-1u=wy._1, Op+1U=Wn+1,
Ont+ou=wp+2 dir. Bu durumda 0 < i <n-l1 igin du=+ . 187u=X,
On+16nu=0pWn+2 dir. O halde
(@B)Y =[0uWor ¥ =[O0 1Wan A =[8,Wy]
=[0,0,u]=[8,_10,u][0,410,u]
= [aan+2]=°‘(BY)

2V a e, (K,#) igin o.* = *.a=c dur.
xea olsun. n-simplekslerin n+1 kolleksiyonu  ,...,%,X,%,% genisleme |
sartim saglar. Bu durumda JzeKj41 vardyleki 0 < i < n-1igin 0jz=+,
On-127X ,0nZ=% Ve Op+1Z=* ise z =sy.1x segilirse,
0 < i < n-1igin 8jz= 0iSp-1X=Sp-2 OjX=Sp.p *=*
On-12=0p-18p-1X=X
On+1Z=0n+15n-1X=5n-10nX=Sp-1 *=*
= as=o dir.
Benzer gekilde *.o=a oldufu gosterilir. Dolayisiyla * birim elamandr.
3Wa en, (K*)olsun . a.o”' =a™ .o =* olacak sekilde o™ en (K,*) var
m?
- xea ve [y]en, (K*) olsun . n- simplekslerin n+l  kolleksiyonu
*,....%,X,%y genisleme sartim saglar . Bu durumda JzeK,,; var &yleki
0 < i < n-1 igin Bjz=+,0p-127x, Opz=* ve Op+1z=y = a.[y]=[8,z]=
dir. Benzer gekilde [y].o =* dir. Dolayisiyla [y]=a™" dir.
Burada gosterilen 7, (K,*) grubuna K 'min n-yinci homotopi grubu

denir.
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Tamm 2.35. f,g : K—L simpleksel déniigiimler ve I=A1 simpleksel kiime olsun.
f. & ye homotopiktir denir ( f~g ile gosterilir), eer F: KxI —L simpleksel
doniigiimii var dyleki F(x,0)= f(x) ve F(x,1) = g (x) ise.

Burada F;Fy, : Kp x In=Ly, , her t €l igin ( Fp ) ¢ (%) = Fy (%,t) seklindeki
(Fp) t' lerin ailesidir.

Onerme 2.36. K Kan kompleks , A, standart r-simpleks ve 0 ve 1 I 'nmn
kogeleri olmak tizere efer, f:0A xIUA x(1) > K simpleksel doniigiim ise, bu
durumda f, f*:A;xI — K simpleksel doniigiimiine genigletilebilir.

Ispat: f 'yi fx:A xI—> K doniigiimine geniletmek igin £+ 'nin A xI daki
(r+1)-boyutlu non-degenerate simpleksler iizerinde aldig1 degerleri belirlemek
yeterlidir. 1,j=0,1,...,r olmak iizere, A xI'min non-degenerate (r+1)-simpleksleri
a; = (siid  )X(8;...8;_1Si41--.Spid;) ler ve r-simpleksleri A xI ‘min r-hiicreleridir.
Bunlar, b_; = 8Ax(0),b; = (id,)X(S;_;..-8j418j-1.--Sid; ), b, = 8Ax(1) dir. b ler
A xI ¢arpim kompleksinin i¢ r- simpleksleridir. aj ve aj+p bitisik iki
simpleksdir ve bu iki simpleksin ortak yiizii b; i¢ r-simpleksidir. Sematik olarak
agagidaki gibi gosterilebilir.

a-r ar_l ai cese ao

SWASACIECVACIENAY

by by bi-] b br—1 by

'K Kan kompleks oldugundan Ayx —> K doniigimii A, — K doniisiimiine

genisler. Bu durumda f swaswyla a; ,a;,...,a; ve a, 'ye uygulanirsa fx
geniglemesi elde edilir.

Ornek 2.37. K Kan kompleks ve f:0AxIUA;x(1)— K simpleksel doniigiim
olsun. fx:A;xI — K geniglemesini bulalim.
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0 b, \
Y
a'l
0 b, 1
(AxI)

AxI 'min non-degenerate 2-simpleksleri ;
ag = (spid)x(s;id;)

=(0,1,1)x(0,1,1) = ((0,0),(0,1),(1,1)) = (0,0',1")
ay = (s;1d;)x(spid,)

= (0,1,1)x(0,0,1) = ((0,0),(1,0),(L, 1)) =(0,1,1")

OAxI 'min non-degenerate 1-simpleksleri;
b_; = 0Ax(0) = (0,1)x(0) = ((0,0),(1,0)) = (0, 1)

bO = (ldl)x(ldl) = (0’ l)X(O, 1) = ((09 0):(1a 1)) = (0: l')
b, = 8A;x(D) = (0, Dx(1) = ((0,1),(1,1)) = (0',1")
dir. a, ile a; 'in ortak yiizii by dir. K Kan kompleks oldugundan f sirasiyla a,

ve a; 'e genigler. Dolayisiyla f 'nin bir fx geniglemesi vardir.

Teorem 2.38. A,X herhangi iki simpleksel kompleks ,AcX ve K Kan
kompleks olsun. Eger , f:AxXuUXx(1)>K simpleksel doniisiim ise f,

fi: XxI - K doniigiimiine genisler.

Ispat: X bir simpleksel kiime , A X 'in bir alt kompleksi ve K bir Kan
kompleks olsun. k;, X, olmak iizere k xI'nin elamanlar1 énerme 2.36 da
‘tamimlandi. Tanim 2.21 'den 0k, € A almnabilir. Bu durumda yine 6nerme 2.36
dan ok xIUk x(0) —» K doniigimii k xI — K doéniisiimiine genigletilebilir.
Bu X, 'in biitiin elamanlar igin yapilabileceginden AxI L Xx(1) > K déniisiimii

XxI -+ K dbnﬁsﬁmﬁne genigletilebilir.

Tamm 2.39. p:E—-B bir simpleksel déniisiim olsun. p 'ye Kan lifleme denir,

eger izk,j#zk ve i<j olmak iizere uyumluluk sartim1 saglayan E 'nin n-
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simplekslerinin her nt+1 kolleksiyonu xg,...,Xk-1,~Xk+15--sXp+] V€ itk
i¢in Jjy=p(xj) olan B 'de her (n+1)-simpleks y i¢in E 'de bir (n+1)-simpleks x
vardir dyleki ik igin djx=x; ve p(X)=y ise.

Burada E ' ye total kompleks, B 'ye taban kompleksi ve (E,p,B)
ticlisiinede lif uzayr denir. *, B 'nin bir kogesi () ile iiretilen altkompleksi ise

F=p-1(+)'e p 'nin # iizerindeki lifi denir.

Onerme 2.40. K Simpleksel kompleks olsun. K 'nin Kan kompleks olmast igin

< p: K—* doniigiimiiniin Kan lifleme olmasidir.

Ispat: (=) K 'nn uyumluluk sartim saplayan n-simplekslerinin bir n+1
kolleksiyonu  Xg,...,Xg_1,—>Xg415---Xpq Olsun. K, Kan kompleks oldugundan
d xeK,21#kicin dx=x; dir. i#k igin p(x;) = # du. O halde p:K—=

doniigiimii bir Kan liflemedir.

(<) p:K—# doniigiimii Kan lifleme olsun. Uyumluluk sartini saglayan
n-simplekslerin  bir nt+l1 kolleksiyonu Xg,...,Xg_1,—,Xg415.--Xpyy  Olsun.

Hipotezden x €K ,; 91#k igin 6;x =x; dir. O halde K, Kan kompleksdir.

Onerme2.41. Eger (E,p,B) lif uzay: ise, bu durumda B 'nin herhangi bir
noktasindaki lifi Kan kompleksdir.

‘ispat: *,B nin bir kégesi ve bunun iizerindeki lif p-1(*)=F olsun. F 'nin Kan

kompleks oldugunu gosterecegiz. F 'nin uyumluluk sartimt saglayan n-
simplekslerin - n+1 kolleksiyonu  xg,x;,...,Xg-1, = Xk41, %41 Olsun. izk icin
p(xy)=+* ve p, Kan lifleme oldugundan IxeE,+1 var &yleki i#k i¢in p(x)==*
dir.

Onerme 2.42. (E,p,B) bir lif uzay1 olsun. Bu durumda
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a) B Kan kompleks ise, E de Kan kompleksdir.
b) E Kan kompleks ve p iizerine ise B de Kan kompleksdir.

Ispat: a)E 'nin uyumluluk sartim saglayan n-simplekslerin n+1 kolleksiyonu
X0sX1seos Xk-1>—sXk41>Xps1 OlSun. Bu durumda  n-simplekslerin = n+1
kolleksiyonu p(Xg), p(X1)s-+-» P(Xk-1)s P(Xgi1)> P(Xpyy) B 'de uyumludur. B
Kan kompleks oldugundan JyeBy var 6yleki izk igin 9,y = p(x;) dir.
(E.p,B) lif uzay1 oldugundan 3 x €E, var dyleki izk i¢in 0;x = x; ve p(x)=y
dir. O halde E Kan kompleksdir.

b) B 'nin n-simplekslerinin n+1 kolleksiyonu  Xg,X;, ..., Xg—15 Xk11> Xn41
olsun. p 6rten oldugundan Iy, €E, dyleki p(yo)=%x, ,3y; €E, 6yleki p(y;)=x,
- 3y; €E, Oyleki p(y;)=x; dir. Béylece i=0,1,....k-1,k+1,...,n igin p(y)=x; dir.
Bu durumda yg,yy,...,Yk-1-—> Y41, Yo Kolleksiyonu Ep 'de uyumludur. E Kan
kompleks oldugundan 3y €E_,; var 6yleki ik i¢in 8,y =y; dir. (E,p,B) lif
uzay1 oldugundan p(y)=xeBy, var 6yleki i#k i¢in &;x = x; dir.

Simdi verecegimiz teorem ve bunun iki sonucunu ispatsiz verecegiz.

Bunlarin ispat: 6nerme 2.36 daki gibi yapilabilir.

Teorem 2.43. Asagdaki ifadeler birbirine denktir.

1) (E,p,B) Kan anlaminda bir lif uzayidur.

2) A standart n-simpleks olsun. idy ,An ' nin temel hiicresi (non-
degenerate n-simpleks) ve 0<k<n igin dpidp,...,0k-1idn,~Ok+1idp,....Onidn
simpleksleriyle olugturulan simpleksel kiime Ay, ¥ olmak iizere ,

Ay —— E
A \Ad

A, —£> B
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seklindeki biitiin diagramlar1 komutatif yapacak gekilde bir h:Ay —E déniigiimii
vardir.
3) p:E—B simpleksel doniigiim ve e=0,1 olmak iizere her n>0 i¢in
oA X1 U A x(e)——E
iy N
Axl —£5 B
seklindeki biitlin diagramlar1 komutatif kilacak gekilde bir h:A xI—>E
doéniisiimii vardir.
4) p:E—B simpleksel doniigiim, P ve Q simpleksel kompleks , PcQ ve

e=0, 1olmak iizere
PxIUQx(e)——E

RL 2
QxI —£-B
seklindeki diagramlan komutatif kilacak gekilde bir h:QxI — E doniisiimii
vardir (Mac Lane, 1959).

Sonug¢2.44. Eger (E,p,B) bir lif uzay ise, bu durumda X simpleksel kompleks

ve e=0,1 olmak iizere

Xx(e)——E

il 2

XxI —E-»B
~seklindeki biitiin diagramlann komutatif kilacak gsekilde bir h:A xI - E
doniigiimii vardir (Mac Lane, 1959).

Sonu¢2.45. Eger (E,p,B) bir lif uzayi ise, bu durumda 0<k<1 igin
Ax(0)UAX(DUA,  ——E

2 \E
A xI —£5 B
seklindeki biitiin diagramlanni komutatif kilacak sekilde bir h:A xI—E
doniistimii vardir (Mac Lane,1959).
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Teorem 2.46. (Moore-Cartan) Eger X simpleksel kompleks ve (E,p,B) bir Lif
uzay! ise, bu durumda (Hom(X,E), Hom(id, p), Hom(X,B)) de bir lif uzaydir.

Ispat: Teoerem 2.43 ‘iin (4) ‘iincii ifadesine gore
PxI U Qx(e) ——> Hom(X,E)
iy | Hom(id.p)
QxI —£-»Hom(X,B)
diagramn komutatif olsun. Lemma 2.24 'e gbére Hom(XxPxI XxQx(e),E)
kiimesi ile Hom(PxIw Qx(e), Hom(X,E)) kiimesi ve Hom(XxQxI, B)kiimesi
ile Hom(QxI,Hom(X,B)) kiimesi tabii denktir. Bu durumda sonug 2.44 den

dolay1
XxPxl U XxQx(e) —¥2 > E

il JP

XxQxI w(g) s B
diagram1 komutatifdir. (E,p,B) lif uzay1 oldufundan bu diagrami komutatif
kilacak sekilde h":XxQxI—> E doniigiimii vardir. Tekrar lemma 2.24 'i

uygularsak
PxI U xQx(e) —— Hom(X, E)
i ¢ o(h") ¢Hom(id )

Qd —E 3Hom(X,B)
komutatif diagrami elde edilir. O halde (Hom(X,E),Hom(id,p),Hom(X,B)) lif
uzay:dir.

~ Sonug 2.47. ( j.C. Moore) Eger K bir simpleksel kompleks ise, bu durumda X
bir simpleksel kompleks olmak iizere Hom(X,K) Kan kompleksdir.

Ispat: Hom(X X), 'in uyumluluk sartim saglayan n-simplekslerinin n+1
kolleksiyonu fy,f},..., 51> fiiqe-» fpuq Olsum. Tamm 2.23 den her i=0,1,...,0+1
icin Hom(X,K), =Hom(XxA ,K) oldugundan f{:X—K doniigiimleri
f:XxA, > K geklindedir. K Kan kompleks oldugundan oOnerme 2.36.
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geregince her f; , bir £2XxA ; — K doniigiimiine genigletilebilir. Bu durumda
If:XxA,; = K doniisiimii var 6yleki 0,f = f; dir.

Teorem 2.48. (J. Yao) Eger X+ simpleksel kompleks ve
(Hon(X,E),Hom(id, p), Hom(X,B)) lif uzay: ise, bu durumda (E,p,B) bir lif

uzayidir.
Ispat: Teorem 2.43 ‘iin (4) iincii ifadesine gore
PxI U Qx(e)——E
oo
QxI —£5B

diagrami komutatif olsun. Bu diagrami komutatif kilan h: QxI—K simpleksel

doniistimiinii bulacagiz. © kanonik projeksiyon olmak tizere
XxPxI U XxQx(e) —=—>PxI UQx(e) —> E
iy \A
XxQxI s QxI —£5B
diagramim g6zoniine alalim. Bu diagrama lemma 2.24 uygulanirsa
PxI U xQx(e) —2% 5 Hom(X,E)
ii ; ¢Hom(id,p)
Qd &P, Hom(X,B)
diagramu elde edilir. (Hom(X,E),Hom(id,p),Hom(X,B)) lif uzay1 oldugundan
bu diagramm komutatif kilacak sekilde bir h':QxI— Hom(X,E) doniigiimii
vardir. Bu diagrama tekrar lemma 2.24 uygulanirsa
XxPxI UXxQx(e) —%>E
i, v P
. XxQd  —E% 5B
komutatif diagrami elde edilir.
Simdi, X#£J oldugundan 3xeX( var oyleki herhangi bir Y kompleksi

i¢in ye Yy, olmak iizere
' aY = XxY

Y = (Sp-1---50%.Y)
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doniigiimiinii tanimlayabiliriz. Bu durumda Y yerine PxIUQx(e) kompleksi

alimirsa
PxI U Qx(e) —%— XxPxI U XxQx(e) —= 3 E

i l M Jp
I —— xXxQd —EF%» B

diagramm elde edilir. woa =1 olduundan
PxIUQx(e) ——— E
v 7 g

QI —=£5B
diagramu komutatifdir. O halde (E,p,B) lif uzayidir.

Torem 2.49. (J.C. Moore) X , Y simpleksel kompleksler ,XcY ve K Kan
kompleks olsun. Bu durumda (Hom(Y,K),(Hom(i,id),Hom(X,K)) bir lif

uzayidir.

Ispat: U,V,V’ simpleksel kompleksler ,y: V' = V,0:UxV — M, B:UxV’' > W

simpleksel doniigiimler olmak iizere
UxV—>W

lxyT /3'

UxV’
komutatif diagramim gézoniine alalim. Lemma 2.24 deki ¢ doniigiimii ile

olusturulan
¢:Hom(UxV,W) - Hom(U, Hom(V,W))

¢":Hom(UxV’,W) - Hom(U,Hom(V',W))
d6niigtimleri ile
#(o) Hom(V, W)
U J Hom(y Ad)
¥® "~ Hom(V', W)

diagramu elde edilir. Teorem 2.43 'tin (4) "tincii ifadesine gore
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PxI'U xQx(e) SN Hom(Y,K)
iy [ Homiid)
Qxl —E& 3 Hom(X,K)

diagram1 komutatif olsun. Bu diagrami komutatif kilan h:QxI — Hom(Y,K)

doniisiimiinii bulacagiz. Bu diagrama lemma 2.24 deki vy doniisiimii

uygulanirsa
YxPxI U YxQx(e) —v_, g
w(g)
XxQxI
diagrami elde edilir. y(f) ve y(g) doniigiimleri yardimiyla
F:XxQxI U YxPxI U YxQx(e) - K

doniigiimii tanimlanabilir. K Kan kompleks oldugundan F déniigiimii teorem
2.38'e gore G:XxQxI — K doniigiimiine genigletilebilir. Bu durumda

YxPxI U YxQx(e)
d w(f)
YxQxl e K
T w(g)
XxQxI

diagrami elde edilir. Bu diagrama lemma 2.24 deki ¢ doéniigiimii uygulanirsa
PxI U XxQx(e)—— Hom(Y,K)
i V | Hom(iid)
QxI —&5 Hom(X,K)
diagramu elde edilir. O halde h=¢(G) dir.

_2.77. Realization Ve Singiiler Funktor
A = {(to,t1 et 0SSt = l} standart n-simpleks olmak iizere;

i=0

di:A ;> A, ve s:A_,, — A doniisiimleri;

d'(to,ty,eeestp1) =(tgseentig, Ostisentyy) Ve

Sl( to,tl..., tn+1) = (to,...,ti +ti+l"”’tn+l)
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ile tammlamr. Bu doéniigler (T)%, (I)*, (I0)* ozelliklerini saglar. Bu durumda
her up e Ay noktasi, Un-q€Ap-q bir ig nokta ve 0<ij<..<ig<n olmak iizere
u, =d"...d"..u,_, bigiminde ifade edilir (May,J.P).

K = {K;,K,,....K,,...} simpleksel kiime ve her n>0 igin K diskiret
topolojiye sahip olsun. K =| J(K,xA,) ayrik birleimi olugturalim.

nz0 .
Her (x,u),(y,v)e—Iz ve 0<ij<...<iy<n igin ;
( A = ik gily — xeK,,ueld, .
Oy .-Opx=y ve d¥.dlv=n, {yeKn—k7VEAn—k ise
(x,1) ~ (y,v) & { veya
xeK, ,ueA,

S; ise
| k Yy €Ki, veh

spx=y ve sl.gkv=uy, {

seklinde tamimlanan ~ bagintisi K iizerinde bir denklik bagintisidir (Curtis, E).

1) Durum: xeKy, ve ueAq olsun. (x,u)eK igin eger, ueA, i¢ nokta ise
xeK; non-degenerate simpleksdir veya (x,u)e_IZ non-degeneratedir. Bu
durumda ; K 'nin (x,u) elemant 5, --8,Xx=y ves'.s*v=u seklinde yazilabilen
(v,v) elamanlar ile baglantilidir.

2) Durum : xeKp, ve ueAy olsun. (x,u)eK igin eger ueh;, i¢ nokta
degilse, xeK; degenerate simpleksdir veya (x,u)eﬁ degeneratedir. Bu
durumda; K ‘'min (xu) elemam 8,..5, x=yved'..d*v=u  seklinde
yazilabilen (y,v) elamanlar ile bagintilidar.

Simdi ~ bagmtisinin denklik bagintis1 oldugunu gosterilim.

1) Yansima ozellifi: (x,u) €K olsun. 1d(x) = x, 1d (u) = u oldugundan
(x,u) ~ (x,u) dir.

i) (x,u), (y,v)eK ve (x,u)~(y,V) olsun.

Eger (x,u)eﬁ non-degenerate ise,
Sip Sy X =Y Ve s'...s%v =u olacak sekilde yazlabilir

= &;;...0;, (8i ---8;;X) = 0, ...0;, y ve dual kompozisyondan

sk (dl...dkv) =dik..dily
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=>x=0;..0,y ve v=d¥.dm

= (y,v) ~ (x,u) dur.
x,u) eK degenerate ise benzer gekilde yapilir.
iif) (x,0), ¥v), (W) €K, (Guy(y,v) ve (¥;v)~(zw) olsun.

Eger (xu)eK  non-degenerate ise, s; ..s;x=y ve sl..s¥v=u

ik
seklinde yazilabilir. Eger (y,v)eﬁ nin boyutu (z,w) nmn boyutundan kiigiik ise

k<t olmak tizere s; ...s; x =2z ve s'l...s'tw=u geklinde yazlabilir.

Eger (y,v)eﬁ nin boyutu (z,w) nin boyutundan biiyiik ise t<k olmak
lizere s; ...s;X=2z ve s stw=u seklinde yazilabilir. Dolayistyla
(x,u)~(z,w) dur.

(x,u)eﬁ degenerate ise benzer diigiince ile yapilir.

Dolayisiyla, ~ bagntist K 'vi ayrik denklik smiflarina ayirr. K/~
kiimesine K 'nimn realizatiom denir ve [K| ile gosterilir. xeKy ve ueA; igin
(x,u) nin |K] 'daki denklik sinifi

x,u] ile gosterilir.

|K|, K 'nimn herbir non-degenerate n-simpleksinin bir n-hiicre alinmasiyla

CW-kompleks olur.

f.K—L  simpleksel do6niigiim olsun. f nin  olusturdugu
I£]: K] > [L

doéniigiimii  siirekli fonksiyondur. Bu durumda

X, u| - lf (x),u

2

| | ] : § = Tyakovaryant funktordur. Bu funktora realization funktor denir.

Py: KxL—-)K, Py: KxL-L projeksiyon doniigiimler ve
n:[KxL| — |K|x|L| donisimi n =lpllx|p2| seklinde tamimlansin. Asagidaki

teoremi simpleksel homotopiden, topolojik homotopiye gegiste kullanilacagi

igin ispatsiz verecegiz.
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Teorem 2.50. n:|KxL]—>|K|x]L| doéniigiimii 1-1 ve ortendir. Eger, |K|x|L| bir
CW-kompleks ise bu durumda n bir homeomorfizmdir ( May,J.P).

Onerme 2.51. f,g: K—L simpleksel déniigiimler olsun. Eger, f~g ve F:KxI—L
simpleksel doniigiimii bunlarm bir homotopisi ise IF]on_1:|K|x|I| - |L|
doniigiimii |f|ile|g| nin homotopisidir.

Ispat: [Flon™ d6niigiimi; her n>0 igin |F,|on ™" doniigimlerinin bir ailesidir.

[Faon™ ¢ [Ky[xL| = L,

> (

|[Flon™":[K|x|T| = |L| déniigiimii |f] ile |g] nin homotopisi olur.

x,u],t)——)an(x),tl seklinde tanimlanirsa

Singular funktor ise 7 "'den S 'ye bir funktordur 6yleki;
1) Her Xe T nesnesi igin SinX, 6rnek 2.19 'da tanimlanan simpleksel

kiime,

i)f : X—=Y e 7 siirekli fonksiyon igin Sinf : SinX—>SinY, xeSu(X)
i¢in Sinf(x) = fox ile tanimlanan bir simpleksel doniigiim kargilik getirir.

Onerme 2.52. | |:§— 7T realization funktoru, Sin:z—> S singular funktora

adjointdir.

Ispat: Tamm 2.9 'da verilen P, Q : $°°x 7> Set funktorlanmm olusturdugu ,
KeS§ ve Xe T igin, Homg (K, SirX) ile Hom, (IK , X) kiimelerinin tabii denk

oldugunu gosterelim.

¢ : Homg (K, SinX) — Homy, (K], X) tabii doniigiimii;
®: | | 0 8in - 17, ( @ (X): |SinX|->X, © X): [k, 1,

= kn(up),
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kpeSn(X) ,upely ) donisiimii ile f— ¢ (= D (X) o |f] seklinde tanimlanr
oyleki ¢ ()= ©X) o ]f[ : ]Kl——) X, ]kn,unl—é o (f)]kn,unl =f (ky) (up) dir.

i) y : Hom, (|K|, X)—>Homg (K, $inX) tabii doniigiimii
¥ lgSino| |, (¥ &K): K-Sin [X], ¥ K)(kn) (up) = [k, u,| ) tabid

doniisiimiiile g— y (g) = Singo W (K) biciminde yazlabilir 6yleki
v (g)=Sing o ¥ (K): K->SinX , kn(un)->w (8) (kn) (up) = & ([ky,u,| ) dir.

1) ve 1) 'den doy = 1 ve wod = 1 dir.

Burada ¥ (K): K—Sin IX] , simpleksel kiimelerin dahil etme tasviri ve
@ (X): |SinX| —X doniisiimii ise topolojik uzaylarin ortenligidir. O halde,
(SinDoWoSin)(X):SinX—SinX ve (@ |of 0¥ IXK):[K|-|K| birim
do6niigiimlerdir.
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3. SIMPLEKSEL ONDEMETLER

(X,T) bir topolojik uzay olsun. T bir kategori olugturur 6yleki;
(i) Nesneleri; T nin elemanlar
(i) Morfizmleri; U,VeT ve VU olmak iizere i:V—U dahil etme tasvirleridir.
(iii) Kompozisyon kuralr; bilegke iglemidir.

Tanim 3.1. (X,T) bir topolojik uzay olsun. Bir P:T® —Set funktoruna Set

kategorisinde bir ondemet denir (Barr,M). i:V—U dahil etme tasvirine kargilik
gelen P(i) = P\I,J :P(U) = P(V) doniigiimiine kisitlama doniigiimii denir.

Ornek 3.2. (X,T) ve (Y,T’) iki topolojik uzay olsun. I'(—, Y): T®® —Set; her
UeT igin Set 'de T'(U,Y)={f|f:U—> Y siirekli}kiimesi ve i: V->UeT |
morfizmi i¢in
TG, Y):T(U,Y) - T(V,Y) |
> T(i, Y)(f) = foi seklinde tanimlanan T'(—,Y)
funktoru Set 'de bir 6ndemettir. Gergekten;
1) 'y, Y)XT'(U,Y) -»T'U,Y),f > hly=f oldugundan
'y, Y)= Iruy) dir.
ii) W V< U olmak iizere i:V— U, ;W — V €T olsun.

F(ioj, Y)(f) = fo(ioj). = (foi).oj
=I(}, Y)(fi)

=I'(3,Y)I'@E Y)()
* oldugundan T'(iej)=TI(;, V)G, Y) dir.

Tamm 3.3. P:T®® —Set bir funktor ve {Ui}i g U 'nun bir agik ortiisii olsun.

Her i,j €l igin fi|Uint = flei nu; olacak gekilde f; eP(U;) verildiginde bir tek

f eP(U) var oyleki £ lUi =f; ise P ye Zokal karekter ozelligine sahiptir denir.
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Tanmm 3.4. Lokal karakter 6zelligine sahip bir P 6ndemetine demet denir.

Onerme 3.5. P:T® —Set bir 6ndemet olsun. P nin demet olmas1 igin <> U e T
do
nin her {Ui}i o acik Ortiisii igin P(U) — HP(Ui)_) IT P(UiﬂUj) diagraminin
iel ijel

dp

equalizer olmasidir.

Ispat: (=) P demet olsun. Bu durumda U nun bir {U; }i o agik ortiisii igin

{ !
P(U;) —>PU;NUY)
diagrami komutatifdir. Ustelik bu diagramin invers limiti P(U; wU;) dir. Bu
limit her i,j el i¢in mevcut oldugundan
dg
P(U) - ITP(U;) 73 T1 P(U;NU))
iel i,jel
1

diagrami equalizerdur.
do

(<) PU)-TIP(U)Z I1 B(UiNU))
id i,je
1
diagram equahzer olsun. Bu durumda agagidaki dlagramlar komutatifdir.
HP(U )—> H P(U;NU;) HP(U )—> H P(U;NU))
U bl lp,
P(U)—> PU;NUY) P(U)— P(U;NU)

d, ve d; morfizmlerinin equalizeri P(U) oldugundan her i,jel igin,
! )

diagrami komutatifdir. O halde P lokal karekter 6zelligine sahiptir.
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3.1. Grothendieck Topoloji

Grothendieck topoloji kavram, cebirsel geometrinin topolojik
uzaylardaki agik kiimelerin kafes (lattice)'inden daha genel olan, kategoriler
iizerinde tamimli demete benzeyen nesnelerin ¢aligilmasi arzusundan ortaya

¢ikmistir (Johnstone,P.T).

Tamm 3.6. C, pull-back 'lere sahip bir kategori olsun. C' nin her bir U nesnesi
igin {U; - Uli eI} morfizm ailelerinin bir P(U) kiimesi asagidaki sartlari
sagliyorsa, P(U) 'va  C iizerinde Grothendieck oOntopoloji, P(U) 'nun
elamanlarma da 6rtii aileleri denir.

(i) Her hangi U nesnesi i¢in 1j;:U— U dan olugan tek elamanli aile P(U)
ya aitdir. ,

(ii) Eger V->U,C 'nm bir morfizmi ve {U; - Ui eI} eP(U) ise, bu
durumda { VxyU, ——Pl—>vli eI} P(V) drr.

i) Eger {U,—%sUielleP(U) ve her bir iel igin
{Vi- L BN AT eJi} eP(U,)ise, bu durumda {Vij P Ui el j eJi} eP(U)

dir.

Tamm 3.7. C pull-back 'lere sahip kategori, P C iizerinde Grothendieck

éntopoloji ve F:C® —Set éndemet olsun. F 'ye P dntopoloji igin bir demet

denir, eger her ortii ailesi {Ui - Uli eI} igin
d

F(U) = [TF(U;) [TF(U;XyUj)
iel 3 i

diagrami equalizer ise.

Tamm 3.8. C pull-back 'lere sahip kategori ve P,C iizerinde bir &ntopoloji
olsun. R={Ui - U|i eI} eP(U) ortii ailesine doymus (saturated) denir, eger
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a:V— U eR olmak iizere, herhangi B:W — V morfizmi i¢in a..B: W — U eR
ise. Doymus bir R={U; - Uli eI} €P(U) ailesine U iizerinde siv (sieve) denir.

Tanm 3.9. C pull-back 'lere sahip kategori olsun. Her bir UeC elamanlar:
ortli sivi olarak adlandirlan U iizerindeki sivlerin bir J(U) ailesi asagidaki
ozellikleri sagliyorsa, bu aileye C iizerinde bir Grothendieck topoloji denir.

(i) Her bir UeC igin maksimal siv {a|a'nm deger bolgesi U} eJ(U)
dir,

(i) Eger R eJ(U) ve f:V—> U e Cise f*(R)= {a:W—) Vlfooc eR}
el(V) dir.

(iii) Eger, RelJ(U) ve S ailesi de her bir f:V—>UeR igin
£*(S) eJ(V) olan U tizerinde bir siv ise, bu durumda S e J(U) dir.

Bir kategori Grothendieck topoloji ile donatilirsa bu kategoriye site denir
(Johnstone,P.T).

Tamm 3.10. C bir site ve J, C iizerinde Grothendieck topoloji ve
R, ={U, > Uliel} ,R,={U, > UljeJ} eJ(U) olsun. Bu durumda R;,R, ‘yi
inceltiyor denir, eger her a:U; - U eR, i¢in 3B:U; - U eR, var dyleki a,B

iizerinden faktor ediliyorsa ( o factor trough ).

R;,R, €J(U) olsun. R;= R, dir < R,,R; 'yi inceltiyorsa. Bu gekilde

tammlanan =~ bagmtis1 J(U) iizerinde yonlendirme bagintisidir. Gergekten,
(1) Ry& R, dir. Ciinkii; Her a.U; = U eR,; igin
U,—=>U
idy, %
U;

diagranm mevcut oldugundan o, o tizerinden factor edilir.
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() R1,R,,R; €J(U), R;~R, ve R,”~R; olsun.
Her B eR, i¢in Jo €R, var dyleki B,o iizerinden factor edilebilir ve
hery e R3 i¢in 3B €R, var 6yleki y,B iizerinden faktor edilebilir. Yani;
U, —%5U
£7

U;

gT /v
Uy

diagramu mevcuttur. y = ao(fog) bigiminde yazilabildiginden y,a iizerinden
faktor edilebilir O halde R, = R; dir.

(3) R, ={U; » Ui el},R, = {U; - Ulj el} eJ(U) olsun.

UixUUj L)UJ
P \L \L
Ui -> U

diagrami komutatiftir. C iizerinde Grothendieck topoloji mevcut oldugundan
Ry ={UxyU; > Uli,jel} ailesi bir orti sividir. Ry'tn her bir elemant

U;j—>U ile p, nin kompozisyonu aym zamanda U;— U ile p;'in

komposizyonu seklinde yazilabilir. Dolayisiyla R; = R; ve R, R, dir.

Tanm 3.11. C bir site ve § simpleksel kiimelerin kategorisi olmak iizere
X:C® — § funktoruna C iizerinde bir simpleksel éndemet denir (Jardine,].F.).

Nesneleri; Simpleksel 6ndemetler ve morfizmleri; tabii déniigiimler veya
simpleksel 6ndemet doniigiimler olan bir kategori olugturabiliriz. Bu kategoriye

simpleksel 6ndemetlerin kategorisi denir ve Spre(C)ile gosterilir.

Tamm 3.12. Cbir site, R = {Ui - Uli eI} bir siv ve X:C°P -8 dndemet olsun.
Eger Unun her {U;}. ortiisii igin X(U) — [1X(U;) injektif ise, X 'e R-
iel

ayrilmig ondemet ve
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dg
X(U)->I1X(U) ____ TIX(U;NU;)
iel dy Ti,je

diagrami equalizer ise, X'e R-demet denir.
3.2. Lokal Teori

C uzerindeki topoloji, C(-,U) representable funktorlarm RcC(-,U)
altfunktorlarmm J(U) aileleri ile tanimlanmugtir. Her bir R, CLU (=C/U dilim
kategori) comma kategorinin bir altkategorisi ile 6zdeglenebilir. Boylece her
X:C® 8 simpleksel ondemeti her bir R ortii sivi iizerinde bir funktora

kisitlanir.

Simdi bir R &rtii sivine karsilik gelen simplekse kiimeyi tanimlayalim. Bu kiime

X(U)g = tim  X(V)
v:V>UeR

ile tanimlanir. X(U)g ye R-uyumlu simpleksel kiime denir. Her Ue C ve her
Rc((-,U) ortit sivi igin 15:X(U) — X(U)y kanonik doniisiimii vardur.

Onerme 3.13. X simpleksel 6ndemetin bir simpleksel demet olmasi igin <>
Her UeC ve her R ={U; - Uli eI}cC(-,U) ortii sivi igin tg:X(U) > X(U)g

bir izomorfizm olmasidir.

Ispat: (=) X simpleksel éndemeti bir simpleksel demet oldugundan her UeC
ve her R = {Ui - Uli eI} ortii sivi igin
___dL)
X(U)— I;X(Ui) .T_)OIEIX(UiXUUj)
i 1 Lj

diagrami equalizerdir. Diger taraftan, X simpleksel 6ndemetin simpleksel demet

olmasi i¢in <> Her R 6rtii sivi ic;,in R-demet olmasindan dolay:
: d

X(U)x - [IX(U) ) TTX (Ui Uy)
i 1 i

diagrami equalizerdir. Ornek 2.13.(2) den X(U)= X(U)y dir.
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(<) Hipotezden
do
—0
X(U)g — ITX(U; X(UixyU;
()R g(l)T)iEI(IUJ)
diagrami equalizer ve X(U)=X(U)y oldgundan
do
X(U) - IIX(Gy) [TX(UixyUyj)
iel a hid

diagraminin equalizer oldugu agiktir.

C iuizerindeki simpleksel demetlerin kategorisini Sshv(C) ile g6sterelim.

Bu durumda Sshv(C) kategorisi SPre(C) nin full altkategorisidir.

Simdi C tizerindeki 6rtii sivlerinin J(U) ailesi iizerindeki yonlendirme
bagmtisindan faydalanarak agagidaki funktoru tanimlayalim.

L: SPre(C) - SPre(C) , X—»>LX) oylek
L(X):Cr—>8 U— L(X)(U) = __im _ X(U),
RcC(-,U)

ile tammlidir. Bu durumda L,:X — LX kanonik d6niigiimii vardur.

J:SShv (C)—>SPre (C) dahil etme funktoru I*: SPre (O)—>SShv (C)
birlegtirilmis demet funktoruna sol adjointtir.

L ve I* funktorlart noktasallagtirilmig limitleri korurlar ve
LLX:LX—éL2 (X) kononik doniigiimii vardir. Bu doniisiim noktasal monik

oldugunda X ayrilmig 6ndemettir.

Tamm 3.14. X ve Y simpleksel 6ndemet ve p: X—Y bir doniigiim olsun. p 'ye

lokal lifleme denir. Eger, simpleksel doniisiimlerin her komutatif
Apx ——>X(U)
i 4oy

An -—B—-) Y(U)
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diagrami igin IR cC(-,U) ortii sivi var dyleki her bir ¢:V—UeR igin
komutatif

Apy ——>X(U) —Z5X(V)
i /ipea/ $p(v)

A _B Y(U) —2 5 Y(V)

diagram varsa. Diger bir ifadeyle p, n>0 igin A, —> A, formundaki biitiin
simpleksel kiime dahil etme tasvirleri lokal sag yiikseltme 6zelliine sahipse.

#:CoP—>§ funktoru; Her UeR igin *(U), O-simplekslerin bir kopyas:dur.
Bu durumda #, Spre(C) nin varig nesnesidir. Ustelik, * her R &rtii sivi igin

#(U)=#(U) oldugundan simpleksel demettir.

Tamim 3.15. X bir simpleksel éndemet olsun. Eger X—* simplekesel 6ndemet

doniigiimii lifleme ise X'e lokal fibrant denir.

Tamm 3.16. Bir q:Z—>W simpleksel 6ndemet doniigiimiine rnoktasal kan
lifleme denir. Eger, Her UeC igin kesitlerin her q:Z(U)—>W(U) doéniigtimii bir

Kan lifleme ise.-

Not 3.17. Bir q: Z—W simpleksel 6ndemet doniigiimii noktasal Kan lifleme ise
lokal liflemedir. Fakat tersi dogru degildir.

Tanmm 3.18. C bir kategori olsun. C de bir komutatif
A—>B
xd dy

v

. C—>D
diagram verilsin. Eger, b: E 5B ve ¢: E-»C morfizmleri i¢in vc =yb olacak
sekildeki her (b,c) morfizm ¢ifti igin bir tek a:E—>A morfizmi var 6yleki b=ua
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ve c=xa ise bu diagrama kartezyen (cartesian) denir. Eger, b:B— E' ve
¢":C — E’ morfizmleri igin b"u = ¢'x olacak gekildeki her (b’,¢’) morfizm ¢ifti
i¢in bir tek d:D—E’ morfizmi var 6yleki b’ =dy ve ¢’ =dv ise, bu diagrama

kokartezyen denir.

Tamm 3.19. Simpleksel kiime monomorfizmlerinin bir A smifina lokal
doymus denir (Gabriel,P.). Eger, agagidaki sartlar saglaniyorsa,

(1) Biitiin izomorfizmler A4 ya aittir.
K—->L

(2) Eger, o 1 p diagrami kokartezyen ve oo € 4 ise B € A dur.
K'->L’

(3) A, gerigekmelere gore kapalidir.

(4) A sonlu kompozisyon ve sonlu direkt toplamlara gore kapalidir.

Lemma 3.20. X ve Y simpleksel 6ndemet olsun. Sabit bir simpleksel 6ndemet
déniigiim p: X—Y 'ye gore lokal sol yiikseltme 6zellifine sahip olan simpleksel
kiime monomorfizmlerinin Ap swifi lokal doymugtur.

Ispat: Ap; i: K—L ye olan biitiin simpleksel kiime dahil etme tasvirlerinin bir

ailesi Oyleki; her bir komutatif
K——X(U)

il \E
L2y

diagramu i¢in IR < C(-,U) var dyleki her ¢:V — U €R igin

K—2>X(U)—2 > X(U)

i ¢ / ‘L P

L— sy —2 v

diagrami komutatifdir.
(1) Apmn tanimimdan biitiin izomorfizmler Ay, ye aittir.
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K_yK'
) f \I/ ! (*)
L—o>L
diagrami komutatif, kokartezyen ve fedp=1'eAp mi?
K- X(U)
rd L
L'->Y(U)
komutatif diagram olsun. Bu iki diagram komutatif oldugundan
K- X(U)
e
L->YU)
diagrami komutatifdir.
feAp=3R <= C(-,U) ortii sivi var dyleki her ¢:V— U eR igin
K—> X(U)—F— X(V)
£l ' \)
L= Y(U)—25 Y(V)
diagrami komutatifdir.
K—> K'—=>X(U)——X(V)
£ ed 2

L-> L'—=>YU)—ZE5Y(V)
diagramu (%)'m kokartezyen olugu ile birlikte disiiniiliirse L' —>X(V) déniisiimii

vardir.
K’ K_\K’
—> >
f sL f sl« f’

®3)
L' K—K'
komutatif diagram f’,f nin gericekmesi ve fedp olsun.
fGAp:> Her
K—>X(U)
N
L—>Y(U)
diagrami i¢in IR < C(-,U) var dyleki her ¢:V — U €R igin
K—X(U)—Z5X(V)

(b o L
L5 Y(U)—E5 Y(V)
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diagrami komutatifdir. Bu taktirde f’,f 'nin gerigekmesi oldugundan
L'>L ,L— L’ dbniisiimleri var ve 04:L — X(V)doniisiimi var oldugundan
05:L' = X(V) doniisiimii vardur. '
(4) 11,1, € A4, = ipol; € 4, mi?
Kabul edelim ki
K, ——X(U)
oL
K,
in 4
K; —=>YU)
diagram komutatif olsun.
iy € 4, = 3R c((-,U) var dyleki her ¢:V— U R igin
K;— X(U)—2> X(U)
i
K, - P
i
K;=»YWU) ->YWU)
diagram vardar.
i, €4, =35, c((-,U) ortii sivi var dyleki her y:W — V €S, igin
K; - X(U)—2 5 X(V) —¥ 5 X(W)
i 4 /
i |
K; = Y(U) 2, Y(V) ¥, Y(W)
diagramm vardir. O halde iol; €A, dir.

O0Ap , Ap 'nin kanonik simpleksi i 'nin biitiin yiizlerinin olusturdugu
altkompleks olsun. n>0 i¢in A, ‘'den Ay 'e biitiin dahil etme tasvirlerinin
ailesi lemma 3.20 'ye gére lokal doymustur. Dolayisiyla bu aileye goére sag
yiikseltme ozellige sahip  biitiin simpleksel 6ndemet doniigiimler lokal
liflemelerdir.
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Lemma 3.21. X bir simpleksel ondemet olsun. 1 :X—LX kanonik
X

doniigiimii, A, ‘'den Ap ‘e biitiin dahil etme tasvirlerine gore lokal sag
yiikseltme 6zelligine sahiptir.

Ispat:
AA. — X(U)

J d
A, —LX(U)

diagram bazi R 6rtiisii sivleri i¢in
oA, = X(U)

\A l
An - X(U)R

diagranmu iizerinden faktor edilebilir. Bu durumda her ¢:V— U eR igin
y*R= {\V:W — Vl(pow eR} olmak iizere

X(U)—2 X(V)

A A

X(Uy —>X(V), .

\} \x

LX(U)——LX(V)
diagrami komutatifitr. ¢*R = C (-, V) oldugundan t bir izomorfizmdir.
Dolayistyla Ap—X (V) doniigtimii vardar.

Onerme 3.22. X ve Y simpleksel ondemet olsun. Eger, p:X—Y lokal lifleme
~ ise Lp: LX—LY lokal liflemedir.

Ispat:
X(U)—ZE 5 LX(U)«2—A,
1P e l

Y(U)—X 5 LY(U) «B— A,
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diagramim diigiinelim. Lemma 3.21 'den «, X 'e lokal olarak yiikselir. Lemma
3.20 'den lokal liflemelerin kompozisyonuda lokal lifleme oldugundan 1yop
lokal liflemedir. Bu durumda B 'min X 'e yiikseltmesi vardir. B 'nin yiikseltmesi
ile nx ' kompozisyonu B 'min LX 'e yiikseltmesini verir.

X simpleksel éndemet ve K bir simpleksel kiime olsun. XK:Cop — §
simpleksel 6ndemeti; her UeC igin XX(U) = Hom (K,X (U)) ile tanimlanr.

Tanm 3.23. X , C iizerinde lokal fibrat simpleksel 6ndemet ve K bir
simpleksel kiime olsun. f, g: K— X(U) simpleksel doniigiimler olmak iizere,

eger JRcC (-, U) ortiisii sivi var dyleki her bir ¢: V->UeR igin
K —i xXW

a°d do*
h

KxA,; —2 X(V)

a1 o

K —£5 X(U)
diagramu varsa f, g 'ye lokal homotopiktir denir ve fxjoc g ile gosterilir.

LcK olsun. Eger, i1L= g|L ve her bir he, homotopisi L iizerinde sabit ise

f, g 've L 'ye gore lokal homotopiktir denir ve f=q g rell ile gosterilir.

Lemma 3.24. Eger K sonlu kompleks ve X lokal fibrant simpleksel 6ndemet ise
. K 'dan X(U) 'ya doniigiimlerin lokal homotopisi (herhangi altkomplekslere
gore) esdegerlik bagintisidir.

Ispat: Eger X lokal fibrant ise Ay—>X(U) kose doniigiimlerinin lokal
homotopisinin esdegerlik bagintis1 oldugunu gostermek yeterlidir. Yani, her bir

comma kategori CY U igin
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Clurs5cr X8
VoU >V ->X(V)
kompozisyon funktoru X|; lokal fibranttir.

K
f

\ A

K
diagram var ve C4 U iizerinde simpleksel éndemetlerin
XK > Xw©

! 1

. — X"

Simdi kabul edelim ki

pull-back diagrami olsun. Bu durumda
(X|p)®" - Hom(K,X(U))

{ \
«{U) ——Hom(L,X(U))
diagramma goére f ve g lokal fibrant (X]U)K/L min koselerini belirler

ve fz]c g (rel L) olmasi igin <> kargilikli koselerin lokal homotopik olmasidir.

Kabul edelim ki IR<C (-,U) ortii sivi var 6yleki her bir ¢: V—>UeR igin
Ay, = XU

&l e’
A—2 5 X(V)
a1 To*

Ay, —I> X(U)
diagramm vardir. Yani x=]o¢ y dir. Bu durumda, 384,cC (- V) ortii sivi var
Syleki her bir y: W—>VeSy, icin (W, 500 *x,—) doniigiimii Opi," yi wo(i))'e

ve Ojiy' yis, ¢ *x 'e doniistiirmek tizere
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(We,S0P*%X,~)

Ay, > X(V)
\2 r
A2 > X(W)
Ux’q,
diagramu vardrr, O halde
Ay —L->X(U)
@l (rop) *
2
A—Ss Ay —12 (W)
a7 (ro0) *
Ay—>X(U)
diagram var olup y=jgcx dir.
Kabul edelimki x=jgcy ve y=]ocz olsun. Yani,
Ay —= X(U) Ag Y X(U)
4 le? L4 Lo
A—2— X(V) A —25X(V)
&1 tor 1 to*
Ay —> X(U) Ay —Z= X(U)

diagramlant var olsun. Ap; késeleri x,y,z olan iki simpleks olmak iizere
Ay — A, ——dLiz—>Al doniigtimi géz 6niine alinirsa
Ag——>X(U)

@4 (yop) *

A=A, =2 S A SX(W)
alt (1op) *
Ap—25X(U)
diagrami vardir. Dolayisiyla x=|qc z dir.
X=]oc X olduBu aciktir.
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C; vang nesnesi t olan Grothendieck site olsun. X, C; iizerinde lokal
fibrant simpleksel 6ndemet ve xeX(t)o kosesini alalim. xy; x 'in C; 'deki U—>t
doniisiimiiyle olusturulan X(t)—>X(U) doniigiimii altindaki goriintiisii olsun.
(A;.0A,) = (X(U),xy) doniisiimlerinin lokal homotopi simiflarmim kiimesi
[(An,aAm),(X(U),xU)]loc ile gosterilen elemanlara sahip olsun. Bu durumda

P (X,x): C; - Set
U - 72X, 0)(0) = {[(4,,08,),(X(U), x)], }
ile tanimlanan =¥ (X, x) funktoru C; iizerinde bir 5ndemettir. Gergekten,

HR(X,%) (1) : TA(X.X) U) - 72(X,x) (U)

Her fenl(X,x) (U) i¢in

= (X(U),xy)
(4,,04,) Yy
T (X(U),xy)

- ldugundan =®(X,x)(1y) = 1
diagram1 var oldugundan =, (X, x)(1y) 7P (X,x)(U)

i) i: U=V, j: V>WeC olsun.
(X(W), xw)

/ IX(@)

(An’aAn) — (X(V)’ XV)

\ LX)

(X(U),xy)

diagrami vardir. Bu durumda
7o (X, ¥)(joi)(£) = fX(j)oX(i)

=n5 (X, ) (X))
=7} (X, x)(D)on} (X, x)(G)(E)
= mp (X, %) (jol) = mp (X, x)(@)om} (X, x)(J)
dir. Bu 6ndemet her n > 1 igin ayrlmg 6ndemettir. Simdi =P(X,x)'in
birlestirilmis demeti olan = (X,x) 'i tammlayacagiz. n,(X,x), L=f(X,x) ile
Ozdeslenebilir. Burada L funktoru birlestirilmis demet funktorudur. Benzer

sekilde koselerin lokal homotopi smiflarmin ondemeti z5(X,x) ve bunun

birlestirilmig demeti 7y(X,x) dir.
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7P (X, x) iizerindeki islem asagidaki sekilde tammlamr..

f ve g lokal homotopi snuﬂar‘; (A,,0A)) = (X(U),xy;) déniigiimlerinin
birer ailesi olsun. 3R < C (-,U) ortii sivi vardir dyleki her bir :V— U eR
igin

Apyr g — U058 5 X(U)

) !
A e 5 X(V)

diagram1 vardir. Bu durumda {[8an, ]loc} = ailesine R-uyumlu aile denir.
?
Ustelik [{[aan,]loc}mek], 1, (X,x)(U) nun bir elemamdir. O halde m”
doniigiimii
m®: 7P (X, x) x 72 (X,x) =, (X, %)
(£ oo -[8)0e) = [{[aanJ ]loc }q, eR]

seklinde tantmlanir. m® ye birlestirilmis demet funktor uygulanirsa
m:, (X,x) x 1,(X,x) =7, (X, %)

dé6niisiimii elde edilir,

X, (AL,0A)—> (X(U),xy) sabit doniisim olsun. Bu doniigiim

7, (X, x)(U) nun sabit bir ey elamanini olugturur 6yleki her bir ¢:V—> U eR

i¢in @ *(ey) = ey dir.
Onerme 3.25. 7, (X,x)(U), n>1 igin bir gruptur.

Ispat: Kabul edelimki {[X‘P]loc} =’ b (X,x)(U) da baz1 R 6rtii sivleri igin bir
¢

R-uyumlu aile, [z]  en?(X,x)(U) ve her bir ¢:V—> U R igin

ey P *z
A (Vxy X2y

n+ln
\L %

A,
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diagramu var olsun. Bu durumda {[aan,]loc} = R-uyumlu ailedir ve bu aile
?

7, (X, x)(U) daki [{[anw"’]loc}%lz} . [[Z]loc] garpimi temsil eder.

1) wv,w: (A;,0A,)— (X(U),xy) donigiimleri #°(X,x)(U) nun

elemanlarmi temsil etsin. IR < C; (-U) ortii sivi vardir 8yleki her bir

¢:V —= U eRigin agagidaki diagramlar komutatifdir.
(v 0*8m9%) ()

n+1,n

n+l

RV, XV,O0W)_ = 9*W)

n+l n
/

n+l

2 X(V)

*V — 0*W
n+1,n (XV,sXV 0*V,~0 )\X(V)

n+l

(Vo XVWE =W 1 W)
n+2,n 4 X(V)

n+2

Bu durumda her bir ¢:V— U €R igin

(XY XV, 0w o w? 2)
p) An+l,n n+l” " ni2” o X(V)
?
sL opqu
An-i-l

diagrami komutatifdir. Dolayisiyla

(o Hib D=l ot )]
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=[{:anw§':+{m }(,,GR]
(ool )

= (T[W]loc]' :[V]loc ]) ) [[u]loc] dir.

2) Birim elaman ise xy:(A,,0A,)—> (X(U),xy) sabit doniisiimiiyle

olusturulan = (X,x)(U) nun ey elamamdur.

Sonug¢ 3.26: 7,(X,x), n 21 igin gruplarm bir demetidir.

C bir site olsun. Her UeC igin CJU iizerinde C den indirgenen kanonik
Grothendieck topoloji vardir. Ayrica, CYU bir varg nesnesine sahiptir. Bu

nesne lu: U—->U 6zdes morfizmidir. Eger, X lokal fibrant simpleksel 6ndemet
ise, Xy, lemma 3.24 deki kompozisyon funktor olmak iizere xe Xy (1y), késesi
T (X]u, x) homotopi gruplarinin bir demetini belirler.

Tamm 3.27. X ve Y, C iizerinde iki lokal fibrant simpleksel éndemet olsun. f:
X —Y lokal fibrant simpleksel 6ndemet dontigiimiine kombinatorial zayif

esdegerlik denir. Eger, f ile iiretilen,
foom, (X) = n, (Y) ve
f,:m (X| , X)W (Y| ,f(x)) ,UeC,xeX(U) doniigiimlerinin her

biri demet izomorfizmi ise.

Onerme 3.28. X,Y ve Z ; C iizerinde lokal fibrant simpleksel 6ndemetler ve
asagidaki diagram komutatif olsun.

X —85 Y

h\lz VA
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Eger f,g ve h=fog dﬁnﬁsﬁmlerigglen ikisi kombinatorial zayif egdegerlik ise
tigtinciisiide kombinatorial zayif egdegerliktir.

Ispat: Kabul edelimki g ve h kombinatorial zayif esdegerlik olsun. Bu durumda
g.: Ty (X) = my (Y) bir izomorfizmdir. Béylece UeC ve herbir ye Y(U), igin
IR cC(-,U) ortii sivi vardir dyleki her bir ¢: V ->UeR igin x, € X(V),

olmak iizere,

8A, (@*y.8(Xp)) s Y(V)
! %
A, :
diagram vardir. w,'lerin herbiri demetlerin bir izomorfizmini iiretir. Yani,
(Wo)e:my (Y] v, @*y) = no (Y| v,8(%y)) izomorfizmdir.

Her bir ¢:V —»UeR igin (CYU) { (¢: V->U); CLU comma kategorisinin
¢:V—U nesnesi iizerine indirgenen site olmak iizere (CYUN(¢:V—-U) ile

clv comma  kategorisi  birbirine  izomorfdur. Dolayistyla,
v ¢ *y)(ly) homotopi grubu

bibirine izomorfdur. Bu durumda agagidaki diagramlar komutatifdir.

nn(YI - Y)(9:V = U) homotopi grubu ile 7, (Y

7 (Y] 0> 9)(1g) —E= 0 (Y1, y)(@:V = U)
£ If,
10 (Z s £ (1) —Z— 1 (Z] 1 E())(0:V = U)

(Y], ¥)(@: V> U) 2w, (Y]v, 0*y)(y)
£l lf,
0 (Z 5, £ 9:V > U) 2 1, (Z) . £(@ *y))(1y)
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'nn(XlV9X<p)(1V)

=
7 (¥]v,0 *3)(1y) —2> 1, (Y], 8(%4))(Iy) h*

£l If,

70 (Z] - £(@ * ) (ly)——2* 57 (Z

v 18(x4))(1y)
Bu diagramlar komutatif oludugundan f, bir izomorfizmdir.

Teorem 3.29. X ve Y, C iizerinde lokal fibrant simpleksel éndemetler olsun.

Bu durumda p: X—Y doniisiimiiniin lokal lifleme ve kombinatorial zayif
esdegerlik olmas1 igin <> p 'nin 8A, > A, seklindeki biitiin dahil etme

tasvirlerine gore lokal sag yiikseltme 6zelligine sahip olmasidur.

Ispat: (=) w:(A,,0A,)— (x(u),x,), 7, (x|,x)(1,) nm trivial elaman:
olmasi i¢in < IR < C(—,U) var dyleki her bir ¢ :V—-UeR igin

oA, — TV o x(y)

diagram1 varsa. Her n20 igin p:X—Y doniisiimii 0A, - A, dahil etme
tasvirlerine gore lokal sag yiikseltme ozelligine sahip oldugundan kombinatorial
zayif egdegerliktir. Bu sekildeki bir doniigiim lemma 3.21 'den lokal liflemedir.

(<) A, — X(U)
2 IP (D)
A, _B, Y(V)
diagramu lokal yiikseltme 6zelligine sahiptir. Yani 3R < C(—,U) ortii sivi var
oyleki her bir ¢ :V ->UeR igin
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oA, —22= 5 X(V)

\ P (Dy)

A, —TE5 X(V)
diagram vardir. Bu ifadeler gosteriyorki bir p: X—Y simpleksel doniigtimiin
kombinatorial zayif esdegerlik ve lokal lifleme olmasi igin D seklindeki
diagramlarin herbiri lokal yiikseltme 6zelligine sahip olmasidur.

Ik olarak, eger D, lokal yiikseltmeye sahip D,, diagramlarma lokal homotopik
ise, bu durumda D lokal yiikseltmeye sahiptir. Yani,3R c C(—,U) ortii sivi var

oyleki her bir ¢:V —-UeR i¢in
oA,

"

A

p*oa
BA XA, —2 5 X (V)
1 !

*°B
N B xy —— Y (V)

diagrami vardir. Ayrica hipotezden dolay: her bir ¢ €R i¢in IR < C(—,U) 6rtia
sivi var Oyleki her bir y:W—V &R, i¢in
*O O l
oA, __Yrehged” | X(W)
Voo, Ip
-
diagrami vardir. Bu durumda bir R, , < C(—, W) ortil sivi vardir dyleki her bir
7:W'—> W eR,, i¢in (0), A 'in sifir kdgesi olmak iizere

8h, —L5 (aAxA)UAX(0) —¥VerPve) y o ey

N Wy o J/P

0 ——
A~ AxA LA BN (W)
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diagramu vardir. Simdi; n > 1 igin
oA, —— X(U)
3 p (D)
A, L5 YU
diagramim gézoniine alalm. ¢:V —U igin D diagrami 6A, nin (0) kosesinin

goriintiisii x olmak iizere;
a An (a(p*,XV r’xV) 3 X ( V)
2 N2 (Dy)

A, —P 5 yov
diagramina lokal homotopiktir. Gergekte, dA, nin A, , altkompleksi (0) kdgesi
tizerine biiziiliir. Dolayisiyla homotopi, diagramlarin bir homotopisine lokal
olarak genigler. Fakat, bu durumda o ,%,;(X|y,%,)(1,) homotopi
grubunun trivial elamamm temsil eder. Bu durumda =, (X|y , x,)(1,) ile
a1 (Y)y » P(x,))(1,) izomorfve D, diagrami, w:W — V olmak iizere,
oA, —H - X(W)

\} Ip (Dy0)

A, —PE2 Y(W)

seklindeki diagramlara lokal homotopiktir. Son olarak,
P, (Xlw>Xw) = 7, (Y|w,p(Xw)) bir demet epimorfizmasidir. Dolayistyla
her bir D, lokal yiikseltmeye sahiptir. Dolayisiyla D lokal yiikseltmeye

sahiptir. P,:moX — 7Y demet izomorfizmi Y nin her kosesi igin istenen lokal

yiikseltmeleri verir.

Tanm 3.30 Lifleme ve zayif egdegerlik adiyla bilinen morfizmlerin iki sinifiyla
olusturulan varig nesnesi * olan bir C kategorisine fibrant nesnelerin kategorisi
denir. Eger asagidaki sartlar saglantyorsa.

(A) C 'de f: X—Y ve g: YZ morfizmleri verilsin. Eger, f,g ve gof
doniigiimlerinden herhangi ikisi zayif egdegerlik ise iiglinciisiide zayif
esdegerliktir.
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(B) Liflemelerin kompozisyonuda bir liflemedir, Herhangi bir
1zomorfizm liflemedir.

(C) Liflemeler ve trivial liflemeler (=hem lifleme hem zayif esdegerlik),
pull-backler altinda kapalidr.

(D) C nin herhangi bir X nesnesi igin A; diagonal d6niigiim, s; zayif
esdegerlik ve (d,,d,) lifleme olmak iizere asagidaki komutatif diagram vardur.

/ L o)

(E) C nin herhangi bir X nesnesi i¢gin X—> * déniisiimii bir liflemedir.

Teorem 3.31. C bir Grothendieck site olsun. Bu durumda C iizerindeki lokal
fibrant simpleksel 6ndemetlerin kategorisi olan SPre (C)f ; kombinatorial zayif
esdegerlik ve lokal liflemelerin sinifiyla tanim 3.30 daki akstyomlar saglar.

Ispat: Homotopi kategorisi i¢in fibrant nesnelerin bir kategorisinde gerekli olan
aksiyomlardan (A) onerme 3.28 de ispatlandi., yine (B) aksiyomuda &nerme
3.22 ve onerme 3.29 da verildi. Simdi ise (C) aksiyomunu gésterelim.

X,Y ve Z simpleksel ondemetler £:X—Y eC kombinatorial zayif esdegerlik ve

g:Z—> Y eC olsun. Gosterecegizki
P—>X

fi U

Z—;—) Y
diagram pull-back kare olmak iizere f de kombinatorial zayif esdegerliktir.
Teorem 3.29 dan f 'nin kombinatorial zayif esdegerlik olmasi igin <
O0A, — A, dahil etme tasvirlerine gore lokal sag yiikseltme ozelligine sahip

olmasidir. Her n>0 i¢in
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OA,——P
l lf
A—E57
diagrami komutatif olsun. Bu durumda
oA,
L p — 53X
A, U
N\
diagrami komutatiftir. f Lkombinatorial zayif egdegerlik oldugundan
dR € C(-,U) ortii sivi var 6yleki her bir ¢:V— U eR igin goff mn A, den

Z—85Y

X(U) ya bir yiikseltmesi vardir. z , Z(U) nun sabit bir késesi olmak iizere
X(U) > {z}xyX(U)

X —>(8;4..-50Z,X)

doniigimii , {z}xyX(U) = Z(U)xyX(U) dahil etme tasviri ve z, x sabit olmak

uzere
Z(U)xy X(U) - P(U)
. ' ! (Z'a X') ;g(Z') = f(X')
(z,x) - { (@x) 8z)=f0)

déniigiimlerinin  kompozisyonu X(U) 'dan P(U) 'ya bir doniigiimdiir. Bu
déniigiim ile g o nin yiikseltmesinin kompozisyonu f nin yiikseltmesini verir.

Liflemeler igin ispat benzer gekilde yapilir.
(D) Her bir X lokal fibrant simpleksel 6ndemet igin sonlu simpleksel kiimelerin
oA,
R A,
/

Ay

diagramryla tiretilen



89

e

X = X%

> XxX
komutatif diagrami vardir. Bu diagramda; i* déniigiimii lokal liflemedir. Yani,
X*1(U) = Hom(A;,X(U)), U eC, olmak iizere |
oA, —— Hom (A;,X(U))

\ Ji*

A, —E— Hom(aA,,X(U))
diagrammda B 'nm bir h: A, — hom(A;,X(U)) yiikseltmesini bulacagiz.
Lemma 2.24 den Hom (0A,, Hom(A,,X(U))) = Hom(GA xA,,X(U)) ve
Hom (A, Hom(0A,,X(U))) = Hom(A_x0A,,X(U) oldugundan

OA, x A
W
X(U)
v(p)
A, x OA;

diagramu vardir. " X lokal fibrant oldugundan X(U) Kan kompleksdir.” Bu
taktirde y(a) ve y(B) 6nerme 2.36 dan bir G:A xA; = X(U) doniistimiine

genigletilebilir. Dolayistyla agagidaki diagram vardr.

oA, XA,
l y(a)
AXA—>X(U)
T w(B)
A, X8A,

Bu diagrama tekrar lemma 2.24 uygulanirsa
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oA, —— hom (A;,X(U)
LG
A, —£ hom (8A,,X(U)
diagrami elde edilir. o halde $(G), B mn bir yiikseltmesidir.

X=X" oldugundan d: X X dénisimi ; d%A, A,

déniigimii 0A, > A, , n>0, déniigiimlerine goére lokal sol yiikseltme
Ozelligine sahiptir. Boylece teorem 3.29 dan dolay1 d, lokal liflemedir. Benzer
sekilde d, lokal liflemedir. Dolayisiyla (d, ,d;) liflemedir. Bu durumda 6nerme

3.28 den s kombinatorial zayif egdegerliktir.

(E) Biitiin nesneler lokal fibrant oldufundan X —% dénﬁsﬁnﬁi .
liflemedir.
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