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OZET

Simplektik Egriler ve Karakterizasyonlari

Oklid uzayinda egriler teorisi ile ilgili bircok calismalar yapilmistir. Ozellikle egriler
teorisinin karakterizasyonlari, Involiit-evoliit egriler, Bertrand egriler, Mannheim egriler,
Adjoint egriler, helisler ve slant helisler bir¢ok geometrici tarafindan c¢alisilmaktadir.
Ayrica Frenet denklemleri kullanilarak bu egriler Oklid uzayinda, Lorentz uzayinda,
Semi-Oklidyen vb uzaylarda calisilmis ve kullanish teoriler ortaya atilmstir.

Bu calismada simplektik egriler incelenmistir. Ozellikle simplektik egrilerin Frenet
denklemleri kullanilarak, Helisler, Slant helisler, Bertrand egriler, incelenerek simplektik
egrilerin karakterizasyonlar1 ifade ve ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Helis, Slant Helis, Simplektik i¢ ¢arpim, Simplektik egri



SUMMARY

Symplectic Curves and Their Characterizations

Many studies have been done on the theory of curves in Euclidean space. In
particular the characterizations of curves theory, Involute- evolute curves, Bertrand curves,
Mannheim curves, Adjoint curves, helices and slant helices are studied by many scientist.
In addition, using Frenet equations, these curves were studied in Euclidean space, Lorentz
space, Semi- Euclidean space and useful theories were put forward.

In this study, symplectic curves are examinated. Especially, caharacterizations of
symplectic curves are expressed and proved by using Frenet equations of such curves with
considering Helices, Slant helices and Bertrand curves.

Keywords: Helices, Slant Helices, Symplectic Inner Product, Symplectic Curve .
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1. GIRIS

Egriler teorisi geometrinin temel konusu olup, ayn1 zamanda bir ¢ok bilim dal1 ile de
ortak ¢alisma sahasina sahiptir. Matematik acisindan gerek fonksiyonel analiz, gerekse
uygulamali matematik i¢in oldukga biiyiik bir anlam ifade etmektedir. Diger bilim dallari
acisindan ekonomide sayisal verilerin egriler sayesinde yorumlandigi, iktisat’ta gelir
fonksiyonlarinin egrilerle ifade edildigi, tipta bir¢cok verilerde egrinin davraniginin 6nemli
ipuclart verdigi bilinmektedir. Geometri agisindan bakildiginda, egrilerin diferensiyel
geometrik Ozellikleri, onlarin ¢esitli matematiksel yapilarla olan iliskileri ve geometrik
temellerin insa edilmesi son derece 6nemlidir. Geometrinin 6nemli bir ¢alisma sahas1 olan
diferensiyel geometride Oklid uzayinda egriler teorisi hakkinda ¢ok onemli ¢alismalar
yapilmistir ve yapilmaya devam etmektedir. Ozellikle egriler teorisinin karakterizasyonlari,
Involiit-evoliit egriler, Bertrand egriler, Mannheim egriler, Adjoint egriler, egrilerin helis
olma oOzellikleri vb. c¢alismalar geometriciler tarafindan titizlikle calisilmaktadir ve
calisilmaya devam etmektedir. Son yillarda Oklid uzayindan baska yeni bir takim uzaylar
tammlanmis ve benzer egriler incelenmektedir. Ozellikle Lorentz-Minkowski uzay1 ve
Semi-Oklidyen uzayr kendi i¢ carpimlarindan ve igerisinde bulundurdugu egri
cesitliliginden kaynaklanan yapidan dolayr Oklid uzayinda elde edilen sonuglarin degisik
karakterizasyonlarii ve ilging sonuglarini ortaya c¢ikarmaktadir. Hatta bu uzaylarda time-
like, space-like ve null egri cesitlerinden her biri igin Oklid uzayndaki
karakterizasyonlarin ¢aligmalar1 incelenmekte, bazen bilinen yapilarin aksine ¢ok farkli
geometrik modeller ortaya ¢ikarmaktadir.

Egrilerle 1lgili yapilan ¢alismalarda Frenet denklemleri (bu denklemler Serret- Frenet
denklemleri olarak bilinmektedir 6yle ki Frenet 1874, Serret 1851 yilinda elde etmistir.) ve
egrinin egrilikleri anahtar rol oynamaktadir. Bir ¢ok egriler teorisinin insasinda Frenet
denklemleri  kullanilmakta olup ilging sonuglar ortaya koymaktadir. Frenet
denklemlerinden klasik diferensiyel geometrinin silindirik helisler, dairesel helisler ve son
yillarda slant helisler kavramlarina ulasilmaktadir. Ayrica Frenet denklemlerinin Oklid
uzaymnda, Lorentz uzayinda Semi-Oklidyen uzaylarda vb. uzaylarda insa edilmesi
geometricilere olduk¢a genis bir ¢alisma alani agmistir. Bu farkli uzaylarda Bertrand
egriler, Involiit-evoliit egriler, Helisler vb. konular iizerinde oldukca kullamsl teoriler

ortaya atilmistir. Diger taraftan bu uzaylarin disinda bagka uzaylarin tanimlanarak yeni



calisma alanlar1 da agilmaya c¢alisilmaktadir. Ozellikle yapilan bu calismalarm yeni
uzaylarda bulunup bulunmayacagi olduk¢a merak konusudur. Bu ¢alisma yukarida
bahsettigimiz yeni uzaylarda bazi geometrik kavramlarin mevcut durumu ve yeni
karakterizasyonlarin insasinin rehber edinildigi bir tezdir. Bu amagla 6zellikle simplektik
uzay g0z Oniine almmustir. Cilinkii simplektik uzay iizerinde konular ¢aligilmamis olup
oldukga bakir bir alandir.

Simplektik Geometri ismi yaklasik olarak iki yiiz yil 6nce ortaya atilmistir. Sozliik
anlami olarak simplektik kelimesinin muhtemelen baligin disindaki bir kemik ismi oldugu
goriiliir. Simplektik kelimesi ilk olarak Weyl tarafindan Yunanca “ kompleks’’ anlaminda
simplektik gruplari tanimlamak i¢in kullanilmistir. Bazi bilim adamlar1 klasik mekanigin
dili olarak simplektik geometriyi kabul etmektedir. Aslinda Matematik ve Teorik Fizik’ te
onemli rol oynayan Hamilton ve Kaehler [1] manifoldlarinin temeli simplektik geometriye
dayanmaktadir. Hamilton mekaniginin orjininde simplektik geometri vardir ve bir
simplektik manifoldun yapisinda klasik sistemlerin baz uzaylar1 onemli rol oynar.
Simplektik geometri, geometrik optigin temelinde yer almaktadir. Diger taraftan,
simplektik geometrinin dinamik sistemler, integrallenebilir sistemler, cebirsel geometri ve
global analizle de 6nemli baglantilar1 vardir. Simplektik uzaylar ilk olarak Chern ve Wang
[2] tarafindan 1947 yilinda Oklid uzayinda alt uzaylarmin lokal simplektik invaryantlar:
calistlmistir.  Ayrica bu calismada egri ve ylizeyler i¢in lokal simplektik
diferensiyellenebilir yapilar elde edilmistir.

Kamran, [3] lokal simplektik invaryantlart kullanarak egrilerin Frenet ¢atisini elde
etti. Ayrica egriler i¢in iki farkli yaklagim ile lokal simplektik invaryantlarin tam bir
kiimesini insa ederek arastirmalarin1 daha da gelistirdi. Ik yaklasim * asagidan yukariya”’
yani egriye teget olan vektoriin art arda diferensiyellenmesidir ve simplektik formun, non-
dejenere olma 6zelligini kullanarak ¢aligmalar yaptilar. Hatta egrinin simplektik egrilikleri

3

olarak bu lokal diferensiyel invaryantlardan bahsettiler. Diger yaklasim ise “ yukaridan
asagiya’’” yani hareketli c¢atilar metodu ile invaryantlar insa edilmesidir. Daha ileri
caligmalar olarak hareketi catilara es degiskenli yaklasim uygulanarak elde edilen
sonuglardan bahsettiler. Bu yaklagimlarin ayni Frenet c¢atisini olusturdugunu ve ayni
diferensiyel invaryantlar1 dogurdugunu buldular. Nihayetinde tiim diferensiyel
invaryantlarin sabit 6zellikte olan IR* de egrilerin durumunu incelediler ve afin simplektik
grubunun tek parametreli bir alt grubunu arastirdilar. Boylece Frenet matrisine karsilik

gelen spektrumun cebir ¢esidine gore egrilerin bir siniflandirmasini verdiler. Diger taraftan



Tian [4] bir kompakt Kaehler-Einstein yiizeyde kapali simplektik yiizeyin uygun kosullar
altinda bir isotropik simplektik minimal yiizey oldugunu ispatladi. Xiaoli Han ve Jiayu Li
[5] ise bir Kaehler yiizeyinin Simplektik Kahler yiizeyi oldugunu inceledi.

4-boyutlu simplektik uzayda Frenet vektorlerinin ifade edilmesi, bunun yanisira
egrilerle ilgili bir ¢ok karakterizasyonun tanimlanmamasi bu doktora tezinin amacini ve
literatiirdeki onemini ortaya koymustur. Bu amacla 6zellikle tezde simplektik i¢ ¢arpim
uzayinda ve buna bagl olarak Frenet vektorleri ve onemli bazi kavramlar ikinci boéliimde
ifade edilmistir. Ugiincii bdliimde simplektik uzayda tanimlanmayan helisler ve slant
helisler tanimlanarak bunlarin karakterizasyonlar1 incelenmistir. Dordiincli bolimde,
simplektik egrilerin karakterizasyonlar1 verilmis olup besinci boliimde Bertrand egrilerin

karakterizasyonu verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Teoremler

Tammm 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi lizerindeki vektor uzayi da V olsun.
Asagidaki 6nermeleri dogrulayan f: A x A= V fonksiyonu varsa buradaki A ya V vektor
uzay1 lizerinde bir afin uzay adi verilir.

(Al) ¥ P,Q,ReAicin f(P,Q)+ f(Q,R)=1(P,R)

(A2) ¥ PeA ve YaeV igin f(P,Q) = olacak sekilde bir tek Q€A noktas1 vardir [6].

Tanim 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de bir i¢
carpim islemi olarak, X = (xq, ... ,X, ), Y= (¥1, ... , ¥ ) igin,
<,>:VxV —=IR
(X ) y) - <XYy> :Z?=1XiYi
Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tamimlanabilir. Boylece A Afin uzay: da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adini alir

[6].

Tanmm 2.1.3. IS R bir agik aralik olmak iizere o :I- E™ seklinde diferensiyellenebilir
(C* sinifindan ) bir doniistimiine E™ de bir egri ad1 verilir [6].

Tamm 2.1.4. E" n-boyutlu Oklid uzayimnda ,

n

Sl ={x = (x1,..., %, )| f(x) =ZXiZ =r?,

i=1

Vf| #0,r € IR r = sabit}

nokta ciimlesine bir (n-1) - boyutlu bir hiperkiire veya kisaca (n-1) — kiire denir [6].

Tamm 2.1.5 . M bir topolojik uzay olsun. M i¢in agagidaki 6nermeler dogru ise M bir n-
boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold dur ) denir.

(M1) M bir Hausdorff uzaydir.

(M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E™ e veya E™ nin bir agik alt climlesine
homeomorftur.

(M3) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir [6].



Tammm 2.1.6. M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde €* sinifindan bir

diferensiyellenebilir yapi tanimlanabilirse M ye CX smifindan bir diferensiyellenebilir

manifold denir [6].

Tamm 2.1.7 . M diferensiyellenebilir manifold ve bir noktas1 peM olsun. Bir
X, : CK(M,IR) - IR
fonksiyonu, M iizerinde en az bir egrinin P noktasindaki tanjant vektorii ise, X, ye M nin P

noktasindaki bir tanjant vektorii denir [6].

Tamim 2.1.8. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M f{izerinde bir vektor alani diye

birebir ve 6rten
X:M ———— Upem Tm(p)

olarak tanimlanan X fonksiyonuna denir [6].

Tammm 2.1.9. M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayr (M) ve
reel degerli C™ fonksiyonlarin halkasit C*( M, IR) olmak iizere ,

<,> M) xyM) = C¥(M,IR)
seklinde simetrik, bilineer, pozitif tanimli doniisiime M iizerinde i¢ ¢arpim, metrik tensor,

Riemann metrigi ya da diferensiyellenebilir metrik denir. Bu metrik ile M ikilisine, yani

(M, <, > ) e Riemann manifoldu denir, kisaca M ile gosterilir [6].

Tamm 2.1.10. o: I - E3 birim hizli egri olmak iizere o egrisinin a(s) noktasindaki birim
teget vektor alan1 T(S), asli normal vektor alani N(s) ve binormal vektor alan1 B(s) olsun.
T(s), N(s), B(s) vektorlerine a:1— E® birim hizli egri i¢in a(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir ve

T'(s) 0 k(s) 0 ||T(s)
N'(s)| = | —k(s) 0 T(s) [ [N(s)
B'(s) 0 —1(s) 0 ||B(s)

seklinde matris gosterimine sahiptir [7].



Tanmm 2.1.11. o : | =+ E® egrisinin tanjant dogrular1 sabit bir dogrultu ile sabit ag1
yapiyorsa ¢ Yya bir silindirik helis (genel helis) denir.

* o(s) nin bir silindirik helis olmas1 i¢in gerek ve yeter sart E nin sabit olmasidir”[8].

Tamim 2.1.12. Eger Tanim 2.1.11 de t ve k sifirdan farkl: sabitler ise helise dairesel helis
denir [8].
Tammm 2.1.13. C ve C* egrilerinin asli normal vektorleri lineer bagiml ise,(C, C*) egri
ciftine Bertrand egri ¢ifti denir. (C, C*) Bertrand egri ¢ifti ise
C(s) = C*(s*) + A*(s*)N*(s")
ve
A=sb

(C, C*) Bertrand egri ¢iftlerinin tegetleri T ve T* arasindaki ag1 a ise

N(s)| = 0 1 0 N*(s)
B(s) —sina 0 cosad|B*(s)

yazilabilir. Ayrica (C,C*) egri ¢iftinin Bertrand egri ¢ifti olmasi igin gerek ve yeter kosul

T(s) lcosa 0 sina] T*(s)

}\1,)\2 €eR 1(;11'1

)\1k+ )\2‘[ - 1

olmasidir [9].
2.2. Simplektik Uzayda Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.2.1. Global Darboux koordinatlarinda standart simplektik form
Q=30 dx! Ady! (2.1)

seklinde tanimlanir [3].

Tammm 2.2.2. IR reel sayilar cismi lizerinde bir vektdr uzayt V olsun. Q:VxV — IR

bilineer doniistimii her u,v € V icin Q(u,v) = —Q(v,u) ise Q ye anti-simetrik bilineer

doniisiim(veya alterne bilineer doniigiim) denir [1].

Teorem 2.2.1. V reel vektor uzay: tizerinde anti-simetrik bilineer doniisim Q olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar1 saglayan V nin bir uy, ..., Uy, €y, ..., €y, f1, ..., f; bazi vardir:



Q(u;,v) =0; Vve V
Qe ) =Q(f,f) =0;1<ij<n
Q(ei,f]-) = §;

[1], [10].
Ispat : Bu ispat tiimevarimla Gram-Schmidt yonteminin bir anti-simetrik versiyonu olarak
yapilacaktir. Bunun i¢in 6nce

U={ueV:Q(,v)=0; Vwve V}
climlesi g6zoniine alinirsa bu durumda U c V bir alt uzaydir. U nun bir bazini uy, u, ..., uy
olarak segilirse U @ W = V oldugundan e;(# 0) € W keyfi bir vektor olur. Bu durumda
Q(eq, f;) # 0 olacak sekilde bir f; € W vardir. Aksi taktirde W < U olurdu. Kabul edelim
ki Q(eq, f;) = 1 ve W; = Sp{ey, f;} olsun. Boylece

W, ={weW:Qw,v) =0; VveW,}

yazilir. W; N W;® = {0} oldugu kabul edilirse, herhangi bir a € W, n W, igin
a = aeq + bf; (a,b € IR) seklinde yazilir. Ayn1 zamanda o € w, ¢ oldugundan W; @ nin
tanimindan Q(a, e;) = Q(a, f;) = 0 olmalidir. Buradan

Q(a,e;) = 0= Q(ae, + bf;,e;) =0

= aQ(e;, e;) + bQ(f,e) =0
=>b=0

bulunur. Benzer sekilde

Q(a,f;) = 0= Q(ae; +bfy,f;) =0

= all(eq, f;) + bQ(f,f;) =0
>a=0

olur. O halde a = ae; + bf; olmasindan dolayr = 0 elde edilir. Bu da W; n W, = {0}
oldugunun ispatin1 tamamlar.
Ayrica W; @ W;® = W dir. Gergekten, herhangi bir v e W alalm ve Q(v,e;) = c ve
Q(v,f;) = d olsun. Bu durumda

v = (—cf; + de;) + (v +cf; —de;)
biciminde yazilabilir. Burada birinci bilesenin W; de ikinci bilesenin de W, de oldugunu
gostermek i¢in Q(—cf; + de;) + (v + cf; — dey) = 0 oldugu gosterilmelidir. Gergekten Q

anti- simetrik bilineer doniisiim oldugundan



Q(—cf; + deq, v + cf; —de;) = —cQ(f;,v) — c2Q(fy, ;) + cdQ(fy, e,) +
dQ(eq,v) +dcQ(eq,f;) — d?Q(eq, eq)

hipotezi géz dniine alinirsa,
Q(—cf; +dey, v+ cf, —de;) =0 elde edilir. Simdi e,(# 0) e W;® olsun. O zaman
Q(e,, f,) # 0 olacak sekilde bir f, € W;® vardir. Kabul edelim ki Q(e,,f,) = 1 olsun.
W, = Sp{e,, f,} denirse, sonugta

V=UDW, eW,P..&W,
elde edilir. W; alt uzaylarinin baz vektorleri Q(e;, f;) =1 olacak sekilde e;, f;
vektorlerinden olusur.
Sonug¢ 2.2.1 .
1) Teorem 2.1.1 deki baz tek degildir. Boyle bir baza kanonik baz adi verilir.
2) Rank Q = 2n , boy V=m=2n+k
3) Q anti-simetrik bilineer doniisiimiinii matris notasyonunda

0 0 O
Qu,v) = ut.[O 0 In].v
0 —I, 0
seklinde yazilabilir. Burada I,, , n. mertebeden birim matristir [10].
Tamim 2.2.4. IR {izerinde m-boyutlu bir vektor uzayr V ve Q:V XV — IR anti-simetrik
bilineer doniisiim olsun. V nin duali V* olmak {izere
Q:V-Vv
v-Qv): Vo IR
u - (ﬁ(v)) (W) = Qv,u)
seklinde bir doniisiim tanimlanabilir.
Q bilineer bir donisiim oldugundan Yu,v €V igin (2(v)) (W) = Qv w)

esitliginden Q bir lineer doniisiim olur.

Ayrica CekQ = {u € V:Q(u) = 0} ifadesi icin
(ﬁ(u)) W) = 0(v) = Qu,v) = 0

yazilabileceginden ve
U={ueV:Quv)=0; Vve V}
oldugundan CekQ = U elde edilir.
Eger Q bijektif yani U={0} ise Q ye V iizerinde bir simplektik yap1 (simplektik
form) ve (V, Q) ikilisine de simplektik vektor uzayi adi verilir [10].



Sonuc¢ 2.2.2. (V, Q) simplektik vektor uzayinda
1) boy U = k = 0 oldugundan boyV = 2n ¢ift bir sayidir.
2) Teorem 2.1.2 den bir (V,Q) simplektik vektor uzaymin asagidaki 6zellikleri saglayan
bir e, e, ..., €pn, €041, -, €2 bazi vardir.
Qei 65) = Qensiensj) =0ve Qe enyy) =8, 1<ij<n

Boyle bir baza (V,Q) nin kanonik simplektik bazi adi verilir. Bu baza karsilik gelen ()

[ 0 I
] B [_In 0 ]
seklindedir.

3) Q, bilineer, anti-simetrik ve non-dejenere 6zelligine sahiptir [1].

simplektik formunun matrisi

Ornek 2.2.1. 2n- boyutlu V reel vektdor uzaymin kanonik simplektik bazi
{e1, €5 ..., €n €ns1, - €20} V& V nin duali olan V* uzaymin da bu baza dual bazi

{ei",ex", ...,en”, € ny1, - r €207} OlSUN. Bu durumda
n
Q:VXV->IR, Q=Zei*/\en+i*
i=1
seklinde tanimli doniisiim V tizerinde bir simplektik formdur.
Gergekten, Q doniisiminiin bilineer ve alterne oldugu aciktir. Simdi non-dejenere
oldugunu gostermek i¢in,

v € V olmak tizere,

n n
V= Z Xiej + z Yi€n+i
i=1

i=1
bi¢iminde yazilabilir.
Ayrica her w € V igin Q(v,w) =0=v =0 dir. Bu ifade 6zel olarak w nin
secimiyle
w=e; 2> Qv,e)=0=2y;, =0

w=¢e,>Qv,e)=0=2y,=0

w=e,2Qve)=0=2y,=0

wW=¢épn1 =2 Qv,ep1) =0=2x%x, =0

w=e,, =2 Qv,e,,)) =0=2>x,=0



ifadelerinden v = 0 elde edilir. Yani her w € Vi¢in Q(v,w) = 0 = v = 0 dir [1].
Ornek 2.2.2. V = IR? alinirsa, Q: IR? x IR? — IR simplektik formu, Vv, v’ € IR? igin
v=xe,+ye, ve Vv =x'e;+y’'e, olmak lizere
Qv,v') =xy —x'y = |;:, }}:,|
olur [1] .
Tamm 2.2.5 . (V,Q) simplektik uzay olsun. Her v,w € V i¢in Q(v,w) = 0 ise v ile w ya
Q —ortogonal, anti-ortogonal veya kisaca ortogonaldir denir ve v L w bi¢iminde gdsterilir
[1].
Tamm 2.2.6 (K, +,.) bir cisim olmak iizere V = K" alinirsa (K2%,Q) ikilisine standart
simplektik uzay denir [1].
Ornek 2.2.3. k € N i¢in K cismi iizerinde (2n+k) boyutlu bir U vektdr uzay1 vardir dyle ki
QLUxU-K
doniisiimii anti-simetrik, bilineer ve rankQ = 2n olsun. Q nin sifirlayan1 (annihilatorii)
Up={ueU:Q(u,w)=0; Yw e U}
ve rankU, = k dir. & nin U/U,, iizerine kisitlanmas ile Q simplektik formu elde edilir.
Boylece (V, Q) simplektik uzayma, (U, Q) uzaymn indirgenmisi denir [1].
Tanmm 2.2.7. Eger (o, ) = 0 ise o, B vektorlerine simplektik ortogonaldir denir. Aksi
durumda simplektik adjointtir denir [1].
Tamim 2.2.8. H bir lineer operatdr olmak iizere keyfi o, B vektorleri igin ,
(o, Flg) = (B, Fy)

sartn1 saglayan H lineer doniisiimiine bir Hamilton operatorii denir [1].
2.3. Simplektik i¢ Carpim

Tamm 2.3.1.u = (x,..,x%y%, ..,y"), v = (&, .., 8% wl, .., wh) €IR*™

vektorleri i¢in simplektik i¢ carpim

<upv>=Q(u,v) =ufjv = ¥, (xiw! AylE) (2.2)
seklinde tanimlanir. Burada ] = ( _(; I(I)l ) ile verilir [3].
n

Tamm 2.3.2. IR* de simplektik i¢ garpim x = (X1,X2,X3,X4) Ve ¥ = (V1,¥2, V3, V4) €
IR*
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olmak lizere

<X,Y>=X1y3 T X¥4 — X3Y1 — X4Y2
seklinde tanimlanir [11,12].
Bu c¢alismanin bu kismindan sonra aksi belirtilmedikge simplektik i¢ c¢arpim

kullanilacaktir.

Tamm 2.3.3. Bir {ay, ..., a,,} simplektik cat1 , her z € IR?" noktasini siral1 bir {ay, ..., ap}
tanjant vektorlerine karsilik getiren IR?" deki lineer catilarin diferensiyellenebilir bir kesiti
yardimtyla tanimlanir. Yani,

(ai, aj) = (@j4n Aj4n) = 0, 1<ij<n

(aj,aj4n) =0, 1<i#j<n

ve

(ap ajpn) =1
dir [3].

Tanim 2.3.4. Bir simplektik ¢at1 i¢in yap1 denklemleri 1 < i,j < n olmak iizere,

n n
da; = Z Wigag + Z Oikak+n
k=1 k=1

ve
n n
dajyn = Z djay — Z Wikak+n
k=1 k=1

05 = 0;;i , Dy =Dy

seklindedir. Burada

dir [3].

Bundan sonraki boliimlerde nokta ile keyfi t parametresine gore tiirevler
gosterilecektir.
Tamm 2.3.5. I c IR agik bir aralik olmak tiizere,

(2(6),2(6)) # 0

(te D) ve (yani non- dejenere) sartim1 saglayan z:1 — R2" regiiler diferensiyellenebilir
egrisine simplektik regiiler egri denir [3].
Tamm 2.3.6 . [ < IR acik bir aralik ve (ty € I) olsun. Bir simplektik regiiler z egrisinin s

yay uzunlugu
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s(t) = J (2(t),2(t) /3 dt (2.3)

seklinde tanimlanir. Eger
fttlz(Z(t),Z(t)Ws dt=t,—t; ,(t,t, €D t, <t, (2.4)

ise simplektik bir z regiiler egrisi simplektik yay uzunlugu ile parametrelendirilmistir denir
[3]. Ayrica (2.4) denklemin den (z(t), Z(t)) = 1 oldugu kolayca goriilebilir. Simplektik yay
uzunlugu parametresi diizlemsel egriler i¢in equaffine yay uzunluguna karsilik gelir.
s ile simplektik yay uzunluguna gore tiirevler gosterilecektir. s, t, baslangi¢c noktasina
bagli olmasina ragmen simplektik yay uzunlugu elementi

ds = (2(t),2(t)) /3 dt (2.5)

ve

(), 2(0) g (2.6)
tirev operatori ile ilgili degildir. Asagidaki dnerme gosterir ki genelligi kaybetmeden
herhangi bir simplektik regiiler egri simplektik yay uzunlugu ile yeniden
parametrelendirilebilir.

Ornek 2.3.1. z: I - IR* olmak iizere
2?28
$W=Cy33ts)
seklinde tanimlanan egri icin
z(t) = (Lt + th)
ve
7(t) = (0,1,2t, 2t + 4t3)
olup
<z(),z(t) >* 0
oldugundan z egrisi regiiler simplektik egridir.
Ornek 2.3.2. z : I » IR* olmak iizere
Z (s) = ( —sins, sins, coss, sins )
seklinde tanimlanan egri i¢in
z'(s) = ( —coss, coss, —sins, coss )
ve
z''(s) = (sins, —sins, —coss, —sins )
olup
<z'(s),z"(s) >=1
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oldugundan z egrisi yay uzunluklu simplektik egridir.

Onerme 2.3.1. z:1 — IR?" bir simplektik regiiler egri olsun ve bu egrinin simplektik yay
uzunlugu s olsun. O zaman s yay parametresi ile parametrelendirilen h inverse fonksiyonu
vardir, hatta w = zoh : T > IR?" bileske fonksiyonu da simplektik yay uzunlugu ile
parametrelendirilir [3].

Ispat. z, simplektik regiiler oldugundan, I aralig1 iizerinde s, t nin bir kesin monoton

fonksiyonudur. Dolayisiyla h: T — 1 seklinde ters fonksiyon tanimlidir. Ayrica

dw - d2 d?h
W’=E=(Z,i) 33 , w' = =(2,7) ’f3 5 +§Z
dw d?w Z
<E’F> = ((. o s )

dir. Bu da ispat1 tamamlar.
Tamm 2.3.7. z:1 - IR?" simplektik yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir simplektik

regiiler egri olsun. Bu taktirde {a,, ...,a,,} simplektik ¢atis1 vardir ve

d d2
a1 = d_z ) dn+1 = d_sj ) (2.7)
ve
dap
Ky =( ad =, an41) (2.8)
dir.
Her bir 1 <j <n-—2igin
dap
a]+1 —_ _+] - K a] (1 jl)aj_l (29)
da;
Hjp1 = —( f:ajﬂ ) (2.10)
seklinde tanimlanir. Ayrica, eger Hj;; # 0 tim 1 <j < n — 2 i¢in
1 da;
dnt+j+1 = Hips f (2.11)
ve
dap
K]+1 = +]+1;<?1n+j+1) (2.12)
dir [3].

Tamm 2.3.8. z:1 - IR?" simplektik yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir simplektik
regiiler egri olsun. a, ve a,, Frenet vektorleri ve Hy, K,, yap1 fonksiyonlar1 asagidaki
gibidir.

dazn—1

an = d_s_ - Kn—lan—l - (1 - 8n—1,1)an—2 (2'13)
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(aii a2n) =0 , (an+ii a2n) =0 , 1<i<n-—-1 (214)

dap
(an'aZH) =1 ) (;S ;aZn) = 0
dap dazn
Hn = - < :S 1a1’1) ) Kn = < :2 :aZn) (215)

simdi z nin ortonormallik sartinin saglandigini kontrol edelim [3].

Onerme 2.3.2. z:1-IR?™ simplektik yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir
simplektik regiiler egri olsun. Hj,; # 0 (tiim 1 <j <n—2 ) sartiz1 saglayan goriintiisii
(ay, ...,ayp) catisi simplektiktir [3].

Ispat. Ispat tiimevarim metodu ile yapalim. Tanimdan ,

(ap,a1) = (@nypans) =0 (agapns1) =1 (2.16)
dir. Bazi 1<j<n-—2 ve tim 1<i,]1<j i¢cin yukaridaki ortonormallik sartlarini
saglayan ay, ... j, ..., 41, - ) Any Frenet vektorleri i¢in

(a,a) =0 , (apa) =6;=—(apsnai),  (Antpan) =0 (2.17)
olsun. aj;; Ve apj41 cat1 vektorlerinin ay, ... aj, ..., an41 Gat vektorleriyle ilgili olan gerekli

otonormallik sartlarini sagladigi gosterilmelidir. Tiimevarim yontemiyle (2.9), (2.10),

(2.11), (2.12) esitlikleri kullanilarak,

dap i
(@jrp ) = (2 = Kjaj — (1 = 8)aj_s; )
ve
dap4i d
= <T+];al) = - (an+j,£) = H(ap4j,an41) =0
elde edilir. Benzer olarak
dap
(aj+1,an41) = —(an4j, ZSH) — K8 — (1 - 8;1)8j-11 (2.18)

dir.
Eger 1 =j ise (2.11), (2.12) denklemleri kullanilarak, (2.18) denkleminin sol tarafinin 0
oldugu elde edilir. Eger 2 <1 < jise (2.9), (2.10), (2.18) hipotezi ile birlikte

(@j4+1,@n+1) = =141 — Oj1—1 + 8118j1-1 — &j—11 + 6;18_1; = 0
oldugunu verir.

Sonolarak 1 = 1 <jise (2.9), (2.10) denklemleri kullanilarak,
dap
(aj+1: apy) = — <an+j'%> - K]5j1 - (1 - 8j1)5j—1,1
= (an+j'az + Kja;) — 5j—1,1 =0
elde edilir. Ortonormallik sartlarindan kalanlarin ispat1 benzerdir. Adapted simplektik cati

onceden tanimlanan herhangi bir simplektik regiiler egrinin bir Frenet catist olarak
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diisiiniilebilir. Bu cat1 i¢in yap1 denklemleri Ho, ..., H, ve Ky, ..., K}, , 2n-1 fonksiyonlarinin
simplektik regiiler egriler i¢in simplektik egriliklerin roliinii oynadigini gosterir. (2.8),
(2.9), (2.10), (2.11), (2.12) ve (2.13) denklemlerinde H,, ..., H, ve K4, ..., K,, simplektik
egrilikleri geometrik olarak bir vektor ¢iftinin gerdigi diizlemden sapma miktar1 olarak

e . d ) . )
yorumlanabilir. Ornegin; K; = 0 ise % Ve a,, tarafindan gerilen 2-diizlem Lagrangian

diizlemidir.
Onerme 2.3.3. z:1 - IR?" simplektik yay uzunlugu ile parametrelendirilmis Hj;; #0
(tim 1 <j < n-—2) sartin1 saglayan bir simplektik regiiler egri olsun. Bu taktirde z nin

Frenet ¢atis1 asagidaki sekilde tanimlanir [3].

da; _ da; _ .
E—anﬂ , E—Hianﬂ 2<i<n
dant+1 _ dapyj .

B =Kja; +a, , T =aj_; +Kjay+ajy; 2<j<n-1
dazn

5 —an-1t KLa, (2.19)

Ispat. Bu denklemler benzer oldugu icin yalmzca birkacinin ispat1 yapilacaktir. Digerleri
benzer yontemle yapilabilir. Birinci yap1 denklemi (2.3.4) taniminin direkt bir sonucudur.
Ayrica ikinci yapr denklemleri 2 <j<n-—1 i¢in (2.3.8) ve (2.3.9) taniminin direkt

sonucudur. O halde yap1 denklemlerini ispatlamak i¢in kabul edelim ki,

dap
ds = Hpazy

ve

day
% = Yiz1 %43; + Xitq Bidnsi
olsun. Bu durumda (2.14), (2.15) denklemlerinden a, =0 olur. 1 <i<n —1 i¢in (2.9),

(2.10) ve (2.13) denklemleri kullanilarak
o = (T2, ans) = — (ap, —2)
= —(ep aj41 + Kjaj + (1 — 8j13;-1)) = 0
bulunur. Bu ifade (2.15) denkleminden, 8, = H,, oldugunu ifade eder. Son olarak 1 < i <
n — 1 igin (2.11), (2.12) ve (2.7) denklemleri kullanilarak,
da, da;

Bi = - <_Zig_’ ai) = <a11':3;;) =0

bulunur. Digerlerinin ispat1 benzer sekildedir. Boylece (2.19) denklem sistemleri
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H,
Hj
B = kl 1 Hn
1 k, 1
1 ks 1
1 k,
olmak tizere

da; ai

ds .

: =B : (2.20)
dazn

ds d 2n

seklinde yazilabilir. Burada Frenet formiilleri kullanilarak, Oklid uzayinda egriler
teorisinin varlik ve teklik teoremine benzer sekilde simplektik regiiler bir egrinin de varlik
ve tekligi ispatlanabilir.

M = IR* olmas1 durumunda, sabit lokal simplektik invaryantli simplektik regiiler egriler
icin Frenet formiillerini goz oniine alalim. Bu durum simplektik egrilerin incelenebilecegi
en diisiik boyuttur. Sabit invaryanth egriler disiiniildiigli zaman konikler iyi birer 6rnektir.
Hatta bu en diisiik boyut sabit simplektik egrilikli egrilerin 4-degiskenli afin simplektik
gruplarin 1-parametreli alt gruplarin yoriingesi oldugunu ifade eder. 4-boyut olmasi

durumunda Frenet denklemleri matris formunda

a;(s) 0 0 1 0 a;(s)
dfa |_[ o 0 0 Ha(s) |[ az(s)
ds| asz(s) | | ky(s) 1 0 0 az(s)

a,(s) 1 ka(s) 0 0 ay(s)

seklindedir [3].
Daha acik bir ifadeyle

a3 (s) = az(s)
ay(s) = Ha(s)au(s)
as(s) = ky(s)a;(s) + ax(s) (2.21)
ay(s) = a;(s) + ka(s)az(s)
Ornek 2.3.3. z(s) = \%(sinhs, %sz + 2s, coshs, %sz —2s) egrisinin  Frenet

denklemleri ve egrilikleri hesaplanirsa,
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1
a;(s) =z'(s) =—5(coshs,s+2, sinhs,s —2)

\/—
ve
as(s) =z"(s) = % (sinhs,1, coshs, 1)
oldugundan,

(a1(s),az(s)) =1
olup verilen egri simplektik yay uzunluklu bir simplektik egridir.

Benzer sekilde

1
a,(s) = ——=(4coshs,—(s+ 2), —4sinhs,—(s — 2
2(s) 5\/3( ( ) ( )
ve

a.(s) = %(%inhs, —1, 4coshs, —1)

oldugu hesaplanir. Boylece

k;(s) = (a3'(s),az(s)) =

)

ky(s) = (a,4'(s),a4(s)) =

5
Hz(s) = —(az(s),a2(s)) = 5

)

1
5
4

25

bulunur.
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3. HELIiSLER VE SLANT HELIiSLER

Bu béliimde ozellikle [13] Jinhua Qian and Young Ho Kim, ve [14] Ahmet T.Ali, Rafeal
Lopez, Melih Turgut tarafindan 4-boyutlu uzaylarda tanimlanan Helis ve Slant Helis
karakterizasyonlar1 simplektik egriler i¢in incelenmis ve bazi yeni teoremler ifade ve ispat
edilmistir.

Tamm 3.1.1. z(s), IR* uzaynda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),a5(s),a,(s)} Frenet catis1 ile verilmis simplektik bir egri olsun. IR* {in
stfirdan farkli sabit bir u vektorii i¢in eger,

(a;(s),u) = sabit ise 0- tipinden slant helis ,

(a,(s),u) = sabit ise 1- tipinden slant helis,

(a3(s), u) = sabit ise 2- tipinden slant helis ,

(as(s), u) = sabit ise 3- tipinden slant helis
olarak adlandirilir.

0-tipi slant helisler genel helis ve 1-tipi slant helisler slant helis olarak adlandirilir.

3.1 Helisler ve Karakterizasyonlar:

Teorem 3.1.1. z(s), IR* uzaymda {a,(s), a,(s), as(s), a,(s)} Frenet catisi ile verilen bir
simplektik egri olsun. k;(s) # 0,k,(s) # 0 ve H,(s) = sabit egriliklerine sahip z(s) O-
tipinden simplektik egri ise

ki (s)

= sabit
k,(s)

dir.
Ispat. Kabul edelim ki z(s) O-tip slant helis olsun. O taktirde
(a;(s),u) = sabit = ¢
olur. Eger
u = caz(s) + uygas(s)
seklinde secilip s ye gore tiirevi alinirsa ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
0 = c(ky(s)ay(s) +az(s)) + uzas(s) + us(ai(s) + kz(s)az(s))
veya

cki(s)+u, =0



u, =0

c+ U4k2(5) = 0

elde edilir.
u, =0
ise u, = ¢, alinirsa
k(s
1) = sabit
k,(s)

elde edilir.
Sonuc¢ 3.1.1. Bu teorem 1<i <4 olmak iizere a;-tipinden slant helislerinin hepsi igin
gecerlidir. Yani tiim slant helislerde

ki (s)

= sabit
Kk, (s)

dir.
Ispat. Kabul edelim ki z(s) 1-tipinden slant helis olsun. O zaman
(az(s),u) = c
olup,
u = uzas(s) + cay(s)
secilir ve tiirev alinirsa,
0 = uzas(s) + uz(ky(s)as(s) + ax(s)) + c(ai(s) + ka(s)ax(s))
ve Frenet formiilleri kullanilirsa,
0 = uzaz(s) + (uzki(s) + c)a;(s) + (uz + cky(s))az(s)

elde edilir. Buradan

bulunur. Boylece

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

2-tip slant helis ve 3-tip slant helis i¢in ispat benzer yontemle yapilabilir.
Teorem 3.1.2. z(s), IR* uzayinda {a,(s),a,(s),a3(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilen bir
simplektik egri olsun. k;(s) # 0,k,(s) #0 ve H,(s) = sabit egriliklerine sahip z(s)

simplektik egrisinin helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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a"(s) = [ky"(s) +k§(s) + Hy()]ay (s) + 2k;'(8)as(s) (3.)
diferensiyel denkleminin saglanmasidir.
Ispat. z(s), IR* uzayinda{a;(s),a,(s),as(s),a,(s)} Frenet catili bir simplektik egri

oldugundan Frenet denklemlerinden

a;'(s) = az(s) (3.2)
yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa,
a;"'(s) = ky(s)a;(s) + az(s) (3.3)
elde edilir. (3.3) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
a;"""(s) = ky'(8)a;(s) + ky(s)az(s) + Hy ay(s) (34)

ve son kez tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,
a™(s) = [k} (s) + k2(s) + H,(s)]a (s) + [Ky(s) + ko (s)H,(s)]az(s) +

2k;'(s)as(s) + Hy'(s)a,(s) (3.5)
bulunur. H,(s) = sabit ve z(s) bir helis oldugundan

I;Esi = —H,(s) (3.6)
kabul edilirse,
a™(s) = [k () + kE(s) + Hy(9)]ay (s) + 2ky'(s)as(s)
bulunur. Tersine
a™(s) = [k{/ () + ki (s) + Ha(9)] a1 (5) + 2k, ' (S)az(s)
diferensiyel denkleminin saglandigi kabul edilsin. Frenet denklemlerinden

a1(s) = —=[a3(s) —ay(s)] (3.7)

yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa ve gerekli

k (s)

diizenlemeler yapilirsa,

’ _ _kl1(5) " Al
a1(s) = (1 ) a® + (o5 ) [a5 () — ay(9)] (3.8)
elde edilir. Bu ifadenin bir kez daha tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa ,
—H;(s)k;(s) Hy/(s)
af () = ki ()ar (s) + | 2222 | ay(s) + | 2 | aa(®) (3.9)
bulunur. Diger taraftan Frenet denklemlerinden
a7 (s) = kqi(s)as(s) + az(s) (3.10)
dir. (3.9) ve (3.10) denklemleri taraf tarafa esitlenirse,
lel(S) -0
ky(s)
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ve

—Hy(s)ka(s) 1 _
[—kl(s) =1 (3.11)

k1 (s)
ka(s)

elde edilir. Buradan H,(s) = sabit ve = sabit bulunur. O halde z(s) simplektik egrisi

bir helistir.
Sonug¢ 3.1.1. z(s), IR* uzayinda {a;(s),a,(s),as(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilen bir
simplektik egri olsun. Eger z(s), H,(s) = sabit olan bir dairesel helis ise
al"(s) = Aa, (s) (3.12)

dir. Burada A = k,%(s) + H,(s) = sabit dir.
Ispat. z(s) bir dairesel helis ise k,(s) = sabit ve k,(s) = sabit olacagindan dogrudan
hesaplamalarla (3.12) denklemi bulunur.
Teorem 3.1.3. z(s), IR* uzayinda {a;(s),a,(s),as(s),as(s)} Frenet catisi ile verilen bir
simplektik egri olsun. k;(s) # 0,k,(s) #0 ve H,(s) = sabit egriliklerine sahip z(s)
simplektik egrisinin helis olmasi igin gerek ve yeter sart

ay'(s) = (1 + k3 (s) — ky(s)kz(s))az(s) + ( 2k;(s)Hs(s))as(s) (3.13)
diferensiyel denkleminin saglanmasidir.
Ispat. z(s), IR* uzaymnda {a;(s),a,(s),as(s),a,(s)} Frenet gatili bir simplektik egri

oldugundan Frenet denklemlerinden

ay(s) = a1(s) + kp(s)az(s) (3.14)
yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
ay (s) = az(s) + ka'(8)ay(s) + ka(s)Hz(s)as(s) (3.15)
elde edilir. (3.15) denleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
a3 (s) = (ki (s) + ko ($)Ha(s)) a1(s) + (1 + K5 (s) ) + Kz (s)Hp(s)as(s) (3.16)
bulunur. H,(s) = sabit ve z(s) bir helis oldugundan,
K
=~ Hy(s) (3.17)

kabul edilirse,

ay'(s) = (1 +Kk5(s) =k ()ka(s))az(s) + ( 2k5(s)Hs(s))as(s)
bulunur.

Tersine

ay'(s) = (1 + k3 (s) — ky(s)ka(s))az(s) + ( 2k;(s)Hs(s))as(s)
diferensiyel denklemi saglansin. Frenet denklemlerinden
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22(8) = 5 [a4(s) —ai(s) ] (3.18)

yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

ah(s) = — 29 () + —[ay(s) —as(s)]

" ka(s) ka(s)
elde edilir. Bu ifadenin bir kez daha tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
12} k
a3(s) = [ 22 | a1 (®) + [~ki ()] (5) (319)
2
bulunur. Diger taraftan Frenet denklemleri kullanilirsa
az (s) = Hz(s)a,(s) + Hy(s)a;(s) + Hy(s)ka(s)ax(s) (3.20)
dir. (3.19) ve (3.20) denklemleri taraf tarafa esitlenirse,
H,(s) =0 ise H,(s) = sabit (3.21)
ve
ki(s)
oE H,(s) (3.22)

elde edilir. O halde z(s) simplektik egrisi bir helistir.
Sonu¢ 3.1.2. z(s), IR* uzaymnda {a;(s),a,(s),as(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilen bir
simplektik egri olsun. Eger z(s) , H,(s) = sabit olan dairesel bir helis ise
ay' (s) = pay(s) (3.23)

dir. Burada p = ( 1 — ky (s)k(s)) = sabit dir.
Ispat. z(s) bir dairesel helis ise k,(s) = sabit ve Kk,(s) = sabit olacagindan (3.13)
denkleminden direkt hesaplamalarla (3.23) denklemi bulunur.
Teorem 3.1.4. z(s), IR* uzayinda {a,(s),a,(s),a3(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilen bir
simplektik egri olsun. k;(s) # 0,k,(s) # 0 ve H,(s) = sabit egriliklerine sahip z(s)
simplektik egrisinin helis olmast igin gerek ve yeter sart

ay'(s) = Hy(s)az(s) + Hy(s)kz(s)az(s) — Ha(s)kq(s)as(s) (3.24)
diferensiyel denklemini saglamasidir.
Ispat. z(s), IR* uzayinda {a;(s),a,(s),as(s),as(s)} Frenet cats1 ile verilen bir simplektik

egri oldugundan Frenet denklemlerinden

az(s) = Hy(s)as(s) (3.25)
yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa ,
az (s) = Hy(s)a,(s) + Hy(s)a; (s) + Hy(s)kz(s)az(s) (3.26)

elde edilir. (3.26) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa ,
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ay'(s) = [2Hz(s)]a1(s) + [ 2Hz(s)k,(s) + Ha(9)kz(s)]az(s) + [Hz(s)]az(s) +

[H5 (s) + ka2 (s)H, 2 (s)]as(s) (3.27)
bulunur. H,(s) = sabit ve z(s) bir helis oldugundan,
k1(S) _ _
kZ(S) - HZ (S)
kabul edilirse ,

a3’ (s) = Hz(s)az(s) + [Hz(s)kz(s)]az(s) — [Hz(s)ky(s)]as(s)
bulunur. Tersine

a3’ (s) = Hz(s)az(s) + [Hz(s)kz(s)]az(s) — [Hz(s)ky(s)]as(s)
diferensiyel denklemi saglaniyorsa z(s) in bir helis oldugu gosterilmelidir. Frenet

denklemlerinden

1
Hy(s)

au(s) = a,'(s) (3.28)

yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alimip Frenet denklemleri kullanilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

4(5) = [ 0, (5) + [ZED 1, () + Ky(5)] ax(8) + a3 ()] | (FH2) Hals) +

H(s) Hy(s) sz(s)
—H(8)\ 14/
(G52 1) - k)] aa(s) (3.29)
bulunur. Diger taraftan Frenet denklemlerinden
ay(s) = ky(s)az(s) + az(s) + ka(s)Hz(s)as(s) (3.30)
dir. (3.29) ve (3.30) denklemleri taraf tarafa esitlenir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
H,(s) = sabit (3.31)
ve
ki(s) _ _
oE Ha(s) (3.32)

elde edilir. O halde z(s) simplektik egrisi bir helistir.
Sonug¢ 3.1.3. z(s), IR* uzayinda {a,(s),a,(s),az(s),as(s)} Frenet catis1 ile verilen bir
simplektik egri olsun. Eger z(s), H,(s) = sabit olan dairesel bir helis ise

a3’ (s) = c1a3(s) + cza4(s) (3.33)
dir. Burada c; = H,(s) ve c, = —k;(s)H,(s) sabitlerdir.
Ispat. z(s) dairesel bir helis ise k,(s) = sabit ve k,(s) = sabit olacagindan (3.24)

denkleminden direkt hesaplamalarla (3.33) denklemi bulunur.
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3.2. Slant Helisler ve Karakterizasyonlari

Teorem 3.2.1. z(s), IR* uzayinda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), O-
tipinden bir slant helis ise H,(s) = sabit olmak tizere

ki (s) — Hy(s)k;(s)kz(s) + Hp(s) = 0 (3.34)
esitligi saglanir.

Ispat. z(s) bir O-tipinden slant helis oldugundan

(a;(s),u) = sabit =c (3.35)
dir. Bu esitligin s ye gore tiirevi alinirsa ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
(az(s),u) =0 (3.36)
elde edilir. Tekrar s ye gore tiirev alinirsa ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
(a1(s),u) = —cky(s) (3.37)
bulunur. Bu ifadeden s ye gore tekrar tiirev alinip ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
(as(9),w) = s ke (9) (3.38)

olur. (3.38) denkleminin son kez s ye gore tekrar tiirevi alinirsa
k7' (s) — Ha(s)k1(s)k,(s) + Hp(s) = 0
bulunur.
Sonu¢  3.2.1. z(s), IR* uzaymnda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a:(s),a,(s),a3(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir O-tipi slant helis ise

H,(s) = sabit olmak tizere

k7 (s) —k3(s)Hz(s) =1 =0 (3:39)
dir.
Ispat. z(s) bir O-tipi slant helis oldugundan ayni zamanda bir genel helisdir. Yani
kq(s)
= sabit
ka(s)
dir. Eger
kq(s)
=—H
kz (S) 2 (S)

kabul edilirse (3.39) denklemi bulunur.
Sonu¢ 3.2.2. z(s), IR* uzayinda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir O-tipi slant helis ise

H,(s) # 0 sabit olmak lizere, eger k,(s) # 0 sabit ve k,(s) # 0 sabit ise
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1
ky(s)

a) ky(s) =
veya

b) H,(s) =

_ 1
k2?(s)

dir.
Ispat. Eger k,(s) # 0 sabit ve k,(s) # 0 sabit ise (3.34) ve (3.39) denklemlerinden
kolaylikla bulunur.
Teorem 3.2.2. z(s), IR* uzayinda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), 1-
tipinden bir slant helis ise H, (s) = sabit olmak tizere

K5 (s) —ki(s)ky(s)+1=0 (3.40)
bulunur.

Ispat. z(s), 1-tipinden slant helis oldugundan,

(az(s),u) = sabit = ¢ (3.41)
dir. Bu esitligin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa
(ag(s)u) =0 (3.42)
bulunur. (3.42) denkleminde tekrar s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa
(a1(s),u) = —cky(s) (3.43)
elde edilir. Buradan s ye gore tiirev alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa
(az(s),u) = —ck;'(s) (3.44)

ve (3.44) denkleminde son kez s ye gore tiirev alinirsa ve (3.41) ile (3.43) denklemleri gz
Oniine alinirsa

k3 (s) —ki(s)ka(s) +1=0
bulunur.
Sonu¢ 3.2.3. z(s), IR* wuzaymda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), 1-
tipinden bir slant helis ise k,(s) # 0 , k,(s) # 0, H,(s) # 0 sabitler olmak tizere,

ki(s) =

1
kz(s)
olur.

Ispat. (3.40) denkleminden direkt hesaplama ile bulunur.
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Teorem 3.2.3. z(s), IR* uzayinda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), 2-
tipinden bir slant helis ise H,(s) = sabit olmak tizere

(k7' (s) + Hy(s)—Hz(s)k; (s)kp(s)){a;(s),u) = —2k;'(s)c  (3.45)
denklemi saglanir. Burada c sabittir.

Ispat. z(s), 2-tipinden bir slant helis oldugundan,

(az(s),u) = sabit = ¢ (3.46)
dir. Bu esitligin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa,

kq(s)(a1(s),u) + (az(s),u) = 0 (3.47)
bulunur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinir (3.46) ve Frenet denklemleri kullanilirsa,

ki(s){ai(s),u) + ki (s)c + Ha(s)(as(s),u) = 0 (3.48)
elde edilir. (3.48) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (3.47) ve Frenet denklemleri
kullanilirsa

(k7 (s) + Ha(s)—=Hz()kq ()kz(s))(a1(s), u) = =2k, '(s)c

elde edilir.

Sonu¢ 3.2.3. z(s), IR* wuzaymda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet gatisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), 1-
tipinden bir slant helis ise k;(s) # 0 , k,(s) # 0, H,(s) # 0 sabitler ve (a;(s),u) # 0

olmak tzere

1

ki(s) = Ky (3)

olur.
Ispat. (3.45) denklemiden direkt hesaplama ile bulunur.
Teorem 3.2.4. z(s), IR* uzayinda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a:(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet catisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), 3-
tipinden bir slant helis ise H,(s) = sabit olmak tizere
(k2 (s) — k1 (8)ka(s) + 1)(az(s),u) = —2ck,'(s)H,(s) (3.49)

denklemi saglanir. Burada c sabittir.
Ispat. z(s), 3-tipinden bir slant helis oldugundan,

(as(s),u) = sabit = ¢ (3.50)
dir. Bu esitligin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa ,

(a1(s),u) + kp(s){az(s),u) =0 (3.51)

bulunur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinir (3.50) ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
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(az(s),u) + ky'(s)(az(s), u) + kz(s)Hy(s)c = 0 (3.52)
elde edilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinir ve (3.50), (3.51) ve Frenet denklemleri
kullanilirsa,

(k3 (s) — k1 (8)kz(s) + 1)(az(s), u) = —2ck,'(s)H,(s)
elde edilir.

Sonu¢ 3.2.3. z(s), IR* wuzaymmda s yay parametresi ile parametrelendirilmis
{a;(s),a,(s),az(s),a,(s)} Frenet gatisi ile verilmis bir simplektik egri olsun. Eger z(s), 1-
tipinden bir slant helis ise k;(s) # 0 , k,(s) # 0, H,(s) # 0 sabitler ve (a,(s),u) # 0

olmak lzere

1
ki(s) = e

olur.

Ispat. (3.45) denkleminden direkt hesaplama ile bulunur.

Ornek 3.2.1 . z(s) = (coss, e’,—sins, e™) egrisinin bir dairesel helis oldugunu
gosterilerek

ky(s)
ky(s)

= —H,(s)

bagintis1 elde edilecektir.
a;(s) =z'(s) = (—sins,e’,—coss,—e™%)
ve
as(s) =z"(s) = (—coss, e’ sins,e™5)
oldugundan,
(a1(s),a3(s)) =1
olup verilen egri simplektik yay uzunluklu bir simplektik egridir.
Benzer sekilde
a,(s) = (4sins,—2e5,4 coss,2e™)
ve
as(s) = (— % coss,i es, % sins, i e )
oldugu bulunur. Boylece
kq(s) = (as'(s),az(s)) = 3 (3.53)
ve

kz(s) = (a,(s), a4(s)) = 2 (3.54)
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dir ve boylece k;(s) ve k,(s) egrilikleri sabit olup z(s) egrisi dairesel helistir. Diger

taraftan benzer yontemle hesaplamalarla

Hy(s) = —(az(s),az(s)) = —8 (3.55)
bulunur. Boylece (3.53), (3.54) ve (3.55) denkleminden
kq(s) _
e -2

elde edilir.
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4. SIMPLEKTIK EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI

Bu boliimde Miislim AYKUT AYGUN [15] iin Minkowski uzayimnda baz1 egrilerin
karakterizasyonlar1 adli doktora  tezinde yapilan c¢alismalar simplektik egrilere

uygulanmigtir.
4.1. Simplektik Egrilerin Baz1 Alt Uzaylarda Kalmasi i¢in Karakterizasyonlar

1. Durum. Oncelikle simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a5(s),a,(s)} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A

ve u diferensiyellenebilir fonksiyonlar igin
z(s) = M(s)az(s) + u(s)as(s) (4.1)
yazilabilir. (4.1) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa ,
z'(s) = N'(s)az(s) + W (s)as(s) + A(s)az(s) + pls)ay(s)
olur. Frenet denklemleri kullanildiginda,
2'(s) =N (s) az(s) + W (s)as(s) + A(s) (k1 (s)as (s) + az(s))u(s)(as (5)
+kz(s)az(s))
ve buradan
z'(s) = X'(s) az(s) + w'(s)as(s) + Als)k1(s)a1(s) + A(s)az(s) + pls)a; (s)
+ u(s)kz(s)az(s)
= (A()ky(5) + 1(s))as (s) + (A() + u(s)kz(5))az(s) + X' (s) az(s) +

W' (s)as(s) (4.2)
elde edilir. Bu son esitliklerden asagidaki denklemler yazilabilir:
A(s)=0
W(s)=0 4.3)

A()ky(s) +u(s) =1
A(s) + u(s)k,(s) = 0.

A'(s) = 0ise A(s) = sabit = c; ve u'(s) = 0 ise u(s) = sabit = c,
elde edilir. Boylece (4.3) denkleminin tiglincii ve dordiincii denklemlerinden k4 (s) = sabit

k,(s) = sabit ve k,(s) = k;(s) elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.1. z(s), IR* de bir simplektik egri olsun. z(s) nin IR* uzayinin {a5(s),a,(s)}

tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart k; (s) = sabit k,(s) = sabit

ve k;(s) = ﬁ olmak iizere

z(s) = cja3(s) + cya,(s) (4.4)
seklinde olmasidir. Burada c; Ve c, reel sabitlerdir.
2. Durum. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a,(s),as(s)} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine baghi A ve p
diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
z(s) = A(s)ay(s) + p(s)as(s) (4.5)
yazilabilir. (4.5) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,
z'(s) = N (s)az(s) + W (s)az(s) + A(s)Hz(s)as(s) + u(s)(ki(s)a;(s) +ax(s))
= N(s) az(s) + W' (s)az(s) + A(s)Hz(s)as(s) + nls)(kqi(s)ai(s)) + uls)az(s)
= u(s)ky(8)as(s) + (X'(s) + p(s))az(s) + ' (s)az(s) + A(s)Hz(s)as(s)
= u(s)ky(s)az(s) + (A'(s) + 1(s))az(s) + W'(s) az(s) + A(s)H(s)as(s)
elde edilir. Bu son esitliklerden asagidaki denklemler yazilabilir:

u(s)k,(s) =1

N()+u(s)=0 l
W) =0

A(s)H,(s) = 0.

Buradan p'(s) = 0 ise u(s) = ¢ = sabit dir. Boylece (4.6) nin ikinci denkleminden A(s) =

(4.6)

cs + ¢, c,e R bulunur. (4.6) denkleminin son denkleminden H,(s) = 0 bulunur. Oysa
H,(s) # 0 oldugunda ¢6ziim olmadig1 goriiliir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.2.  IR* uzayinin {a,(s),as(s)} tarafindan gerilen alt uzaymda yatan bir
simplektik egri yoktur.
3. Durum. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a,(s),a,(s)} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve p
diferensiyellenebilir fonksiyonlar igin
z(s) = A(s)ay(s) + p(s)as(s) (4.7)
yazilabilir. (4.7) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,
z'(s) = N(s)az(s) + W' (s)as(s) + A(s)Hz(s)as(s) + u(s)ai (s) + nls)kz(s)az(s))
= u(s)as(s) + (X' (s) + u()kz(s))az(s) + (W' (s) + A(s)Hz(s))ay(s)
= u(s)ay(s) + (X' (s) + u(s)kz(s))az(s) + (W' (s) + A(s)Hz(s))ay(s) (4.8)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir.
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uis) =1
N (s) + u(s)ky(s) = 0 (4.9)
W(s) +A(s)Hy(s) = 0

Eger u(s) = 1 ise ikinci denklemden A(s) = k(s)s + ¢; c;€ R bulunur. Bu ifade tgiincii
denklemde yazilirsa H,(s) = 0 bulunur. Oysa H,(s) # 0 oldugunda ¢6ziim olmadigi
goriliir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.3. IR* uzaymnin {a,(s),a,(s)} tarafindan gerilen alt uzayinda yatan bir
simplektik egri yoktur.
Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.4. z(s), IR* de bir simplektik egri olsun. Bu takdirde IR* uzaymm
a) {a;(s),a,(s)} ile gerilen alt uzayinda yatan bir simplektik egrisi yoktur.
b) {a;(s),az(s)} ile gerilen alt uzayinda yatan bir simplektik egrisi yoktur.
c) {a;(s),a,(s)} ile gerilen alt uzayinda yatan bir simplektik egrisi yoktur.
Ispat. a) z(s) egrisinin
z(s) = A(s)ay (s) + p(s)ax(s)
oldugu kabul edilsin. Eger bu ifadenin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri
kullanilirsa
z'(s) = X'(s)a;(s) + 1'(s)az(s) + A(s)ai(s) + u(s)az'(s)
elde edilir. Buradan
z'(s) = X' (s)a;(s) + W (s)az(s) + A(s)az(s) + p(s)Hz(s)as(s)
ve
NE)=1,1(6)=0,A6s)=0,u(s)=0
sonucuna varilir ki, bu da aym anda olamayacagindan, IR* uzaymm {a;(s),a,(s)} ile
gerilen alt uzayinda yatan bir simplektik egrisi yoktur.
b)  z(s) =A(s)a;(s) + u(s)as(s)
oldugu kabul edilsin. Eger bu ifadenin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri
kullanilirsa,
z'(s) = N'(s)ay (s) + W (s)az(s) + A(s)a;'(s) + u(s)as'(s)
veya
z'(s) = N'(s)ay(s) + w'(s)az(s) + A(s)az(s) + u(s)ki(s)a; (s) +
u(s)ay(s)
olur. Buradan

z'(s) = () + u(s)ki(s))as (s) + u(s)az(s) + (W'(s) + As)) az(s)
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N(s)+ k() =1, ps) =0, p(s)+ As) =0, A(s) =0
olup birinci denklemi saglamaz. Dolayisiyla IR* uzayinin {a;(s),as(s)} ile gerilen alt
uzayinda yatan bir simplektik egrisi yoktur.
d) z(s) = A(s)ay(s) + p(s)as(s)
oldugu kabul edilsin. Eger bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa,
z'(s) = X' (8)a;(s) + W (s)as(s) + A(s)a;'(s) + p(s)a,'(s)
ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
z'(s) = X'(s)ay(s) + w'(s)as(s) + Als)asz(s) + u(s)a;(s) + u(s)kz(s)az(s)
veya
z'(s) = (N'(s) + u(s))as(s) + u(s)ky(s)az(s) + A(s)asz(s) + pu(s)as'(s)
bulunur. Buradan,
N+ =1,p)ka()=0 ,As)=0,p(s)=0=>p(s)=c
bulunur. k,(s) # 0 oldugundan, p'(s) = pu(s) = 0 olacagindan, A'(s) =1 ve A(s) =0
olmas1 ayn: anda miimkiin degildir. O halde IR* uzaymnin {a;(s),a,(s)} ile gerilen alt
uzayinda yatan bir simplektik egrisi yoktur.
4.Durum. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a,(s),a3(s),a,(s)} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A,
p ve y diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
z(s) = A(s)az(s) + p(s)az(s) + y(s)as(s) (4.10)
yazilabilir. (4.10) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
= N(8)az(s) + w(s)az(s) +v'(s)as(s) + A(s)Hz(s)as(s) + p(s)ki(s)as(s) +
u(s)az(s) +y(s)a(s) + y(s)ka(s)az(s))
veya
= (ki (s) +y(s))as(s) + (X' (s) + uls) + y(s)ka(s))az(s) + w'(s)as(s) + (v'(s)
+ A(s)Hz(s))as(s)
yada
= (ke (5) +v())ay(s) + (A'(s) + u(s) +y()ka(s))az(s) + w'(s)az(s) +
(v'(s) + A(s)Hz(s))a,(s) (4.11)
elde edilir. Bu esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir.

u(s)k,(s) +y(s) =1
X(s) + u(s) + y(s)ky(s) =0 l
w(s)=0
Y'(s) + A(s)Hz(s) = 0

(4.12)
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u(s) = c; olup ilk denklemden y(s) = 1 — c;k,(s) olur. ikinci denklemden

A(s) = f[—c — (1 = c1ky (5) )ky(s)ds] + c,
bulunur. En son denklemden
N (s) = —pu(s) + ¥ (5)ka(s) = —c — (1 — 1k (5) k2 (5)
A(s) = [[=c = (1 = c1ky () ko (8)ds] + ¢,
ise
¥() = [[[= J(=c = (1 =kyDkz)ds + cz]H(s)] ds + c3 (4.13)
olur. Boylece
Y'(s) = —A()H(s) = [— [ (—c — (1 = cky)kz)ds + c;]Hy(s)
veya
¥(s) = [[[- J(—c— (1 — cky)ky)ds + c;]H,(s)] ds + c; (4.14)
olup asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.5. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a,(s),as(s),a,(s)} tarafindan

gerilen alt uzayda kalmasi i¢in

2() = — 5k (9a2(8) + cra3(s) + (1 = eikq (5)ay(s) (4.15)
veya
2(s) = [y (ky (8)kz(s) — 1) — kp(s)]ds + cz]az(s) + ciaz(s) + (1 — ckq(5))as(s)
olmasidir. (4.16)

5. Durum. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a;(s),a3(s),a,(s)} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ,

p ve y diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
z(s) = A(s)a;(s) + u(s)az(s) + y(s)as(s) (4.17)
yazilabilir. (4.17) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,
z'(s) = XN (s)ay(s) + W (s)az(s) +y'(s)as(s) + A(s)as(s) + u(s)ki(s)as(s) +
u(s)az(s) +y(s)ai(s) + y(s)kz(s)az(s))
olur. Buradan
2(s) = (N(8) + Rks(8) +¥(5)ar(s) + (1) + Y(S)kz(5))ar(s) +
(W' (s) +A(s))az(s) +v'(s)as(s)
boylece
2'(s) = (N (8) + Rks(s) +¥(5)ar(s) + (1) + Y(S)kz(5))ar(s) +
(W(s) + A(s))az(s) +y'(s)as(s) (4.18)
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elde edilir. Bu esitlikten agsagidaki denklemler yazilabilir.
N(s) + u(ski(s) +y(s) =1

n(s) +y(s)ky(s) =0
wW(s)+A(s)=0 } (4.19)
Y'(s)=0 J

olur. Boylece y(s) = c sabittir. u(s) = —ck,(s) ve A(s) = ck,(s) veya
A(s) = [(1 + cky(s)k,(s)ds
olup asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.6. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymm {a;(s),as(s),a,(s)} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmast i¢in k, (s) # 0 olmak iizere
z(s) = cky(s)a;(s) + ck,y(s)as(s) + cas(s) (4.20)
veya
z(s) = ([(1 + cky(s)k,(s)ds ) — cky(s)az(s) + ca,(s) (4.21)
6. Durum. Simplektik bir z(s) egrisinin IR* uzaymin {a;(s),a,(s),a;(s)} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl
A, 1 ve y diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
z(s) = Ms)a(s) + u(s)az(s) + v(s)asz(s) (4.22)
yazilabilir. (4.22) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
z'(s) = X' (s)a1(s) + w'(s)az(s) +v'(s)az(s) + A(s)az(s) + u(s)Hz(s)as(s) +
Y($)ki(s)az(s) + y(s)az(s)
olur. Buradan

z'(s) = (X' (s) + y(9)k1(5))a; (s) + (W (s) + y(s))az(s) + (Y'(s) + A(s))as(s) +

n(s)Hz(s)as(s)
ve boylece
2'(s) = (X' (5) + Y()ky(s))ar () + (W' (s) +y(5))az(s) + (v'(s) + A(s))as(s) +
n(s)Hz(s)as(s) (4.23)

elde edilir. Bu esitlikten agsagidaki denklemler yazilabilir:

N(s) +y(9)ke(s) =1
Ws)+vy(s)=0
Y(s)+A(s) =0

u(s) =0

olur. Boylece p(s) = 0 ve A(s) = 0 ve y(s) = 0 bulunur. Birinci denklemden ¢eliski elde

(4.24)

edilir. O halde asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.7. z(s), IR* de bir simplektik egri olsun. IR* uzaymnm {a,(s),a,(s),az(s)}
tarafindan gerilen alt uzayinda yatan z simplektik egrisi yoktur.
Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.8. z(s), IR* de bir simplektik egri olsun. IR* uzaymm {a,(s),a,(s),as(s)}
tarafindan gerilen alt uzayinda yatan z simplektik egrisi yoktur.
Ispat. Kabul edelim ki
z(s) = A(s)ay (s) + p(s)az(s) +y(s)as(s)
olsun. Bu ifadenin s ye gore tlirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa,
z'(s) = N'(s)ay(s) + w'(s)az(s) + Y'(s)as(s) + A(s)az(s) + u(s)Hz(s)as(s) +
v(s)a;(s) + v(s)kz(s)az(s)

ve buradan
2'(s) = (M'() +v(s))a1(s) + (W' (S) + v()ka(5))az(s) + A(s)az(s) + (¥'(s) +
n(s)Hz(s))as(s)
bulunur.

Bu esitlikten agagidaki denklemler yazilabilir.
ANiE)+y(s)=1

W(s) +v(s)ky(s) =0
. (4.25)
A(s) =0

Y'(s) + u(s)Ha(s) = 0/
Buradan A(s) = 0ise y(s) =1, u'(s) = —k,(s) , u(s) = —k,(s) + ¢4 olur ki bu durumda
H,(s) = 0 olamaz. O halde p(s) = (—k,(s) +c;) =0 olamaz. {a;(s),a,(s),a,(s)}

tarafindan gerilen alt uzayinda yatan simplektik egri yoktur.

35



5. BERTRAND EGRILER

Bu boliimde simplektik uzayda Bertrand egriler ve 6zellikle Matsuda H., ve Yorozu S.,

[16] tarafindan Oklid uzayinda tanimlanan (1,3) Bertrand egriler incelenecektir.

5.1. Bertrand Egrilerin Karakterizasyonu

Tamm 5.1.1. zveZ ikilisi IR* uzaymda sirasiyla s, § simplektik yay uzunluguyla
parametrelendirilmis simplektik regiiler iki egri olsun. Bu egri ¢iftine sirasiyla a,(s) ve
a,(5) vektorlerinin meydana getirdigi dogrularin ayni olmasi durumunda Bertrand egri
cifti denir. Z egrisine z egrisinin Bertrand esi denir .

Daha agik olmak gerekirse IR* uzaymnda z, (z:1— IR*) bir regiiler simplektik egri, Z,
(z:1 > IR*) egrisi de z den farkli bir regiiler simplektik egri olsun. Egrilerin yay

de(s)
ds

parametreleri arasinda regiiler bir ¢: I - I, (5 = @(s), # 0) donilisiimii mevcut olsun.

Bu ¢ doniisiimii altinda egrilerin birbirine karsilik gelen noktalar1 olan z(s) ve Z(S)
noktalarinda sirasiyla a, ve a, vektorlerinin olusturdugu dogrular1 ayni ise z egrisine
Bertrand egrisi denir.
Teorem 5.1.1. z:1 — IR* sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 k,(s),k,(s) , Hy(s) olan
birim hizli regiiler simplektik egri olsun. Bu durumda z egrisinin kendisinden baska
Bertrand eslenik egrisi yoktur.
Ispat. (z:1 » IR*) sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 k; (s), k,(s), H,(s)olan birim hizli
regiiler simplektik egri olsun. Z egrisi de z egrisinin bir Bertrand esi olsun.z(s) ve Z(5)
ikilisi sirasiyla z, Z egrilerinin birbirine karsilik gelen noktalar1 olsun. Bu durumda z
egrisinin Bertrand esi olan Z egrisi i¢in

72(3) = 7((5)) = z(s) + A(s)a,(s) (5.1)
esitligi yazilabilir. Burada A, A(s) # 0 sartin1 saglayacak sekilde s parametresine bagli bir

fonksiyondur. (5.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemi kullanilirsa

veya

a;(s) % = a;(s) + 1'(s)az(s) + A(s)Hz(s)as(s) (5.2)



elde edilir. Bu denklem a,(s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

A(s)H,(s) =0
bulunur. Hipotezden H,(s) # 0 oldugunda A(s) = 0 elde edilir. Boylece z vez egrileri
cakisir. Bu da kabul ile ¢elisir. O halde z nin Bertrand eslenik egrisi yoktur.

5.2. Genellestirilmis Bertrand Egriler

Tamm 5.2.1. z:1 - IR* ve Z: 1 » IR* simplektik regiiler egriler olsun. f:1 — I bir regiiler
C* doniisiim 6yle ki her s € I i¢in z nin her z(s) noktasinda, Z nin bir z(s*) = Z(f(s))
noktasinit karsilik getirsin. Eger her s € I i¢in z egrisinin her z(s) noktasinda (1,3)-normal
diizlemi ile Z nin bu noktaya karsilik gelen Z(s*) noktasindaki (1,3)- normal diizlemi
cakistyorsa z egrisine (1,3)- Bertrand egrisi ve Z egrisine de z egrisinin (1,3)- Bertrand
eslenik egrisi denir [16].

Teorem 5.2.1. z:1 — IR* sifirdan farkli ayni isaretli an farkli ve ky,k, ve H, egriliklerine
sahip birim hizli regiiler simplektik egri olsun. Eger z nin (1,3) tipinden Bertrand egrisi

varsa

zZ(58) = z(s) + [cl eVkeHas 4 C, e~VkaHzs ] a,(s)

H
+ k—Z[C1 evkeHas _ ¢ @=VkaHzs ]‘ a,(s)
2

formunda olmalidir. Burada ¢4, c, € R dir.

Ispat. Kabul edelim ki z:1 - IR* sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 k,k, ve H, asli

normali a, ve ikinci binormal vektorii a, vektdrler olan simplektik egri ve z: I — IR* egrisi

z egrisinin asli normal vektorii a, ve ikinci binormal vektorii a, olan Bertrand egrisi olsun.
z(8) = z(s) + y(s)az(s) + B(s) as(s) (5.3)

yazilabilir. Burada y ve B, I iizerinde C*fonksiyonlardir. (5.3) ifadesinin s ye gore tiirevi

alinirsa ve Frenet formilleri kullanilirsa
0z ds , , ,
——=17'(s) +Y'()az(s) + B'(s)as(s) + y(s)H,(s)as(s) + B(s)a;(s)

dsds
+ B(s) kz(s)az(s)
yada
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97 35
=2 a1(s) +yY'(s)az(s) + B'(s)as(s) + y(s)Hz(s)as(s) + B(s)a;i(s)

05 0s
+ B(s) ka(s)az(s)
veya
97 85
5= (1+B)ar(s) + ('(8) + BOKa()ar(s) + (B'(8) + VOH(5)) ay(5)
nihayet
3(5) 5 = (14 B(s))ay(s) + (Y'(5) + Bk, ())az(s) + (B'(s) + Y()Hy(5)) as(s)

(5.4)
bulunur. z(s), IR* de (1,3) tipinde Bertrand egri oldugundan a,(s) ve a,(s) in gerdigi
diizlemle a,(P(s)) ve a,(Y(s)) in gerdigi diizlem gakisiktir. O halde

a,(W(s)) = A(s)az(s) + B(s)au(s) (5.5)
ve

a,(W(s)) = C(s)a(s) + D(s)as(s) (5.6)
yazilabilir. Buradan A, B, C ve D, L {izerinde C* fonksiyonlaridir. Sirasiyla (5.4) ile (5.5)

denklemleri ve (5.4) ile (5.6) denklemleri i¢ ¢arpima tabi tutulursa
<a_1(S)£, 3, (W())) = (1 + B())ar(s) + (v'(s) + B()kz(s))az(s) +
(B'(s) + v(s)H2(5)) a4(s), A(s)az(s) + B(s)as(s))

diizenlenirse ,
0 = B(s)(Y'(s) + B()kz(s)) + A(s)(B'(s) + v(s)Hz(s))
veya
(a1(s) %ﬂ(‘b(S))) = ((1+ B(s))as(s) + (v(s) + B()ka(s))a(s) +
(B'(s) + Y(s)Ha(s))as(s), A(s)az(s) + B(s)ay(s))
diizenlenirse,

0 =B()(Y'(s) + B(s)kz(s)) + A(s)(B'(s) + y(s)Hz(s))

elde edilir. Yani

A(S)(B'(s) + v(s)Hz(s)) + B(s)(¥'(s) + B(s)k2(s)) = 0 (5.7)
ve
A(S)(B'(s) +v(s)Hz(s)) + B(s)(¥'(s) + B(s)kz(s)) = 0 (5.8)
bulunur. (5.7) ve (5.8) denklemlerinden
B'(s) + Ha(s)y(s) =0 (5.9)
ve
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(Y'(s) + kz(s)B(s) = 0
elde edilir. (5.9) denkleminden

¥() = 58
ve (5.11) denklemi (5.10) denkleminde yazilirsa
Y (s) —ka(s)Ha(s)y(s) = 0
bulunur. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse ¢, c, sabitler olmak iizere
y(s) =¢; evkeas Cy e~ VkeHzs

sonucuna varilir. (5.13) denklemi (5.10) denkleminde yazilirsa

B(S) — \% [ Cl e szzs _ C2 e—\/szzs ]
elde edilir. (5.13) ve (5.14) denklemleri , (5.3) denkleminde yazilirsa
z(3) = z(s) + [c1 evkeHzs 4 ¢ @=VikzHzs ] a,(s) +

H
[ /k—z [ c, eVkeHas — ¢ o=V szZs] a,(s)
2

ifadesi yazilir. Bu da ispati tamamlar.
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6. SONUC

Bu ¢alismada 4-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda egriler icin yapilan helisler,
slant helisler, alt uzaylarda kalma bagmtilar1 ve Bertrand egri kavramlarinin karsiliklar: 4-
boyutlu simplektik uzayda incelenmistir. Ozellikle k,(s), k,(s), H,(s) simplektik
egriliklerine sahip z(s) simplektik egrisinin helis olmasi durumunda

ki (s) _
ka(s)
bagintisi elde edildi. Bu teori dairesel helis olan

—H,(s)

z(s) = (coss, e’, —sins,e™3)

simplektik yay uzunluklu bir simplektik egrilikleri k;(s) =3, Kk,(s) = % ve
H,(s) = —8 olan simplektik egri ile dogrulandi. Boylece literatiire oldukga seckin bir teori
katilmis oldu.

Bu tez simplektik egriler teorisinde yapilan ilk tez calismasidir. Egriler teorisi ozellikle
Oklid uzay1, Minkowski uzay1, Galilean uzay1 ve Pseudo-Galilean uzayinda incelenmis ve
lizerine birgok makale ve tez yapilmis bir alandir. Bu ¢alisma egriler teorisinin Helis, Slant
helis, alt uzayda kalma bagmtilar1 ve Bertrand egriler konusunda yapilan teorilerin
Simplektik egrilerin Frenet ¢atilarina uygulandig bir eserdir. Daha bir ¢ok alanda (6rnegin;
involiit-evoliit egriler gibi) simplektik egriler incelenerek yeni teoriler insa edilebilir.
Ayrica yiizeyler teorisi, egriler teorisi gibi geometrinin ¢alisilmakta olan bir diger
sahasidir. Bu konu lizerine bir¢ok tez ve makale yayilanmaktadir. Simplektik yiizeyler
teorisi lizerine yapilan ¢aligmalarin kisitli olmasi bundan sonraki ¢alismalar i¢in 6nemli bir
acik problemdir. Bu alanda ¢alisacak arastirmacilarin ¢ozebilecegi oldukca giizel teoriler

ve uygulamalar1 vardir.
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