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Hesaplamali Cebir 6zellikle Hesaplamali Grup Teorisi (HGT) kapsaminda, klasik gruplarin
yapisini incelemeye yonelik algoritmalarin gelistirilmesiyle ilgilenir. Bu alanda 6nemli
arastirma konularindan biri Ascbacher siniflandirmasinda yer alan klasik gruplarin maksimal
alt gruplarina yonelik indirgeme (homomorfizma kurma) algoritmalarini tasarlamak ve bu

algoritmalarin analizlerini ger¢eklestirmektir.

Bu calisma, Ascbacher siiflandirmasindaki Cg sinifina giren gruplar i¢in daha 6nce d =
r,d = r?,d = r3 kosullar iizerinde yapilan BlindDescent algoritmasi analizlerinin devami
niteligindedir. Calismada, herhangi bir ek kosul olmaksizin d =r*d =7r%d =7r°
durumlari ele alinmistir. Analizler sirasiyla Sp(8,7),Sp(10,7),Sp(12,r) gruplar iizerinde
gerceklestirilmistir.

Analiz slirecinde maksimal alt gruplarin ¢oziilebilir kalanlar1 ve bu kalanlarin mitkemmel alt
gruplar1 ve bu gruplarda yer alan involiisyonlar ayrintili bi¢imde incelenmistir. Elde edilen
sonuclar, BlindDescent algoritmasimin yiiksek boyutlu klasik gruplarda herhangi bir ek

yapisal kosul olmaksizin giivenilir bigimde uygulanabilecegini gostermektedir.
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Computational Algebra, particularly within the field of Computational Group Theory (CGT),
Focuses on developing algorithmic methods to anayze the structure of classical groups. One
of the major research topics in this area is the design of reduction (homomorphism)
algorithms for the maximal subgroups of classical groups classified under the Ascbacher

framework and the detailed analyses of these algorithms.

This study extends previous analyses of the BlindDescend algorithm conducted for the case
d=r,d =71%d =13 within the Ascbacher class Cs;. Here, the cases d = r* d = r>,
d = r® are examined without any additional assumptions. The analyses are carried out on

the symplectic groups Sp(8,7),Sp(10,7),Sp(12,7).

During the analysis, the solvable residuals of the maximal subgroups, the perfect subgroups
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investigated. The obtained results demonstrate that the BlindDescent algorithm can be
effectively applied to higer dimensional classical groups even in the absence of additional

structural constraints.
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1. GIRIS

Klasik gruplar, sonlu grup teorisinin en onemli yap1 taglarindan birini olusturarak hem
yapisal teori hem de uygulamalar baglaminda merkezi bir rol oynamaktadir. Bu gruplarin
kokeni, Felix Klein’ in 1872’ deki Erlanger Programi’ na kadar uzanir; Klein, geometriyi bir
doniisiim grubunun degismezleri iizerinden tanimlayarak, lineer gruplarin temel 6nemini
vurgulamistir ( Klein 1872 ). Ardindan, Wilhelm Killing ve Elie Cartan’in Lie gruplar
izerine yaptig1 siniflandirma, sonlu cisimler iizerinde benzer yapilarin arastirilmasina zemin

hazirlamistir ( Hawkins 2000 ).

Sonlu cisimler tizerindeki klasik gruplarin sistematik insasi, Leonard E. Dickson’ mn 1901
tarihli ¢alismasiyla gergeklestirilmistir ( Dickson 1901 ). Dickson, genel lineer grup ( GL,,),
ozel lineer grup ( SL,,), simplektik grup ( Sp,), ortogonal grup ( O,, ) ve tniter grup ( U, )
gibi yapilar1 sonlu cisimler iizerinde tanimlayarak, bunlarin bir bilineer veya kuadratik formu

koruyan matris gruplart oldugunu gostermistir.

20. ylizy1l boyunca klasik gruplar, hem cebirsel hem de geometrik agidan derinlemesine
incelenmis; ozellikle sonlu basit gruplarin siiflandirmas: projesinde temel bir rol
iistlenmislerdir. Michael Aschbacher’ in 1984 yilinda yayimladigi siniflandirma teoremi,
sonlu klasik gruplarin maksimal alt gruplari C;’ den Cy’ a kadar dokuz kategoride
yapilandirmis ve bu alana sistematik bir ¢ergeve kazandirmistir ( Aschbacher 1984 ). Bu
siniflandirma 6zellikle Cg sinifi gibi yapisal olarak karmasik ailelerin algoritmik analizi i¢in

bir ¢ergeve sunmustur.

Klasik gruplarin yapisal analizlerinde 6ne ¢ikan bir diger kavram da ¢6ziilebilir kalandir. Bir
grubun en biiyiikk normal ¢6ziilebilir alt grubu olarak tanimlanan bu yapi, Jordan-Hdélder
kurami cergevesinde anlam kazanmustir. Klasik gruplar icin ¢oziilebilir kalanin genellikle
merkezle smirli olmasi, onlarin neredeyse basit karakterini ortaya koymaktadir ( Huppert

1967 ).

Bu teorik zemin {izerine, Hesaplamali Cebir alaninda gelisen Matris Grup Tanima Projesi (
MGTP ) gibi uluslararas1 arastirma girisimleri, sonlu cisimler iizerinde tanimli matris

gruplar i¢in etkili algoritmalar gelistirmeyi hedeflemektedir. Bu proje kapsaminda, matris



gruplarinin yapisini analiz etmek iizere indirgeme algoritmalar1 ve bolim agaglar1 gibi
yontemler gelistirilmistir. Ozellikle, C, smnifindaki gruplar icin tasarlanmis olan ve
BlindDescent olarak adlandirilan indirgeme algoritmasi ( Leedman-Green 2006 ), ekstra-
0zel normal alt gruplarin tespiti ve bunlar {izerinden homomorfizmalarin insasi yoluyla

gruplarin 6zelliklerinin hesaplamali olarak kontrol altina alinmasini saglamaktadir.

Ote yandan, mertebesi 2 olan elemanlar olarak tanimlanan involiisyonlar da klasik gruplarin
incelenmesinde kritik bir 6neme sahiptir. Richard Brauer ve K. A. Fowler’ in 1950’ lerdeki
oncili makaleleri ( Brauer and Fowler 1955 ) ve ardindan Daniel Gorenstein ile bu alanda
calisan diger arastirmacilarin involiisyon merkezleyicileri lizerine gelistirdigi yontemler,
sonlu basit gruplarin siniflandirmasinin temel taslarindan birini olusturmustur ( Gorenstein

1982).

Bu tez calismasinda, sonlu cisimler iizerinde tanimlanmis klasik gruplarin ¢oziilebilir
kalanlarinin yapist ile involiisyonlarin merkezleyicileri arasindaki iliskiler incelenecek ve bu
baglamda Cg smifi gruplarina odaklanilarak, BlindDescent algoritmasinin performans
analizi gerceklestirilecektir. Calismamizda, girdi grubunun ¢oziilebilir normal alt gruplarini
iceren milkemmel alt gruplari i¢in kapsamli analizler sunulacak ve algoritmanin bu gruplari

tespit etmedeki etkinligi degerlendirilecektir.

Tezin yapisal organizasyonu bes ana kisimdan olusmakta olup, her bir kisim arastirmanin

farkli bir asamasina odaklanmaktadir.

Birinci bolimde yer alan giriste gruplarin tarithsel gelisimi ve arastirmanin amacina yer

verilmistir.

Ikinci boliim olan kuramsal temellerde ise tezin ilerleyen béliimlerinde kullanilacak olan

temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde; Aschbacher smiflandirmasi, Cg smifinin 6zellikleri ve BlindDescent

algoritmasinin teorik ¢ergevesi agiklanmistir.

Dérdiincii boliimde; gruplarin ¢oziilebilir, miikemmel alt gruplar1 ve involiisyonlar iizerine

elde edilen bulgular sunulmustur.



Besinci ve son bdliim olan sonug kisminda ise; ¢calismanin ana hatlariyla sonuglari ve genel

degerlendirmesi paylasilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1.Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1: G bir grup ve onun bostan farkli alt kiimesi S olsun. *: G X § — S fonksiyonu,

(g,s) —= ((g,5)) = g * s seklinde tanimlanir ve

i. herseSiginsxe=s,

ii. herseSveg,a€Gigin(ga)*s=g=*(axs),
kosullarini saglarsa * fonksiyonuna. G nin S iizerine bir etkisi denir ( Asar vd 2009 ).

Tanim 2.1.2: Her s € Sve g € G i¢in g * s = s seklinde tanimlanan * fonksiyonu, G nin S

lizerine bir etkisidir. Bu etki agikar etki olarak adlandirilir ( Asar vd 2009 ).

Tanim 2.1.3: G bir grup ve G nin bir alt grubu S olsun. Her s € S ve g € G i¢in s x g =
sgs~! seklinde tanimlanan * fonksiyonu S nin G iizerine etkisidir. Gergekten her s,t €

Sve g € G i¢in;

(st) x g = (st)g(st) ™t =s(tgt ™ )s ™t =s*(tgt™) =s*(t*g) ve
exg=ege=9g

olur. Buna S nin G {izerine eslenikleme etkisi denir ( Asar vd 2009 ).

Tanim 2.1.4: G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Eger her x € G igin. xP" = e olacak sekilde

bir k > 0 tamsayisi varsa G ye bir p-grubu denir ( Asar vd 2009 ).

Tanim 2.1.5: G bir grup. S < G olsun. N;(S) = {x € G:xSx~! = S} kiimesine S nin G deki
normalleyeni denir.( Bilgi¢ 2013 ).

Tanim 2.1.6: G grubunun asikar alt gruplarindan baska normal alt gruplar1 yoksa o zaman

bu G grubuna basit grup denir (Tasg1 2008 ).
Teorem 2.1.1: n > 5 i¢in A,, basit bir gruptur ( Asar vd 2009 ).
Tanim 2.1.7: G bir grup ve 0 < i < nicin H; ler de G grubunun alt gruplar olsun.

{e} = Hy < H; <+ < H,, = G serisine G grubunun alt normal serisi denir ( Asar vd 2009

).



Tamim 2.1.8: G bir grup ve H = Hy, < H; < --- < H, = G, G nin bir altnormal serisi olsun.
Eger her 0 < i < n i¢in H;,,/H; bolim grubu abelyen ise G ye bir ¢oziilebilir grup denir.
Ayrica H,, ={e} kosulunu saglayan en kii¢iik n sayisina G grubunun tiirev uzunlugu denir (

Asar vd 2009 ).

Teorem 2.1.2: G ¢6ziilebilir ise G grubunun alt gruplar1 ve boliim gruplar da ¢oziilebilirdir.(

Rotman 1995 ).
Sonug 2.1.1: n = 5 ise G, ¢oziilebilir degildir.

Teorem 2.1.3: G bir grup ve N < G olmak {izere, eger N grubunun ¢oziilebilir olmas1 ve

G/N bolim grubunun ¢oziilebilir olmas1 durumunda G grubu da ¢oziilebilirdir ( Asar vd

2009).
Tanim 2.1.9: G bir grup ve H, S < G olsun.

[H,S] =([h,s]|h€H,s€ES)
grubuna H ile S nin alt gruplarinin komiitator alt grubu denir.

Tanim 2.1.10: G bir grup ve komiitator alt grubu G’ olmak lizere, eger G' = G oluyorsa G

grubu miikemmel grup olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.4: Bir G grubu miikkemmel grup ise G nin her boliim grubu da miikkemmeldir.(

Dummit and Foote 2004 ).

Tamm 2.1.11: Bir G grubu; eger G = (Z,)" ( p asal ) biciminde izomorf bir yapiya sahipse

G grubuna elementer abelyen p- grup denir. ( Rotman 1995).

Tanim 2.1.12: Bir grubun tiim maksimal alt gruplarinin kesisimi o grubun Frattini alt grubu

olusturur.

Tanim 2.1.13: Bir G grubundaki her elemanin mertebesi goz Oniine alindiginda bu

mertebelerin en kii¢lik ortak kat1 grubun eksponenti olarak tanimlanir ( Callialp 2009 ).

Tanim 2.1.14: G bir grup H da bu grubun alt grubu olsun. Eger G nin tiim otomorfizmleri ¢
icin, ¢(H) < H ise H karakteristik alt gruptur.

Tanim 2.1.15: F bir cisim olmak tizere GL(n,F) = {X € M:det(X) # 0} grubuna genel
lineer grup denir ( Bray ef al. 2013).



Tamim 2.1.16: SL(n,q) = {X € M:det(X) = 1} grubu 6zel lineer grup olarak adlandirilir (
Bray et al. 2013 ).

Tamim 2.1.17: G bir grup ve G/N bolim grubu ¢oziilebilir olacak sekilde N normal alt

gruplarinin arakesitine G grubunun ¢oziilebilir kalan1 denir ( Rose 1978 ).

Teorem 2.1.5: G bir grup ve N de G grubunun ¢oziilebilir kalani ise bu durumda N, G

grubunun tiirev serisindeki son gruptur ( Kantor 2003 ).



2.2. Klasik Gruplar

Tanim 2.2.1: p bir asal say1 ve [F karakteristigi p olan sonlu bir cisim olsun. [ cismi {izerinde
bir sol lineer veya kuadratik form g tarafindan belirlenen ve asagida ele alinan dért durumun
her biri i¢in § < I < AL T seklinde bir grup zinciri mevcuttur. Eger bir Y grubuna karsilik
gelen Y |, PY =Y/Z(Y) seklinde gosterilen projektif grup yukaridaki zincirin projektif
karsihigi olarak S < I < A< T seklinde olur.

S6z konusu dort klasik grup ailesine iliskin temel 6zellikler agagidaki tabloda verilmistir:

L durumu ; o sifir form

S durumu; g = f, dejenere olmayan simplektik form
O durumu; p =19, dejenere olmayan kuadratik form
U durumu; p = f, dejenere olmayan iiniter form

2.2.1. Lineer Gruplar

Burada L durumu gegerli olacaktir. Boylece g sifir formdur ve
'=TL(V,F)=TL,(q)

I =A=GL(V,F)=GL,(q)

QA=S5=SL(\V,F)=SL,(q)
dir.
Onerme 2.2.1.1 : [I| = g™ Y/2 ™, (¢* — 1) dir ( Kleidman and Lebeck 1990 ).
Tanmim 2.2.1.1: FF bir cisim ve V, [F cismi iizerinde tanimlanan n boyutlu vektor uzayi olsun.
V nin tiim tersinir lineer doniistimlerinin kiimesi bileske islemi altinda bir grup olusturur. Bu

gruba V nin genel dogrusal lineer grubu denir ve GL(V) olarak gosterilir. V = [F™ alinirsa bu

grup, F cismi lizerindeki n X n boyutlu tersinir matrislerin grubuna izomorf olur. Yani;

GL(n, F) = {X € My, (F)|det(X) % 0}



dir.

Tamim 2.2.1.2: Determinanti bir olan tiim n X n matrislerin olusturdugu GL(n, F) grubunun

alt gruplarina 6zel lineer grup denir ve SL(n, F) seklinde gosterilir. Yani;
SL(n,F) = {X € GL(N,F)| det(X) = 1}
dir. SL(n, F) alt grubu aynm1 zamanda GL(n, IF) nin bir normal alt grubudur.
Teorem 2.2.1.1: [F, sonlu bir cisim olsun. Bu durumda, GL(n, F) grubunun mertebesi;
IGL(n, @)l = (¢" = D(q" — D (g" —q*) -+ (q" — q" 7).
seklindedir ( Grove 2002 ).

Tamm 2.2.1.3: Ozel lineer grubun skaler matrislerinden olusan merkezine béliimiine

projektif 6zel lineer grup denir ve PSL(n, [F) seklinde gosterilir. Yani;
PSL(n,F) = SL(n,F)/Z(SL(n, F)).

dir. Sonlu cisimler {izerinde n > 2 ve(n, q) # (2,2), (2,3) kosulu altinda PSL(n, q) grubu
basit bir gruptur ( Wilson 2009 ).

2.2.2. Ortogonal Gruplar

Bu kisimda O durumu gegerli olacaktir. Ortogonal gruplar dejenere olmayan simetrik bir
c¢ift dogrusal formu veya ona denk olarak bir kuadratik formu koruyan doniisiimlerden

olusur.

Tamm 2.2.2.1: V, F cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr ve Q: V — [F dejenere
olmayan bir kuadratik form olsun. Bu durumda Q formunu koruyan tiim lineer doniisiimlerin

kiimesi ortogonal grup olarak adlandirilir. Yani;

0(V,Q) ={g € GLWN)|Q(g(»)) = Q) Vv eV}

dir. Eger V = F™ ve form Q(v) = v"Jv olarak verilirse (J cisim iizerinde simetrik, tersinir

bir matristir), 0 zaman matris,



O(n,FJ])={X €GL(n,F)|XTJXx =]}
seklini alir.

Tamm 2.2.2.2: Ortogonal gruptaki determinant1 bir olan elemanlarin alt grubuna o6zel

ortogonal grup denir. Yani;
S0(n,F,Q) =0(n,F,Q)NnSL(n,TF)
dir.

[F4 sonlu cismi tizerinde kuadratik formun artin invaryantina bagl olarak farkli izomorfizm

smiflar1 vardir. Boyutu n = 2m yani ¢ift boyutlu olanlar igin;

i.  Hiperbolik veya split tip 0% (2m, q),
ii.  Eliptik veya non-split tip 0~ (2m, q)

seklinde gosterilir.

Tek boyutlu olanlar i¢in yani; n = 2m+1 boyutlu olanlar genellikle 0(2m + 1, q) seklinde
tek tipi vardir ( Wilson 2009 ).

2.2.3. Simplektik Gruplar

Bu kisimda S durumu gegerli olacaktir. Simplektik gruplar, dejenere olmayan alterne bir ¢ift

dogrusal formu koruyan doniisiimlerden olusur.

Tamim 2.2.3.1: V, FF cismi tizerinde 2m boyutlu bir vektor uzay1 ve F:V X V — [F dejenere
olmayan alterne bir ¢ift dogrusal form olsun. Yani, tim v,w € V igin F(v,w) = —F(w, v)
ve F(v,v) =0 olmasi durumudur. F yi koruyan tiim lineer doniisiimlerin grubuna

simplektik grup denir.
Sp(V,F) = {g € GL(V)| T(g(v),g(w)) =F(v,w)Vv,w € V}
seklindedir.

V =F?™ve F(a,b) = a’Jb, secilirse standart simplektik matris;
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1=, %)
olarak alinir ve bu durumda simplektik grup matrislerle;
Sp(2m,F) = {A € GL(2m,F)|ATJA = J}
seklinde ifade edilir ( Carter 1989 ).
Teorem 2.2.3.1: Simplektik grubun tiim elemanlarinin determinanti 1°dir. Yani;
Sp(2m,F) € SL(2m, F)
dir ( Wilson 2009 ).

Tanmm 2.2.3.2: Simplektik grubun merkezine boliimiine projektif simplektik grup denir.
Yani;

PSp(2m,FF) = Sp(2m,F)/Z(Sp(2m, IF))

dir. Sonlu cisimler lizerinde m = 1 ve(m, q) # (1,2), (1,3) i¢in PSp(2m, q) grubu basittir
( Wilson 2009 ).

2.2.4. Uniter Gruplar

Bu kisimda U durumu gegerli olacaktir. Burada k = f dejenere olmayan iiniter form
olacaktir.

Tanim 2.2.4.1: V, F cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi ve ¢, V lizeinde dejenere
olmayan bir hermityen form olsun. ¢ yi koruyan tiim lineer doniistimlerin grubuna tiniter
grup denir. Yani;

UV, ¢) ={g € GL)| ¢(g(w), g(v)) = p(w,v) Vu,v € V}
Seklindedir( Carter 1989 ).

Tanim 2.2.4.2: Uniter gruptaki determinanti bir olan elemanlarin alt gruplarma 6zel iiniter
grup denir. Yani;

SU(n,F) = U(n,F) n SL(n, F) dir (Wilson 2009).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Klasik Gruplarin Aschbacher Simiflandirmasi

Geometrik yaklasim, bir lineer grubun ilgili vektdr uzay1 lizerindeki etkisinde dogal ve
kalitsal geometrik Ozelliklerin saglanip saglanmadigini arastirir. Bu yaklasimi destekleyen
en onemli faktorlerden biri Aschbacher (1984)’de verilen klasik gruplarin maksimal alt

gruplariin bir siniflandirmasidir.

Z, G < GL(d, q) nun skaler matrislerinin alt grubu olmak iizere, eger T < G/Z < Aut(T)
olacak sekilde abelyen olmayan basit bir T grubu varsa G ye hemen hemen basit modiilo

skaler denir. Bu bilgiler 1s181inda Aschbacher siniflandirmasi su sekilde verilebilir:

Teorem 3.1.1: V, GL(d,q) grubunun etki ettigi bir vektdr uzayi; G,GL(d,q) nun bir
maksimal alt grubu ve Z, G nin skaler matrislerden olusan bir alt grubu (Z = Z(GL(d,q)) N

() olsun. Bu durumda asagidaki durumlardan en az biri gecerlidir:
C1. G grubunun etkisi indirgenebilirdir.
C,. G grubunun etkisi ilkel degildir.

C3. G grubu n > 1 olmak tizere Fyn cisim genislemesi lizerinde tammlanmis boyutu d /n

olan bir vektor uzaymnin yari-dogrusal otomorfizmlerinin grubu olarak V iizerinde etkir.

C,4. G grubumy, m, > 1 boyutlarindaki X, Y uzaylarinin X®Y tensor ¢arpimi seklinde V nin

bir ayrisimini korur.

Cs. G grubu F/, F, nun has bir alt cismi olmak tizere bir g € GL(d, q) olmak lizere, GY <

GL(d,q") Z seklindedir.

Ce. G grubu bazi r asal sayilar1 icin d = r"™ i¢in mertebesi 22*2 olan simplektik grubu veya

mertebesi r27+1

olan ekstra-6zel grubunu normallestirir.
C5. G grubunun yapisi tensor-induced yapidadir.

Cg. G grubu bir klasik grubu icerir ve ayn1 zamanda onun normallestiricisidir.

Cy. G/Z bolim grubu merkezi olmayan bir minimal normal alt gruba sahip basit bir

yapidadir (Aschbacher 1984).
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3.2. C4 Tipli Gruplar

Aschbacher simiflandirmasinda yer alan Cg smifinda bir G grubu r™ boyutlu indirgenemez
bir temsilde normal alt grubu olarak ekstra-6zel veya simplektik tip r-grubu igeren bir
normalleyici olarak ifade edilebilir. Simdi Cg sinifina giren gruplar i¢in 6nemli olan bazi

tanim ve teoremler verecegiz.
Tamim 3.2.1: G, p-grup olsun ve

I. G grubu elementer abelyan p-grup

II. G’ elementer abelyan ve Y(G) = Z(G) = G’
sartlarindan biri saglanir ise G grubuna 6zel p-grubu denir ( Suzuki 1986 ).

Tanim 3.2.2: Eger degismeli olmayan G 6zel p-grubunun merkezi devirliyse bu G grubu

ekstra-6zel p-grup olarak adlandirilir ( Suzuki 1986 ).

Teorem 3.2.1: E degismeli grubu V a € E igin a? = 1 (p asal say1) esitligi saglaniyorsa E

grubu [F,, cismi tizeinde bir vektor uzayi olur ( Suzuki 1982 ).

Teorem 3.2.2: G, p-grup olsun. G grubunun her maksimal N alt grubu normaldir ve G /N

grubu p mertebeli bir devirli grup olur ( Suzuki 1982 ).

Teorem 3.2.3: G bir p-grup ve G grubunun Frattini alt grubu ¢ (G) olsun. O zaman G /¢ (G)

grubunun her elemani a? = 1 kosulunu saglayan bir degismeli grup olur ( Suzuki 1982 ).

Teorem 3.2.4: G bir p-grup ve G grubunun Frattini alt grubu ¢ (G) olsun. Teorem 3.2.3. den
H = G/ (G) nin her eleman1 a? = 1 kosulunu saglayan bir degismeli grup olur. Boylece
Teorem 3.2.1. den H, [F,, cismi iizerinde bir vektr uzayi olur. |G /@(G)| = p* olarak alirsa,

G nin elemanlar1 x4, x,, -, x, vei = 1,2,---,n ve h; = ¢(G)x; € H i¢in;

i.  H nin [F,, lizerindeki boyutu t olur.

ii. G =(xq,x3,%x,) olmast i¢in gerek ve yeter kosul H nin hy,hy, -, hy,
elemanlariyla gerilen uzayla cakismasidir. Ozel olarak G = (xq, x5, *,X,) isen >t
olur. G grubu t eleman tarafindan gerilir ve {x;, x5, :**, x;} alt kiimesinin G grubunu
germesi icin gerek ve yeter kosul {hy, hy, -+, h¢} nin [F,, cismi iizeinde taniml1 olan

H vektor uzayinin bir tabani olmasidir ( Suzuki 1982 ).
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Teorem 3.2.5: G, mertebesi g = p™ olan bir p-grup olsun. G grubunun degismeli olmadigi
ve M’nin bir maksimal alt grubunun devirli oldugunu kabul edelim. Bu durumda, m > 3 tiir

ve eger p tek olursa;

m-—1 m-—2
)

M(@(™) = (a,bla’” =bP =1,b"tab = a'*?

temsiliyle M(p™) grubu, p = 2 igin M(2™) (m = 4), dihedral grup D,, genellestirilmis
kuaterniyon grup Q4 veya kuasi-dihedral grup @D, a izomorf olur ( Suzuki 1986 ).

Teorem 3.2.6: p3 mertebeden degismeli olmayan bir G, p-grubu asagidaki gruplardan birine

izomorftur:

i. Egerp=2iseG = DgyadaG = Qg.
ii. Eger p>2 ise ya G =M(p?) ya da G = E(p3®) =(a,b|a? = bP = [a,b]P =
1,[a b] € Z(E(03))). ( Suzuki 1986 ).

Tamim 3.2.3. n (n = 3) kenarli bir ¢gokgenin tiim déonme ve yansimalarinin olusturdugu

gruba dihedral grup denir ve
D, ={a,b|b? =e,a™ = e,bab = a™ 1) = {e,a,a?--,a"" 1, b,ab,---,a" b}
seklinde ifade edilir ( Hungerford 2003 ).

Tamim 3.2.4. 4n elemandan olusan abelyen olmayan gruba genellestirilmis kuaterniyon

grup denir ve
Q, =(r,s|r*"=1,s2 =r" s rs =r71)
seklinde ifade edilir ( Hungerford 2003 ).

Tamim 3.2.5. n > 4 i¢in mertebesi 2" olan abelyen olmayan gruba kuasi-dihedral grup denir

ve
QDn = (r,s | rzn—l =1, s? = 1,5_17"5 = T‘Zn_z—l)
seklinde ifade edilir.

Simplektik-tip gruplarin yapisi ekstra-6zel gruplarla olan yakin iliskisi tizerinden kurulabilir.

Bu baglamda simplektik-tip gruplarin yapis1 temel olarak su sekildedir:
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Tanmm 3.2.6: G bir p-grup olsun. G grubunun simplektik-tip grup olmasi i¢in G nin her

abelyen karakteristik alt grubu devirli olmalidir.
Teorem 3.2.7: R bir simplektik-tip p-grup olsun. Bu taktirde R;

i. E = {1} yada E ekstra-6zel grup,
ii. Sdevirliyadap = 2veS,n = 4i¢in hepsi 2" mertebeden olmak tizere, D, Q,, veya

QD,, gruplarindan birine izomorftur,
olacak sekildeki E ve S gruplarinin merkezil ¢arpimidir. ( Gorenstein 1980 ).

Bu ¢alismada R simplektik-tip p-grubunun eksponenti iizerine bir kisitlama getiriyoruz: p
nin tek olmasi halinde eksponenti p, p nin ¢ift olmas1 halinde eksponenti 4 olacak sekilde
Teorem 3.2.7 sayesinde bu tiir simplektik-tip p-gruplarini agsagidaki gibi siniflandirabiliriz.
Burada R, Teorem 3.2.6 da tamimlanan E (p3) grubudur.

Tablo 1: Simplektik-tip gruplarin yapisi

R0°n p1+2n p p1+2n
Dson 21+21’l 2 21_'_271
(D8°(n—1)) © Q8 21+2Tl 2 2£+2n
Z4_ ° D8°Tl 22+2n 4 22+2n

R yukarida tanimlanan simplektik-tip p-grup olsun. F, cismi g mertebeli olmak tlizere p|q —
1 kosulunu ve 22*2" durumunu i¢in 4|q — 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, d = p™

icin R den GL(d, q) ya tamiml ve g¢ekirdegi trivial olan bir temsil bulunur (Kleidman and
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Liebeck 1990). Sonug olarak R ye izomorf GL(d,q) alt grubu mevcuttur ve boylece R

grubunu bir matris grubu olarak diisiiniilebilir. Bu izomorf grup da yine R ile gosterilecek.

Aschbacher’ in smiflandirmasindaki Cg4 gruplari d = p™ olmak iizere bir R simplektik-tip
grubunu normal alt grup olarak barindiran ve R nin GL(d, q) daki normallestiricisinin alt
gruplarindan olugur. Baska bir deyisle her Cq grubu G i¢in R 2 G < Ng 4,9 (R) kosulunu
saglayan bir R simplektik-tip grubu mevcuttur. Bu normallestiricinin yapist ise asagida

verilmistir.

Tablo 2: Normallestiricinin Yapisi

Z(GL(d,q)) > p'**™.Sp(2n,p) p tek
Z(GL(d,q)) ° 222" Sp(2n,2) p=2ve4|g—1
p=2

Z(GL(d,q)) - 21*2" 0*(2n, 2)

Z(GL(d,q)) - 21*2" 0~ (2n, 2)

plq — 1 kosulu goz 6niine alindiginda ¢alismamiz kapsaminda bu gruplardan yalnizca ilk iki
grup tipi ele alinacaktir. Cg sinifindaki gruplarin yapilarinin detayl bir incelemesi Kleidman
and Liebeck (1990)’de mevcuttur.
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3.3. Sp(6,p), Sp(8,p), Sp(10,p) ve Sp(12, p) nin Maksimal Alt Gruplar

Bu boliimde Bray et al. (2013)’ten alinan Sp(6,p), Sp(8,p), Sp(10,p) ve Sp(12,p)

gruplariin maksimal alt gruplar1 asagida verilmistir.

Tablo 3: Sp(6, p) maksimal alt gruplar (d = Z(Sp(6, p)) =(p-12),1¢l =e,p=q°

B - DxSo0p) R T
B (- DxSo(hp)) pit y
0L ) X Sp2p) - v
U gacn - T
e xSty - P\ |
C septs p=3 ‘o

B pek ;o
C sers - T

B U pek ¢

DG HEM60GH) | pzSe y

e e peit y
 seem bt y
L2 peq=f3EBmedi0
C WL | p=gq= 11519 moda0 y
2% | p=q=timeds y
D@2 p=q=t1modis y
L) | pma=tTmodi6p#7 ‘
L 2LEH | p-q=iliiiemeds
ez p=2 y
DZREEI = = +7,+17 mod60 v
T WL p=g=£19,429 mod60 ‘
© L @XG@)Z | p=q=tlmedn y
D2l | p=q=t1mods y
R p=s y
e 027 y
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Tablo 4: Sp(8, p) maksimal alt gruplar (d = Z(Sp(8, p)) =(@-12),l¢|l =e,p=q°%

7

p=3

p tek

p tek

p tek
p=q=11mod38
p=q = 13mod8

p = 5 tek
p ift
p ift

p=q=45mod12,p #7

p=q=+1mod12

AN NN

AN

AN N N N N NN NN AN

AN

&

NSNKNKKKKAKKKKKKKLKKLK

SENENEN

AN



Tablo 5: Sp(10, p) maksimal alt gruplar1 (d = Z(Sp(lO, p)) =(p-12),|¢l=ep=
q°)

ES(@e-n p tek v oY
By (-1 xSp(8,p) p sift v
BT GLEp) : v VoY
ETRGLGP) . AR
B (GL(4p) - vV
 EMGLGD) - A
SPGB xSp2p) - v v
- Sp6 ) xSp(4p) . AR
p=3 v v
p tek v v
- v v
p tek v v
. S@peGoGy p tek AN
p cift i
p ¢ift v
. 24| p=qg=17modl6 v
242 p-q=tlmedls v
DZLAD L p=q=fBmedpEll v/
D 2LaD2Z . p-q=flmods 7
D 2LAD | p-q=tiimod2ep # /
© 2LaD | p=q=tlimod2ep /
. 2L,aD2 | p=gq=iimod2s /
D 2LAD2 L p-q=tlmoed2s v
L 2XU@ . p-q=t3mods 71
© @xu@)2 | p=q=+imods /
L) a5 11 J
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Tablo 6: Sp(12, p) maksimal alt gruplari (d = Z(Sp(12,p)) = (p — 1,2),|¢p| = e,p =
q°)

Be-n pek o
B (@ 1) x5p(10) peit y
Bre@en - 77
E@en : T
TG : v
GG : VAR
U ompaen - v
S xS : Ll
 SEm xSt : ¢
L osepts, . p=23 ¢
O sepns, v
O sGpns ¢ v
 aen2 pek ¢
sz - VA2
s - 7

I— pek ¢ v
(@0 En).2 prek ¢
(r@p o).z prek ¢
 S@pecoGy | 25w A,
soaam peit y

B <o peit y
L 2Lan. | p-q=tomed20ps y
D 2LAD. L p=q=19mod20,p# y
L 2LaD2 | p-q=timed20 y
L 2LaD2 | p-g=timed2 y
L 2L pmq=i13mod2spe y
L 2L, p-g=t13mod2spe y
L 25,3 p-g=t13mod2sp- y
L 2LaD2 | p-q=iimed2s y
L 2LaD2 | p-g=iimed2s y
L 2LaD2 | p-g=imed2s y
L 2L@) | p-gq=t2modspe y
LoLe9zn . =2 y
L 28E . p=q=timeds y

[EEN
(o)



1

p=2 v

p=3 v
q=>13 v
q=>5 v

Igoritmik Kavramlar

slik altinda sik sik kullanacak oldugumuz BlindDescent algoritmasini anlamak igin

gerekli olan bazi algoritmik bilgiler verilecektir.

Hesaplamali Grup Teori (HGT) de gelistirilen algoritmalarin biiyiik bir kismi rastgele yapiya
sahiptir. Bu durumun temel nedeni ise bu tiir algoritmalarin ¢ogu zaman deterministik

(belirleyici olan ) algoritmalara gére ¢ok daha hizli ve verimli sonuglar tiretmesidir.

Bu baglamda bir hesaplama gorevi genel olarak girdi a ve buna karsilik elde edilen ¢ikt1 b
arasinda tanimlanan bir bagint1 R(a, b) bi¢iminde ifade edilir. Eger a’ya karsilik gelen b

c¢iktis1 dogru sonucu veriyorsa, R (a, b) bagintisinin tutarli oldugu soylenir.

Grup teorisine uygulandiginda bu algoritmalarda girdi genellikle bir grubun iirete¢ kiimesi
olur. Cikt1 ise, bu grubun belirli bir alt grubunu {ireten elemanlar kiimesinden olusabilecegi
gibi, grubun mertebesi gibi sayisal bir deger veya bir karar verme probleminin sonucu da

olabilir.

Genel olarak algoritmalar iki ana sinifa ayrilir. Bunlar deterministik (belirleyici) ve
nondeterministik (belirleyici olmayan) algoritmalardir. Nondeterministik (belirleyici
olmayan) algoritmalarda ayni girdi tekrar kullanilsa dahi, farkli ¢alistirmalarda farkli
sonuglar iiretebilir. Buna karsin dogru bigimde tasarlanmis bir deterministik (belirleyici)

algoritma her girdi a i¢in R(a, b) bagmtisini saglayan tek ve tutarli bir ¢ikt1 Giretir.

3.5. Monte Carlo Algoritmalari ve Alt Simiflar

Bir dnceki boliimde rastgele algoritmalarin genel yapist ve Hesaplamali Grup Teori (HGT)
sindeki kullanimi ele alinmistir. Bu bdliimde ise, rastgele algoritmalarin 6zel bir sinifi olan

Monte Carlo algoritmalar1 ve bu algoritmalara ait alt siniflar incelenecektir.
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Tamim 3.5.1: € < 1/2 olacak sekilde bir hata pay1 tanimlansin. Eger her a girdisi i¢in
Prob(R(af(a, r)) tutarh) >1—c¢

kosulu saglaniyorsa, bu tiir rastgele algoritmalara Monte Carlo algoritmasi denir. Burada ¢
degeri algoritma tasarlandiktan sonra olasilik temelli hata smiri olarak belirlenir ve

algoritmanin giivenilirlik diizeyini ifade eder.

Rastgele algoritmalarin giivenilirligi ayn1 girdiler iizerinde algoritmanin birden fazla kez
calistirlmas1 veya farkli girdilerle uygulanarak deneme sayisinin arttirilmasi yoluyla
degerlendirilebilir. Bu yontemle algoritmanin {iirettigi sonuglarin dogruluk olasilig

gbzlemlenir ve boylece algoritmanin giivenilirligi konusundaki olasi eksiklikler azaltilabilir.

Monte Carlo algoritmalari, rastgelelige dayali bu tiir yaklasimlarin en yaygin 6rneklerinden
biridir. Bu algoritmalarin 6zel bir tiirii olan tek tarafli Monte Carlo (1IMC) algoritmalari,
ozellikle karar verme problemlerinde kullanilir. 1IMC algoritmalarinda olast ¢iktilardan
yalnizca biri i¢in dogruluk garantisi saglanir. Eger dogru cevap ‘evet’ ise algoritma bazen
yanlis bir sonug iiretebilir; ancak dogru cevap ‘hayir’ oldugunda algoritma mutlaka ‘hayir’
sonucunu iiretmelidir. Yani; ‘evet’ ¢iktist her kosulda giivenilir kabul edilirken, ‘hayir’ ¢iktis:

her kosulda dogru olmayabilir.

Bu yapiya karsilik olarak tanimlanan co-1MC algoritmalari, IMC algoritmalarindaki ‘evet’
ve ‘hayir’ ¢iktilarinin rollerinin yer degistirmesiyle elde edilir. Boylece bu algoritmalarda

‘hayir’ ¢iktisi garanti altina alinirken, ‘evet’ ¢iktisinin dogrulugu olasiliksal olur.

Monte Carlo algoritmalarinin onemli bir alt smifi Las Vegas algoritmalaridir. Bu
algoritmalar ilk kez Babai (1979) tarafindan tanimlanmistir. Las Vegas algoritmalarinda
rastgelelik kullanilmasina ragmen her zaman dogru sonug iiretilir ancak bu dogruluk calisma
stiresinin rastgele olmasi ile miimkiindiir. Bagka bir ifade ile La Vegas algoritmalari

hatasizdir fakat ¢calisma siireleri farklilik gosterebilir.

Tamim 3.5.2: Verilen bir girdiye karsilik hicbir kosulda yanlis sonug iiretmeyen bir Monte

Carlo algoritmasina Las Vegas algoritmasi denir.

Las Vegas algoritmalar1 dogru sonucu 1 — ¢ dan biiyiik bir olasilikla elde ederler, dogru
sonuca ulasamadiklar1 durumlarda ise yanlis bir ¢iktt vermek yerine ‘hata’ uyarisi verirler.
Burada ¢, 1 den kiigiik sabit bir hata olasiligidir. Ayrica, algoritmanin dogru sonucu bulma

olasilig algoritmanin n kez tekrarlanmasi durumunda en az 1 — €™ seviyesine ¢ikarilabilir.
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3.6. BlindDescent Algoritmasi

Hesaplamali Grup Teori (HGT)de birgok algoritmanin temel amaci, bir grubun igyapisini
analiz etmek veya belirli alt gruplan tespit etmektir. Ozellikle klasik gruplarda, normal alt
gruplarin  bulunmast ve uygun homomorfizmlerin kurulmasi olduk¢ca karmasik
problemlerdir. Bu tiir problemlere yonelik gelistirilen rastgele tabanli yontemlerden biri de
BlindDescent algoritmasidir.
BlindDescent, verilen bir grubun i¢inde belirli yapisal 6zelliklere sahip bir normal alt grup
bulmak ve bu bilgiyi kullanarak gruptan baska bir gruba agik olmayan bir homomorfizm
insa etmek amaciyla tasarlanmistir. Bu algoritma, Las Vegas tipli olasiliksal bir yontem olup,

dogrulugu garanti edilen sonugclar iiretir.

2006 yilinda Brooksbank et al. Cg gruplar icin bir indirgeme algoritmasi kurulmuslardir ve

bu algoritmay1 asagidaki teorem ile gosterebiliriz:

Teorem 3.6.1: n > 2ved = p™ (nasal) olmak tlizere R < GL(d, q) ekstra-6zel p-grup
olsun. R @ G < N = Ngp(q,)(R) ve egern > 2 ise G/RZ(G) = N/RZ(N) olacak sekilde
G = (A) grubu verildiginde bazi t € {1,2,---,n} i¢in K = GL(2t,p) ya da K = St olacak
sekilde ¥: G — K asikar olmayan homomorfizmini kuran bir Las Vegas algoritmas1 vardir. (

Brooksbank ef al. 2006 ).

Bu algoritma temel olarak iki pargadan olusur. Ilk &nce bir normal alt grup bulan ve
BlindDescent algoritmast denen algoritma kurulur ardindan grubun {ireteclerinin

homomorfizm goriintiisii hesaplanir.

BlindDescent  algoritmasindan 6nce bu algoritma i¢inde kullanilacak olan

NORMALCLOSURE ve TESTABELIAN algoritmalar1 i¢in 6nbilgiler verilecektir.

NORMALCLOSURE algoritmasinda verilen bir alt grubun normal kapanigini belirlemek i¢in
kullanilir ( Cooperman and Finkelstein 1993 ). Bu algoritmada rastgele alt ¢arpimlar
kullanarak yapilan hesaplamalar vardir. Yani, bir grubun elemanlarinin olusturdugu T =
{t1, ts, ..., t,} kiimesi icin rastgele alt garpimlar ¢;'¢;2 ...t;" seklindedir. Burada ¢; diizgiin

dagilimli, bagimsiz ve {0,1}-degerli rastgele degiskenlerdir.
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[ NORMALCLOSURE (a, §) ]

—— )

__, repeat[l6nlogrlog(1/6)] times

, y:=random subproduct of L;

, x:=random subproduct of generators of G;

> Add y* to L;

S .
done;

L returnl;

TESTABELIAN algoritmas: ise, algoritmada verilen bir elemamn olusturdugu boliim
grubunun abelyen olup olmadig: test edilir. Yani a € G i¢in (a®)/{(a®) N Z(G) béliim
grubunun abelyenligi test edilir. Bu algoritma bir co-1MC algoritmasidir; yani “abelyen

degil” cevabi her zaman dogru, “abelyen” cevabi ise olasiliksal olabilir.

[ TESTABELIAN (a,9) }
|, L= NORMALCLOSURE(a,6/2);
— repeat [(4/3)log(2/6)] times
— > y := random subproduct of L;
— > x = random subproduct of L;
— if [x,y] is nonscalar then

return [x, y];
L, fi;
—> done;
—> return "true"

S
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Bu algoritmalar1 temel alan BlindDescent, 1999 yilinda Babai ve Beals tarafindan
gelistirilmistir. Bu algoritma, bir grubun herhangi bir normal alt grubuna ait bir elemant
bulan Monte Carlo tipi bir algoritmadir. Algoritmanin amaci rastgele se¢ilen grup elemanlari
lizerinden komiitatdrler olusturarak normal alt grup bulmaktir. Ornegin; ¢, = [tq,t;] ve 3 <
i < nolmak iizere ¢; = [c;_1, t;] komiitatorleri kullanilarak (¢4, t,, ..., t,) seklinde rastgele
bir eleman dizisi olusturulur. Eger bu dizideki bir g; eleman1 normal alt grubun bir elemani
ise son komiitator ¢, de aynit normal alt grubun elemani olacaktir. Asagida verilen
BlindDescent algoritmasi, {(a%)/({a®) N Z(G)) elementer abelyen olacak sekilde skaler

olmayan bir a elemanin1 bulmay1 amaglamaktadir.

Bu algoritma su sekildedir:

[ BLINDDESCENT (G, §) }

x = RANDOM(G);
repeat up to 48nlog(1/9) times

> y = RANDOM(G);

—> 0, = projective order of y;

— if rloythen

> if TESTABELIAN (y°¥/",8) = "true" then
>

" return NORMALCLOSURE (y®'",§);

I fis

I fis

" forprimesp dividing o, and for p = o,do

—> if [x,y°/?] ¢ Z(G) then x == [x,y°'?]; fi;
— > 0d;

————> 0, = projective order of x;

— >  if r|oythen

— > if TESTABELIAN (x°*/",8) = "true" then
—> return NORMALCLOSURE(x"x/r, 6);
— else
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x := TESTABELIAN (x°</", §)
fi;
else
x == TESTABELIAN (x°</", §)
fi;
done;

return "failure";
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4. ARASTIRMA BULGULARI

BlindDescent algoritmasinin teorik analizi, girdi olarak girilen Cg grubunun ¢oziilebilirlik
ve mikemmellik 0Ozellikleri temel almarak gerceklestirilecektir.  BlindDescent
algoritmasinin ¢oziilebilir gruplar tizerindeki basarisini kanitlamak amaciyla asagidaki temel

bilgiler verilmistir.

4.1. Coziilebilir Alt Gruplar

Sonlu bir G grubunun tiirev serisinin eger grup ¢oziilebilir ise asikar alt grupla, ¢oziilebilir
degilse ¢oziilebilir kalan olarak adlandirilan miikemmel bir grupla sona erdigi bilinmektedir.

Bu durumdan dolayi gruplar ¢oziilebilirlik ve miikemmellik ac¢isindan inceleyecegiz.

G, m. dereceden ¢oziilebilir bir lineer grup olsun. G nin tiirev uzunlugu 7 ile gosterilsin. Bu

durumda 7 igin bir iist sinir olacak sekilde n(m): Z* — Z* fonksiyonu vardir.

m. dereceden ¢oziilebilir lineer gruplarin tiirev uzunlugu igin bir {ist sinir arayisi ilk olarak
Zassenhaus (1937) tarafindan insa edilmis ve bu sinir, Huppert (1957) ve Dixon (1968)

tarafindan daha da genisletilmistir. Newman (1972) ise asagidaki sonuclara ulagsmistir:
o fonksiyonu pozitif rasyonel sayilar iizerinde tanimlansin ve k(m) = [logg m] olmak tizere

o(m) nin degeri asagidaki gibi olsun:

9km) < m < 16.9%m-1 5k(m)
16.9%M-1 < 1 < 3, 9k(m) 5k(m) + 1
3.9%M < m < 4.9k 5k(m) + 2
4.9%M < m < 64.9*0m-1 5k(m) + 3
64.9kM-1 < 1y < gk(m)+1 5k(m) + 4
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Bu durumda n(m) degeri;

m = 1icin 1
m = 2 igin 4
me {6,7,17,59,60,61,62,63,64, 65} icin 9+ a((m-2)/8)
Diger durumlarda 10+ o((m—2)/8)

seklindedir.

Bu n(m) fonksiyonuna gore bazi iist sinirlar asagidaki gibi gosterebilir:

Sp(6,1) 7
Sp(8,1) 8
Sp(10,r) 10
Sp(12,7) 10

BlindDescent algoritmasinin girdisi olan Cg grubunun c¢oéziilebilir normal alt grubundan

rastgele eleman gelmesi durumuyla ilgili asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.1.1: d = r™ olarak alinsin ve BlindDescent(G, §) algoritmasinin ana dongiisiiniin
herhangi bir adiminda G nin ¢oziilebilir normal alt grubu N i¢inde skaler olmayan bir x € N

elemaninin tretildigini diisinelim. Bu varsayim altinda BlindDescent(G, §) algoritmasi en
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fazla n(n) + 1 ek iterasyon tamamladiktan sonra olasilik degeri 1 — (n(n) + 2)4 yi gegen

basaril1 bir sonug verecektir.

Ispat: Algoritmanin ardisik adimlarindan 18. veya 21. satirda ya dogrudan ¢dziim iiretir ya
da N nin tiirev serisindeki x elemanlarini olusturur. Sp(2n, r) nin ¢oziilebilir alt gruplari i¢in
tiirev uzunlugunun n(n) ile smirl olmast N@™) < R sonucunu dogurur. Dolayisiyla n(n)
iterasyon i¢inde x elemanlarimin elde edilmesi kesindir. Bu siirecin tamaminin basari

olasiligt ise 1 — (n(n) + 2)4 alt sinirina sahiptir.

Ornek 4.1.1: Sekil 1°de recog paketi yardimiyla, Sp(6,3) iin C; sinifindaki E3**: (Cz X
Sp (4,3)) maksimal alt grubunun ¢oziilebilir kalan1 E3**: Sp(4,3) iin miikkemmel alt grubu
SL(2,5) den faydalanarak olusturulan Cg grubunun ¢oziilebilir radikali i¢in aranan skaler
olmayan x elemanmni ve elemanter abelyen r-grubun ireteglerini BlindDescent

algoritmasinin basarili bir sekilde olusturdugu goriilmektedir.

& Gar

GAP 4.12.1 of 2022-10-20
GAP https://www.gap-system.org

Architecture: x86_64-pc-cygwin-default64-kv8

Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline

Loading the library and packages ...

Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11l, Browse 1.8.18,
CaratInterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, CrystCat 1.1.10, CTbiLib 1.3.4, curlInterface 2.3.1,
FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, IO 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3.9.5,
orb 4.9.0, Polenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7.3,
smallGrp 1.5, Sophus 1.27, SpinSym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77

Try '??help' for help. See also '?copyright’', '?cite’' and '?authors’

gap> gapPath:="C:/Users/Ahmet/GAP";

"'C:/Users/Ahmet/GAP"

> Read("C:/Users/Ahmet/GAP/AT11.txt");

0 > G:=sympGrps[6,3].maxSubGrpsByClass[1][1].so1Rsd.perSubGrps[2].self;

<matrix group with 3 generators>

C > 1ist:=RECOG.MakeC6Group (G,Sp(6,3),5);

[ <matrix group with 9 generators>, <matrix group with 6 generators> ]

gap> c6:=11ist[1];

<matrix group with 9 generators>

g sol:=SolvableRadical(c6);

<group of 27x27 matrices of size 17496 over GF(5A2)>

0 > 1ist2:=RECOG.B1indDescent(3,3,s01,100);

[ < immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

[ < immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >, immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) >,

immutable compressed matrix 27x27 over GF(25) > ] ]

AAAAAAAA
AAAAAAAA

gap>

Sekil 1: Sp(6,3) i¢in ¢oziilebilir alt grup 6rnegi

Ornek 4.1.2: Sekil 2 de Sp(8,3) iin C; sinifindaki Sp(4,32): C, maksimal alt grubunun
¢oziilebilir kalan1 Sp(4,32) un miikemmel alt grubu SL(2,5) den faydalanarak olusturulan
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Ce grubunun ¢oziilebilir radikali i¢in aranan skaler olmayan x elemanini ve elemanter
abelyen r-grubun iireteclerini BlindDescent algoritmasinin basarili bir sekilde olusturdugu

gorilmektedir.

& GAP
GAP 4.12.1 of 2022-10-20
GAP https://www.gap-system.org
Architecture: x86_64-pc-cygwin-default64-kv8
Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline
Loading the 1ibrary and packages ...
Packages: ACTib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11, Browse 1.8.18,
CaratInterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, CrystCat 1.1.10, CTb1Lib 1.3.4, curlInterface 2.3.1,
FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, IO 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3.9.5,
orb 4.9.0, Polenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7.3,
smallGrp 1.5, Sophus 1.27, SpinSym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77
Try '??help' for help. See also '?copyright', '?cite' and '?authors’'
( gapPath:="C:/Users/Ahmet/GAP";
"C:/Users/Ahmet/GAP"
g Read("C:/Users/Ahmet/GAP/ATT. txt");
ga G:=sympGrps [8,3].maxSubGrpsByClass[3][1].solRsd.perSubGrps[2].self;
<matrix group with 3 generators>
Tist:=RECOG. MakeC6Group (G,Sp(8,3),5);
[ <matrix group with 11 generators>, <matrix group with 8 generators> ]
g c6:=list[1];
<matrix group with 11 generators>
solrad:=SolvableRadical(c6);
<group of 81x81 matrices of size 314928 over GF(5A2)>
g R:=Tist[2];
<matrix group with 8 generators>
; order(R);
19683
ga 3A(1+2%4);
19683
1ist2:=RECOG.BTindDescent(3,4,501,100);
Error, Variable: 'sol' must have a value
not in any function at *stdin*:10
Tist2:=RECOG.BTlindDescent(3,4,solrad,100);
[ < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
[ < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,

< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 81x81 over GF(25) > ] ]
gap>
Sekil 2: Sp(8,3) i¢in ¢oziilebilir alt grup 6rnegi
Ornek 4.1.3 :

Sekil 3 te Sp(10,3) iin C, smifindaki GL(5,3): C, maksimal alt grubunun ¢oziilebilir kalani
PSL(5,3) iin miikemmel alt grubu As den faydalanarak olusturulan C4 grubunun ¢oziilebilir
radikali i¢in aranan skaler olmayan x elemanin1 ve elemanter abelyen r-grubun iireteclerini
BlindDescent algoritmasinin basarili bir sekilde olusturdugu goriilmektedir.

29



& Gap

GAP 4.12.1 of 2022-10-20
https://www. gap-system.org
Architecture: x86_64-pc-cygwin-default64-kvs

configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline

Loading the Tibrary and packages ...

Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11, Browse 1.8.18,
Caratinterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, Crystcat 1.1.10, cThILib 1.3.4, curlInterface 2.3.1,
Factint 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, IO 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3.9.5,
orb 4.9.0, pPolenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7.3,
smallGrp 1.5, Sophus 1.27, Spinsym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77

Try '?7help’ for help. See also '?copyright’, '?cite’ and 'Zauthors’

gap> gapPath:="C:/Users/Ahmet /GAP"

"C:/users/Ahmet /GAP"

g Read("C:/uUsers/Ahmet /GAP/ATT. txt");

gap> G:=sympGrps[10,3].maxsubGrpsByclass[2][2].order;
951132948480

gap> order (GL(5,3))*2;

951132948480

gap> G:=sympGrps[10,3].maxsubGrpsByclass[2][2].s01Rsd. persubGrps[2].self;
<matrix group with 2 generators>

gap> G:=sympGrps[10,3].maxsubGrpsByclass[2][2].so1Rsd.order;

237783237120

gap> order (PSL(5,3));

237783237120

gap> G:=sympGrps[10,3].maxSubGrpsByClass[2][2].so1Rsd. persubGrps[2].self;
<matrix group with 2 generators>

gap> sympGrps[10,3].maxsubGrpsByclass[2][2].s01Rsd. persubGrps[2].order;
60

gap> 1ist:=RECOG.MakeC6Group(G,Sp(10,3),5);

[ <matrix group with 12 generators>, <matrix group with 10 generators> ]

gap> c6:=1ist[1];

<matrix group with 12 generators>

gap> R:=list[2];

<matrix group with 10 generators>

gap> order (R);

177147

gap> 3A(1+2%5);

177147

gap> solrad:=SolvableRadical(c6);

<group of 243x243 matrices of size 354294 over GF(5/2)>

gap> 1ist2:=RECOG.BlindDescent(3,5,501rad,100);

[ < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,

[ < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,

< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >, < immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) >,
< immutable compressed matrix 243x243 over GF(25) > ] ]

AANAANAANNAANAANNNA

gap>

Sekil 3: Sp(10,3) i¢in ¢oziilebilir alt grup 6rnegi
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4.2. Miikemmel Alt Gruplar

R, r1*2™ mertebeli bir ekstra-6zel grup ve G, R nin skaler olmayan elemanlarini iceren
sekilde N = Ng1(q,q)(R) nin bir alt grubu olsun. Burada, N nin yapisi (Z (GL(d,q)) °
R)Sp(2n,7) seklinde oldugundan N/R = Sp(2n,7) olur. 2. Izomorfizm Teoremi’ni
uygulayarak G/(RN G) = GR/R < N/R elde edilir yani, G = G/(RNG) < Sp(2n,7)

grubudur.

Eger bu G grubu miikemmel bir grup ise béliim gruplar1 da miikemmel olacag: i¢in G
miilkemmeldir. Bunedenle, G grubunun milkkemmel oldugu durumlar incelenirken, Sp(2n, )
grubunun miikemmel alt gruplarindan yararlanilacaktir. Bilindigi tizere her alt grup en az bir
maksimal alt grup tarafindan ve tiim miikemmel alt gruplar da ¢6ziilebilir kalanlar tarafindan
kapsanir. Dolayisiyla, bu maksimal alt gruplarin ¢oziilebilir kalanlarmi ve ¢oziilebilir
kalanlarin da miikemmel alt gruplarini belirledigimizde Sp(2n,r) grubunun biitlin
miitkemmel alt gruplarini elde etmis oluruz. Asagida yer alan teorem, lemma, dnermeler ve
ayrica GAP ( Grup, Algoritma, Programlama ) yardimiyla (12th Gen Intel(R) Core(TM) i7-
12700H 2.70 GHz islemci ve 32gb RAM o6zelliklerine sahip bilgisayar ile birlikte) n €
{4,5,6} i¢in Sp(2n, r) nin ¢oziilebilir kalanlar1 tablolar halinde verilmistir:

Ilk olarak Goncalves and Guaschi (2009) da yer alan asagidaki tanim ve teoremler

kullanilacaktir:

Tanim 4.2.1: G ve H birer grup olsun ve G nin H {izerinde etkisi oldugunu kabul edelim. Bu

etkiye bagli olarak komiitator alt grup, g" ifadesi g nin h iizerindeki etkisi olmak iizere,
I;(H) = {(g"kh™'k™'| g € G ve h,k € H)
olarak tanimlanir.

Tamim 4.2.2: G bir grup olsun. G nin alt merkezil serisi {I;(G)};ey tiimevarimsal olarak su

sekilde tanimlanir:

I(G) =G ve her i €N i¢in [;,1(G) =[G, T;(G)]. Benzer sekilde, G nin tiirev serisi
{G(i)}ieNu{o} de 6@ =G ve her i €N igin GO = [¢@Y, Y] seklinde tanimlanr.
Burada, I,(G) = G = G’ olduguna dikkat ediniz.
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Herhangi bir grup-teorik P 6zelligi i¢in, eger herhangi bir asikar olmayan x € G elemani
icin P Ozelligine sahip bir H grubu ve ¢(x) # 1olacak sekilde ¢:G — H orten
homomorfizmasi varsa G ye kalanli P 6zelligine sahiptir denir. Bir G grubunun kalanh
nilpotent (sirasiyla kalanli ¢6ziilebilir) olmasi igin gerek ve yeter sart N;»; [;(G) = {1}
(sirastyla N0 G = {1}) oldugu bilinmektedir.

Onerme 4.2.1: G ve H birer grup ve ¢: G — Aut(H) déniisiimii G nin H iizerinde bir etkisi
olsun. H, g € G ve h € H olmak iizere ¢(g)(h)h~* formundaki elemanlar tarafindan
iiretilen H nn bir alt grubu ve L de I,(H) ve H tarafindan iiretilen H nin bir diger alt grubu
olsun. Bu durumda, ¢, I(G) nin L {lizerinde yine ¢ ile gosterilen etkisini indiikler ve
Lx, I,(G) =T,(H %, G) dir. Ozel olarak, I(H 1, G) grubu [(H), [(G) ve H

tarafindan tiretilen alt gruptur.
Onerme 4.2.1 in ispatina gegmeden asagidaki hatirlatmay1 vermek yerinde olacaktir.

Hatirlatma 4.2.1: L grubu aslinda T';(H) komiitator alt grubudur. Gergekten, I;(H),
@(g)(h)kh™1k~! formundaki elemanlar tarafindan iiretilen H nim bir alt grubudur. g = e
(strastyla k = e) almirsa, [; (H) 2 I, (H) (sirasiyla I'; (H) 2 H) ve bdylece L € I';(H) olur.
Tersine, @(g)(R)kh™ k™t = p(g)(h)h~*hkh~ 'k~ € L olup I;(H) € L dir. Dolayistyla,
L = I;(H) bulunur. Ayrica, eger h' € H ise ¢(g)(h") = h' olacak sekilde bir h' € H

mevcut olup

R (p(9)(WRDR! = o(g) (R h) (A1)~ (p(g) (K" IR"~1) !

dir. Dolayisiyla, H ve L, H 1n normal alt gruplaridir. Ozel olarak, I'; (H) da H da normaldir.

Onerme 4.2.1 Ispat: Bundan sonra H nin her bir H; alt grubu (sirastyla G nin her bir G, alt

grubu) H x, G nin {(h, 1)| h € H,} (swrasiyla {(1, g)| g € G;}) formundaki karsilik gelen
alt grubu olarak tammlanacaktir. H X, G deki grup islemi (h, g), (h’, g") € H %, G olmak

lizere,

(h,g) - (h',g") = (ho(g)(h),g9g")

seklinde tanimlanr.
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L alt grubunun H da normal oldugu Hatirlatma 4.2.1 de verilmisti. Simdi ¢ nin G nin L
tizerinde bir etkiyi (yine ¢ ile gosterilecektir) indiikledigini gosterelim. g € G olsun. Her

hi,hy € H igin
(@) ([h1, h2]) = [9(9)(h1), (g)(hy)] € T2 (H)
veher h € H ve g' € G igin;
(@ (p(g) (W™ = p(ggY WA (@@ Wh™) ™ €H

olup ¢(g)(L) € L dir. ¢(g) nin 1 — 1 oldugu aciktir. ¢ (g) nin ortenligi (L ye kisitlanisinin)
asagidakilerden ¢ikarilabilir:

(1) Eger i = 1,2 ve hj € H ise ¢(g)(h;) = h; olacak sekilde h; € H vardir ve boylece
@(g)[hy, hy] = [hY, hy] dir.

(2) Eger g’ € G ve h,h' € H ise
0@ (@@ g )Y MWh h(p(@ (R HR)R™) = p(g") (WA

dir. Dolayisiyla, ¢, I (G) nin L iizerinde (yine ¢ ile gosterilen) bir etkisini indiikler ve

L >, I(G), H X, G nin bir alt grubudur.

[,(H) mn (swrasiyla [;(G) nin) her elemanmin I,(H X, G) nin bir elemam olarak

yazilabilecegi agiktir. Dahasi, eger g € G ve h € H ise

[(L,g), (h D] = (p(@)(W), DR 1) = (9(g) (MR, 1)

dir. Béylece, H nimn her elemani FZ(H Xy G) nin bir elemani olarak yazilabilir. Dolayisiyla,

L x, I(G) € I(H %, G) bulunur.
Ters kapsama i¢in, (hy, g1), (hy, g2) € H X, G elemanlarmin komiitatoriiniin

[(h1,91), (ha, g2)] = (hy ((p(gl)(h2)<p(g1g2g1"1)(hl‘l)go([gl, 92])(h51)» (91, 92])
seklinde yazilabildigine dikkat ediniz. Ikinci carpan I, (G) ye aittir. Ik ¢arpan ise
[hy, hz]h2h1h2_1(40(91)(hz)hz_l)hth_lhzlhz}h (‘P(g1gzg1_1)(hfl)hﬂhl_lhz_lhz (p([g1, gz])(hfl)hz)hi

seklinde olup L nin elemanlarinin ¢carpimi seklindedir. Boylece, FZ(H Xy G) C Lx,;(G)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.2.1: G bir grup ve H < G olsun. Bu takdirde, G' < H olmasi igin gerek ve yeter

sart H 2 G ve G /H nin abelyen olmasidir ( Isaacs 2008 ).

Teorem 4.2.2: G bir grup D4, D,,...,D, de G nin alt gruplar1 olsun. Eger G = D; X D, X ... X
D,, ise G nin ¢oziilebilir kalan1 D; (1 < i < n) alt gruplarinin ¢6ziilebilir kalanlarinin direkt

carpimidir ( Doerk and Hawkes 1978 ).

Onerme 4.2.2: v > 4 olmasi durumunda Sp(2n,r) grubu miikkemmel bir gruptur ( Grove

2002).

Onerme 4.2.3: r = 3 ve n > 2 olmasi durumunda Sp(2n,7) grubu miikemmel bir gruptur

yani; tiirev grubu kendisine esit olur ( Grove 2002 ).
Lemma 4.2.1: p > 3 i¢in Sp(4, p?): 2 nin ¢dziilebilir kalan1 Sp (4, p?) dir.

Ispat: Sp(4,p?), G nin bir N normal alt grubuna izomorftur. Ayrica G /N = 2 degismeli olup
G' < Sp(4,p?) dir. p = 3igin Sp(4,p?), Onerme 4. 2.1. gbz 6niine alindiginda mitkemmel
grup olur ve G grubunun ¢oziilebilir kalani tarafindan kapsanir. Coziilebilir kalan tlirev
serisindeki son grup olup G’ tarafindan kapsanir. Dolayisiyla, Sp(4,p?) de G’ tarafindan
kapsanir. Yani, G’ € Sp(4,p?) olup G' = Sp(4,p?) dir.

Eger G = G;:G, yan direk carpim ise Onerme 4.2.1. kullanilarak elde edilen G’ =
(G{[G4, G;]): G’ esitligi yardimiyla G nin tiirev serisi olusturulup ¢oziilebilir kalan1 bulunur.
Asagida  Sp(2n,p) (p € {4,5,6})’ nin maksimal alt gruplarinin ¢ozilebilir kalanlari
verilmistir Burada yar1 direkt ¢arpim seklinde olan gruplarin (G;[G, G,]) kismi igin G
gosterimi kullanilmistir. Ayrica gruplarin genel gosterimlerinde Conway et al. (2003) baz

alimmustr.

Tablo 7: Sp(8,p) nin maksimal alt gruplarina ait ¢oziilebilir kalanlar

Pp=5

Cq Ey*e:((p—1)
x Sp(6,p))

- G371 (C,.PSp(6,3),  Gp7: (€2 PSp(6,p))
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EZ:((p — 1) x Sp(6,p))
E3*8:.(GL(2,p)
X Sp(4,p))
E5*6: (GL(3,p)

X Sp(2,p))
E}°:GL(4,p)
Sp(6,p) x Sp(2,p)
Sp(2,p)*: S,
Sp(4,p)*: S,
GL(4,p).2
Sp(4,p?):2

GU(4,p).2

(Sp(2,p) » GO~ (4,p)).2
21+6 '

505 (2)

216 ° 0-(2)

(Sp(2,p) > Sp(2,p)
o Sp(2,p)).22.83

50*(8,p)
S0~ (8,p)
2'Ly(7)

2'L,(7).2

G7:Sp(6,2)

G$:(G3:Ag) G (635: (C,.GO( Gss: (Gys: (SL(2,p).GO(5,

Gpo: (GyaiLy Gyo:(Gy3:L3(3))

G10: Ag

GO(7,2)

GO(5,2%)

Q*(8,2)

Q(8,2)
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G3°:5L(4,3)
C,-PSp(6,3)
()
(€,.60(5,3))”
SL(4,3)
C,-GO(5,3%)

C,.PSU(4,3)

Ag

EZ.GO(5,3)

Gpo: (Gy3: L3(p))
G3°: SL(4,p)

(C2.PSp(6,p))
x SL(2,p)

SL(2,p)*
C,.GO(5,p)?
SL(4,p)

C,.GO(5,p?)
C,.PSU(4,5) 5igin
= 7 i¢in

PSL(2,p*) X SL(2,p)

C,.(C2.G0O(5,3)
7 i¢in
C,.(C2.GO(53) 5icin
(SL(2,5): A5): As 5igin
(SL(2,7): PSL(3,2): PSL(=

(SL(2,p): PSL(2,p): PSL(
> 11icin

2L,(7) = SL(2,7)

SL(2,7) 11 igin



Co 2’4 i - 2'Ag = SL(2,9) 11 igin
Co 2'4¢.2; i - 19 icin th

Co L,(17) L,(17) . -

Co 2'L,(17) ] - SL(2,17) 13 icin
Co S10 Ar i .

Co 2'Lx(p) ] ; SL(2,p) 11 igin

Co 2'L,(p°)-3 i SL(2,3%) SL(2,p®)

Tablo 8: Sp(10, p) nun maksimal alt gruplarina ait ¢oziilebilir kalanlar

p=3

p=5

c
' EMS:((p—1) X Sp(8,p)) - G49:(C,.PSp(8,3)) | Gpo: (C.PSP(8,p))
c
' B (-1 xSp(8p) C3:GO(8,2) - -
¢y G3%:(SL(2,3) Ga*: (SL(2,p)
E3*12:(GL(2,p) x Sp(6, Gys: (G,7:GO(7,2 3 ' P y
2112 (GL(2,p) X SP(6,p)) | Gs:(G,7:GO(7,2)) < 5p(6,3)) < 5p(6, 1)
(o G3%:(SL(3,3) G1%: (SL(3,p)
ES*12: (GL(3,p) X Sp(4,p))  G3%:(SL(3,2) x A ¥ ' P ]
» o OHEA) X A X Sp(4,3)) x Sp(4,))
() GL8: (SL(4,
E}"*8:(GL(4,p) x Sp(2,p)) Gp1a: (Gya: Ag) G38:SL(4,3) XpSp((Z, IS) P)
c
! EXS:GL(5,p) G15: GL(5,2) G15: PSL(5,3) GI5: PSL(5,p)
Cy
Sp(8,p) x Sp(2,p) G0(9,2) Sp(8,3) Sp(8,p) X SL(2,p)
Cy

Sp(6,p) X Sp(4,p)

GO(7,2) X Ag

Sp(6,3) X Sp(4,3)

Sp(6,p) X Sp(4,p)
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C,

(¥

C3

Cs

Cg

Co

Co

Co

Co

Co

Co

Co

Co

5. SS
sp(2,p)*:
2
GL(5,p).
:5
Sp(2,p°):

2
GU(S,p).

p)°GO(5,p)
Sp(2,

50%(10,p)
S0~(10,p)
246
2462,
2'L,(11)
2'L,(11).2
2'L,(11)
2'L,(11)
2'L,(11).2
2'L,(11).2
2 x Us(2)
(2 x U5(2)).2

2’L,(p)

5
PSL(2,25)

Q*(10,2)

Q(10,2)

37

5- CZ
SL(2,3)

PSL(5,3)

5
SL(2,3%)

PSU(5,3)

GO(5,3)

SL(2,11)

PSU(5,2)

SL(2,11)

SL(2,11)

SL(2,11)

SL(2,11)

G:AS

PSL(5,p)

5
SL(2,p>)

PSU(5,p)

5,p)
>G<OS(L(2, p)

SL(2,9)

2,9) 17 icin
SL(2,

SL(2,11)

icin
2,11) 7
SL(2,

11 igin

13 igin

23 icin

23 igin

PSU(5,2)

icin
U@,2) 7
PS

p) 11 icin
2)
SL(



Tablo 9: Sp(12, p) nin maksimal alt gruplarina ait ¢oziilebilir kalanlar

p=3

p=5

€1 511';;0(11(&”15)1) i Gy11: (Cy. PSP(10,3) Gpir: (C- PSP(10,p)
YRGS wew

SR T S
¢, ES™18: (GL(3,p) G%*:(SL(3,2) G2*:(SL(3,3) G2*: (SL(3,p)

x $p(6,p)) X Sp(6,2)) X Sp(6,3)) x Sp(6,p))
OBEOD sy SS9 S
G 511’;:(:(1)6)’5(5' P) G25:GL(5,2) G35: PSL(5,3) G25: PSL(5,p)
€1 EX:GL(6,p) G21:GL(6,2) G21:SL(6,3) G PGL(6,p)
€1 Sp(10,p) x Sp(2,p) G0(11,2) Sp(10,3) f(pé;?éf’;)

“ spep) xSpap) G0(9,2) x Ag Sp(8,3) x Sp(4,3) | Sp(8,p) X Sp(4,p)
€2 Sp(2,p)%: Se - G: Ag G: Ag

Cz Sp(4,p)3: S, A} Sp(4,3)° Sp(4,p)*

€ sp(6,p)?%: S, GO(7,2)? 5p(6,3) Sp(6,p)?

Cz GL(6,p).2 - PSL(6,3).2 PSL(6,p).2

€ sp(6,p?):2 Sp(6,2%) $p(6,3?) Sp(6,p?)

€ Sp(4,p®):3 Sp(4,2%) Sp(4,3%) Sp(4,p*)

Cs GU(6,p).2 - PSU(6,3).2 PSU(6,p). 2
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C
" (Sp2,p)° GO*(6,p)).2

Cy
(Sp(2,p) > GO~ (6,p)).2

C

' Sp(4,p)°6O@3,p)
C

8 S0*(12,p) 0*(12,2)
C

8 S0~(12,p) 0-(12,2)
C B, .

? 2'L(2,11) SL(2,11)
C = .

? 2'L(2,11).2 SL(2,11)
C B, .

? 2'L(2,13) SL(2,13)
C - .

? 2'L(2,13).2 SL(2,13)
C . .

? 2'L(2,25) SL(2,25)
C PSL(2,25

? L(2,25).2, (2.25)
C . .

? 2'5(4,5) 2'S(4,5)
C . -

? 2°G(2,4) 2'G(2,4)
C . .

? 2G(2,4).2 2'G(2,4)
C A

9 514 14
Cy - 2'Suz

2'Suz

C , ;

? 2'L(2,p) SL(2,p)

Yukarida yer alan ¢oziilebilir kalanlarin miikemmel alt gruplari, 12th Gen Intel® Core™ 17-

12700H 2.70 GHz islemci ve 32 gb ram 6zellikli bilgisayar ile Intel® Core™ 17-10870 2.20
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GHz Islemxi 64 gb ram 6zelliklerine sahip bilgisayar ve Tiibitak ULAKBIM biinyesinde

faaliyet gosteren TRUBA sisteminde yer alan Orkinos sunucusu yardimiyla hesaplanmaistir.

4.3. Analizler
4.3.1. Dogrudan Hesaplamalar

Cozilebilir gruplar i¢in analizler Sp(2n, p) nin tiirev uzunlugu yardimi ile Teorem 4.1.1 de

verilmistir.
Miikemmel gruplar i¢in analizler ise su sekilde yapilmistir:

Analizlerimiz BlindDescent algoritmasimin 11. satirinda iiretilen dogru x elemanini baz
almaktadir. Bunun i¢in ilgili gruplarda bdyle bir elemanin bulunma ihtimaline dayanarak

asagidaki bilgiler 15181nda analizler yapilmistir.
G abelyen olmayan sonlu bir grup olsun. Herhangi bir A kiimesi i¢in A daki eleman sayisini
|A| ile gosterelim.
Comm(G) = {(x,y) €G X G: xy = yx}
olmak iizere

|Comm(G)|

Pr(G) =
olarak tanimlansin.

Burada Pr(G) sayisi, grup elemanlarinin biitiin sirali ikililerinin kiimesinin 6rnek uzay ve
Comm(G) tarafindan sayilan kiimenin de rastgele segilen bir ¢iftin degismeli olma olay1

olarak alindig1 G grubundaki iki elemanin degismeli olma olasiligidir.

Ayrica, k sayist G deki eslenik smiflarinin sayisi olmak iizere Erdds and Turan (1968)

tarafindan
|Comm(G)| =k - |G|

oldugu ispatlanmstir.
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Dolayisiyla, bizim c¢aligmamizda birim eleman hari¢ tutuldugundan asagidaki yardimci
teorem yardimiyla degismeli olan elemanlarin oranlar1 daha etkili bir sekilde

bulunabilmektedir.

Yardimci Teorem 4.3.1. G bir grup ve k da G deki eslenik siniflarinin sayis1 olsun. Bu
durumda,

(k.16 = 2.16] = 1)
G2

Pr*(G) =

dir. Burada, Pr*(G) ile G den birim eleman hari¢ diger elemanlarin degigsmeli olma

olasiliklar1 gosterilmistir.

Yardimei Teorem 4.3.2. H bir sonlu grup ve A ise H nin elementer abelyen normal r (r asal)

alt grubu olsun. Bu kabul ile asagidaki kosullar saglanir:

i r > 2 olsun ve ¢ € H 1n da A iizerinde -1d indiikleyen sabit bir eleman oldugu
kabul edilsin. b ise cA yan kiimesinin herhangi bir elemani olsun. Bu durumda,
diizgiin dagilimli rastgele h € H eleman1 ve herhangi bir k tamsayisi i¢in

Prob(h* = b| h* € cA) = 1/|A|
dir.

ii. b € H eleman A iizerinde agikar olmayan etkiye sahip sabit bir eleman olsun. Bu
durumda, A nin H daki sabit bir C yan kiimesi ve diizglin dagiliml rastgele h €
C i¢in

Prob([b,h] # 1| [b,h] € A) =1 —1/r
dir ( Brooksbank ef al. 2006 ).

Analizlere baslamadan 6nce daha 6nceden GAP formatinda olusturulmus olan GAP klasori
( Github ) i¢inde verilen ilgili gruplara ve Yardime1 Teorem 4.3.1 in kodu olan stepNumber

fonksiyonuna ulasabilmek icin asagidaki baslangic yapilir:
gap> gapPath:="C:/Users/kullanici/GAP”’;;
gap> Read(“C:/Users/kullanici/GAP/AILtxt”);;

Yukarida verilen Yardimci Teorem 4.3.1 ve Brooksbank et al. (2006) da yer alan Yardimci

Teorem 4.3.2 den faydalanarak asagidaki analizler 6rnek olarak yapilmistir.
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Asagida Sp(6,3) iin maksimal alt gruplarindan GU(3,3).2 nin ¢0ziilebilir kalani olan

SU(3,3) icin degismeli olan elemanlarin oran1 elde edilmistir:

&
GAP 4.12.1 of 2022-10-20

GAP https://ww. gap-system.org

Architecture: x86_64-pc-cygwin-default64-kv8

Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline

Loading the Tibrary and packages ...

Packages:  AClib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11, Browse 1.8.18,
CaratInterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, CrystCat 1.1.10, CThILib 1.3.4, curlInterface 2.3.1,
FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, I0 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3
orb 4.9.0, Polenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7
SmallGrp 1.5, Sophus 1.27, SpinSym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77

Try "??help" for help. See also '?copyright’, '?cite’ and '?authors’

gap> gapPath:="C:/Users/Ahmet/GAP";

"C: /Users/Ahmet/GAP"

Read("C: /Users/Ahmet/GAP/ATT. txt");

9.5,
3

o
|

ap> G:=sympGrps[6,3].maxSubGrpsByClass (3] [2].self;
<matrix group with 3 generators>

gap> ord:=sympGrps [6,3].maxSubGrpsByClass[3][2].order;
48384

Order(GU(3,3))*2;

48384

gap> sol:=sympGrps [6,3] . maxSubGrpsByClass[3][2].solRsd. self;
<matrix group with 5 generators»
gap> ordsol:=sympGrps [6,3].maxSubGrpsByClass[3][2].s01Rsd.order;
6048
gap> Order(SU(3,3)):
6048

gap> StepNumber(sol);
504.
gap>

Sekil 4: Sp(6,3) i¢in 6rnek hesaplama

Bu miikemmel alt grup i¢in analizi i¢ceren teorem asagidaki gibidir:

Teorem 4.3.3. Eger G = G/(RN G) = SU(3,3) ise BlindDescent 750log(1/8) tane y

elemanin islenmesini takiben, 1 — § dan yiiksek olasilikla gecerli bir x elemant tretilir.

Ispat: v = 3 olup Yardimc1 Teorem 4.3.1 yardimiyla Prob([x,y] € R N G) = 1/500 olup
Yardimci Teorem 4.3.2 den Prob([x,y] € Z(R N G)|[x,y] € R N G) = 2/3 oldugundan,

Prob([x,y] ¢ Z(RNG)A[x,y] ERNG)=>1/750

bulunur.
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Benzer sekilde Sp(6,3) in maksimal alt gruplarindan 2°'L(2,13) iin ¢o6zilebilir kalani olan
Sp(2,13) i¢in agagidaki ifade elde edilir:

Teorem 4.3.4. Eger G = G/(RN G) = Sp(2,13) ise BlindDescent 225log(1/8) tane y

elemanin islenmesini takiben, 1 — § dan yiiksek olasilikla gegerli bir x elemant tretilir.

Ispat: r = 3 olup Yardimci Teorem 4.3.1 yardimiyla Prob([x,y] € R N G) = 1/150 olup
Yardimci Teorem 4.3.2°den Prob([x,y] € Z(R N G)|[x,y] € R N G) = 2/3 oldugundan,

Prob([x,y] ¢ Z(RNG)A[x,y] ERNG) = 1/225
bulunur.

Asagida Sp(8,2) nin maksimal alt gruplarindan SO*(8,2) nin ¢oziilebilir kalan1 olan

0*(8,2) nin miikemmel alt gruplarindan PSU(4,2) i¢in degismeli olan elemanlarin orani

& GAP

GAP 4.12.1 of 2022-10-20
GAP https://www.gap-system.org

Architecture: x86_64-pc-cygwin-default64-kv8

Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline

Loading the Tibrary and packages ...

Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11, Browse 1.8.18,
CaratInterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, CrystCat 1.1.10, CTbhILib 1.3.4, curlInterface 2.3.1,
FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, I0 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3.9.5,
orb 4.9.0, Polenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7.3,
smallGrp 1.5, Sophus 1.27, SpinSym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77

Try '?7?help’ for help. See also '?copyright’', '?cite’ and '?authors’

g gapPath:="C: /Users/Ahmet/GAP";

"C:/Users/Ahmet/GAP"

Read("C:/Users/Ahmet/GAP/AT]. txt");

g G:=sympGrps [8,2] .maxSubGrpsByClass[8][1].solRsd.perSubGrps[79].self;

<matrix group with 2 generators>

ga sympGrps [8,2] .maxSubGrpsByClass[8][1].solRsd.perSubGrps[79].order;

25920

ga IsomorphismGroups (G,PSU(4,2));

CompositionMapping( [ (2,124)(3,156)(4,225)(5,158)(6,231)(8,126)(9,236)(10,145)(11,113)(13,119)(15,238)(16,151) (17,
244)(18,137)(19,105)(21,111)(23,246) (24,143) (26,100) (27,132) (28,249) (29,134) (30,255) (32,102) (34,92) (35,188) (36,
193)(37,190) (38,199) (40,94) (41,204) (42,177)(43,81) (45,87)(47,206) (48,183) (49,212)(50,169) (51,73)(53,79) (55,
214)(56,175)(58,68)(59,164) (60,217) (61,166) (62,223)(64,70) (65,218) (66,163)(71,224)(72,165) (75,170)(76,211) (77,
176)(78,213)(83,178)(84,203) (85,184) (86,205) (89,194) (90,187) (95,200) (96,189) (97,250) (98,131) (103,256) (104,
133)(107,138)(108,243)(109,144) (110,245) (115,146) (116,235) (117,152) (118,237) (121,226) (122,155) (127,232) (128,
157)(129,251)(135,253) (140,242) (142,248) (148,234) (150,240) (153,227) (159,229) (161,219) (167,221) (172,210) (174,
216)(180,202)(182,208)(185,195)(191,197), (2,16,161,184,125)(3,200,22,13,105)(4,201,182,188,21)(5,208,179,189,
20)(6,193,19,12,112)(7,9,168,177,124) (10,169,17,205,123)(11,97,166,120,111) (14,104,163,113,106) (15,176,24,204,
126)(18,196,219,191,213)(23,197,222,186,212) (25,108,203,115,175) (26,101,107,198,211) (27,173,224,127,199) (28,164,
128,202,187)(29,165,121,207,190) (30,172,217,122,194) (31,100,110,195,214) (32,109, 206,118,170) (33,151,230,69,
253)(34,154,70,244,129)(35,82,241,73,149) (36,95,81,256,233) (37,90, 88,249,240) (38,87,248,80,148) (39,159,67,245,
136)(40,146,227,68,252) (41,50,86,64,251) (42,63,246,137,135) (43,247,65,52,147) (44,250,225,133,239) (45,255,232,132,
234)(46,242,72,53,150) (47,58,243,144,130) (48,55,83,57,254) (49,91,160,78,85) (51,158,139,66,61) (54,155,142,71,
60)(56,94,153,75,84)(C [...1 ) 1 -> [ (1,52)(2,49)(4,42)(5,39)(6,69)(7,83)(9,34)(10,77)(11,54)(12,31)(15,28) (16,
64)(17,72)(18,25)(20,78) (21,59) (22,80)(23,60) (26,63) (27,70) (32,75) (33,57) (36,66) (37,85) (40,47) (41,45) (44,46) (50,
51)(56,74)(61,81)(62,71)(67,84), (1,68,80,43,52)(2,35,27,23,31)(3,8,11,63,77)(4,53,69,10,54)(5,82,38,83,13) (6,81,
30,60,42)(7,39,9,26,49)(12,61,71,48,34) (14,17,25,20,72) (15,75,58,33,64) (16,46,51,66,28) (18,44,36,78,19) (21,32,56,
57,59)(22,70,76,55,62) (24,45,84,79,73)(29,74,65,47,85) (37,41,50,67,40) 1, <action isomorphism> )

A StepNumber (G) ;

1440.

gap> IsomorphismGroups(Omega(1,8,2),sympGrps[8,2].maxSubGrpsByClass[8]1[1].s01Rsd.self);

CompositionMapping( [ (2,125)(3,166)(4,218)(5,223)(6,163)(7,124)(9,176)(10,212)(12,119)(13,114)(15,213)(16,169) (17,
184)(18,204)(20,111)(21,106) (23,205)(24,177)(26,101) (27,190) (28,194) (29,199) (30,187) (31,100) (33,251) (34,135) (35,
96) (38,89) (39,130) (40,254) (41,86) (43,241) (44,141) (45,140) (46,248) (48,83)(49,78)(51,233)(52,149)(53,148) (54,
240)(56,75)(57,227)(58,159)(59,72) (62,65) (63,154) (64,230) (67,153) (68,229) (69,228)(70,160) (73,147) (74,239) (79,
234)(80,150)(81,139)(82,247)(87,242)(88,142)(91,129)(92,253)(93,252)(94,136) (97,200) (98,188) (103,189) (104,
193)(107,206) (108,178) (109,183) (110,203) (115,214) (116,170) (117,175) (118,211) (121,224) (122,164) (127,165) (128,
217)(131,256)(134,249) (137,246) (144,243) (145,238) (152,235) (155,232) (158,225) (162,221) (167,220) (172,215) (173,

210) (180,207)(181,202) (186,197)(191,196), (2,22,184,78,112,160,149,169,212,239,129,11,42,205,113)(3,244,238,103,
81)(4,231,91,44,64,158,104,70,182,191,131,250,197,171,33)(5,168,73,222,97)(6,179,256,145,16,156,52,225,15,143,133,
174,98,18,17)(7,85,166,188,49)(8,66,19,247,96,154,193,14,105,223,135,95,141,120,65) (9,219, 34,23,82,24,69,161,10,
208,151,92,63,137,209)(12,61,124,62,111,139,36,230,189,114,21,163,251,35,241) (13,126,106,204,50,20,228,233,213,
176,147,253,119,86,177)(25,224,148,234,194) (26,203,37,165,175,136,76,60,59,48,153,214,187,38,178) (27,45,127,144,
146)(28,58,202,195,255,134,185,215,93,128,155,39,88,68,226) (29,121,220,53,162) (30,110,109,122,207,132,237,116,232,
80,157,115,243,249,210) (31,140,55,83,242) (32,159,130) (40,67,245,173,117,167,94,107 ,46,108,57,221,118,180,
235)C [...1 ) 1 -> [ <an immutable 8x8 matrix over GF2>, <an immutable 8x8 matrix over GF2> ],

<action isomorphism> )

gap>

Sekil 5: Sp(8,2) i¢in 6rnek hesaplama
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Teorem 4.3.5. Eger G = G/(R N G) = PSU(4,2) ise BlindDescent 2800log(1/6) tane y

elemanin islenmesini takiben, 1 — § dan yiiksek olasilikla gegerli bir x elemant tretilir.

Ispat: r = 2 olup Yardime1 Teorem 4.3.1 yardimiyla Prob([x,y] € R N G) = 1/1400 olup
Yardimci Teorem 4.3.2°den Prob([x,y] € Z(R N G)|[x,y] € RN G) = 1/2 oldugundan,

Prob([x,y] € Z(RN G) A[x,y] ERNG) = 1/2800
bulunur.

Sp(10,3) iin maksimal mitkemmel alt grubu olan 2°L(2,11) igin degismeli olan elemanlarin

orani su sekildedir:

Yow
GAP 4.12.1 of 2022-10-20
GAP https: //www. gap-system. org
Architecture: x86_64-pc-cygwin-default6d-kvs
Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline
Loading the Tibrary and packages ...
Packages:  ACTib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11, Browse 1.8.18,
CaratInterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, CrystCat 1.1.10, CThILib 1.3.4, curlinterface 2.3.1,
FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, 10 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3.9.5,
orb 4.9.0, Polenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrinGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7.3,
SmallGrp 1.5, Sophus 1.27, SpinSym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77
Try '??help" for help. See also '?copyright’, "?cite’ and '?authors’

gap> gapPath:="C:/Users/Ahmet/GAP"

"C: /Users/Ahmet/GAP"

gap> Read("C:/Users/Ahmet/GAP/ATT. txt");

gap> G:=sympGrps[10,3]. maxSubGrpsByClass[9][1].self;

<matrix group with 3 generatorss

gap> sympGrps [10,3].maxSubGrpsByClass [9][1].order

1320

gap> StructureDescription(sympGrps[10,3]. maxSubGrpsByClass[9][1].self);

"SL(2,11)"

gap> per:=sympGrps[10,3]. maxSubGrpsByClass[9][1].solRsd. perSubGrps [4].self;

<matrix group with 3 generators»

gap> IsomorphismGroups(SL(2,11),per);

CompositionMapping( [ (2,67,7,12)(3,78,8,23)(4,89,9,34)(5,100,10,45) (6,111,11,56) (13,68,73,18) (14,79,74,29) (15,90,75,
40)(16,101,76,51)(17,112,77,62) (19, 24,69,84)(20,35,70,95) (21,46,71,106) (22,57,72,117)(25,80,85,30) (26, 91,86,
41)(27,102,87,52)(28,113,88,63) (31,36,81,96) (32,47,82,107) (33,58, 83,118) (37,92,97,42) (38,103,98,53) (39, 114,99,
64)(43,48,93,108) (44,59,94,119) (49,104,109, 54) (50, 115,110,65) (55,60,105,120) (61,116,121,66) ,

(2,67,18)(3,78,30) (4,89,42)(5,100,54) (6,111,66) (7,12,68) (8,23,80) (9, 34,92) (10,45,104) (11,56,116) (13,79,19) (14,46,
27)(15,112,44)(16,24,47)(17,57,61) (20,101,98) (21,90,108) (22,35,114) (25,91, 31) (26, 58,39) (28,36,59) (29,69,73) (32,
113,110)(33,102,120) (37,103,43) (38,70,51) (40,48,71) (41,81,85) (49,115,55) (50,82,63) (52,60,83) (53,93,97) (62, %4,
75)(64,72,95)(65,105,109) (74,106,87) (76,84,107) (77,117,121) (86,118,99) (88,96,119) ] ->

[ < immutable compressed matrix 10x10 over GF(3) », < immutable compressed matrix 10x10 over GF(3) > ],

<action isomorphism> )

gap> StepNumber(per);

102.

gap>

Sekil 6: Sp(10,3) i¢in 6rnek hesaplama
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Teorem 4.3.6: Eger G = G/(R N G) = 2'L(2,11) ise BlindDescent 150log(1/5) tane y

elemanin islenmesini takiben, 1 — § dan yiiksek olasilikla gegerli bir x elemant tretilir.

Ispat: v = 3 olup Yardimc1 Teorem 4.3.1 yardimiyla Prob([x,y] € RN G) = 1/100 olup
Yardimci Teorem 4.3.2 den Prob([x,y] € Z(R N G)|[x,y] € R N G) = 2/3 oldugundan,

Prob([x,y] € Z(RNG)A[x,y] ERNG) = 1/150
bulunur.

Benzer sekilde Sp(10,3) {in maksimal alt grubu 2 X U(5,2) nin milkemmel alt grubu
PSU(5,2) i¢in asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3.7: Eger G = G/(R N G) = PSU(5,2) ise BlindDescent 456180log(1/6) tane

y elemanin islenmesini takiben, 1 — & dan ytiksek olasilikla gecerli bir x eleman tiretilir.

Ispat: r =3 olup Yardimci Teorem 4.3.1 yardimiyla Prob([x,y] ERNG) =1/
304120 olup Yardimer Teorem 4.3.2°den Prob([x,y] € Z(RN G)|[x,y] ERNG) = 2/3

oldugundan,
Prob([x,y] ¢ Z(RNG) A[x,y] ERNG) = 1/456180
bulunur.

Sp(12,2) nin maksimal alt grubu L(2,25). 2, in ¢6ziilebilir kalan1 PSL(2,25) i¢in degismeli

olan elemanlarin orani asagida verilmistir:
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& Gap

GAP 4.12.1 of 2022-10-20
GAP https://www.gap-system.org

Architecture: x86_64-pc-cygwin-default64-kv8

Configuration: gmp 6.2.1, GASMAN, readline

Loading the library and packages ...

Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.2.1, AtlasRep 2.1.6, AutoDoc 2022.10.20, AutPGrp 1.11, Browse 1.8.18,
CaratInterface 2.3.4, CRISP 1.4.5, Cryst 4.1.25, CrystCat 1.1.10, CTbILib 1.3.4, curlinterface 2.3.1,
FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0, Forms 1.2.9, GAPDoc 1.6.6, genss 1.6.8, I0 4.8.0, IRREDSOL 1.4.3, LAGUNA 3
orb 4.9.0, Polenta 1.3.10, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.2, RadiRoot 2.9, recog 1.4.2, ResClasses 4.7
smallGrp 1.5, Sophus 1.27, SpinSym 1.5.2, TomLib 1.2.9, TransGrp 3.6.3, utils 0.77

Try '??help’ for help. See also '?copyright', '?cite' and '?authors’

gap> gapPath:="C:/Users/Ahmet/GAP";

"C:/Users/Ahmet/GAP"

gap> Read("C:/Users/Ahmet/GAP/A1T. txt");

gap> G:=sympGrps[12,2].maxSubGrpsByClass[9][1].self;

<matrix group with 3 generators>

gap> sol:=sympGrps[12,2].maxSubGrpsByClass[9][1].solRsd.self;

<matrix group with 4 generators>

gap> IsomorphismGroups(sol,PSL(2,25));

CompositionMapping( [ (1,266)(2,324)(3,179)(4,28)(5,279)(6,60)(7,262)(8,175)(9,156) (10,316) (11,92) (12,308) (13,166) (14,
249)(15,232)(16,182)(17,191) (18,226) (19,171) (20,127) (21,304) (22,48) (23,306) (24,124) (25,180) (26,119) (27,235) (29,
74)(30,40) (31,303) (32,260) (33,234) (34,186) (35,138) (36,130) (37,76) (41,227) (42,132) (43,237) (44,99) (45,273) (46,
245)(47,300) (49,256) (50,313) (51,122) (52,320) (53,278) (54,108) (55,151) (56,301) (57,157) (58,71) (61,125) (62,295) (63,
69) (64,252) (65,189) (66,152) (67,135) (68,78)(72,239)(73,297)(75,82) (77,238) (79,250) (80,284) (81,95) (84,145) (85,
241)(86,193)(87,109) (88,153) (89,136) (90,168) (91,158) (93,106) (94,192) (96,251) (97,274) (98,101) (100,148) (102,

198) (103,222)(104,325) (105,242) (107,149) (110,215) (111,288) (112,281) (113,317) (114,146) (115,176) (116,293) (117,
292)(118,123)(121,319)(128,142)(129,150) (131,267)( [...] ), (1,183,114,90,256,295,133,271,132,108,266,177,303) (2,
128,98,210,190,219,63,67,294,105,320,149,268) (3,234,221,318,158,289,81,225,161,168,109,230,178) (4,296,173,250,113,
233,222,137,147,68,20,175,193) (5,241,197,18,23,35,44,199,285,195,87,314,245) (6,223,237,13, 248,187,207, 310,215,129,
162,93,243)(7,84,172,71,50,186,61,138,29,143,214,235,135) (8,300,91,19,51, 33,43,277,9, 257,185, 321,272) (10,66,85, 31,
60,165,40,78,151,73,122,319,58) (11,25,159,287,308,293,278,298,140,291,218,118,155) (12,299,75,317,163, 325,322,164,
307,107,167,125,246) (14,59, 316,229,42,236,69,242,202,146,276,141,224) (15,176,145,283,41,94,70, 305,323,65,117, 281,
104)(16,304,196,205,38,217,131,204,275,37,286,249,27) (17,208,53,284,103,72,213,30, 282,209, 265,247,279) (21,261,239,
106,227,232,290,253,156,228,260,49,270)( [...]1 ) 1 -

[ (1,13)(2,16)(3,15)(5,23)(6,11)(7,18)(8,9)(10,24)(12,26) (14,22)(19,25)(20,21), (1,4,18,20,15,7,5,21,6,24,22,13,25)(2,
26,17,8,3,9,10,14,23,16,11,12,19) ], <action isomorphism> )

gap> StepNumber(sol);

600.

gap>

075,
3

Sekil 7: Sp(12,2) i¢in 6rnek hesaplama

Teorem 4.3.8: Eger G = G/(R N G) = PSL(2,25) ise BlindDescent 1200log(1/5) tane y

elemanin islenmesini takiben, 1 — § dan yliksek olasilikla gegerli bir x eleman iiretilir.

Ispat: r = 2 olup Yardimci Teorem 4.3.1 yardimiyla Prob([x,y] € RN G) = 1/600 olup
Yardimci Teorem 4.3.2°den Prob([x,y] € Z(R N G)|[x,y] € R N G) = 1/2 oldugundan,

Prob([x,y] ¢ Z(RNG)A[x,y] ERNG) =>1/1200

bulunur.
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4.3.2. Involiisyon Hesaplamalari

Bir grup i¢in involiisyon mertebesi 2 olan ve kendisiyle carpildiginda birimi veren birimden
farkli olan elemandir. Yani bir G grubu i¢in g € G verildiginde g? = e ve g # e olmasi

durumudur.
Involiisyonlarla ilgili bazi teoremler asagida verilmistir.

Teorem 4.3.2.1: G grubunun bir g elemaninin involiisyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

g = g~ ! kosulunun saglanmasidir.

Teorem 4.3.2.2: G grubunun bir a eleman involiisyon ise her g € G igin gag~! de bir

involiisyon olur.

Teorem 4.3.2.3: Sonlu bir G grubunun mertebesi tek ise G grubunun hig involiisyonu yoktur.

Simdi Sp(2n, q) simplektik grubunun baz1 maksimal alt gruplarinin, merkez elemanlarinin

ve involiisyonlarimin oldugu tabloyu verelim.

Tablo10: Sp(2n, r) grubundaki involiisyonlar ve merkezdeki durumlari

Ey:1
Sp(2,2)
I
24 g
E;:2 21,
Sp(2,3) ’
2
Qs
41
24, 2
Sp(2,5) Es: 4 41,
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Q2(5+1)

"C2.84=SL(2,3).C2"

sp(2,7) "C2.84=SL(2,3).C2"

E;:6

"C3:Q8"

"C3:Q8"

Sp(2,11) E.:10
11+

Q2(11+1)

Ei3:12

Sp(zl 13) Q2(13+1)

Q2(13—1)

2'A4_

Ei;:16

"C2.84=SL(2,3).C2"
Sp(2,17)
"C2.84=SL(2,3).C2"

Q2(17+1)

Q2(17—1)

Ei9:18

SL(2,5)
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41,

61,

61,

61,

101,

101,

101,

101,

121,

121,

121,

121,

161,

161,

161,

161,

161,

181,

181,



Sp(2,19) SL(2,5)

Q2(19+1)

Q2(19-1)

Sp(4,2) Ss

"(S3x S3) : C2"

"C2 x S4"

"C2 x S4"

"C2.((C2x C2x C2x
C2) : A5)"

"SL(2,9) : C2"
"(((C3xC3xC3):Q8)
:C3): Cc2"

Sp(4,3
ph3) "C2 x ((((C3x C3) :
C3):Q8): C3)"

"((Q8 x Q8) : C3) :
C2):C3"

"(C5x C5 x C5) :
GL(2,5)"

"((C5x C5) : C5) : (C4
x SL(2,5))"
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"SL(2,25) : C2"
Sp(4,5)

"(SL(2,5) x SL(2,5)) :
c2"

"C2.((C2xC2xC2x

C2) : A5)"

"C3:((C2.S5=
SL(2,5). C2) : C2)"

"((C2.S5=SL(2,5).
C2):C2):C2"

"((C2.S5=SL(25).
C2):C2): C2"

E3: (1 X 5pa(2))

E3™: (GLy(2)
X Sp,(2))

E$:GL3(2)

Sp(6,2)

Sp2(2) X Spa(2))

Sp,(23):3

502 (2)

506 (2)

Us(3):2
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Yukaridaki bilgilerin sonucunda asagidaki énerme elde edilir:

Onerme 4.4.1: r asal olmak iizere GL(n,r) genel lineer grubunda;

r—1 0 0
1 O r—1 - 0 . . :
A= : : . : matrisi bir involiisyondur ve ayn1 zamanda merkezin
0 0 or—1
elemanidir.
r—1 r -1 0
Ispat: O r _ 1 " 1 O
0 r—1
[(r— 1)? 0 0
_ | 0 (r —1)? 0
| o 0 - (=12

olup burada (r — 1)? = 1 oldugundan A matrisi bir involiisyondur. Ayrica,

A = (a;;) € GL(n, ) olmak lizere;

r—1 0 0 a1 QA2 0 Qqn
0 r—1 - 0 az1 Q1 - 0 _
0 0 - Ap1 Qn1 * Qpn
ajr Q2 v aln r— 1 0
a;; A4z - r— 1 0
An1 QAn1 - -or—1
dir. Gergekten;
r—1 0 Az 0 Qan
0 r—1 a21 0 _
0 0 an1 Ann
(r—1Da;; (r—1Da,, - (r—1Dagy,
(r—1Daz; (r—1az; - (F—1az,
(T‘ - 1)anl 0 (T‘ - 1)ann
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ve

a1 Q12 = Q] [r—1 0 0

a1 04z - 0 0 r—1 .- 0 _

an1 an1 Ann 0 0 r—1
an(r—1) ap@r—-1) - ap(r—1)
a1 (r—1) azp(r—1) - axyp(r-—1)
an1(r—1) 0 o App(r—1)

dir.

Onerme 4.4.2: G bir grup olsun. Eger bu grubun merkezinde bir involiisyon bulunuyorsa G

nin elemanlarinin en az yarisinin mertebesi cifttir.
Ispat: a € Z(G) ve a? = e ve a # e olsun. Her x € G igin ax = xa dur.

G nin, z merkezde olan bir involiisyon olmak tizere H = {e, z} alt grubunu alalim. H in G

deki sol kosetleri

gH =1{g, 97}

seklindedir. Kosetler ayrik oldugundan ve birlesimleri G yi kapsadigindan toplam koset

sayisl

olur.

Simdi, her gH kosetindeki iki elemandan en az birinin mertebesinin ¢ift olmasi durumuna
bakalim:

Durum I: g nin mertebesi ¢ift ise durum agiktir.

Durum Il: g nin mertebesi tek ise, |g| = 2k + 1 olmas1 durumunda;

=e.z=Z%*e,

2k+1 _ 2k+1,.,2k+1
(92) =97z

(gz)2(2k+1) — g2(2k+1)Z2(2k+1) —ee—e
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oldugundan |gz| ¢ift olur.

Her kosette en az bir ¢ift mertebeli eleman bulundugundan cift mertebeli eleman sayis1 en

az |G|/2 olur.

Bu bilgelere dayanarak asagidaki 6rnek verilebilir;

omeka4.1:5p25=(" L[ L1021 40 3L AL AR Y

LB DE JE IE BB B G AL D 9L
[2 g],[g ﬂ,[i g],[g 3],[2 g]} grubunu goz oniine alalim. Z:{[(l) 2],[3 2]}
grubun merkezidir. Buradaki elemanlarin mertebeleri ise GAP programinda

listord:=List(maksrep[1],x->Order(x)); komutu kullanarak ;
[1,3,4,36,6,2,3,3,6,3,6,4,4,6,4,3,6,3,6,4,4,6,3]

seklinde bulunur. Ayrica Sp(2,5) grubunun [g 2] elemaninin mertebesi 2 ve bir

involiisyondur. Ayni zamanda bu eleman merkezdedir. Dolayisiyla, buradan Sp(2,5)

grubunun elemanlarinin en az yarisinin ¢ift mertebeli oldugu anlaslir.

Biitiin bu 6zelliklerin 151g1nda asagidaki teorem ile dordiincli mertebeden bir grup ig¢in 2006
yilinda Brooksbank ve arkadaslarinin yapmis oldugu analizlerin gecerli oldugu

gosterilecektir.

Teorem 4.4.4: H=G/Z(RNG) ve A=(RNG)/Z(RNG) olsun. G =G/(RNG) =
Sp(2,7)* ise BlindDescent 122log(1/68) tane y elemani islendikten sonra 1 — & dan biiyiik

bir olasilikla dogru sonug liretir.

Ispat: Sp(2,r)* grubunun merkezinin mertebesi 16 dir ve tiim involiisyonlar bu merkezin
icindedir. Bu gruptaki elemanlarin en az yarisinin mertebesi ¢ifttir. Hatta mertebesi 16 ya
boliindiigiinde 2,4,6,8,10,12,14 ¢ift kalan veren elemanlarinin orani en az 1/3 tiir. Bundan
dolayr 1/81 den biiyiik bir ihtimalle bu elemanlarla belirlenen G = Sp(2,7)* bélim
grubundaki y = (y1,¥,,¥3,¥s) gorintiisiinde y1,y,,y5; ve y, ¢ift mertebeli olup ayni
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zamanda y 16 ile boliinmez. Goriintiisii ¥ olan y € G i¢in y°»/? A kiimesi iizerinde —Id
olarak etki eder. O halde,

x(RNG)y>"2(RnG) = y>2(RNG)x(R N G)
S xRN G)(y>2) RN G)x(RN Gy (RNE) = (RNGE)
= x71(y/2) Txy®/2(RNG) = (RN G)
= [x,y»/?] € RN G)

olup Prob([x,y°/?] € (RN G) = 1 bulunur. Ayrica r > 3 olup Yardimc1 Teorem 4.3.2
(if) den

Prob([x,y%/?*| € Z(Rn G)|[x,y*/*| € (RN G) = 2/3

elde edilir. O halde,

2 1
Prob([x,y*/*| ¢ Z(RN G) A [x,y*??| € (RN G) = Lz.27

P b[ OTy]GEZ(RnG)/\[ OTy]e RNG) = 2 S
rob(|xy Xy (RNG) =573~ 133

bulunur. Dolayistyla BlindDescent algoritmasinin 11. Satirin1 p = 2 olarak alirsak 1 — &

dan biiytik bir ihtimalle uygun bir x elemanin tiretildigi gortiliir.

Bu analizlerin sonucunda eger girdi grubu olan G ¢dziilebilir grup ya da miikkemmel bir
grup olmasin durumunda algoritma dogru sonucu verecektir. Eger girdi grubu olan G
yerine G grubunun ¢oziilebilir kalanini alirsak bu grup mitkemmel grup olacagindan

yukaridaki analiz ¢oziilebilir kalanlar i¢in de gecgerli olacaktir.

Analizlerin geri kalan kisimlarina iligkin hesaplamalar dosya halinde;

https://github.com/zehraclkcp/analysis-site adresinde bulunabilir.
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5. SONUC, TARTISMA ve ONERILER

Bu tez calismasinda, BlindDescent algoritmasinin ¢oziilebilir gruplar iizerindeki etkinligi
detayl1 bir sekilde incelenmistir. Ilk asamada, algoritmanin 8,10,12 boyutlu ¢oziilebilir

gruplar {lizerindeki ¢alismalar1 gergeklestirilmis ve performansi degerlendirilmistir.

Ikinci asamada ise literatiirde tanimli 7 asal olmak iizere Sp(8,7),Sp(10,7) ve Sp(12,7)
gruplarinin maksimal alt gruplar1 tizerinden ¢6ziilebilir kalanlar1 ve bu kalanlarin miikemmel
alt gruplar1 asamali olarak elde edilmistir. Bu alt gruplarin bir kismi dogrudan hesaplama
yontemleriyle, bir kismi ise involiisyonlarin kullanimiyla analiz edilmis ve sonuglar tablolar
halinde verilmistir. Analizlerin ayrintilina ve hesaplama siireglerine iligkin baglantilar
okuyucunun erisimine sunulmustur. Parcalar halinde yiiriitilen hesaplamalar sirasinda
ozellikle 12 boyutlu gruplar i¢in mevcut donanimin RAM kapasitesi yetersizligi nedeniyle

bazi teknik giicliiklerle karsilagiimistir.

Elde edilen bulgular, ¢oziilebilir kalan analizlerinin 6zellikle yiiksek boyutlarda 6nemli
hesaplama kaynaklar1 gerektirdigini gostermektedir. Bu durum, gelecekte yapilacak
caligmalar icin yiiksek performansli hesaplama merkezlerinde paralel programlama
tekniklerinin uygulanmasinin gerekli oldugunu ortaya koymaktadir. Ayrica, elde edilen
miitkemmel alt gruplar ve yapilan analizler ilgili grup teorisi literatiiriine somut katkilar

saglamaktadir.

Sonug olarak, bu tez ¢aligmas1 hem algoritmanin farkli boyutlardaki performansini hem de
spesifik grup yapilari iizerinden elde edilen ¢oziilebilir ve mitkemmel alt grup analizlerini
kapsaml1 bir sekilde ortaya koymustur. Elde edilen veriler ve metodolojik yaklasim, ileri

caligmalar i¢in bir referans niteligi tagimaktadir.
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EKLER

Ek 1. Tiirev uzunlugu Mathematica Kodu

k[m] == Floor[Log[9, m]];
o[m] := Piecewise [{{5k[m],9k[m] < n < 169¥M=1} {5k [m] + 1,169%M-1 < m
< 39%ImI} {5k[m] + 2,39%M < m < 49kmI}, {5k [m] + 3,49%M < m

< 6494mI1}, {5k [m] + 4,649+~ < 1 < okmI+1Y]

n[m_] :== Piecewise [{{1,m ==1},{4,m=

m

= 2},{9+0[

+a[’";2]];

{#,n|#]}&/@Range[30]

-2
= ] ,MemberQ[{6,7,17,59,60,61,62,63,64,65}, m]}}, 10
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