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2025, 63 Sayfa 

Jüri: Prof. Dr. Rıdvan ŞAHİN 

Doç. Dr. Sait TAŞ 

Doç. Dr. Evrim TOKLU 

Doç. Dr. Kadirhan POLAT 

 

Hesaplamalı Cebir özellikle Hesaplamalı Grup Teorisi (HGT) kapsamında, klasik grupların 

yapısını incelemeye yönelik algoritmaların geliştirilmesiyle ilgilenir. Bu alanda önemli 

araştırma konularından biri Ascbacher sınıflandırmasında yer alan klasik grupların maksimal 

alt gruplarına yönelik indirgeme (homomorfizma kurma) algoritmalarını tasarlamak ve bu 

algoritmaların analizlerini gerçekleştirmektir. 

Bu çalışma, Ascbacher sınıflandırmasındaki 𝐶6 sınıfına giren gruplar için daha önce 𝑑 =

𝑟, 𝑑 = 𝑟2, 𝑑 = 𝑟3 koşulları üzerinde yapılan BlindDescent algoritması analizlerinin devamı 

niteliğindedir. Çalışmada, herhangi bir ek koşul olmaksızın 𝑑 = 𝑟4, 𝑑 = 𝑟5, 𝑑 = 𝑟6 

durumları ele alınmıştır. Analizler sırasıyla 𝑆𝑝(8, 𝑟), 𝑆𝑝(10, 𝑟), 𝑆𝑝(12, 𝑟) grupları üzerinde 

gerçekleştirilmiştir. 

Analiz sürecinde maksimal alt grupların çözülebilir kalanları ve bu kalanların mükemmel alt 

grupları ve bu gruplarda yer alan involüsyonlar ayrıntılı biçimde incelenmiştir. Elde edilen 

sonuçlar, BlindDescent algoritmasının yüksek boyutlu klasik gruplarda herhangi bir ek 

yapısal koşul olmaksızın güvenilir biçimde uygulanabileceğini göstermektedir. 

2025, 63 sayfa 

Anahtar Sözcükler: Ascbacher Sınıflandırması, Çözülebilir Kalan, Hesaplamalı Grup 

Teori, İndirgeme Algoritması, İnvolüsyon, Simplektik Grup 

Bu tez TÜBİTAK tarafından 121F477 numaralı proje ile desteklenmiştir. 
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Computational Algebra, particularly within the field of Computational Group Theory (CGT), 

Focuses on developing algorithmic methods to anayze the structure of classical groups. One 

of the major research topics in this area is the design of reduction  (homomorphism) 

algorithms for the maximal subgroups of classical groups classified under the Ascbacher 

framework and the detailed analyses of these algorithms. 

This study extends previous analyses of the BlindDescend algorithm conducted for the case 

𝑑 = 𝑟, 𝑑 = 𝑟2, 𝑑 = 𝑟3 within the Ascbacher class 𝐶6. Here, the cases 𝑑 = 𝑟4, 𝑑 = 𝑟5, 

𝑑 = 𝑟6 are examined without any additional assumptions. The analyses are carried out on 

the symplectic groups 𝑆𝑝(8, 𝑟), 𝑆𝑝(10, 𝑟), 𝑆𝑝(12, 𝑟). 

During the analysis, the solvable residuals of the maximal subgroups, the perfect subgroups 

of these residuals and the involutions contained within these groups have been thoroughly 

investigated. The obtained results demonstrate that the BlindDescent algorithm can be 

effectively applied to higer dimensional classical groups even in the absence of additional 

structural constraints. 

2025, 63 pages, 

Keywords: Aschbacher  Classification, BlindDescent Algorithm, Computational Group 

Theory, Solvable Residuals, Symplectic Group 
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1. GİRİŞ 

 

Klasik gruplar, sonlu grup teorisinin en önemli yapı taşlarından birini oluşturarak hem 

yapısal teori hem de uygulamalar bağlamında merkezi bir rol oynamaktadır. Bu grupların 

kökeni, Felix Klein’ ın 1872’ deki Erlanger Programı’ na kadar uzanır; Klein, geometriyi bir 

dönüşüm grubunun değişmezleri üzerinden tanımlayarak, lineer grupların temel önemini 

vurgulamıştır ( Klein 1872 ). Ardından, Wilhelm Killing ve Elie Cartan’ın Lie grupları 

üzerine yaptığı sınıflandırma, sonlu cisimler üzerinde benzer yapıların araştırılmasına zemin 

hazırlamıştır ( Hawkins 2000 ). 

Sonlu cisimler üzerindeki klasik grupların sistematik inşası, Leonard E. Dickson’ ın 1901 

tarihli çalışmasıyla gerçekleştirilmiştir ( Dickson 1901 ). Dickson, genel lineer grup ( 𝐺𝐿𝑛), 

özel lineer grup ( 𝑆𝐿𝑛), simplektik grup ( 𝑆𝑝𝑛), ortogonal grup ( 𝑂𝑛 ) ve üniter grup ( 𝑈𝑛 ) 

gibi yapıları sonlu cisimler üzerinde tanımlayarak, bunların bir bilineer veya kuadratik formu 

koruyan matris grupları olduğunu göstermiştir. 

20. yüzyıl boyunca klasik gruplar, hem cebirsel hem de geometrik açıdan derinlemesine 

incelenmiş; özellikle sonlu basit grupların sınıflandırması projesinde temel bir rol 

üstlenmişlerdir. Michael Aschbacher’ ın 1984 yılında yayımladığı sınıflandırma teoremi, 

sonlu klasik grupların maksimal alt gruplarını 𝐶1’ den 𝐶9’ a kadar dokuz kategoride 

yapılandırmış ve bu alana sistematik bir çerçeve kazandırmıştır ( Aschbacher 1984 ). Bu 

sınıflandırma özellikle 𝐶6 sınıfı gibi yapısal olarak karmaşık ailelerin algoritmik analizi için 

bir çerçeve sunmuştur. 

Klasik grupların yapısal analizlerinde öne çıkan bir diğer kavram da çözülebilir kalandır. Bir 

grubun en büyük normal çözülebilir alt grubu olarak tanımlanan bu yapı, Jordan-Hölder 

kuramı çerçevesinde anlam kazanmıştır. Klasik gruplar için çözülebilir kalanın genellikle 

merkezle sınırlı olması, onların neredeyse basit karakterini ortaya koymaktadır ( Huppert 

1967 ). 

Bu teorik zemin üzerine, Hesaplamalı Cebir alanında gelişen Matris Grup Tanıma Projesi ( 

MGTP ) gibi uluslararası araştırma girişimleri, sonlu cisimler üzerinde tanımlı matris 

grupları için etkili algoritmalar geliştirmeyi hedeflemektedir. Bu proje kapsamında, matris 
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gruplarının yapısını analiz etmek üzere indirgeme algoritmaları ve bölüm ağaçları gibi 

yöntemler geliştirilmiştir. Özellikle, 𝐶6 sınıfındaki gruplar için tasarlanmış olan ve 

BlindDescent olarak adlandırılan indirgeme algoritması ( Leedman-Green 2006 ), ekstra-

özel normal alt grupların tespiti ve bunlar üzerinden homomorfizmaların inşası yoluyla 

grupların özelliklerinin hesaplamalı olarak kontrol altına alınmasını sağlamaktadır. 

Öte yandan, mertebesi 2 olan elemanlar olarak tanımlanan involüsyonlar da klasik grupların 

incelenmesinde kritik bir öneme sahiptir. Richard Brauer ve K. A. Fowler’ ın 1950’ lerdeki 

öncü makaleleri ( Brauer and Fowler 1955 ) ve ardından Daniel Gorenstein ile bu alanda 

çalışan diğer araştırmacıların involüsyon merkezleyicileri üzerine geliştirdiği yöntemler, 

sonlu basit grupların sınıflandırmasının temel taşlarından birini oluşturmuştur ( Gorenstein 

1982 ).  

Bu tez çalışmasında, sonlu cisimler üzerinde tanımlanmış klasik grupların çözülebilir 

kalanlarının yapısı ile involüsyonların merkezleyicileri arasındaki ilişkiler incelenecek ve bu 

bağlamda 𝐶6 sınıfı gruplarına odaklanılarak, BlindDescent algoritmasının performans 

analizi gerçekleştirilecektir. Çalışmamızda, girdi grubunun çözülebilir normal alt gruplarını 

içeren mükemmel alt grupları için kapsamlı analizler sunulacak ve algoritmanın bu grupları 

tespit etmedeki etkinliği değerlendirilecektir. 

Tezin yapısal organizasyonu beş ana kısımdan oluşmakta olup, her bir kısım araştırmanın 

farklı bir aşamasına odaklanmaktadır.  

Birinci bölümde yer alan girişte grupların tarihsel gelişimi ve araştırmanın amacına yer 

verilmiştir. 

İkinci bölüm olan kuramsal temellerde ise tezin ilerleyen bölümlerinde kullanılacak olan 

temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde; Aschbacher sınıflandırması, 𝐶6 sınıfının özellikleri ve BlindDescent 

algoritmasının teorik çerçevesi açıklanmıştır. 

Dördüncü bölümde; grupların çözülebilir, mükemmel alt grupları ve involüsyonlar üzerine 

elde edilen bulgular sunulmuştur. 
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Beşinci ve son bölüm olan sonuç kısmında ise; çalışmanın ana hatlarıyla sonuçları ve genel 

değerlendirmesi paylaşılmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

2.1.Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1: 𝐺 bir grup ve onun boştan farklı alt kümesi 𝑆 olsun. ∗: 𝐺 × 𝑆 ⟶ 𝑆 fonksiyonu, 

(𝑔, 𝑠) ⟼∗ ((𝑔, 𝑠)) = 𝑔 ∗ 𝑠 şeklinde tanımlanır ve 

i. her 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝑠 ∗ 𝑒 = 𝑠 , 

ii. her 𝑠 ∈ 𝑆 ve 𝑔, 𝑎 ∈ 𝐺 için (𝑔𝑎) ∗ 𝑠 = 𝑔 ∗ (𝑎 ∗ 𝑠), 

koşullarını sağlarsa ∗ fonksiyonuna. 𝐺 nin 𝑆 üzerine bir etkisi denir ( Asar vd 2009 ). 

Tanım 2.1.2: Her 𝑠 ∈ 𝑆 ve 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑔 ∗ 𝑠 = 𝑠 şeklinde tanımlanan ∗ fonksiyonu, 𝐺 nin 𝑆 

üzerine bir etkisidir. Bu etki aşikâr etki olarak adlandırılır ( Asar vd 2009 ). 

Tanım 2.1.3: 𝐺 bir grup ve 𝐺 nin bir alt grubu 𝑆 olsun. Her 𝑠 ∈ 𝑆 ve 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑠 ∗ 𝑔 =

𝑠𝑔𝑠−1 şeklinde tanımlanan ∗ fonksiyonu 𝑆 nin 𝐺 üzerine etkisidir. Gerçekten her 𝑠, 𝑡 ∈

𝑆 ve 𝑔 ∈ 𝐺 için; 

(𝑠𝑡) ∗ 𝑔 = (𝑠𝑡)𝑔(𝑠𝑡)−1 = 𝑠(𝑡𝑔𝑡−1)𝑠−1 = 𝑠 ∗ (𝑡𝑔𝑡−1) = 𝑠 ∗ (𝑡 ∗ 𝑔)   ve 

 𝑒 ∗ 𝑔 = 𝑒𝑔𝑒 = 𝑔 

olur. Buna 𝑆 nin 𝐺 üzerine eşlenikleme etkisi denir ( Asar vd 2009 ). 

Tanım 2.1.4: 𝐺 bir grup ve 𝑝 bir asal sayı olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝐺 için. 𝑥𝑝
𝑘
= 𝑒  olacak şekilde 

bir 𝑘 ≥ 0 tamsayısı varsa 𝐺 ye bir 𝑝-grubu denir ( Asar vd 2009 ). 

Tanım 2.1.5: 𝐺 bir grup. 𝑆 ≤ 𝐺 olsun. 𝑁𝐺(𝑆) = {𝑥 ∈ 𝐺: 𝑥𝑆𝑥
−1 = 𝑆}  kümesine 𝑆 nin 𝐺 deki 

normalleyeni denir.( Bilgiç 2013 ). 

Tanım 2.1.6: 𝐺 grubunun aşikâr alt gruplarından başka normal alt grupları yoksa o zaman 

bu 𝐺 grubuna basit grup denir (Taşçı 2008 ). 

Teorem 2.1.1: 𝑛 ≥ 5 için 𝐴𝑛 basit bir gruptur ( Asar vd 2009 ). 

Tanım 2.1.7: 𝐺 bir grup ve 0 ≤ 𝑖 < 𝑛 için 𝐻𝑖 ler de 𝐺 grubunun alt grupları olsun.  

 {𝑒} = 𝐻0 ≤ 𝐻1 ≤ ⋯ ≤ 𝐻𝑛 = 𝐺 serisine 𝐺 grubunun alt normal serisi denir ( Asar vd 2009 

). 
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Tanım 2.1.8: 𝐺 bir grup ve 𝐻 = 𝐻0 ⊲ 𝐻1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐻𝑛 = 𝐺, 𝐺 nin bir altnormal serisi olsun. 

Eğer her 0 ≤ 𝑖 < 𝑛 için 𝐻𝑖+1/𝐻𝑖 bölüm grubu abelyen ise 𝐺 ye bir çözülebilir grup denir. 

Ayrıca 𝐻𝑛 ={𝑒} koşulunu sağlayan en küçük 𝑛 sayısına 𝐺 grubunun türev uzunluğu denir  ( 

Asar vd 2009 ). 

Teorem 2.1.2: 𝐺 çözülebilir ise  𝐺 grubunun alt grupları ve bölüm grupları da çözülebilirdir.( 

Rotman 1995 ). 

Sonuç 2.1.1: 𝑛 ≥ 5 ise 𝐺𝑛 çözülebilir değildir.  

Teorem 2.1.3: 𝐺 bir grup ve 𝑁 ⊲ 𝐺 olmak üzere, eğer 𝑁 grubunun çözülebilir olması ve 

𝐺/𝑁  bölüm grubunun çözülebilir olması durumunda 𝐺 grubu da çözülebilirdir ( Asar vd 

2009 ). 

Tanım 2.1.9: 𝐺 bir grup ve 𝐻, 𝑆 ≤ 𝐺 olsun. 

[𝐻, 𝑆] = 〈[ℎ, 𝑠] | ℎ ∈ 𝐻, 𝑠 ∈ 𝑆〉 

grubuna 𝐻 ile 𝑆 nin alt gruplarının komütatör alt grubu denir. 

Tanım 2.1.10: 𝐺 bir grup ve komütatör alt grubu 𝐺′ olmak üzere, eğer 𝐺′ = 𝐺 oluyorsa 𝐺 

grubu mükemmel grup olarak adlandırılır. 

Teorem 2.1.4: Bir 𝐺 grubu mükemmel grup ise 𝐺 nin her bölüm grubu da mükemmeldir.( 

Dummit and Foote 2004 ). 

Tanım 2.1.11: Bir 𝐺 grubu; eğer 𝐺 ≅  (ℤ𝑝)
𝑛 ( 𝑝 asal ) biçiminde izomorf bir yapıya sahipse 

𝐺 grubuna elementer abelyen 𝑝- grup denir. ( Rotman 1995 ). 

Tanım 2.1.12: Bir grubun tüm maksimal alt gruplarının kesişimi o grubun Frattini alt grubu 

oluşturur. 

Tanım 2.1.13: Bir 𝐺 grubundaki her elemanın mertebesi göz önüne alındığında bu 

mertebelerin en küçük ortak katı grubun eksponenti olarak tanımlanır ( Çallıalp 2009 ). 

Tanım 2.1.14: 𝐺 bir grup 𝐻 da bu grubun alt grubu olsun. Eğer 𝐺 nin tüm otomorfizmleri 𝜑 

için, 𝜑(𝐻) ≤ 𝐻 ise 𝐻 karakteristik alt gruptur.  

Tanım 2.1.15: 𝔽 bir cisim olmak üzere 𝐺𝐿(𝑛, 𝔽) = {𝑋 ∈ 𝑀: det (𝑋) ≠ 0} grubuna genel 

lineer grup denir ( Bray et al. 2013 ).  
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Tanım 2.1.16: 𝑆𝐿(𝑛, 𝑞) = {𝑋 ∈ 𝑀: det(𝑋) = 1} grubu özel lineer grup olarak adlandırılır ( 

Bray et al. 2013 ). 

Tanım 2.1.17: 𝐺 bir grup ve 𝐺/𝑁 bölüm grubu çözülebilir olacak şekilde 𝑁 normal alt 

gruplarının arakesitine 𝐺 grubunun çözülebilir kalanı denir ( Rose 1978 ). 

Teorem 2.1.5: 𝐺 bir grup ve 𝑁 de 𝐺 grubunun çözülebilir kalanı ise bu durumda 𝑁, 𝐺 

grubunun türev serisindeki son gruptur ( Kantor 2003 ). 
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2.2. Klasik Gruplar 

 

Tanım 2.2.1: 𝑝 bir asal sayı ve 𝔽 karakteristiği 𝑝 olan sonlu bir cisim olsun. 𝔽 cismi üzerinde 

bir sol lineer veya kuadratik form ϱ tarafından belirlenen ve aşağıda ele alınan dört durumun 

her biri için 𝑆 ≤ 𝐼 ≤ ∆≤ Γ şeklinde bir grup zinciri mevcuttur. Eğer bir 𝑌 grubuna karşılık 

gelen 𝑌̅ , 𝑃𝑌 = 𝑌/𝑍(𝑌)  şeklinde gösterilen projektif grup yukarıdaki zincirin projektif 

karşılığı olarak 𝑆̅ ≤ 𝐼 ̅ ≤ ∆̅≤ Γ̅ şeklinde olur. 

 

Söz konusu dört klasik grup ailesine ilişkin temel özellikler aşağıdaki tabloda verilmiştir:  

 

L durumu ; 𝜚 sıfır form 

S durumu;  𝜚 = 𝑓, dejenere olmayan simplektik form 

O durumu;  𝜚 = 𝜗, dejenere olmayan kuadratik form 

U durumu;  𝜚 = 𝑓, dejenere olmayan üniter form 

 

 

2.2.1. Lineer Gruplar 

 

Burada L durumu geçerli olacaktır. Böylece 𝜚 sıfır formdur ve 

Γ = Γ𝐿(𝑉, 𝔽) ≅ Γ𝐿𝑛(𝑞) 

𝐼 = Δ = 𝐺𝐿(𝑉, 𝔽) ≅ 𝐺𝐿𝑛(𝑞) 

Ω = 𝑆 = 𝑆𝐿(𝑉, 𝔽) ≅ 𝑆𝐿𝑛(𝑞) 

dır. 

Önerme 2.2.1.1 : |I| = 𝑞𝑛(𝑛−1)/2∏ (𝑞𝑖 − 1)𝑛
𝑖=1  dir ( Kleidman and Lebeck 1990 ). 

Tanım 2.2.1.1: 𝔽 bir cisim ve 𝑉, 𝔽 cismi üzerinde tanımlanan 𝑛 boyutlu vektör uzayı olsun. 

𝑉 nin tüm tersinir lineer dönüşümlerinin kümesi bileşke işlemi altında bir grup oluşturur. Bu 

gruba 𝑉 nin genel doğrusal lineer grubu denir ve 𝐺𝐿(𝑉) olarak gösterilir. 𝑉 = 𝔽𝑛 alınırsa bu 

grup, 𝔽 cismi üzerindeki 𝑛 × 𝑛 boyutlu tersinir matrislerin grubuna izomorf olur. Yani; 

𝐺𝐿(𝑛, 𝔽) = {𝑋 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(𝔽)|det (𝑋) ≠ 0} 
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dır. 

Tanım 2.2.1.2: Determinantı bir olan tüm 𝑛 × 𝑛 matrislerin oluşturduğu 𝐺𝐿(𝑛, 𝔽) grubunun 

alt gruplarına özel lineer grup denir ve 𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) şeklinde gösterilir. Yani; 

𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) = {𝑋 ∈ 𝐺𝐿(𝑁, 𝔽)| det(𝑋) = 1} 

dir. 𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) alt grubu aynı zamanda 𝐺𝐿(𝑛, 𝔽) nin bir normal alt grubudur. 

Teorem 2.2.1.1: 𝔽𝑞 sonlu bir cisim olsun. Bu durumda, 𝐺𝐿(𝑛, 𝔽) grubunun mertebesi; 

|𝐺𝐿(𝑛, 𝑞)| = (𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛 − 𝑞)(𝑞𝑛 − 𝑞2)⋯ (𝑞𝑛 − 𝑞𝑛−1). 

şeklindedir ( Grove 2002 ). 

Tanım 2.2.1.3: Özel lineer grubun skaler matrislerinden oluşan merkezine bölümüne 

projektif özel lineer grup denir ve 𝑃𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) şeklinde gösterilir. Yani; 

𝑃𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) = 𝑆𝐿(𝑛, 𝔽)/𝑍(𝑆𝐿(𝑛, 𝔽)). 

dir. Sonlu cisimler üzerinde 𝑛 ≥ 2 ve(𝑛, 𝑞) ≠ (2,2), (2,3) koşulu altında 𝑃𝑆𝐿(𝑛, 𝑞) grubu 

basit bir gruptur ( Wilson 2009 ). 

 2.2.2. Ortogonal Gruplar 

Bu kısımda O durumu geçerli olacaktır. Ortogonal gruplar dejenere olmayan simetrik bir 

çift doğrusal formu veya ona denk olarak bir kuadratik formu koruyan dönüşümlerden 

oluşur. 

Tanım 2.2.2.1: 𝑉,  𝔽 cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı ve 𝑄: 𝑉 ⟶ 𝔽 dejenere 

olmayan bir kuadratik form olsun. Bu durumda 𝑄 formunu koruyan tüm lineer dönüşümlerin 

kümesi ortogonal grup olarak adlandırılır. Yani; 

𝑂(𝑉, 𝑄) = {𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑉)|𝑄(𝑔(𝑣)) = 𝑄(𝑣) ∀ 𝑣 ∈ 𝑉} 

dır. Eğer 𝑉 = 𝔽𝑛 ve form 𝑄(𝑣) = 𝑣𝑇𝐽𝑣 olarak verilirse ( 𝐽 cisim üzerinde simetrik, tersinir 

bir matristir), o zaman matris, 
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𝑂(𝑛, 𝔽, 𝐽) = {𝑋 ∈ 𝐺𝐿(𝑛, 𝔽)|𝑋𝑇𝐽𝑋 = 𝐽} 

şeklini alır.  

Tanım 2.2.2.2: Ortogonal gruptaki determinantı bir olan elemanların alt grubuna özel 

ortogonal grup denir. Yani; 

𝑆𝑂(𝑛, 𝔽, 𝑄) = 𝑂(𝑛, 𝔽, 𝑄) ∩ 𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) 

dir. 

𝔽𝑞 sonlu cismi üzerinde kuadratik formun artin invaryantına bağlı olarak farklı izomorfizm 

sınıfları vardır. Boyutu 𝑛 = 2𝑚 yani çift boyutlu olanlar için; 

i. Hiperbolik veya split tip 𝑂+(2𝑚, 𝑞), 

ii. Eliptik veya non-split tip 𝑂−(2𝑚, 𝑞) 

şeklinde gösterilir.  

Tek boyutlu olanlar için yani; 𝑛 = 2𝑚+1 boyutlu olanlar genellikle 𝑂(2𝑚 + 1, 𝑞) şeklinde 

tek tipi vardır ( Wilson 2009 ). 

 2.2.3. Simplektik Gruplar 

Bu kısımda S durumu geçerli olacaktır. Simplektik gruplar, dejenere olmayan alterne bir çift 

doğrusal formu koruyan dönüşümlerden oluşur. 

Tanım 2.2.3.1: 𝑉, 𝔽 cismi üzerinde 2𝑚 boyutlu bir vektör uzayı ve ℱ: 𝑉 × 𝑉 → 𝔽 dejenere 

olmayan alterne bir çift doğrusal form olsun. Yani, tüm 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 için ℱ(𝑣,𝑤) = −ℱ(𝑤, 𝑣) 

ve ℱ(𝑣, 𝑣) = 0 olması durumudur. ℱ yi koruyan tüm lineer dönüşümlerin grubuna 

simplektik grup denir. 

𝑆𝑝(𝑉, ℱ) = {𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑉)| ℱ(𝑔(𝑣), 𝑔(𝑤)) = ℱ(𝑣, 𝑤) ∀𝑣,𝑤 ∈ 𝑉} 

şeklindedir. 

𝑉 = 𝔽2𝑚 ve ℱ(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑇𝐽𝑏 , seçilirse standart simplektik matris; 
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𝐽 = (
0 𝐼𝑚
−𝐼𝑚 0

) 

olarak alınır ve bu durumda simplektik grup matrislerle; 

𝑆𝑝(2𝑚, 𝔽) = {𝐴 ∈ 𝐺𝐿(2𝑚, 𝔽 )|𝐴𝑇𝐽𝐴 = 𝐽} 

şeklinde ifade edilir ( Carter 1989 ). 

Teorem 2.2.3.1: Simplektik grubun tüm elemanlarının determinantı 1’dir. Yani; 

𝑆𝑝(2𝑚, 𝔽) ⊆ 𝑆𝐿(2𝑚, 𝔽) 

dir ( Wilson 2009 ). 

Tanım 2.2.3.2: Simplektik grubun merkezine bölümüne projektif simplektik grup denir. 

Yani; 

𝑃𝑆𝑝(2𝑚, 𝔽) = 𝑆𝑝(2𝑚, 𝔽)/𝑍(𝑆𝑝(2𝑚, 𝔽)) 

dir. Sonlu cisimler üzerinde 𝑚 ≥ 1 ve(𝑚, 𝑞) ≠ (1,2), (1,3) için 𝑃𝑆𝑝(2𝑚, 𝑞) grubu basittir 

( Wilson 2009 ). 

 2.2.4. Üniter Gruplar 

Bu kısımda U durumu geçerli olacaktır. Burada 𝜅 = 𝑓 dejenere olmayan üniter form 

olacaktır. 

Tanım 2.2.4.1: 𝑉, 𝔽 cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı ve 𝜙, 𝑉 üzeinde dejenere 

olmayan bir hermityen form olsun. 𝜙 yi koruyan tüm lineer dönüşümlerin grubuna üniter 

grup denir. Yani; 

𝑈(𝑉, 𝜙) = {𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑉)| 𝜙(𝑔(𝑢), 𝑔(𝑣)) = 𝜙(𝑢, 𝑣) ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉} 

Şeklindedir( Carter 1989 ). 

Tanım 2.2.4.2: Üniter gruptaki determinantı bir olan elemanların alt gruplarına özel üniter 

grup denir. Yani; 

𝑆𝑈(𝑛, 𝔽) = 𝑈(𝑛, 𝔽) ∩ 𝑆𝐿(𝑛, 𝔽) dir (Wilson 2009). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Klasik Grupların Aschbacher Sınıflandırması 

 

Geometrik yaklaşım, bir lineer grubun ilgili vektör uzayı üzerindeki etkisinde doğal ve 

kalıtsal geometrik özelliklerin sağlanıp sağlanmadığını araştırır. Bu yaklaşımı destekleyen 

en önemli faktörlerden biri Aschbacher (1984)’de verilen klasik grupların maksimal alt 

gruplarının bir sınıflandırmasıdır.  

 𝑍, 𝐺 ≤ 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) nun skaler matrislerinin alt grubu olmak üzere, eğer 𝑇 ≤ 𝐺/𝑍 ≤ 𝐴𝑢𝑡(𝑇) 

olacak şekilde abelyen olmayan basit bir 𝑇 grubu varsa 𝐺 ye hemen hemen basit modülo 

skaler denir. Bu bilgiler ışığında Aschbacher sınıflandırması şu şekilde verilebilir: 

Teorem 3.1.1: V, 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) grubunun etki ettiği bir vektör uzayı; 𝐺, 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) nun bir 

maksimal alt grubu ve 𝑍, 𝐺 nin skaler matrislerden oluşan bir alt grubu (𝑍 = 𝑍(𝐺𝐿(𝑑, 𝑞)) ∩

𝐺) olsun. Bu durumda aşağıdaki durumlardan en az biri geçerlidir:  

𝑪𝟏. 𝐺 grubunun etkisi indirgenebilirdir. 

𝑪𝟐. 𝐺 grubunun etkisi ilkel değildir. 

𝑪𝟑. G grubu 𝑛 > 1 olmak üzere 𝔽𝑞𝑛 cisim genişlemesi üzerinde tanımlanmış boyutu 𝑑/𝑛 

olan bir vektör uzayının yarı-doğrusal otomorfizmlerinin grubu olarak V üzerinde etkir. 

𝑪𝟒. 𝐺 grubu 𝑚1, 𝑚2 > 1 boyutlarındaki 𝑋, 𝑌 uzaylarının 𝑋⨂𝑌 tensör çarpımı şeklinde V nin 

bir ayrışımını korur. 

𝑪𝟓. 𝐺 grubu 𝔽𝑞′, 𝔽𝑞 nun has bir alt cismi olmak üzere bir 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) olmak üzere, 𝐺𝑔 ≤

𝐺𝐿(𝑑, 𝑞′) 𝑍 şeklindedir. 

𝑪𝟔. 𝐺 grubu bazı 𝑟 asal sayıları için 𝑑 = 𝑟𝑛 için mertebesi 22𝑛+2 olan simplektik grubu veya 

mertebesi 𝑟2𝑛+1 olan ekstra-özel grubunu normalleştirir. 

𝑪𝟕. 𝐺 grubunun yapısı tensör-induced yapıdadır. 

𝑪𝟖. 𝐺 grubu bir klasik grubu içerir ve aynı zamanda onun normalleştiricisidir. 

𝑪𝟗. 𝐺/𝑍 bölüm grubu merkezi olmayan bir minimal normal alt gruba sahip basit bir 

yapıdadır (Aschbacher 1984). 
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3.2. 𝑪𝟔 Tipli Gruplar 

 

Aschbacher sınıflandırmasında yer alan 𝐶6 sınıfında bir 𝐺 grubu 𝑟𝑚 boyutlu indirgenemez 

bir temsilde normal alt grubu olarak ekstra-özel veya simplektik tip 𝑟-grubu içeren bir 

normalleyici olarak ifade edilebilir. Şimdi 𝐶6 sınıfına giren gruplar için önemli olan bazı 

tanım ve teoremler vereceğiz. 

Tanım 3.2.1: 𝐺, 𝑝-grup olsun ve  

I. 𝐺  grubu elementer abelyan 𝑝-grup 

II. 𝐺′ elementer abelyan ve  𝜓(𝐺) = 𝑍(𝐺) = 𝐺′  

şartlarından biri sağlanır ise 𝐺 grubuna özel 𝑝-grubu denir ( Suzuki 1986 ). 

Tanım 3.2.2: Eğer değişmeli olmayan 𝐺 özel 𝑝-grubunun merkezi devirliyse bu 𝐺 grubu 

ekstra-özel 𝑝-grup olarak adlandırılır ( Suzuki 1986 ). 

Teorem 3.2.1: 𝐸 değişmeli grubu ∀ 𝑎 ∈ 𝐸 için 𝑎𝑝 = 1  (𝑝 asal sayı) eşitliği sağlanıyorsa 𝐸 

grubu 𝔽𝑝 cismi üzeinde bir vektör uzayı olur ( Suzuki 1982 ). 

Teorem 3.2.2: 𝐺, 𝑝-grup olsun. 𝐺 grubunun her maksimal 𝑁 alt grubu normaldir ve 𝐺/𝑁 

grubu 𝑝 mertebeli bir devirli grup olur ( Suzuki 1982 ). 

Teorem 3.2.3: 𝐺 bir 𝑝-grup ve 𝐺 grubunun Frattini alt grubu 𝜑(𝐺) olsun. O zaman 𝐺/𝜑(𝐺) 

grubunun her elemanı 𝑎𝑝 = 1 koşulunu sağlayan bir değişmeli grup olur ( Suzuki 1982 ). 

Teorem 3.2.4: 𝐺 bir 𝑝-grup ve 𝐺 grubunun Frattini alt grubu 𝜑(𝐺) olsun. Teorem 3.2.3. den 

𝐻 = 𝐺/𝜑(𝐺) nin her elemanı 𝑎𝑝 = 1 koşulunu sağlayan bir değişmeli grup olur. Böylece 

Teorem 3.2.1. den 𝐻, 𝔽𝑝 cismi üzerinde bir vektör uzayı olur. |𝐺/𝜑(𝐺)| = 𝑝𝑡 olarak alırsa, 

𝐺 nin elemanları 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 ve 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛  ve  ℎ𝑖 = 𝜑(𝐺)𝑥𝑖 ∈ 𝐻 için; 

i. 𝐻 nin 𝔽𝑝 üzerindeki boyutu 𝑡 olur. 

ii. 𝐺 = 〈𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛〉 olması için gerek ve yeter koşul 𝐻 nin ℎ1, ℎ2, ⋯ , ℎ𝑛 

elemanlarıyla gerilen uzayla çakışmasıdır. Özel olarak 𝐺 = 〈𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛〉 ise 𝑛 ≥ 𝑡 

olur. 𝐺 grubu 𝑡 eleman tarafından gerilir ve {𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑡} alt kümesinin 𝐺 grubunu 

germesi için gerek ve yeter koşul {ℎ1, ℎ2, ⋯ , ℎ𝑡} nin 𝔽𝑝 cismi üzeinde tanımlı olan 

𝐻 vektör uzayının bir tabanı olmasıdır ( Suzuki 1982 ). 
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Teorem 3.2.5: 𝐺, mertebesi 𝑔 = 𝑝𝑚 olan bir 𝑝-grup olsun. 𝐺 grubunun değişmeli olmadığı 

ve 𝑀’nin bir maksimal alt grubunun devirli olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 𝑚 ≥ 3 tür 

ve eğer 𝑝 tek olursa; 

𝑀(𝑝𝑚) = 〈𝑎, 𝑏|𝑎𝑝
𝑚−1

= 𝑏𝑝 = 1, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎1+𝑝
𝑚−2

〉 

temsiliyle 𝑀(𝑝𝑚) grubu, 𝑝 = 2 için 𝑀(2𝑚) (𝑚 ≥ 4), dihedral grup 𝐷𝑔, genelleştirilmiş 

kuaterniyon grup 𝑄𝑔 veya kuasi-dihedral grup 𝑄𝐷𝑔 a izomorf olur ( Suzuki 1986 ). 

Teorem 3.2.6: 𝑝3 mertebeden değişmeli olmayan bir 𝐺, 𝑝-grubu aşağıdaki gruplardan birine 

izomorftur: 

i. Eğer 𝑝 = 2 ise 𝐺 ≅ 𝐷8 ya da 𝐺 ≅ 𝑄8. 

ii. Eğer 𝑝 > 2 ise ya 𝐺 ≅ 𝑀(𝑝3) ya da 𝐺 ≅ 𝐸(𝑝3) = 〈𝑎, 𝑏|𝑎𝑝 = 𝑏𝑝 = [𝑎, 𝑏]𝑝 =

1, [𝑎, 𝑏] ∈ 𝑍(𝐸(𝑝3))〉. ( Suzuki 1986 ). 

Tanım 3.2.3. 𝑛 (𝑛 ≥ 3) kenarlı bir çokgenin tüm dönme ve yansımalarının oluşturduğu 

gruba dihedral grup denir ve  

𝐷𝑛 = 〈𝑎, 𝑏|𝑏2 = 𝑒, 𝑎𝑛 = 𝑒, 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎−1〉 = {𝑒, 𝑎, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑏, 𝑎𝑏,⋯ , 𝑎𝑛−1𝑏} 

şeklinde ifade edilir ( Hungerford 2003 ). 

Tanım 3.2.4.  4𝑛 elemandan oluşan abelyen olmayan gruba genelleştirilmiş kuaterniyon 

grup denir ve  

𝑄𝑛 = 〈𝑟, 𝑠|𝑟
2𝑛 = 1, 𝑠2 = 𝑟𝑛, 𝑠−1𝑟𝑠 = 𝑟−1〉 

şeklinde ifade edilir ( Hungerford 2003 ). 

Tanım 3.2.5. 𝑛 ≥ 4 için mertebesi 2𝑛 olan abelyen olmayan gruba kuasi-dihedral grup denir 

ve 

𝑄𝐷𝑛 = 〈𝑟, 𝑠 | 𝑟2
𝑛−1

= 1, 𝑠2 = 1, 𝑠−1𝑟𝑠 = 𝑟2
𝑛−2−1〉 

şeklinde ifade edilir. 

Simplektik-tip grupların yapısı ekstra-özel gruplarla olan yakın ilişkisi üzerinden kurulabilir. 

Bu bağlamda simplektik-tip grupların yapısı temel olarak şu şekildedir: 
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Tanım 3.2.6: 𝐺 bir 𝑝-grup olsun. 𝐺 grubunun simplektik-tip grup olması için 𝐺 nin her 

abelyen karakteristik alt grubu devirli olmalıdır.   

Teorem 3.2.7: 𝑅 bir simplektik-tip p-grup olsun. Bu taktirde 𝑅; 

i.  𝐸 = {1} ya da 𝐸 ekstra-özel grup, 

ii. 𝑆 devirli ya da 𝑝 = 2 ve 𝑆, 𝑛 ≥ 4 için hepsi 2𝑛 mertebeden olmak üzere, 𝐷𝑛, 𝑄𝑛 veya 

𝑄𝐷𝑛 gruplarından birine izomorftur, 

olacak şekildeki 𝐸 ve 𝑆 gruplarının merkezil çarpımıdır. ( Gorenstein 1980 ). 

Bu çalışmada 𝑅 simplektik-tip 𝑝-grubunun eksponenti üzerine bir kısıtlama getiriyoruz: 𝑝 

nin tek olması halinde eksponenti 𝑝, 𝑝 nin çift olması halinde eksponenti 4 olacak şekilde 

Teorem 3.2.7 sayesinde bu tür simplektik-tip 𝑝-gruplarını aşağıdaki gibi sınıflandırabiliriz. 

Burada 𝑅0 Teorem 3.2.6 da tanımlanan 𝐸(𝑝3) grubudur. 

 

Tablo 1: Simplektik-tip grupların yapısı 

Grubun yapısı Mertebe Merkez Notasyon 

𝑹𝟎
∘𝒏 𝑝1+2𝑛 𝑝 𝑝1+2𝑛 

𝑫𝟖
∘𝒏 21+2𝑛 2 2+

1+2𝑛 

(𝑫𝟖
∘(𝒏−𝟏)) ∘ 𝑸𝟖 21+2𝑛 2 2−

1+2𝑛 

𝒁𝟒 ∘𝑫𝟖
∘𝒏

 22+2𝑛 4 22+2𝑛 

 

R yukarıda tanımlanan simplektik-tip p-grup olsun. 𝔽𝑞 cismi 𝑞 mertebeli olmak üzere 𝑝|𝑞 −

1 koşulunu ve  22+2𝑛 durumunu için 4|𝑞 − 1 olduğunu varsayalım. Bu durumda, 𝑑 = 𝑝𝑛 

için 𝑅 den 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) ya tanımlı ve çekirdeği trivial olan bir temsil bulunur (Kleidman and 
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Liebeck 1990). Sonuç olarak 𝑅 ye izomorf  𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) alt grubu mevcuttur ve böylece 𝑅 

grubunu bir matris grubu olarak düşünülebilir. Bu izomorf grup da yine 𝑅 ile gösterilecek. 

Aschbacher’ in sınıflandırmasındaki 𝐶6 grupları 𝑑 = 𝑝𝑛 olmak üzere bir 𝑅 simplektik-tip 

grubunu normal alt grup olarak barındıran ve 𝑅 nin 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) daki normalleştiricisinin alt 

gruplarından oluşur. Başka bir deyişle her 𝐶6 grubu 𝐺 için 𝑅 ⊴ 𝐺 ≤ 𝑁𝐺𝐿(𝑑,𝑞)(𝑅) koşulunu 

sağlayan bir 𝑅 simplektik-tip grubu mevcuttur. Bu normalleştiricinin yapısı ise aşağıda 

verilmiştir. 

Tablo 2: Normalleştiricinin Yapısı 

𝑵𝑮𝑳(𝒅,𝒒)(𝑹) nin yapısı Mertebe 

𝒁(𝑮𝑳(𝒅, 𝒒)) ∘ 𝒑𝟏+𝟐𝒏. 𝑺𝒑(𝟐𝒏, 𝒑) 𝑝 tek  

                 𝒁(𝑮𝑳(𝒅, 𝒒)) ∘ 𝟐𝟐+𝟐𝒏. 𝑺𝒑(𝟐𝒏, 𝟐)       𝑝 = 2 ve 4|𝑞 − 1 

𝒁(𝑮𝑳(𝒅, 𝒒)) ∘ 𝟐+
𝟏+𝟐𝒏. 𝑶+(𝟐𝒏, 𝟐) 

𝑝 = 2 

 

𝒁(𝑮𝑳(𝒅, 𝒒)) ∘ 𝟐−
𝟏+𝟐𝒏. 𝑶−(𝟐𝒏, 𝟐) 

𝑝 = 2 

 

 

𝑝|𝑞 − 1 koşulu göz önüne alındığında çalışmamız kapsamında bu gruplardan yalnızca ilk iki 

grup tipi ele alınacaktır. 𝐶6 sınıfındaki grupların yapılarının detaylı bir incelemesi Kleidman 

and Liebeck (1990)’de mevcuttur. 
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3.3.  𝑺𝒑(𝟔, 𝒑), 𝑺𝒑(𝟖, 𝒑), 𝑺𝒑(𝟏𝟎, 𝒑) ve 𝑺𝒑(𝟏𝟐, 𝒑) nin Maksimal Alt Grupları 

 

Bu bölümde Bray et al. (2013)’ten alınan 𝑆𝑝(6, 𝑝), 𝑆𝑝(8, 𝑝), 𝑆𝑝(10, 𝑝) ve 𝑆𝑝(12, 𝑝)   

gruplarının maksimal alt grupları aşağıda verilmiştir. 

Tablo 3: 𝑆𝑝(6, 𝑝) maksimal alt grupları (𝑑 = 𝑍(𝑆𝑝(6, 𝑝)) = (𝑝 − 1,2), |𝜙| = 𝑒, 𝑝 = 𝑞𝑒) 

 

Sınıf Maksimal Alt Grup Şart 

𝒑
=
𝟐

 

𝒑
=
𝟑

 

𝒑
≥
𝟓

 

𝑪𝟏 

𝐸𝑝
1+4: ((𝑝 − 1) × 𝑆𝑝(4, 𝑝)) 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝐸𝑝
5: ((𝑝 − 1) × 𝑆𝑝(4, 𝑝)) 𝑝 çift ✓   

𝐸𝑝
3+4: (𝐺𝐿(2, 𝑝) × 𝑆𝑝(2, 𝑝)) - ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
6: 𝐺𝐿(3, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(2, 𝑝) × 𝑆𝑝(4, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑪𝟐 
𝑆𝑝(2, 𝑝)3: 𝑆3 𝑝 ≥ 3  ✓ ✓ 

𝐺𝐿(3, 𝑝). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟑 
𝑆𝑝(2, 𝑝3): 3 - ✓ ✓ ✓ 

𝐺𝑈(3, 𝑝).2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟒 𝑆𝑝(2, 𝑝) ∘ 𝐺𝑂(3, 𝑝) 𝑝 ≥ 5 tek   ✓ 

𝑪𝟖 
𝑆𝑂+(6, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑆𝑂−(6, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑪𝟗 

2∙𝐴5 𝑝 = 𝑞 ≡ ±3, ±13 mod 40  ✓ ✓ 

𝑁1 𝑝 = 𝑞 ≡ ±11,±19 mod 40   ✓ 

2∙𝑆5
− 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 8   ✓ 

2∙𝐿2(7)
∙2+ 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 16   ✓ 

2∙𝐿2(7) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±7 mod 16, 𝑝 ≠ 7   ✓ 

2∙𝐿2(13) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1, ±3,±4 mod 13  ✓ ✓ 

𝑈3(3): 2 𝑝 = 2 ✓   

2 × 𝑈3(3) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±7, ±17 mod 60   ✓ 

𝑁1 𝑝 = 𝑞 ≡ ±19,±29 mod 60   ✓ 

(2 × 𝑈3(3)). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 12   ✓ 

2∙𝐽2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 5   ✓ 

2∙𝐽2 𝑝 = 5   ✓ 

2∙𝐿2(𝑝) 𝑞 ≥ 7   ✓ 
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Tablo 4: 𝑆𝑝(8, 𝑝) maksimal alt grupları (𝑑 = 𝑍(𝑆𝑝(8, 𝑝)) = (𝑝 − 1,2), |𝜙| = 𝑒, 𝑝 = 𝑞𝑒) 

 

Sınıf Maksimal Alt Grup Şart 

𝒑
=
𝟐

 

𝒑
=
𝟑

 

𝒑
≥
𝟓

 

𝑪𝟏 

𝐸𝑝
1+6: ((𝑝 − 1) × 𝑆𝑝(6, 𝑝)) 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝐸𝑝
7: ((𝑝 − 1) × 𝑆𝑝(6, 𝑝)) 𝑝 çift ✓   

𝐸𝑝
3+8: (𝐺𝐿(2, 𝑝) × 𝑆𝑝(4, 𝑝)) - ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
6+6: (𝐺𝐿(3, 𝑝) × 𝑆𝑝(2, 𝑝)) - ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
10: 𝐺𝐿(4, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(6, 𝑝) × 𝑆𝑝(2, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑪𝟐 

𝑆𝑝(2, 𝑝)4: 𝑆4 𝑝 ≥ 3  ✓ ✓ 

𝑆𝑝(4, 𝑝)2: 𝑆2  ✓ ✓ ✓ 

𝐺𝐿(4, 𝑝). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟑 
𝑆𝑝(4, 𝑝2): 2 - ✓ ✓ ✓ 

𝐺𝑈(4, 𝑝).2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟒 (𝑆𝑝(2, 𝑝) ∘ 𝐺𝑂−(4, 𝑝)). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟔 
2−
1+6

.
𝑆𝑂6

−(2) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 8   ✓ 

2−
1+6

.
GO6

−(2) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±3 mod 8  ✓ ✓ 

𝑪𝟕 (𝑆𝑝(2, 𝑝) ∘ 𝑆𝑝(2, 𝑝)

∘ 𝑆𝑝(2, 𝑝)). 22. 𝑆3 

𝑝 ≥ 5 tek   ✓ 

𝑪𝟖 
𝑆𝑂+(8, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑆𝑂−(8, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑪𝟗 

2∙𝐿2(7) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±5 mod 12, 𝑝 ≠ 7   ✓ 

2∙𝐿2(7). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 12   ✓ 

2∙𝐴6 𝑝 = 𝑞 ≡ ±9 mod 20   ✓ 

2∙𝐴6. 22 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 20   ✓ 

𝐿2(17) 𝑝 = 2 ✓   

2∙𝐿2(17) 𝑝 = 𝑞 ≡
±1,±2, ±4,±8 mod 17, 𝑝 ≠

2 

  ✓ 

𝑆10 𝑝 = 2 ✓   

2∙𝐿2(𝑝) 𝑞 ≥ 11   ✓ 

2∙𝐿2(𝑝
3). 3 𝑝 tek  ✓ ✓ 
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Tablo 5: 𝑆𝑝(10, 𝑝) maksimal alt grupları (𝑑 = 𝑍(𝑆𝑝(10, 𝑝)) = (𝑝 − 1,2), |𝜙| = 𝑒, 𝑝 =

𝑞𝑒) 

Sınıf Maksimal Alt Grup Şart 

𝒑
=
𝟐

 

𝒑
=
𝟑

 

𝒑
≥
𝟓

 

𝑪𝟏 

𝐸𝑝
1+8: ((𝑝 − 1)

× 𝑆𝑝(8, 𝑝)) 

𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝐸𝑝
9: ((𝑝 − 1) × 𝑆𝑝(8, 𝑝)) 𝑝 çift ✓   

𝐸𝑝
3+12: (𝐺𝐿(2, 𝑝)

× 𝑆𝑝(6, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
6+12: (𝐺𝐿(3, 𝑝)

× 𝑆𝑝(4, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
10+8: (𝐺𝐿(4, 𝑝)

× 𝑆𝑝(2, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
15: 𝐺𝐿(5, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(8, 𝑝) × 𝑆𝑝(2, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(6, 𝑝) × 𝑆𝑝(4, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑪𝟐 
𝑆𝑝(2, 𝑝)5: 𝑆5 𝑝 ≥ 3  ✓ ✓ 

𝐺𝐿(5, 𝑝). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟑 
𝑆𝑝(2, 𝑝5): 5 - ✓ ✓ ✓ 

𝐺𝑈(5, 𝑝).2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟒 𝑆𝑝(2, 𝑝) ∘ 𝐺𝑂(5, 𝑝) 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟖 
𝑆𝑂+(10, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑆𝑂−(10, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑪𝟗 

2∙𝐴6 𝑝 = 𝑞 ≡ ±7 mod 16   ✓ 

2∙𝐴6. 22 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 16   ✓ 

2∙𝐿2(11) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±3 mod 8, 𝑝 ≠ 11  ✓ ✓ 

2∙𝐿2(11). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 8   ✓ 

2∙𝐿2(11) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±11 mod 24, 𝑝 ≠
11 

  ✓ 

2∙𝐿2(11) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±11 mod 24, 𝑝 ≠
11 

  ✓ 

2∙𝐿2(11). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 24   ✓ 

2∙𝐿2(11). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 24   ✓ 

2 × 𝑈5(2) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±3 mod 8  ✓ ✓ 

(2 × 𝑈5(2)). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 8   ✓ 

2∙𝐿2(𝑝) 𝑞 ≥ 11   ✓ 
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Tablo 6: 𝑆𝑝(12, 𝑝) maksimal alt grupları (𝑑 = 𝑍(𝑆𝑝(12, 𝑝)) = (𝑝 − 1,2), |𝜙| = 𝑒, 𝑝 =

𝑞𝑒) 

Sın
ıf 

Maksimal Alt Grup Şart 

𝒑
=
𝟐

 

𝒑
=
𝟑

 

𝒑
≥
𝟓

 

𝑪𝟏 

𝐸𝑝
1+10: ((𝑝 − 1)

× 𝑆𝑝(10, 𝑝)) 

𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝐸𝑝
11: ((𝑝 − 1) × 𝑆𝑝(10, 𝑝)) 𝑝 çift ✓   

𝐸𝑝
3+16: (𝐺𝐿(2, 𝑝)

× 𝑆𝑝(8, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
6+18: (𝐺𝐿(3, 𝑝)

× 𝑆𝑝(6, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
10+16: (𝐺𝐿(4, 𝑝)

× 𝑆𝑝(4, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
15+10: (𝐺𝐿(5, 𝑝)

× 𝑆𝑝(2, 𝑝)) 

- ✓ ✓ ✓ 

𝐸𝑝
21: 𝐺𝐿(6, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(10, 𝑝) × 𝑆𝑝(2, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(8, 𝑝) × 𝑆𝑝(4, 𝑝) - ✓ ✓ ✓ 

𝑪𝟐 

𝑆𝑝(2, 𝑝)6: 𝑆6 𝑝 ≥ 3  ✓ ✓ 

𝑆𝑝(4, 𝑝)3: 𝑆3  ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(6, 𝑝)2: 𝑆2  ✓ ✓ ✓ 

𝐺𝐿(6, 𝑝). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟑 

𝑆𝑝(6, 𝑝2): 2 - ✓ ✓ ✓ 

𝑆𝑝(4, 𝑝3): 3 - ✓ ✓ ✓ 

𝐺𝑈(6, 𝑝).2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟒 

(𝑆𝑝(2, 𝑝) ∘ 𝐺𝑂+(6, 𝑝)). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

(𝑆𝑝(2, 𝑝) ∘ 𝐺𝑂−(6, 𝑝)). 2 𝑝 tek  ✓ ✓ 

𝑆𝑝(4, 𝑝) ∘ 𝐺𝑂(3, 𝑝) 𝑝 ≥ 5 tek  ✓ ✓ 

𝑪𝟖 
𝑆𝑂+(12, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑆𝑂−(12, 𝑝) 𝑝 çift ✓   

𝑪𝟗 

2∙𝐿2(11) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±9 mod 20, 𝑝 ≠
11 

  ✓ 

2∙𝐿2(11) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±9 mod 20, 𝑝 ≠
11 

  ✓ 

2∙𝐿2(11). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 20   ✓ 

2∙𝐿2(11). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 20   ✓ 

2∙𝐿2(13) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±13 mod 28, 𝑝 ≠
13 

  ✓ 

2∙𝐿2(13) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±13 mod 28, 𝑝 ≠
13 

  ✓ 

2∙𝐿2(13) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±13 mod 28, 𝑝 ≠
13 

  ✓ 

2∙𝐿2(13). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 28   ✓ 

2∙𝐿2(13). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 28   ✓ 

2∙𝐿2(13). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 28   ✓ 

2∙𝐿2(25) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±2 mod 5, 𝑝 ≠
2,3 

  ✓ 

𝐿2(25). 22 𝑝 = 2 ✓   

2⋅𝑆4(5) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 5   ✓ 
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2⋅𝐺2(4) 𝑝 = 𝑞 ≡ ±3 mod 8, 𝑞 ≠ 3   ✓ 

2⋅𝐺2(4). 2 𝑝 = 𝑞 ≡ ±1 mod 8   ✓ 

𝑆14 𝑝 = 2 ✓   

2∙Suz 𝑝 = 3  ✓  

2∙𝐿2(𝑝) 𝑞 ≥ 13   ✓ 

2∙𝑆4(𝑝) 𝑞 = 5   ✓ 

 

3.4. Algoritmik Kavramlar 

 

Bu başlık altında sık sık kullanacak olduğumuz BlindDescent algoritmasını anlamak için 

gerekli olan bazı algoritmik bilgiler verilecektir. 

Hesaplamalı Grup Teori (HGT) de geliştirilen algoritmaların büyük bir kısmı rastgele yapıya 

sahiptir. Bu durumun temel nedeni ise bu tür algoritmaların çoğu zaman deterministik 

(belirleyici olan ) algoritmalara göre çok daha hızlı ve verimli sonuçlar üretmesidir.  

Bu bağlamda bir hesaplama görevi genel olarak girdi 𝑎 ve buna karşılık elde edilen çıktı 𝑏 

arasında tanımlanan bir bağıntı 𝑅(𝑎, 𝑏) biçiminde ifade edilir. Eğer 𝑎’ya karşılık gelen 𝑏 

çıktısı doğru sonucu veriyorsa, 𝑅(𝑎, 𝑏) bağıntısının tutarlı olduğu söylenir. 

Grup teorisine uygulandığında bu algoritmalarda girdi genellikle bir grubun üreteç kümesi 

olur. Çıktı ise, bu grubun belirli bir alt grubunu üreten elemanlar kümesinden oluşabileceği 

gibi, grubun mertebesi gibi sayısal bir değer veya bir karar verme probleminin sonucu da 

olabilir. 

Genel olarak algoritmalar iki ana sınıfa ayrılır. Bunlar deterministik (belirleyici) ve 

nondeterministik (belirleyici olmayan) algoritmalardır. Nondeterministik (belirleyici 

olmayan)  algoritmalarda aynı girdi tekrar kullanılsa dahi, farklı çalıştırmalarda farklı 

sonuçlar üretebilir. Buna karşın doğru biçimde tasarlanmış bir deterministik (belirleyici) 

algoritma her girdi 𝑎 için 𝑅(𝑎, 𝑏) bağıntısını sağlayan tek ve tutarlı bir çıktı üretir. 

3.5. Monte Carlo Algoritmaları ve Alt Sınıfları  

 

Bir önceki bölümde rastgele algoritmaların genel yapısı ve Hesaplamalı Grup Teori (HGT) 

sindeki kullanımı ele alınmıştır. Bu bölümde ise, rastgele algoritmaların özel bir sınıfı olan 

Monte Carlo algoritmaları ve bu algoritmalara ait alt sınıflar incelenecektir. 
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Tanım 3.5.1: 𝜀 < 1/2 olacak şekilde bir hata payı tanımlansın. Eğer her 𝑎 girdisi için 

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑅(𝑎𝑓(𝑎, 𝑟)) tutarlı) ≥ 1 − 𝜀 

koşulu sağlanıyorsa, bu tür rastgele algoritmalara Monte Carlo algoritması denir. Burada 𝜀 

değeri algoritma tasarlandıktan sonra olasılık temelli hata sınırı olarak belirlenir ve 

algoritmanın güvenilirlik düzeyini ifade eder.  

Rastgele algoritmaların güvenilirliği aynı girdiler üzerinde algoritmanın birden fazla kez 

çalıştırılması veya farklı girdilerle uygulanarak deneme sayısının arttırılması yoluyla 

değerlendirilebilir. Bu yöntemle algoritmanın ürettiği sonuçların doğruluk olasılığı 

gözlemlenir ve böylece algoritmanın güvenilirliği konusundaki olası eksiklikler azaltılabilir. 

Monte Carlo algoritmaları, rastgeleliğe dayalı bu tür yaklaşımların en yaygın örneklerinden 

biridir. Bu algoritmaların özel bir türü olan tek taraflı Monte Carlo (1MC) algoritmaları, 

özellikle karar verme problemlerinde kullanılır. 1MC algoritmalarında olası çıktılardan 

yalnızca biri için doğruluk garantisi sağlanır. Eğer doğru cevap ‘evet’ ise algoritma bazen 

yanlış bir sonuç üretebilir; ancak doğru cevap ‘hayır’ olduğunda algoritma mutlaka ‘hayır’ 

sonucunu üretmelidir. Yani; ‘evet’ çıktısı her koşulda güvenilir kabul edilirken, ‘hayır’ çıktısı 

her koşulda doğru olmayabilir. 

Bu yapıya karşılık olarak tanımlanan co-1MC algoritmaları, 1MC algoritmalarındaki ‘evet’ 

ve ‘hayır’ çıktılarının rollerinin yer değiştirmesiyle elde edilir. Böylece bu algoritmalarda 

‘hayır’ çıktısı garanti altına alınırken, ‘evet’ çıktısının doğruluğu olasılıksal olur. 

Monte Carlo algoritmalarının önemli bir alt sınıfı Las Vegas algoritmalarıdır. Bu 

algoritmalar ilk kez Babai (1979) tarafından tanımlanmıştır. Las Vegas algoritmalarında 

rastgelelik kullanılmasına rağmen her zaman doğru sonuç üretilir ancak bu doğruluk çalışma 

süresinin rastgele olması ile mümkündür. Başka bir ifade ile La Vegas algoritmaları 

hatasızdır fakat çalışma süreleri farklılık gösterebilir. 

Tanım 3.5.2: Verilen bir girdiye karşılık hiçbir koşulda yanlış sonuç üretmeyen bir Monte 

Carlo algoritmasına Las Vegas algoritması denir. 

Las Vegas algoritmaları doğru sonucu 1 − 𝜀 dan büyük bir olasılıkla elde ederler, doğru 

sonuca ulaşamadıkları durumlarda ise yanlış bir çıktı vermek yerine ‘hata’ uyarısı verirler. 

Burada 𝜀, 1 den küçük sabit bir hata olasılığıdır. Ayrıca, algoritmanın doğru sonucu bulma 

olasılığı algoritmanın 𝑛 kez tekrarlanması durumunda en az 1 − 𝜀𝑛 seviyesine çıkarılabilir.  
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3.6. BlindDescent Algoritması 

 

Hesaplamalı Grup Teori (HGT)de birçok algoritmanın temel amacı, bir grubun içyapısını 

analiz etmek veya belirli alt grupları tespit etmektir. Özellikle klasik gruplarda, normal alt 

grupların bulunması ve uygun homomorfizmlerin kurulması oldukça karmaşık 

problemlerdir. Bu tür problemlere yönelik geliştirilen rastgele tabanlı yöntemlerden biri de 

BlindDescent algoritmasıdır.  

BlindDescent, verilen bir grubun içinde belirli yapısal özelliklere sahip bir normal alt grup 

bulmak ve bu bilgiyi kullanarak gruptan başka bir gruba açık olmayan bir homomorfizm 

inşa etmek amacıyla tasarlanmıştır. Bu algoritma, Las Vegas tipli olasılıksal bir yöntem olup, 

doğruluğu garanti edilen sonuçlar üretir. 

 

2006 yılında Brooksbank et al. 𝐶6 grupları için bir indirgeme algoritması kurulmuşlardır ve 

bu algoritmayı aşağıdaki teorem ile gösterebiliriz: 

Teorem 3.6.1: 𝑛 ≥ 2 ve 𝑑 = 𝑝𝑛 (𝑛 asal ) olmak üzere 𝑅 ≤ 𝐺𝐿(𝑑, 𝑞) ekstra-özel 𝑝-grup 

olsun. 𝑅 ⊲ 𝐺 ≤ 𝑁 ≔ 𝑁𝐺𝐿(𝑑,𝑞)(𝑅) ve eğer 𝑛 > 2 ise 𝐺/𝑅𝑍(𝐺) ≅ 𝑁/𝑅𝑍(𝑁) olacak şekilde 

𝐺 = 〈𝐴〉 grubu verildiğinde bazı 𝑡 ∈ {1,2,⋯ , 𝑛} için 𝐾 = 𝐺𝐿(2𝑡, 𝑝) ya da 𝐾 = 𝑆𝑝𝑡 olacak 

şekilde 𝜓:𝐺 → 𝐾 aşikar olmayan homomorfizmini kuran bir Las Vegas algoritması vardır. ( 

Brooksbank et al. 2006 ). 

Bu algoritma temel olarak iki parçadan oluşur. İlk önce bir normal alt grup bulan ve 

BlindDescent algoritması denen algoritma kurulur ardından grubun üreteçlerinin 

homomorfizm görüntüsü hesaplanır.  

BlindDescent algoritmasından önce bu algoritma içinde kullanılacak olan 

𝑁𝑂𝑅𝑀𝐴𝐿𝐶𝐿𝑂𝑆𝑈𝑅𝐸 ve 𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿İ𝐴𝑁 algoritmaları için önbilgiler verilecektir. 

𝑁𝑂𝑅𝑀𝐴𝐿𝐶𝐿𝑂𝑆𝑈𝑅𝐸 algoritmasında verilen bir alt grubun normal kapanışını belirlemek için 

kullanılır ( Cooperman and Finkelstein 1993 ). Bu algoritmada rastgele alt çarpımlar 

kullanarak yapılan hesaplamalar vardır. Yani, bir grubun elemanlarının oluşturduğu 𝑇 =

{𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛} kümesi için rastgele alt çarpımlar 𝑡1
𝜀1𝑡2

𝜀2 …𝑡𝑛
𝜀𝑛 şeklindedir. Burada 𝜀𝑖 düzgün 

dağılımlı, bağımsız ve {0,1}-değerli rastgele değişkenlerdir.  
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 𝐿 ≔ (𝑎); 

 𝑟𝑒𝑝𝑒𝑎𝑡 ⌈16𝑛𝑙𝑜𝑔𝑟𝑙𝑜𝑔(1/𝛿)⌉ 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠  

 𝑦 ≔ 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑠𝑢𝑏𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡 𝑜𝑓 𝐿; 

                                               𝑥 ≔ 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑠𝑢𝑏𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡 𝑜𝑓 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑠 𝑜𝑓 𝐺;  

𝐴𝑑𝑑 𝑦𝑥 𝑡𝑜 𝐿; 

 𝑑𝑜𝑛𝑒;  

  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 𝐿;  

 

 

𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿İ𝐴𝑁 algoritması ise, algoritmada verilen bir elemanın oluşturduğu bölüm 

grubunun abelyen olup olmadığı test edilir. Yani 𝑎 ∈ 𝐺 için 〈𝑎𝐺〉/〈𝑎𝐺〉 ∩ 𝑍(𝐺) bölüm 

grubunun abelyenliği test edilir. Bu algoritma bir co-1MC algoritmasıdır; yani “abelyen 

değil” cevabı her zaman doğru, “abelyen” cevabı ise olasılıksal olabilir. 

 

 

 

 𝐿 ≔  𝑁𝑂𝑅𝑀𝐴𝐿𝐶𝐿𝑂𝑆𝑈𝑅𝐸(𝑎, 𝛿/2); 

 𝑟𝑒𝑝𝑒𝑎𝑡 ⌈(4/3)log (2/𝛿)⌉ 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠 

         𝑦 ≔ 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑠𝑢𝑏𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡 𝑜𝑓 𝐿;  

         𝑥 ≔ 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑠𝑢𝑏𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡 𝑜𝑓 𝐿;  

         𝑖𝑓 [𝑥, 𝑦] 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑛𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑡ℎ𝑒𝑛  

               𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 [𝑥, 𝑦];  

        𝑓𝑖;  

 𝑑𝑜𝑛𝑒; 

                                     𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 "𝑡𝑟𝑢𝑒"  

 

 

𝑁𝑂𝑅𝑀𝐴𝐿𝐶𝐿𝑂𝑆𝑈𝑅𝐸(𝑎, 𝛿) 

 

𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿𝐼𝐴𝑁(𝑎, 𝛿) 
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Bu algoritmaları temel alan BlindDescent, 1999 yılında Babai ve Beals tarafından 

geliştirilmiştir. Bu algoritma, bir grubun herhangi bir normal alt grubuna ait bir elemanı 

bulan Monte Carlo tipi bir algoritmadır. Algoritmanın amacı rastgele seçilen grup elemanları 

üzerinden komütatörler oluşturarak normal alt grup bulmaktır. Örneğin; 𝑐2 = [𝑡1, 𝑡2] ve 3 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝑐𝑖 = [𝑐𝑖−1, 𝑡𝑖] komütatörleri kullanılarak  (𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) şeklinde rastgele 

bir eleman dizisi oluşturulur. Eğer bu dizideki bir 𝑔𝑖 elemanı normal alt grubun bir elemanı 

ise son komütatör  𝑐𝑛 de aynı normal alt grubun elemanı olacaktır. Aşağıda verilen 

BlindDescent algoritması, 〈𝑎𝐺〉/(〈𝑎𝐺〉 ∩ 𝑍(𝐺)) elementer abelyen olacak şekilde skaler 

olmayan bir 𝑎 elemanını bulmayı amaçlamaktadır.  

Bu algoritma şu şekildedir: 

 

 

      𝑥 ≔ 𝑅𝐴𝑁𝐷𝑂𝑀(𝐺); 

𝑟𝑒𝑝𝑒𝑎𝑡 𝑢𝑝 𝑡𝑜 48𝑛𝑙𝑜𝑔(1/𝛿) 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠 

𝑦 ≔ 𝑅𝐴𝑁𝐷𝑂𝑀(𝐺); 

                  𝑜𝑦 ≔ 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑦; 

𝑖𝑓 𝑟|𝑜𝑦𝑡ℎ𝑒𝑛 

𝑖𝑓 𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿𝐼𝐴𝑁(𝑦𝑜𝑦/𝑟, 𝛿) = "𝑡𝑟𝑢𝑒" 𝑡ℎ𝑒𝑛 

 

 𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 𝑁𝑂𝑅𝑀𝐴𝐿𝐶𝐿𝑂𝑆𝑈𝑅𝐸(𝑦𝑜𝑦/𝑟, 𝛿); 

             𝑓𝑖; 

                                                 𝑓𝑖; 

 𝑓𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑠 𝑝 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑦 𝑎𝑛𝑑 𝑓𝑜𝑟 𝑝 = 𝑜𝑦𝑑𝑜 

                                                                               𝑖𝑓 [𝑥, 𝑦𝑜𝑦/𝑝] ∉ 𝑍(𝐺) 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑥 ≔ [𝑥, 𝑦𝑜𝑦/𝑝];  𝑓𝑖; 

                                               𝑜𝑑; 

                                              𝑜𝑥 ≔ 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑥; 

                                               𝑖𝑓 𝑟|𝑜𝑥𝑡ℎ𝑒𝑛 

                                                         𝑖𝑓 𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿𝐼𝐴𝑁(𝑥𝑜𝑥/𝑟 , 𝛿) = "𝑡𝑟𝑢𝑒" 𝑡ℎ𝑒𝑛 

                                     𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 𝑁𝑂𝑅𝑀𝐴𝐿𝐶𝐿𝑂𝑆𝑈𝑅𝐸(𝑥𝑜𝑥/𝑟 , 𝛿); 

                                                           𝑒𝑙𝑠𝑒 

𝐵𝐿𝐼𝑁𝐷𝐷𝐸𝑆𝐶𝐸𝑁𝑇(𝐺, 𝛿) 

 



25 
 

                                                                       𝑥 ≔ 𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿𝐼𝐴𝑁(𝑥𝑜𝑥/𝑟, 𝛿) 

                                                            𝑓𝑖; 

                                               𝑒𝑙𝑠𝑒  

𝑥 ≔ 𝑇𝐸𝑆𝑇𝐴𝐵𝐸𝐿𝐼𝐴𝑁(𝑥𝑜𝑥/𝑟 , 𝛿) 

                                                𝑓𝑖; 

                                               𝑑𝑜𝑛𝑒; 

                                              𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 "𝑓𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒"; 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

BlindDescent algoritmasının teorik analizi, girdi olarak girilen 𝐶6 grubunun çözülebilirlik 

ve mükemmellik özellikleri temel alınarak gerçekleştirilecektir. BlindDescent 

algoritmasının çözülebilir gruplar üzerindeki başarısını kanıtlamak amacıyla aşağıdaki temel 

bilgiler verilmiştir.  

 

4.1. Çözülebilir Alt Gruplar  

 

Sonlu bir 𝐺 grubunun türev serisinin eğer grup çözülebilir ise aşikâr alt grupla, çözülebilir 

değilse çözülebilir kalan olarak adlandırılan mükemmel bir grupla sona erdiği bilinmektedir. 

Bu durumdan dolayı grupları çözülebilirlik ve mükemmellik açısından inceleyeceğiz. 

𝐺, 𝑚. dereceden çözülebilir bir lineer grup olsun. 𝐺 nin türev uzunluğu 𝜂 ile gösterilsin. Bu 

durumda 𝜂 için bir üst sınır olacak şekilde 𝜂(𝑚): ℤ+ ⟶ ℤ+ fonksiyonu vardır.  

𝑚. dereceden çözülebilir lineer grupların türev uzunluğu için bir üst sınır arayışı ilk olarak 

Zassenhaus (1937) tarafından inşa edilmiş ve bu sınır, Huppert (1957) ve Dixon (1968) 

tarafından daha da genişletilmiştir. Newman (1972) ise aşağıdaki sonuçlara ulaşmıştır: 

𝜎 fonksiyonu pozitif rasyonel sayılar üzerinde tanımlansın ve 𝑘(𝑚) = ⌊log9𝑚⌋ olmak üzere  

𝜎(𝑚) nın değeri aşağıdaki gibi olsun: 

 

𝒎 nin Aralığı 𝝈(𝒎) Değeri 

𝟗𝒌(𝒎) ≤ 𝒎 ≤ 𝟏𝟔. 𝟗𝒌(𝒎)−𝟏      5𝑘(𝑚)           

               𝟏𝟔. 𝟗𝒌(𝒎)−𝟏 ≤ 𝒎 ≤ 𝟑. 𝟗𝒌(𝒎)       5𝑘(𝑚) + 1 

       𝟑. 𝟗𝒌(𝒎) ≤ 𝒎 ≤ 𝟒. 𝟗𝒌(𝒎) 5𝑘(𝑚) + 2 

𝟒. 𝟗𝒌(𝒎) ≤ 𝒎 ≤ 𝟔𝟒. 𝟗𝒌(𝒎)−𝟏 5𝑘(𝑚) + 3 

𝟔𝟒. 𝟗𝒌(𝒎)−𝟏 ≤ 𝒎 ≤ 𝟗𝒌(𝒎)+𝟏 5𝑘(𝑚) + 4 



27 
 

Bu durumda 𝜂(𝑚) değeri; 

 

𝒎 nin Değeri 𝜼(𝒎) Değeri 

𝒎 = 𝟏 için 1 

𝒎 = 𝟐 için 4 

𝒎 ∈ {𝟔, 𝟕, 𝟏𝟕, 𝟓𝟗, 𝟔𝟎, 𝟔𝟏, 𝟔𝟐, 𝟔𝟑, 𝟔𝟒, 𝟔𝟓} için 9 + 𝜎((𝑚 − 2)/8)   

Diğer durumlarda 10 + 𝜎((𝑚 − 2)/8) 

 

şeklindedir. 

 

Bu 𝜂(𝑚) fonksiyonuna göre bazı üst sınırlar aşağıdaki gibi gösterebilir: 

 

Grup Maksimum Türev Uzunluğu 

𝑺𝒑(𝟔, 𝒓) 7 

𝑺𝒑(𝟖, 𝒓) 8 

𝑺𝒑(𝟏𝟎, 𝒓) 10 

𝑺𝒑(𝟏𝟐, 𝒓) 10 

 

 

BlindDescent algoritmasının girdisi olan 𝐶6 grubunun çözülebilir normal alt grubundan 

rastgele eleman gelmesi durumuyla ilgili aşağıdaki teorem ifade edilebilir: 

Teorem 4.1.1: 𝑑 = 𝑟𝑛 olarak alınsın ve BlindDescent(𝐺, 𝛿) algoritmasının ana döngüsünün 

herhangi bir adımında 𝐺 nin çözülebilir normal alt grubu 𝑁 içinde skaler olmayan bir 𝑥 ∈ 𝑁 

elemanının üretildiğini düşünelim. Bu varsayım altında BlindDescent(𝐺, 𝛿) algoritması en 
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fazla η(𝑛) + 1 ek iterasyon tamamladıktan sonra olasılık değeri 1 − (𝜂(𝑛) + 2)𝛿 yi geçen 

başarılı bir sonuç verecektir. 

İspat: Algoritmanın ardışık adımlarından 18. veya 21. satırda ya doğrudan çözüm üretir ya 

da 𝑁 nin türev serisindeki 𝑥 elemanlarını oluşturur. 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) nin çözülebilir alt grupları için 

türev uzunluğunun 𝜂(𝑛) ile sınırlı olması 𝑁(𝜂(𝑛)) ≤ 𝑅 sonucunu doğurur. Dolayısıyla 𝜂(𝑛) 

iterasyon içinde 𝑥 elemanlarının elde edilmesi kesindir. Bu sürecin tamamının başarı 

olasılığı ise 1 − (𝜂(𝑛) + 2)𝛿 alt sınırına sahiptir. 

 

Örnek 4.1.1: Şekil 1’de recog paketi yardımıyla, 𝑆𝑝(6,3) ün 𝐶1 sınıfındaki 𝐸3
1+4: (𝐶2 ×

𝑆𝑝(4,3)) maksimal alt grubunun çözülebilir kalanı 𝐸3
1+4: 𝑆𝑝(4,3) ün mükemmel alt grubu 

𝑆𝐿(2,5) den faydalanarak oluşturulan 𝐶6 grubunun çözülebilir radikali için aranan skaler 

olmayan 𝑥 elemanını ve elemanter abelyen 𝑟-grubun üreteçlerini BlindDescent 

algoritmasının başarılı bir şekilde oluşturduğu görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1: 𝑆𝑝(6,3) için çözülebilir alt grup örneği 

Örnek 4.1.2: Şekil 2 de 𝑆𝑝(8,3) ün 𝐶3 sınıfındaki 𝑆𝑝(4,32): 𝐶2 maksimal alt grubunun 

çözülebilir kalanı 𝑆𝑝(4,32) un mükemmel alt grubu 𝑆𝐿(2,5) den faydalanarak oluşturulan 
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𝐶6 grubunun çözülebilir radikali için aranan skaler olmayan 𝑥 elemanını ve elemanter 

abelyen 𝑟-grubun üreteçlerini BlindDescent algoritmasının başarılı bir şekilde oluşturduğu 

görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2: 𝑆𝑝(8,3) için çözülebilir alt grup örneği 

 

Örnek 4.1.3 : 

 

Şekil 3 te 𝑆𝑝(10,3) ün 𝐶2 sınıfındaki 𝐺𝐿(5,3): 𝐶2 maksimal alt grubunun çözülebilir kalanı 

𝑃𝑆𝐿(5,3) ün mükemmel alt grubu 𝐴5 den faydalanarak oluşturulan 𝐶6 grubunun çözülebilir 

radikali için aranan skaler olmayan 𝑥 elemanını ve elemanter abelyen 𝑟-grubun üreteçlerini 

BlindDescent algoritmasının başarılı bir şekilde oluşturduğu görülmektedir. 
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Şekil 3: 𝑆𝑝(10,3) için çözülebilir alt grup örneği 
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4.2. Mükemmel Alt Gruplar 

 

𝑅, 𝑟1+2𝑛 mertebeli bir ekstra-özel grup ve 𝐺, 𝑅 nin skaler olmayan elemanlarını içeren 

şekilde 𝑁 = 𝑁𝐺𝐿(𝑑,𝑞)(𝑅) nin bir alt grubu olsun. Burada, 𝑁 nin yapısı (𝑍(𝐺𝐿(𝑑, 𝑞)) ∘

𝑅)𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) şeklinde olduğundan 𝑁/𝑅 ≅ 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) olur. 2. İzomorfizm Teoremi’ni 

uygulayarak 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 𝐺𝑅/𝑅 ≤ 𝑁/𝑅 elde edilir yani, 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≤ 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) 

grubudur. 

Eğer bu 𝐺 grubu mükemmel bir grup ise bölüm grupları da mükemmel olacağı için 𝐺̅ 

mükemmeldir. Bu nedenle, 𝐺 grubunun mükemmel olduğu durumlar incelenirken, 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) 

grubunun mükemmel alt gruplarından yararlanılacaktır. Bilindiği üzere her alt grup en az bir 

maksimal alt grup tarafından ve tüm mükemmel alt gruplar da çözülebilir kalanlar tarafından 

kapsanır. Dolayısıyla, bu maksimal alt grupların çözülebilir kalanlarını ve çözülebilir 

kalanların da mükemmel alt gruplarını belirlediğimizde 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) grubunun bütün 

mükemmel alt gruplarını elde etmiş oluruz. Aşağıda yer alan teorem, lemma, önermeler ve 

ayrıca GAP ( Grup, Algoritma, Programlama ) yardımıyla (12th Gen Intel(R) Core(TM) i7-

12700H   2.70 GHz işlemci ve 32gb RAM özelliklerine sahip bilgisayar ile birlikte) 𝑛 ∈

{4,5,6} için 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) nin çözülebilir kalanları tablolar halinde verilmiştir: 

 

İlk olarak Goncalves and Guaschi (2009) da yer alan aşağıdaki tanım ve teoremler 

kullanılacaktır: 

Tanım 4.2.1: 𝐺 ve 𝐻 birer grup olsun ve 𝐺 nin 𝐻 üzerinde etkisi olduğunu kabul edelim. Bu 

etkiye bağlı olarak komütatör alt grup, 𝑔ℎ ifadesi 𝑔 nin ℎ üzerindeki etkisi olmak üzere,  

Γ𝐺(𝐻) = 〈𝑔ℎ𝑘ℎ−1𝑘−1| 𝑔 ∈ 𝐺 ve ℎ, 𝑘 ∈ 𝐻〉 

olarak tanımlanır. 

Tanım 4.2.2: 𝐺 bir grup olsun. 𝐺 nin alt merkezil serisi {Γ𝑖(𝐺)}𝑖∈ℕ tümevarımsal olarak şu 

şekilde tanımlanır: 

Γ1(𝐺) = 𝐺 ve her 𝑖 ∈ ℕ için Γ𝑖+1(𝐺) = [𝐺, Γ𝑖(𝐺)]. Benzer şekilde, 𝐺 nin türev serisi 

{𝐺(𝑖)}
𝑖∈ℕ∪{0}

 de 𝐺(0) = 𝐺 ve her 𝑖 ∈ ℕ için 𝐺(𝑖) = [𝐺(𝑖−1), 𝐺(𝑖−1)] şeklinde tanımlanır. 

Burada, Γ2(𝐺) = 𝐺
(1) = 𝐺′ olduğuna dikkat ediniz. 
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Herhangi bir grup-teorik 𝒫 özelliği için, eğer herhangi bir aşikâr olmayan 𝑥 ∈ 𝐺 elemanı 

için 𝒫 özelliğine sahip bir 𝐻 grubu ve 𝜑(𝑥) ≠ 1 olacak şekilde 𝜑: 𝐺 → 𝐻 örten 

homomorfizması varsa 𝐺 ye kalanlı 𝒫 özelliğine sahiptir denir. Bir 𝐺 grubunun kalanlı 

nilpotent (sırasıyla kalanlı çözülebilir) olması için gerek ve yeter şart ⋂ Γ𝑖(𝐺) = {1}𝑖≥1  

(sırasıyla⋂ 𝐺(𝑖) = {1}𝑖≥0 ) olduğu bilinmektedir. 

Önerme 4.2.1: 𝐺 ve 𝐻 birer grup ve 𝜑: 𝐺 → 𝐴𝑢𝑡(𝐻) dönüşümü 𝐺 nin 𝐻 üzerinde bir etkisi 

olsun. 𝐻̂, 𝑔 ∈ 𝐺 ve ℎ ∈ 𝐻 olmak üzere 𝜑(𝑔)(ℎ)ℎ−1 formundaki elemanlar tarafından 

üretilen 𝐻 nın bir alt grubu ve 𝐿 de Γ2(𝐻) ve 𝐻̂ tarafından üretilen 𝐻 nın bir diğer alt grubu 

olsun. Bu durumda, 𝜑, Γ2(𝐺) nin 𝐿 üzerinde yine 𝜑 ile gösterilen etkisini indükler ve 

𝐿 ⋊𝜑 Γ2(𝐺) = Γ2(𝐻 ⋊𝜑 𝐺) dir. Özel olarak, 𝛤2(𝐻 ⋊𝜑 𝐺) grubu Γ2(𝐻), Γ2(𝐺) ve 𝐻̂ 

tarafından üretilen alt gruptur. 

Önerme 4.2.1 in ispatına geçmeden aşağıdaki hatırlatmayı vermek yerinde olacaktır. 

Hatırlatma 4.2.1: 𝐿 grubu aslında Γ𝐺(𝐻) komütatör alt grubudur. Gerçekten, 𝛤𝐺(𝐻), 

𝜑(𝑔)(ℎ)𝑘ℎ−1𝑘−1 formundaki elemanlar tarafından üretilen 𝐻 nın bir alt grubudur. 𝑔 = 𝑒 

(sırasıyla 𝑘 = 𝑒) alınırsa, Γ𝐺(𝐻) ⊇ Γ2(𝐻) (sırasıyla Γ𝐺(𝐻) ⊇ 𝐻̂) ve böylece 𝐿 ⊆ Γ𝐺(𝐻) olur. 

Tersine, 𝜑(𝑔)(ℎ)𝑘ℎ−1𝑘−1 = 𝜑(𝑔)(ℎ)ℎ−1ℎ𝑘ℎ−1𝑘−1 ∈ 𝐿 olup 𝛤𝐺(𝐻) ⊆ 𝐿 dir. Dolayısıyla, 

𝐿 = 𝛤𝐺(𝐻) bulunur. Ayrıca, eğer ℎ′ ∈ 𝐻 ise 𝜑(𝑔)(ℎ′′) = ℎ′ olacak şekilde bir ℎ′ ∈ 𝐻 

mevcut olup 

ℎ′(𝜑(𝑔)(ℎ)ℎ−1)ℎ′−1 = 𝜑(𝑔)(ℎ′′ℎ)(ℎ′′ℎ)−1(𝜑(𝑔)(ℎ′′)ℎ′′−1)−1 

dır. Dolayısıyla, 𝐻̂ ve 𝐿, 𝐻 ın normal alt gruplarıdır. Özel olarak, Γ𝐺(𝐻) da 𝐻 da normaldir. 

 

Önerme 4.2.1 İspat: Bundan sonra 𝐻 nın her bir 𝐻1 alt grubu (sırasıyla 𝐺 nin her bir 𝐺1 alt 

grubu) 𝐻 ⋊𝜑 𝐺 nin {(ℎ, 1)| ℎ ∈ 𝐻1} (sırasıyla {(1, 𝑔)| 𝑔 ∈ 𝐺1}) formundaki karşılık gelen 

alt grubu olarak tanımlanacaktır. 𝐻 ⋊𝜑 𝐺 deki grup işlemi (ℎ, 𝑔), (ℎ′, 𝑔′) ∈ 𝐻 ⋊𝜑 𝐺 olmak 

üzere, 

(ℎ, 𝑔) ⋅ (ℎ′, 𝑔′) = (ℎ𝜑(𝑔)(ℎ), 𝑔𝑔′) 

şeklinde tanımlanır. 
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𝐿 alt grubunun 𝐻 da normal olduğu Hatırlatma 4.2.1 de verilmişti. Şimdi 𝜑 nin 𝐺 nin 𝐿 

üzerinde bir etkiyi (yine 𝜑 ile gösterilecektir) indüklediğini gösterelim. 𝑔 ∈ 𝐺 olsun. Her 

ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 için 

𝜑(𝑔)([ℎ1, ℎ2]) = [𝜑(𝑔)(ℎ1), 𝜑(𝑔)(ℎ2)] ∈ Γ2(𝐻) 

ve her ℎ ∈ 𝐻 ve 𝑔′ ∈ 𝐺 için; 

𝜑(𝑔)(𝜑(𝑔′)(ℎ)ℎ−1) = 𝜑(𝑔𝑔′)(ℎ)ℎ−1(𝜑(𝑔)(ℎ)ℎ−1)−1 ∈ 𝐻̂ 

olup 𝜑(𝑔)(𝐿) ⊆ 𝐿 dir. 𝜑(𝑔) nin 1 − 1 olduğu açıktır. 𝜑(𝑔) nin örtenliği (𝐿 ye kısıtlanışının) 

aşağıdakilerden çıkarılabilir: 

(1) Eğer 𝑖 = 1,2 ve ℎ𝑖
′ ∈ 𝐻 ise 𝜑(𝑔)(ℎ𝑖) = ℎ𝑖

′ olacak şekilde ℎ𝑖 ∈ 𝐻 vardır ve böylece 

𝜑(𝑔)[ℎ1, ℎ2] = [ℎ1
′ , ℎ2

′ ] dir. 

(2) Eğer 𝑔′ ∈ 𝐺 ve ℎ, ℎ′ ∈ 𝐻 ise 

𝜑(𝑔)(𝜑(𝑔−1𝑔′)(ℎ)ℎ−1ℎ(𝜑(𝑔−1)(ℎ−1)ℎ)ℎ−1) = 𝜑(𝑔′)(ℎ)ℎ−1 

dir. Dolayısıyla, 𝜑, 𝛤2(𝐺) nin 𝐿 üzerinde (yine φ ile gösterilen) bir etkisini indükler ve 

𝐿 ⋊𝜑 𝛤2(𝐺), 𝐻 ⋊𝜑 𝐺 nin bir alt grubudur. 

Γ2(𝐻)’nın (sırasıyla Γ2(𝐺) nin) her elemanının Γ2(𝐻 ⋊𝜑 𝐺) nin bir elemanı olarak 

yazılabileceği açıktır. Dahası, eğer 𝑔 ∈ 𝐺 ve ℎ ∈ 𝐻 ise 

[(1, 𝑔), (ℎ, 1)] = (𝜑(𝑔)(ℎ), 1)(ℎ−1, 1) = (𝜑(𝑔)(ℎ)ℎ−1, 1) 

dir. Böylece, 𝐻̂ nın her elemanı 𝛤2(𝐻 ⋊𝜑 𝐺) nın bir elemanı olarak yazılabilir. Dolayısıyla, 

𝐿 ⋊𝜑 𝛤2(𝐺) ⊆ 𝛤2(𝐻 ⋊𝜑 𝐺) bulunur. 

Ters kapsama için, (ℎ1, 𝑔1), (ℎ2, 𝑔2) ∈ 𝐻 ⋊𝜑 𝐺 elemanlarının komütatörünün 

[(ℎ1, 𝑔1), (ℎ2, 𝑔2)] = (ℎ1(𝜑(𝑔1)(ℎ2)𝜑(𝑔1𝑔2𝑔1
−1)(ℎ1

−1)𝜑([𝑔1, 𝑔2])(ℎ2
−1), [𝑔1, 𝑔2]) 

şeklinde yazılabildiğine dikkat ediniz. İkinci çarpan Γ2(𝐺) ye aittir. İlk çarpan ise 

[ℎ1, ℎ2]ℎ2ℎ1ℎ2
−1(𝜑(𝑔1)(ℎ2)ℎ2

−1)ℎ2ℎ1
−1ℎ2

−1ℎ2ℎ1(𝜑(𝑔1𝑔2𝑔1
−1)(ℎ1

−1)ℎ1)ℎ1
−1ℎ2

−1ℎ2(𝜑([𝑔1, 𝑔2])(ℎ2
−1)ℎ2)ℎ2

−1 

şeklinde olup 𝐿 nin elemanlarının çarpımı şeklindedir. Böylece, 𝛤2(𝐻 ⋊𝜑 𝐺) ⊆ 𝐿 ⋊𝜑 𝛤2(𝐺) 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 
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Teorem 4.2.1: 𝐺 bir grup ve 𝐻 ≤ 𝐺 olsun. Bu takdirde, 𝐺′ ≤ 𝐻 olması için gerek ve yeter 

şart 𝐻 ⊴ 𝐺 ve 𝐺/𝐻 nın abelyen olmasıdır ( Isaacs 2008 ). 

Teorem 4.2.2: 𝐺 bir grup 𝐷1, 𝐷2,…,𝐷𝑛 de 𝐺 nin alt grupları olsun. Eğer 𝐺 = 𝐷1 × 𝐷2 ×…×

𝐷𝑛 ise 𝐺 nin çözülebilir kalanı 𝐷𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) alt gruplarının çözülebilir kalanlarının direkt 

çarpımıdır ( Doerk and Hawkes 1978 ). 

Önerme 4.2.2: 𝑟 ≥ 4 olması durumunda 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) grubu mükemmel bir gruptur ( Grove 

2002). 

Önerme 4.2.3: 𝑟 = 3 ve 𝑛 ≥ 2 olması durumunda 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) grubu mükemmel bir gruptur 

yani; türev grubu kendisine eşit olur ( Grove 2002 ). 

Lemma 4.2.1:   𝑝 ≥ 3 için 𝑆𝑝(4, 𝑝2): 2’nin çözülebilir kalanı 𝑆𝑝(4, 𝑝2) dir. 

İspat: 𝑆𝑝(4, 𝑝2), 𝐺 nin bir 𝑁 normal alt grubuna izomorftur. Ayrıca 𝐺/𝑁 ≅ 2 değişmeli olup 

𝐺′ ≤ 𝑆𝑝(4, 𝑝2) dir. 𝑝 ≥ 3 için  𝑆𝑝(4, 𝑝2), Önerme 4. 2.1. göz önüne alındığında mükemmel 

grup olur   ve 𝐺 grubunun çözülebilir kalanı tarafından kapsanır. Çözülebilir kalan türev 

serisindeki son grup olup 𝐺′ tarafından kapsanır. Dolayısıyla, 𝑆𝑝(4, 𝑝2) de  𝐺′ tarafından 

kapsanır. Yani, 𝐺′ ⊆ 𝑆𝑝(4, 𝑝2) olup 𝐺′ = 𝑆𝑝(4, 𝑝2) dir. 

Eğer 𝐺 = 𝐺1: 𝐺2 yarı direk çarpım ise Önerme 4.2.1. kullanılarak elde edilen 𝐺′ =

(𝐺1
′[𝐺1, 𝐺2]): 𝐺2′ eşitliği yardımıyla  𝐺 nin türev serisi oluşturulup çözülebilir kalanı bulunur. 

Aşağıda  𝑆𝑝(2𝑛, 𝑝)  (𝑝 ∈ {4,5,6})’ nin maksimal alt gruplarının çözülebilir kalanları 

verilmiştir Burada yarı direkt çarpım şeklinde olan grupların  (𝐺1
′[𝐺1, 𝐺2]) kısmı için 𝐺 

gösterimi kullanılmıştır. Ayrıca grupların genel gösterimlerinde Conway et al. (2003) baz 

alınmıştır. 

 

Tablo 7:  𝑆𝑝(8, 𝑝) nin maksimal alt gruplarına ait çözülebilir kalanlar 

Sın
ıf 

Maksimal Alt Grup 

Çözülebilir Kalanlar 

𝒑 = 𝟐 𝒑 = 𝟑 𝒑 ≥ 𝟓 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟏+𝟔: ((𝒑 − 𝟏)

× 𝑺𝒑(𝟔, 𝒑)) 
- 𝐺37: (𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(6,3)) 𝐺𝑝7: (𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(6, 𝑝)) 
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𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟕: ((𝒑 − 𝟏) × 𝑺𝒑(𝟔, 𝒑)) 

𝐺2
7: 𝑆𝑝(6,2) - - 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟑+𝟖: (𝑮𝑳(𝟐, 𝒑)

× 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑)) 
𝐺2
6: (𝐺2

5: 𝐴6) 𝐺36: (𝐺35: (𝐶2. 𝐺𝑂(5,3))) 𝐺36: (𝐺35: (𝑆𝐿(2, 𝑝). 𝐺𝑂(5, 𝑝) ) 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟔+𝟔: (𝑮𝑳(𝟑, 𝒑)

× 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)) 
𝐺29: (𝐺23: 𝐿3(2)) 𝐺29: (𝐺23: 𝐿3(3)) 𝐺29: (𝐺23: 𝐿3(𝑝)) 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟏𝟎: 𝑮𝑳(𝟒, 𝒑) 

𝐺2
10: 𝐴8 𝐺3

10: 𝑆𝐿(4,3) 𝐺𝑝
10: 𝑆𝐿(4, 𝑝) 

𝑪𝟏 𝑺𝒑(𝟔, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) 
𝐺𝑂(7,2) 𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(6,3) 

(𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(6, 𝑝))
× 𝑆𝐿(2, 𝑝) 

𝑪𝟐 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)𝟒: 𝑺𝟒 
- ( ) 𝑆𝐿(2, 𝑝)4 

𝑪𝟐 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑)𝟐: 𝑺𝟐 
𝐴6
2 (𝐶2. 𝐺𝑂(5,3))

2
 𝐶2. 𝐺𝑂(5, 𝑝)

2 

𝑪𝟐 𝑮𝑳(𝟒, 𝒑). 𝟐 
- 𝑆𝐿(4,3) 𝑆𝐿(4, 𝑝) 

𝑪𝟑 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑𝟐): 𝟐 
𝐺𝑂(5,22) 𝐶2. 𝐺𝑂(5,3

2) 𝐶2. 𝐺𝑂(5, 𝑝
2) 

𝑪𝟑 𝑮𝑼(𝟒, 𝒑). 𝟐 
- 𝐶4. 𝑃𝑆𝑈(4,3) 

𝐶2. 𝑃𝑆𝑈(4,5)   5 için 
𝐶4. 𝑃𝑆𝑈(4, 𝑝)   𝑝

≥ 7 için 

𝑪𝟒 (𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) ∘ 𝑮𝑶−(𝟒, 𝒑)). 𝟐 
- 𝐴6 𝑃𝑆𝐿(2, 𝑝2) × 𝑆𝐿(2, 𝑝) 

𝑪𝟔 𝟐−
𝟏+𝟔

.
𝑺𝑶𝟔

−(𝟐) - - 
𝐶2. (𝐶2

6. 𝐺𝑂(5,3)     
 7 için 

𝑪𝟔 𝟐−
𝟏+𝟔

.
𝛀𝟔
−(𝟐) - 𝐸2

7. 𝐺𝑂(5,3) 𝐶2. (𝐶2
6. 𝐺𝑂(5,3)       5 için 

𝑪𝟕 
(𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) ∘ 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)

∘ 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)). 𝟐𝟐. 𝑺𝟑 
- - 

(𝑆𝐿(2,5): 𝐴5): 𝐴5   5 için 
(𝑆𝐿(2,7): 𝑃𝑆𝐿(3,2): 𝑃𝑆𝐿(3,2)  7 için 
(𝑆𝐿(2, 𝑝): 𝑃𝑆𝐿(2, 𝑝): 𝑃𝑆𝐿(2, 𝑝)  𝑝
≥ 11 için  

𝑪𝟖 𝑺𝑶+(𝟖, 𝒑) 
Ω+(8,2) - - 

𝑪𝟖 𝑺𝑶−(𝟖, 𝒑) 
Ω−(8,2) - - 

𝑪𝟗 𝟐∙𝑳𝟐(𝟕) - - 2∙𝐿2(7) ≅ 𝑆𝐿(2,7) 

𝑪𝟗 𝟐∙𝑳𝟐(𝟕). 𝟐 
- - 𝑆𝐿(2,7) 11 için 
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𝑪𝟗 𝟐∙𝑨𝟔 
- - 2∙𝐴6 ≅ 𝑆𝐿(2,9) 11 için 

𝑪𝟗 𝟐∙𝑨𝟔. 𝟐𝟐 
- - 19 için th 

𝑪𝟗 𝑳𝟐(𝟏𝟕) 
𝐿2(17) - - 

𝑪𝟗 𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟕) - - 𝑆𝐿(2,17) 13 için 

𝑪𝟗 𝑺𝟏𝟎 
𝐴10 - - 

𝑪𝟗 𝟐∙𝑳𝟐(𝒑) - - 𝑆𝐿(2, 𝑝) 11 için 

𝑪𝟗 𝟐∙𝑳𝟐(𝒑
𝟑). 𝟑 

- 𝑆𝐿(2,33) 𝑆𝐿(2, 𝑝3) 

 

 

Tablo 8:  𝑆𝑝(10, 𝑝) nun maksimal alt gruplarına ait çözülebilir kalanlar 

Sınıf Maksimal Alt Grup 

Çözülebilir Kalanlar 

𝒑 = 𝟐 𝒑 = 𝟑 𝒑 ≥ 𝟓 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟏+𝟖: ((𝒑 − 𝟏) × 𝑺𝒑(𝟖, 𝒑)) - 𝐺39: (𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(8,3)) 𝐺𝑝9: (𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(8, 𝑝)) 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟗: ((𝒑 − 𝟏) × 𝑺𝒑(𝟖, 𝒑)) 𝐶2

9: 𝐺𝑂(8,2) - - 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟑+𝟏𝟐: (𝑮𝑳(𝟐, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟔, 𝒑)) 𝐺28: (𝐺27: 𝐺𝑂(7,2)) 

𝐺3
15: (𝑆𝐿(2,3)

× 𝑆𝑝(6,3)) 

𝐺𝑝
15: (𝑆𝐿(2, 𝑝)

× 𝑆𝑝(6, 𝑝)) 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟔+𝟏𝟐: (𝑮𝑳(𝟑, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑)) 𝐺2

18: (𝑆𝐿(3,2) × 𝐴6) 
𝐺3
18: (𝑆𝐿(3,3)

× 𝑆𝑝(4,3)) 

𝐺𝑝
18: (𝑆𝐿(3, 𝑝)

× 𝑆𝑝(4, 𝑝)) 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟏𝟎+𝟖: (𝑮𝑳(𝟒, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)) 𝐺214: (𝐺24: 𝐴8) 𝐺3

18: 𝑆𝐿(4,3) 
𝐺𝑝
18: (𝑆𝐿(4, 𝑝)

× 𝑆𝑝(2, 𝑝) 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟏𝟓: 𝑮𝑳(𝟓, 𝒑) 𝐺2

15: 𝐺𝐿(5,2) 𝐺3
15: 𝑃𝑆𝐿(5,3) 𝐺𝑝

15: 𝑃𝑆𝐿(5, 𝑝) 

𝑪𝟏 
𝑺𝒑(𝟖, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) 𝐺𝑂(9,2) 𝑆𝑝(8,3) 𝑆𝑝(8, 𝑝) × 𝑆𝐿(2, 𝑝) 

𝑪𝟏 
𝑺𝒑(𝟔, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑) 𝐺𝑂(7,2) × 𝐴6 𝑆𝑝(6,3) × 𝑆𝑝(4,3) 𝑆𝑝(6, 𝑝) × 𝑆𝑝(4, 𝑝) 
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𝑪𝟐 
𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)𝟓: 𝑺𝟓 - 𝑆𝐿(2,3)5. 𝐶2 𝐺: 𝐴5 

𝑪𝟐 
𝑮𝑳(𝟓, 𝒑). 𝟐 - 𝑃𝑆𝐿(5,3) 𝑃𝑆𝐿(5, 𝑝) 

𝑪𝟑 
𝑺𝒑(𝟐, 𝒑𝟓): 𝟓 𝑃𝑆𝐿(2,25) 𝑆𝐿(2,35) 𝑆𝐿(2, 𝑝5) 

𝑪𝟑 
𝑮𝑼(𝟓, 𝒑). 𝟐 - 𝑃𝑆𝑈(5,3) 𝑃𝑆𝑈(5, 𝑝) 

𝑪𝟒 
𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) ∘ 𝑮𝑶(𝟓, 𝒑) - 𝐺𝑂(5,3) 

𝐺𝑂(5, 𝑝)
× 𝑆𝐿(2, 𝑝) 

𝑪𝟖 
𝑺𝑶+(𝟏𝟎, 𝒑) Ω+(10,2) - - 

𝑪𝟖 
𝑺𝑶−(𝟏𝟎, 𝒑) Ω−(10,2) - - 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑨𝟔 - - 𝑆𝐿(2,9) 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑨𝟔. 𝟐𝟐 - - 𝑆𝐿(2,9)  17 için 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟏) - 𝑆𝐿(2,11) 𝑆𝐿(2,11) 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟏). 𝟐 - - 𝑆𝐿(2,11)   7 için 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟏) - - 𝑆𝐿(2,11)    11 için 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟏) - - 𝑆𝐿(2,11)    13 için 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟏). 𝟐 

- - 
𝑆𝐿(2,11)    23 için 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝟏𝟏). 𝟐 

- - 
𝑆𝐿(2,11)    23 için 

𝑪𝟗 
𝟐 × 𝑼𝟓(𝟐) 

- 𝑃𝑆𝑈(5,2) 
𝑃𝑆𝑈(5,2) 

𝑪𝟗 
(𝟐 × 𝑼𝟓(𝟐)). 𝟐 

- - 
𝑃𝑆𝑈(5,2)   7 için 

𝑪𝟗 
𝟐∙𝑳𝟐(𝒑) 

- - 
𝑆𝐿(2, 𝑝)  11 için 
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Tablo 9:  𝑆𝑝(12, 𝑝) nin maksimal alt gruplarına ait çözülebilir kalanlar 

Sını
f 

Maksimal Alt Grup 

Çözülebilir Kalanlar 

𝒑 = 𝟐 𝒑 = 𝟑 𝒑 ≥ 𝟓 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟏+𝟏𝟎: ((𝒑 − 𝟏)

× 𝑺𝒑(𝟏𝟎, 𝒑)) 
- 𝐺311: (𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(10,3)) 𝐺𝑝11: (𝐶2. 𝑃𝑆𝑝(10, 𝑝)) 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟏𝟏: ((𝒑 − 𝟏)

× 𝑺𝒑(𝟏𝟎, 𝒑)) 
𝐺2
11: 𝑆𝑝(10,2) - - 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟑+𝟏𝟔: (𝑮𝑳(𝟐, 𝒑)

× 𝑺𝒑(𝟖, 𝒑)) 
𝐺219: 𝑆𝑝(8,2) 𝐺3

19: 𝑆𝑝(8,3) 
𝐺𝑝
19: (𝑆𝐿(2, 𝑝)

× 𝑆𝑝(8, 𝑝)) 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟔+𝟏𝟖: (𝑮𝑳(𝟑, 𝒑)

× 𝑺𝒑(𝟔, 𝒑)) 

𝐺2
24: (𝑆𝐿(3,2)

× 𝑆𝑝(6,2)) 

𝐺3
24: (𝑆𝐿(3,3)

× 𝑆𝑝(6,3)) 

𝐺𝑝
24: (𝑆𝐿(3, 𝑝)

× 𝑆𝑝(6, 𝑝)) 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟏𝟎+𝟏𝟔: (𝑮𝑳(𝟒, 𝒑)

× 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑)) 
𝐺2
26: (𝑆𝐿(4,2) × 𝐴6) 

𝐺3
26: (𝑆𝐿(4,3)

× 𝑆𝑝(4,3) 
𝐺3
26: (𝑆𝐿(4, 𝑝)

× 𝑆𝑝(4, 𝑝) 

𝑪𝟏 𝑬𝒑
𝟏𝟓+𝟏𝟎: (𝑮𝑳(𝟓, 𝒑)

× 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)) 
𝐺2
25: 𝐺𝐿(5,2) 𝐺3

35: 𝑃𝑆𝐿(5,3) 𝐺𝑝
25: 𝑃𝑆𝐿(5, 𝑝) 

𝑪𝟏 
𝑬𝒑
𝟐𝟏: 𝑮𝑳(𝟔, 𝒑) 𝐺2

21: 𝐺𝐿(6,2) 𝐺3
21: 𝑆𝐿(6,3) 𝐺𝑝

21: 𝑃𝐺𝐿(6, 𝑝) 

𝑪𝟏 
𝑺𝒑(𝟏𝟎, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) 𝐺𝑂(11,2) 𝑆𝑝(10,3) 

𝑆𝑝(10, 𝑝)
× 𝑆𝑝(2, 𝑝) 

𝑪𝟏 
𝑺𝒑(𝟖, 𝒑) × 𝑺𝒑(𝟒, 𝒑) 𝐺𝑂(9,2) × 𝐴6 𝑆𝑝(8,3) × 𝑆𝑝(4,3) 𝑆𝑝(8, 𝑝) × 𝑆𝑝(4, 𝑝) 

𝑪𝟐 
𝑺𝒑(𝟐, 𝒑)𝟔: 𝑺𝟔 - 𝐺: 𝐴6 𝐺: 𝐴6 

𝑪𝟐 
𝑺𝒑(𝟒, 𝒑)𝟑: 𝑺𝟑 𝐴6

3 𝑆𝑝(4,3)3 𝑆𝑝(4, 𝑝)3 

𝑪𝟐 
𝑺𝒑(𝟔, 𝒑)𝟐: 𝑺𝟐 𝐺𝑂(7,2)2 𝑆𝑝(6,3)2 𝑆𝑝(6, 𝑝)2 

𝑪𝟐 
𝑮𝑳(𝟔, 𝒑). 𝟐 - 𝑃𝑆𝐿(6,3). 2 𝑃𝑆𝐿(6, 𝑝).2 

𝑪𝟑 
𝑺𝒑(𝟔, 𝒑𝟐): 𝟐 𝑆𝑝(6,22) 𝑆𝑝(6,32) 𝑆𝑝(6, 𝑝2) 

𝑪𝟑 
𝑺𝒑(𝟒, 𝒑𝟑): 𝟑 𝑆𝑝(4,23) 𝑆𝑝(4,33) 𝑆𝑝(4, 𝑝3) 

𝑪𝟑 
𝑮𝑼(𝟔, 𝒑). 𝟐 - 𝑃𝑆𝑈(6,3). 2 𝑃𝑆𝑈(6, 𝑝). 2 
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𝑪𝟒 
(𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) ∘ 𝑮𝑶+(𝟔, 𝒑)). 𝟐 -   

𝑪𝟒 
(𝑺𝒑(𝟐, 𝒑) ∘ 𝑮𝑶−(𝟔, 𝒑)). 𝟐 -   

𝑪𝟒 
𝑺𝒑(𝟒, 𝒑) ∘ 𝑮𝑶(𝟑, 𝒑) - -  

𝑪𝟖 
𝑺𝑶+(𝟏𝟐, 𝒑) 𝛺+(12,2) - - 

𝑪𝟖 
𝑺𝑶−(𝟏𝟐, 𝒑) 𝛺−(12,2) - - 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑳(𝟐, 𝟏𝟏) 

- - 
𝑆𝐿(2,11) 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑳(𝟐, 𝟏𝟏). 𝟐 

- - 
𝑆𝐿(2,11) 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑳(𝟐, 𝟏𝟑) 

- - 
𝑆𝐿(2,13) 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑳(𝟐, 𝟏𝟑). 𝟐 

- - 
𝑆𝐿(2,13) 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑳(𝟐, 𝟐𝟓) 

- - 
𝑆𝐿(2,25) 

𝑪𝟗 
𝑳(𝟐, 𝟐𝟓). 𝟐𝟐 

𝑃𝑆𝐿(2,25) - 
- 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑺(𝟒, 𝟓) 

- - 
2⋅𝑆(4,5) 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑮(𝟐, 𝟒) 

- - 
2⋅𝐺(2,4) 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑮(𝟐, 𝟒). 𝟐 

- - 
2⋅𝐺(2,4) 

𝑪𝟗 
𝑺𝟏𝟒 

𝐴14 - 
- 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑺𝒖𝒛 

- 2⋅𝑆𝑢𝑧 
- 

𝑪𝟗 
𝟐⋅𝑳(𝟐, 𝒑) 

- - 
𝑆𝐿(2, 𝑝) 

 

Yukarıda yer alan çözülebilir kalanların mükemmel alt grupları, 12th Gen Intel® Core™ i7-

12700H 2.70 GHz işlemci ve 32 gb ram özellikli bilgisayar ile Intel® Core™ i7-10870 2.20 
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GHz İşlemxi 64 gb ram özelliklerine sahip bilgisayar ve Tübitak ULAKBİM bünyesinde 

faaliyet gösteren TRUBA sisteminde yer alan Orkinos sunucusu yardımıyla hesaplanmıştır. 

 

4.3. Analizler 

 

4.3.1. Doğrudan Hesaplamalar 

 

Çözülebilir gruplar için analizler 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑝) nin türev uzunluğu yardımı ile Teorem 4.1.1 de 

verilmiştir. 

Mükemmel gruplar için analizler ise şu şekilde yapılmıştır: 

Analizlerimiz BlindDescent algoritmasının 11. satırında üretilen doğru 𝑥 elemanını baz 

almaktadır. Bunun için ilgili gruplarda böyle bir elemanın bulunma ihtimaline dayanarak 

aşağıdaki bilgiler ışığında analizler yapılmıştır.  

𝐺 abelyen olmayan sonlu bir grup olsun. Herhangi bir 𝐴 kümesi için 𝐴 daki eleman sayısını 

|𝐴| ile gösterelim. 

Comm(𝐺) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 × 𝐺:  𝑥𝑦 = 𝑦𝑥} 

olmak üzere 

Pr(𝐺) =
|Comm(𝐺)|

|𝐺|2
 

olarak tanımlansın. 

Burada Pr(𝐺) sayısı, grup elemanlarının bütün sıralı ikililerinin kümesinin örnek uzay ve 

Comm(𝐺) tarafından sayılan kümenin de rastgele seçilen bir çiftin değişmeli olma olayı 

olarak alındığı 𝐺 grubundaki iki elemanın değişmeli olma olasılığıdır. 

Ayrıca, 𝑘 sayısı 𝐺 deki eşlenik sınıflarının sayısı olmak üzere Erdös and Turan (1968) 

tarafından 

|Comm(𝐺)| = 𝑘 ⋅ |𝐺| 

olduğu ispatlanmıştır. 
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Dolayısıyla, bizim çalışmamızda birim eleman hariç tutulduğundan aşağıdaki yardımcı 

teorem yardımıyla değişmeli olan elemanların oranları daha etkili bir şekilde 

bulunabilmektedir. 

 

Yardımcı Teorem 4.3.1. 𝐺 bir grup ve 𝑘 da 𝐺 deki eşlenik sınıflarının sayısı olsun. Bu 

durumda, 

Pr*(𝐺) =
(𝑘. |𝐺| − (2. |𝐺| − 1))

|𝐺|2
 

dir. Burada, Pr*(G) ile 𝐺 den birim eleman hariç diğer elemanların değişmeli olma 

olasılıkları gösterilmiştir. 

Yardımcı Teorem 4.3.2. 𝐻 bir sonlu grup ve 𝐴 ise 𝐻 nın elementer abelyen normal 𝑟 (𝑟 asal) 

alt grubu olsun. Bu kabul ile aşağıdaki koşullar sağlanır: 

i. 𝑟 > 2 olsun ve 𝑐 ∈ 𝐻 ın da 𝐴 üzerinde -Id indükleyen sabit bir eleman olduğu 

kabul edilsin. 𝑏 ise 𝑐𝐴 yan kümesinin herhangi bir elemanı olsun. Bu durumda, 

düzgün dağılımlı rastgele ℎ ∈ 𝐻 elemanı ve herhangi bir 𝑘 tamsayısı için 

Prob(ℎ𝑘 = 𝑏| ℎ𝑘 ∈ 𝑐𝐴) = 1/|𝐴| 

dır. 

ii. 𝑏 ∈ 𝐻 elemanı 𝐴 üzerinde aşikar olmayan etkiye sahip sabit bir eleman olsun. Bu 

durumda, 𝐴 nın 𝐻 daki sabit bir 𝐶 yan kümesi ve düzgün dağılımlı rastgele ℎ ∈

𝐶 için 

Prob([𝑏, ℎ] ≠ 1| [𝑏, ℎ] ∈ 𝐴) ≥ 1 − 1/𝑟 

dir ( Brooksbank et al. 2006 ). 

 

Analizlere başlamadan önce daha önceden GAP formatında oluşturulmuş olan GAP klasörü 

( Github ) içinde verilen ilgili gruplara ve Yardımcı Teorem 4.3.1 in kodu olan stepNumber 

fonksiyonuna ulaşabilmek için aşağıdaki başlangıç yapılır: 

gap> gapPath:=”C:/Users/kullanıcı/GAP”;; 

gap> Read(“C:/Users/kullanıcı/GAP/All.txt”);; 

Yukarıda verilen Yardımcı Teorem 4.3.1 ve Brooksbank et al. (2006) da yer alan Yardımcı 

Teorem 4.3.2 den faydalanarak aşağıdaki analizler örnek olarak yapılmıştır. 
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Aşağıda 𝑆𝑝(6,3) ün maksimal alt gruplarından 𝐺𝑈(3,3). 2 nin çözülebilir kalanı olan 

𝑆𝑈(3,3) için değişmeli olan elemanların oranı elde edilmiştir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4: 𝑆𝑝(6,3) için örnek hesaplama 

Bu mükemmel alt grup için analizi içeren teorem aşağıdaki gibidir: 

Teorem 4.3.3. Eğer 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 𝑆𝑈(3,3) ise BlindDescent 750log (1/𝛿) tane 𝑦 

elemanın işlenmesini takiben, 1 − 𝛿 dan yüksek olasılıkla geçerli bir 𝑥 elemanı üretilir. 

  

İspat: 𝑟 = 3 olup Yardımcı Teorem 4.3.1 yardımıyla 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/500 olup 

Yardımcı Teorem 4.3.2 den 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 2/3 olduğundan, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/750  

bulunur. 
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Benzer şekilde 𝑆𝑝(6,3) ün maksimal alt gruplarından 2⋅𝐿(2,13) ün çözülebilir kalanı olan 

𝑆𝑝(2,13) için aşağıdaki ifade elde edilir: 

Teorem 4.3.4. Eğer 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 𝑆𝑝(2,13)  ise BlindDescent 225log (1/𝛿) tane 𝑦 

elemanın işlenmesini takiben, 1 − 𝛿 dan yüksek olasılıkla geçerli bir 𝑥 elemanı üretilir. 

 İspat: 𝑟 = 3 olup Yardımcı Teorem 4.3.1 yardımıyla 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/150 olup 

Yardımcı Teorem 4.3.2’den 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 2/3 olduğundan, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/225  

bulunur. 

Aşağıda 𝑆𝑝(8,2) nin maksimal alt gruplarından 𝑆𝑂+(8,2) nin çözülebilir kalanı olan 

Ω+(8,2) nin mükemmel alt gruplarından 𝑃𝑆𝑈(4,2) için değişmeli olan elemanların oranı 

elde edilmiştir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5: 𝑆𝑝(8,2) için örnek hesaplama 
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Teorem 4.3.5. Eğer 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 𝑃𝑆𝑈(4,2)  ise BlindDescent 2800log (1/𝛿) tane 𝑦 

elemanın işlenmesini takiben, 1 − 𝛿 dan yüksek olasılıkla geçerli bir 𝑥 elemanı üretilir. 

  

İspat: 𝑟 = 2 olup Yardımcı Teorem 4.3.1 yardımıyla 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/1400 olup 

Yardımcı Teorem 4.3.2’den 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/2 olduğundan, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/2800  

bulunur. 

𝑆𝑝(10,3) ün maksimal mükemmel alt grubu olan 2⋅𝐿(2,11) için değişmeli olan elemanların 

oranı şu şekildedir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6: 𝑆𝑝(10,3) için örnek hesaplama 
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Teorem 4.3.6: Eğer 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 2.𝐿(2,11) ise BlindDescent 150log (1/𝛿) tane 𝑦 

elemanın işlenmesini takiben, 1 − 𝛿 dan yüksek olasılıkla geçerli bir 𝑥 elemanı üretilir. 

 

İspat: 𝑟 = 3 olup Yardımcı Teorem 4.3.1 yardımıyla 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/100 olup 

Yardımcı Teorem 4.3.2 den 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 2/3 olduğundan, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/150 

bulunur. 

Benzer şekilde 𝑆𝑝(10,3) ün maksimal alt grubu 2 × 𝑈(5,2) nin mükemmel alt grubu 

𝑃𝑆𝑈(5,2) için aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.3.7: Eğer 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 𝑃𝑆𝑈(5,2) ise BlindDescent 456180log (1/𝛿) tane 

𝑦 elemanın işlenmesini takiben, 1 − 𝛿 dan yüksek olasılıkla geçerli bir 𝑥 elemanı üretilir. 

 

İspat: 𝑟 = 3 olup Yardımcı Teorem 4.3.1 yardımıyla 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/

304120 olup Yardımcı Teorem 4.3.2’den 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 2/3 

olduğundan, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/456180  

bulunur. 

𝑆𝑝(12,2) nin maksimal alt grubu 𝐿(2,25). 22 in çözülebilir kalanı 𝑃𝑆𝐿(2,25) için değişmeli 

olan elemanların oranı aşağıda verilmiştir: 
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Şekil 7: 𝑆𝑝(12,2) için örnek hesaplama 

Teorem 4.3.8: Eğer 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅 ∩ 𝐺) ≅ 𝑃𝑆𝐿(2,25) ise BlindDescent 1200log (1/𝛿) tane 𝑦 

elemanın işlenmesini takiben, 1 − 𝛿 dan yüksek olasılıkla geçerli bir 𝑥 elemanı üretilir. 

 

İspat: 𝑟 = 2 olup Yardımcı Teorem 4.3.1 yardımıyla 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/600 olup 

Yardımcı Teorem 4.3.2’den 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/2 olduğundan, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1/1200  

bulunur. 
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4.3.2. İnvolüsyon Hesaplamaları 

 

Bir grup için involüsyon mertebesi 2 olan ve kendisiyle çarpıldığında birimi veren birimden 

farklı olan elemandır. Yani bir 𝐺 grubu için 𝑔 ∈ 𝐺 verildiğinde 𝑔2 = 𝑒 ve 𝑔 ≠ 𝑒 olması 

durumudur.  

İnvolüsyonlarla ilgili bazı teoremler aşağıda verilmiştir. 

Teorem 4.3.2.1: 𝐺 grubunun bir 𝑔 elemanının involüsyon olması için gerek ve yeter koşul 

𝑔 = 𝑔−1 koşulunun sağlanmasıdır. 

Teorem 4.3.2.2: 𝐺 grubunun bir 𝑎 elemanı involüsyon ise her 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑔𝑎𝑔−1 de bir 

involüsyon olur. 

Teorem 4.3.2.3: Sonlu bir 𝐺 grubunun mertebesi tek ise 𝐺 grubunun hiç involüsyonu yoktur. 

 

Şimdi 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑞) simplektik grubunun bazı maksimal alt gruplarının, merkez elemanlarının 

ve involüsyonlarının olduğu tabloyu verelim. 

 

Tablo10: 𝑆𝑝(2𝑛, 𝑟) grubundaki involüsyonlar ve merkezdeki durumları 

𝑺𝒑(𝟐𝒏, 𝒓) Maksimal Alt Grubu 
Merkezdeki Eleman 

 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟐) 

 

𝐸2: 1 

 

− 

2.𝐴5 
𝐼2 

 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟑) 

𝐸3: 2 

 

2𝐼2 

𝑄8 
2𝐼2 

 
 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟓) 

2.𝐴4 
4𝐼2 

𝐸5: 4 

 

4𝐼2 
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𝑄2(5+1) 

 

4𝐼2 

 
 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟕) 

"C2.S4=SL(2,3).C2" 
6𝐼2 

"C2.S4=SL(2,3).C2" 
6𝐼2 

𝐸7: 6 

 

6𝐼2 

 
 
 
 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟏𝟏) 

"C3 : Q8" 
10𝐼2 

"C3 : Q8" 
10𝐼2 

𝐸11: 10 

 

10𝐼2 

𝑄2(11+1) 

 

10𝐼2 

 
 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟏𝟑) 

𝐸13: 12 

 

12𝐼2 

𝑄2(13+1) 

 

12𝐼2 

𝑄2(13−1) 

 

12𝐼2 

2.𝐴4 
12𝐼2 

 
 
 
 
 

𝑺𝒑(𝟐, 𝟏𝟕) 

𝐸17: 16 

 

16𝐼2 

"C2.S4=SL(2,3).C2" 
16𝐼2 

"C2.S4=SL(2,3).C2" 
16𝐼2 

𝑄2(17+1) 

 

16𝐼2 

𝑄2(17−1) 

 

16𝐼2 

 
 
 
 
 

𝐸19: 18 

 

18𝐼2 

𝑆𝐿(2,5) 
18𝐼2 
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𝑺𝒑(𝟐, 𝟏𝟗) 
𝑆𝐿(2,5) 

18𝐼2 

𝑄2(19+1) 

 

18𝐼2 

𝑄2(19−1) 

 

18𝐼2 

 
 
 
 
 
 

𝑺𝒑(𝟒, 𝟐) 

𝐴6 
− 

𝑆5 
− 

𝑆5 
− 

"(S3 x S3) : C2" 
 

− 

"C2 x S4" 
{[

0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

]} 

 

"C2 x S4" 
{[

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

]} 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑺𝒑(𝟒, 𝟑) 

"C2 . ((C2 x C2 x C2 x 

C2) : A5)" 
 

2𝐼4 

 

"SL(2,9) : C2" 
 

2𝐼4 

"(((C3 x C3 x C3) : Q8) 

: C3) : C2" 
 

2𝐼4 

"C2 x ((((C3 x C3) : 

C3) : Q8) : C3)" 
 

2𝐼4 

 

"(((Q8 x Q8) : C3) : 

C2) : C3" 
 

2𝐼4 

 
 
 
 
 
 

"(C5 x C5 x C5) : 

GL(2,5)" 
 

4𝐼4 

"((C5 x C5) : C5) : (C4 

x SL(2,5))" 
 

4𝐼4 
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𝑺𝒑(𝟒, 𝟓) 

"SL(2,25) : C2" 
 

4𝐼4 

"(SL(2,5) x SL(2,5)) : 

C2" 
 

4𝐼4 

"C2 . ((C2 x C2 x C2 x 

C2) : A5)" 
 

4𝐼4 

"C3 : ((C2 . S5 = 

SL(2,5) . C2) : C2)" 
 

4𝐼4 

"((C2 . S5 = SL(2,5) . 

C2) : C2) : C2" 
 

4𝐼4 

"((C2 . S5 = SL(2,5) . 

C2) : C2) : C2" 
 

4𝐼4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑺𝒑(𝟔, 𝟐) 

𝐸2
5: (1 × 𝑆𝑝4(2)) 

 

− 

𝐸2
3+4: (𝐺𝐿2(2)

× 𝑆𝑝2(2)) 

 

− 

𝐸2
6: 𝐺𝐿3(2) 

 

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

}
 
 

 
 

 

 

𝑆𝑝2(2) × 𝑆𝑝4(2)) 

 

− 

𝑆𝑝2(2
3): 3 

 

− 

𝑆𝑂6
+(2) 

 

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
 
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0]

 
 
 
 
 

}
 
 

 
 

 

 

𝑆𝑂6
−(2) 

 

− 

𝑈3(3): 2 

 

− 
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Yukarıdaki bilgilerin sonucunda aşağıdaki önerme elde edilir: 

Önerme 4.4.1: 𝑟 asal olmak üzere  𝐺𝐿(𝑛, 𝑟) genel lineer grubunda; 

 𝐴 = [

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

]  matrisi bir involüsyondur ve aynı zamanda merkezin 

elemanıdır. 

 

İspat:  [

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

] . [

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

] 

=

[
 
 
 
(𝑟 − 1)2 0 ⋯ 0

0 (𝑟 − 1)2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ (𝑟 − 1)2]

 
 
 
 

olup burada (𝑟 − 1)2 = 1 olduğundan A matrisi bir involüsyondur. Ayrıca, 

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐺𝐿(𝑛, 𝑟) olmak üzere; 

[

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

] . [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎21 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] = 

[

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎21 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] . [

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

] 

dir. Gerçekten; 

[

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

] . [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎21 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] = 

[

(𝑟 − 1)𝑎11 (𝑟 − 1)𝑎12 ⋯ (𝑟 − 1)𝑎1𝑛
(𝑟 − 1)𝑎21 (𝑟 − 1)𝑎22 ⋯ (𝑟 − 1)𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
(𝑟 − 1)𝑎𝑛1 0 ⋯ (𝑟 − 1)𝑎𝑛𝑛

]  
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ve 

 [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎21 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] . [

𝑟 − 1 0 ⋯ 0
0 𝑟 − 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑟 − 1

] = 

[

𝑎11(𝑟 − 1) 𝑎12(𝑟 − 1) ⋯ 𝑎1𝑛(𝑟 − 1)
𝑎21(𝑟 − 1) 𝑎22(𝑟 − 1) ⋯ 𝑎2𝑛(𝑟 − 1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1(𝑟 − 1) 0 ⋯ 𝑎𝑛𝑛(𝑟 − 1)

]  

 

dir. 

Önerme 4.4.2: 𝐺 bir grup olsun. Eğer bu grubun merkezinde bir involüsyon bulunuyorsa 𝐺 

nin elemanlarının en az yarısının mertebesi çifttir. 

İspat: 𝑎 ∈ 𝑍(𝐺) ve 𝑎2 = 𝑒 ve 𝑎 ≠ 𝑒 olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎 dır. 

𝐺 nin, 𝑧 merkezde olan bir involüsyon olmak üzere  𝐻 = {𝑒, 𝑧} alt grubunu alalım. 𝐻 ın 𝐺 

deki sol kosetleri  

𝑔𝐻 = {𝑔, 𝑔𝑧} 

şeklindedir. Kosetler ayrık olduğundan ve birleşimleri 𝐺 yi kapsadığından toplam koset 

sayısı  

[𝐺: 𝐻] =
|𝐺|

2
 

olur. 

Şimdi, her 𝑔𝐻 kosetindeki iki elemandan en az birinin mertebesinin çift olması durumuna 

bakalım: 

Durum I: 𝑔 nin mertebesi çift ise durum açıktır. 

Durum II: 𝑔 nin mertebesi tek ise, |𝑔| = 2𝑘 + 1 olması durumunda; 

(𝑔𝑧)2𝑘+1 = 𝑔2𝑘+1𝑧2𝑘+1 = 𝑒. 𝑧 = 𝑧 ≠ 𝑒, 

(𝑔𝑧)2(2𝑘+1) = 𝑔2(2𝑘+1)𝑧2(2𝑘+1) = 𝑒. 𝑒 = 𝑒 
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olduğundan |𝑔𝑧| çift olur. 

Her kosette en az bir çift mertebeli eleman bulunduğundan çift mertebeli eleman sayısı en 

az |𝐺|/2 olur.  

 

Bu bilgelere dayanarak aşağıdaki örnek verilebilir; 

 

Örnek 4.4.1: 𝑆𝑝(2,5)={[
0 1
1 0

] , [
4 4
0 1

] , [
0 2
1 1

] , [
0 4
1 1

] , [
0 3
1 1

] , [
1 0
1 3

] , [
1 2
2 0

] , [
1 4
3 3

], 

[
1 3
1 4

] , [
2 0
2 3

] , [
2 1
0 3

] , [
2 2
4 2

] , [
2 4
3 4

] , [
2 3
1 2

] , [
4 0
0 4

] , [
4 1
2 2

] , [
4 2
4 1

] , [
4 4
1 0

] , [
4 3
3 0

] 

[
3 0
3 2

] , [
3 1
2 1

] , [
3 2
4 3

] , [
3 4
0 2

] , [
3 3
1 3

]} grubunu göz önüne alalım. 𝑍={[
1 0
0 1

] , [
4 0
0 4

]} 

grubun merkezidir. Buradaki elemanların mertebeleri ise GAP programında 

listord:=List(maksrep[1],x->Order(x)); komutu kullanarak ; 

[ 1, 3, 4, 3, 6, 6, 2, 3, 3, 6, 3, 6, 4, 4, 6, 4, 3, 6, 3, 6, 4, 4, 6, 3 ] 

şeklinde bulunur. Ayrıca 𝑆𝑝(2,5) grubunun [
4 0
0 4

] elemanının mertebesi 2 ve bir 

involüsyondur. Aynı zamanda bu eleman merkezdedir. Dolayısıyla, buradan  𝑆𝑝(2,5) 

grubunun elemanlarının en az yarısının çift mertebeli olduğu anlaşılır. 

Bütün bu özelliklerin ışığında aşağıdaki teorem ile dördüncü mertebeden bir grup için 2006 

yılında Brooksbank ve arkadaşlarının yapmış olduğu analizlerin geçerli olduğu 

gösterilecektir. 

Teorem 4.4.4: 𝐻 = 𝐺/𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ve 𝐴 = (𝑅 ∩ 𝐺)/𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) olsun. 𝐺̅ = 𝐺/(𝑅⋂𝐺) ≅

𝑆𝑝(2, 𝑟)4  ise BlindDescent 122𝑙𝑜𝑔(1/𝛿) tane 𝑦 elemanı işlendikten sonra 1 − 𝛿 dan büyük 

bir olasılıkla doğru sonuç üretir. 

İspat: 𝑆𝑝(2, 𝑟)4 grubunun merkezinin mertebesi 16 dır ve tüm involüsyonlar bu merkezin 

içindedir. Bu gruptaki elemanların en az yarısının mertebesi çifttir. Hatta mertebesi 16 ya 

bölündüğünde 2,4,6,8,10,12,14 çift kalan veren elemanlarının oranı en az 1/3 tür. Bundan 

dolayı 1/81 den büyük bir ihtimalle bu elemanlarla belirlenen 𝐺̅ =  𝑆𝑝(2, 𝑟)4  bölüm 

grubundaki 𝑦̅ = (𝑦1̅̅ ̅, 𝑦2̅̅ ̅, 𝑦3̅̅ ̅, 𝑦4̅) görüntüsünde 𝑦1̅̅ ̅, 𝑦2̅̅ ̅, 𝑦3̅̅ ̅ ve 𝑦4̅ çift mertebeli olup aynı 
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zamanda 𝑦̅ 16 ile bölünmez. Görüntüsü 𝑦̅ olan 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝑦𝑜𝑦/2 𝐴 kümesi üzerinde −𝐼𝑑 

olarak etki eder.  O halde, 

𝑥(𝑅 ∩ 𝐺)𝑦𝑜𝑦/2(𝑅 ∩ 𝐺) = 𝑦𝑜𝑦/2(𝑅 ∩ 𝐺)𝑥(𝑅 ∩ 𝐺) 

⇒ 𝑥−1(𝑅 ∩ 𝐺)(𝑦𝑜𝑦/2)
−1
(𝑅 ∩ 𝐺)𝑥(𝑅 ∩ 𝐺)𝑦𝑜𝑦/2(𝑅 ∩ 𝐺) = (𝑅 ∩ 𝐺) 

⇒ 𝑥−1(𝑦𝑜𝑦/2)
−1
𝑥𝑦𝑜𝑦/2(𝑅 ∩ 𝐺) = (𝑅 ∩ 𝐺) 

⇒ [𝑥, 𝑦𝑜𝑦/2] ∈ (𝑅 ∩ 𝐺) 

olup 𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦𝑜𝑦/2] ∈ (𝑅 ∩ 𝐺) = 1 bulunur. Ayrıca 𝑟 ≥ 3 olup Yardımcı Teorem 4.3.2 

(ii)  den  

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦𝑜𝑦/2] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺)|[𝑥, 𝑦𝑜𝑦/2] ∈ (𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 2/3 

elde edilir. O halde, 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦𝑜𝑦/2] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦𝑜𝑦/2] ∈ (𝑅 ∩ 𝐺) ≥ 1.
2

3
.
1

81
 

𝑃𝑟𝑜𝑏([𝑥, 𝑦
𝑜𝑦
2 ] ∉ 𝑍(𝑅 ∩ 𝐺) ∧ [𝑥, 𝑦

𝑜𝑦
2 ] ∈ (𝑅 ∩ 𝐺) ≥

2

243
≈

1

122
 

 

bulunur. Dolayısıyla BlindDescent algoritmasının 11. Satırını 𝑝 = 2 olarak alırsak 1 − 𝛿 

dan büyük bir ihtimalle uygun bir 𝑥 elemanın üretildiği görülür. 

 

Bu analizlerin sonucunda eğer girdi grubu olan 𝐺 çözülebilir grup ya da mükemmel bir 

grup olmasın durumunda algoritma doğru sonucu verecektir. Eğer girdi grubu olan 𝐺 

yerine 𝐺 grubunun çözülebilir kalanını alırsak bu grup mükemmel grup olacağından 

yukarıdaki analiz çözülebilir kalanlar için de geçerli olacaktır.  

Analizlerin geri kalan kısımlarına ilişkin hesaplamalar dosya halinde; 

https://github.com/zehraclkcp/analysis-site adresinde bulunabilir. 
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5. SONUÇ, TARTIŞMA ve ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, BlindDescent algoritmasının çözülebilir gruplar üzerindeki etkinliği 

detaylı bir şekilde incelenmiştir. İlk aşamada, algoritmanın 8,10,12 boyutlu çözülebilir 

gruplar üzerindeki çalışmaları gerçekleştirilmiş ve performansı değerlendirilmiştir. 

İkinci aşamada ise literatürde tanımlı 𝑟 asal olmak üzere 𝑆𝑝(8, 𝑟), 𝑆𝑝(10, 𝑟)  ve  𝑆𝑝(12, 𝑟) 

gruplarının maksimal alt grupları üzerinden çözülebilir kalanları ve bu kalanların mükemmel 

alt grupları aşamalı olarak elde edilmiştir. Bu alt grupların bir kısmı doğrudan hesaplama 

yöntemleriyle, bir kısmı ise involüsyonların kullanımıyla analiz edilmiş ve sonuçlar tablolar 

halinde verilmiştir. Analizlerin ayrıntılına ve hesaplama süreçlerine ilişkin bağlantılar 

okuyucunun erişimine sunulmuştur. Parçalar halinde yürütülen hesaplamalar sırasında 

özellikle 12 boyutlu gruplar için mevcut donanımın RAM kapasitesi yetersizliği nedeniyle 

bazı teknik güçlüklerle karşılaşılmıştır. 

Elde edilen bulgular, çözülebilir kalan analizlerinin özellikle yüksek boyutlarda önemli 

hesaplama kaynakları gerektirdiğini göstermektedir. Bu durum, gelecekte yapılacak 

çalışmalar için yüksek performanslı hesaplama merkezlerinde paralel programlama 

tekniklerinin uygulanmasının gerekli olduğunu ortaya koymaktadır. Ayrıca, elde edilen 

mükemmel alt gruplar ve yapılan analizler ilgili grup teorisi literatürüne somut katkılar 

sağlamaktadır. 

Sonuç olarak, bu tez çalışması hem algoritmanın farklı boyutlardaki performansını hem de 

spesifik grup yapıları üzerinden elde edilen çözülebilir ve mükemmel alt grup analizlerini 

kapsamlı bir şekilde ortaya koymuştur. Elde edilen veriler ve metodolojik yaklaşım, ileri 

çalışmalar için bir referans niteliği taşımaktadır.
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EKLER 

 

Ek 1. Türev uzunluğu Mathematica Kodu 

 

𝑘[m] ≔ Floor[Log[9,𝑚]]; 

𝜎[m] ≔ Piecewise [{{5𝑘[𝑚], 9𝑘[𝑚] ≤ 𝑛 ≤ 169𝑘[𝑚]−1}, {5𝑘[𝑚] + 1,169𝑘[𝑚]−1 ≤ 𝑚

≤ 39𝑘[𝑚]}, {5𝑘[𝑚] + 2,39𝑘[𝑚] ≤ 𝑚 ≤ 49𝑘[𝑚]}, {5𝑘[𝑚] + 3,49𝑘[𝑚] ≤ 𝑚

≤ 649𝑘[𝑚]−1}, {5𝑘[𝑚] + 4,649𝑘[𝑚]−1 ≤ 𝑚 ≤ 9𝑘[𝑚]+1}}] ; 

𝜂[m_] ≔ Piecewise [{{1,𝑚 == 1}, {4,𝑚 =

= 2}, {9 + 𝜎 [
𝑚 − 2

8
] ,MemberQ[{6,7,17,59,60,61,62,63,64,65},𝑚]}} , 10

+ 𝜎 [
𝑚 − 2

8
]] ; 

{#, 𝜂[#]}&/@Range[30] 
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