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OZET
SINAPTIK CEBIRLER UZERINE
YASLI, Sevim

Yiiksek Lisan Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. Tahsin ONER

Agustos 2015, 59 Sayfa

Bu tez esas olarak bes bolimden olusmaktadir.

Birinci Boliimde tez konusu tanitildi ve bu konu ile ilgili yapilan ¢alismalar hakkinda

bilgi verildi.

Ikinci Béliimde bu tezin okunabilirligini kolaylastirmak igin gerekli bazi temel

bilgilere verildi.

Ucgiincii Boliimde 2010 yilinda David James Foulis tarafindan yayinlanan sinaptik

cebirler ¢alismasi esas alinarak sinaptik cebirler tanitildi ve 6zellikleri ele alindi.

Doérdiincti Boliimde sinaptik cebirlerde tiirev kavramini tanimlandi ve bazi temel

Ozellikleri elde edildi.

Son boliimde ise bu ¢alismalarin 15181nda elde edilen bilgilerin bir sonucu verildi.
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ABSTRACT
ON SYNAPTIC ALGEBRAS

YASLI, Sevim
Supervisor : Assoc. Dog. Dr Tahsin ONER
August2015, 59 pages

This thesis essentialy consist of four chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduct and information about the
studies which have been done with respect to this subject is given.

In the second chapter, some general background which help to make
legibility easy is given.

In the third chapter, (David James Foulis, 2010)’s work is introduced. Synaptic
algebras has been defined and its characteristic has been gone around.

In the forth chapter, notion of derivation of synaptic algebras introduced by us and this
notion some identities and consults of derivation of synaptic algebras is obtained.

In the finally chapter, as a result of the information that obtained in light of these
studies is given.
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1. GIRiS

Kismi sirali cebirsel yapilar iizerinde sinaptik cebir kavrami ilk olarak

2010 yilinda David James Foulis tarafindan yapilan bir ¢alismasinda verildi.

Sinaptik cebir, Jordan cebiri bir spectral sirali birimli normlu uzay, bir
konveks efekt cebir ve bir ortomodiiler kafesin birbirleri ile baglantisini saglayan

bir cebir yapisidir.

Bir sinaptik cebir hem 6zel bir Jordan cebri hem de bir spectral sirali
birimli normlu uzaydir ve bir Hilbert Uzay1 iizerinde smirli Hemitian

operatorlerinin kismi sirali Jordan cebiri tarafindan dogal kosullar1 saglar.

Bir sinaptik cebir bir Von Neumann cebirinin self-adjoint elemanlarinin
Jordan cebirinin bir genellestirilmesidir. David James Foulis ve Sylvia
Pulmannova’nin 2013 yilinda yaptiklart bir ¢alismada sinaptik cebirlerdeki
simetrileri, yani karesi birim eleman olan elemanlari, incelediler ve simetrilerin
sonlu dizileri ile yonlendiren cebirin izdiisim kafesleri itizerinde denklik
bagintisin1 ele aldilar. izdiisiim kafeslerinin tam olmasi durumunda bu denklik
bagintis1 bir ortomodiiler kafesler lizerinde bir boyut denklik bagintisinin pek ¢ok

ozellige sahip oldugu gosterildi.

Sinaptik cebirlerde tiirev kavrami tanimlandi ve bazi temel ozellikleri

kanitlandi.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin okunabilirligini kolaylastirmak i¢in gerekli bazi tanim ve

ozellikler verilmistir.

Tanmim 2.1 (Alfsen,1971) R iizerinde kismi sirali vektdr uzayi A nin negatif
elemanlar1 a € A~ the only ones for which { @a | @ € R*} bir iist sinira sahip ise

A ya Arsimet denir.

Tamm 2.2 (Gudder,Pulmannova,Bugajski,Beltrametti,1998) Bir efekt cebir 0 ve 1
elemanlari, +O ikili islemi ile birlikte asagidaki kosullar1 saglayan (P, 0,1, +0)

cebirsel sistemidir;

El) a+Ob tanimli ise b+Oa tanimlidir ve a + Ob = b + Oa dur.

E2) a+Ob ve (a + Ob) + Oc tanimliise b + Oc ve a + O(b + Oc) de

tamimlidir vea + O(b + Oc) = (a + Ob) + Oc dir.

E3) Hera € Picin a + 0a’ = 1 olacak sekilde bir tek a’ € P elemani vardir.

E4) a + 01 tanimli ise a = 0 dur.

Tamm 2.3 (Gudder,Pulmannova,Bugajski,Beltrametti,1998) Bir efekt cebir P her
p € Pve A € [0,1] € R bir Aa € P elemanina sahip ve asagidaki kosullart

sagliyorsa konvekstir;

()a,Bp€[0,1]vea € Pisea(Ba) = (af)a.

(ia,pe[01],a+B<1vea€Piseaalfave(a+p)a= aa+ 0Ba.

(iii) a,b € P, alb ve A € [0,1] ise aal Ab ve A(a + Ob) = Aa + OAb

(iviaePisela=a.



Tamim 2.4 (Foulis,Pulmannova;2008) Bir Generalized Hermitian (GH) cebiri,

birimi 1 olan ve R halkisinin toplamsal grubunun asagidaki kosullart saglayan bir
G alt grubudur:

(i) G, pozitif yonii Gt = {g € G : 0 < g}, 1 € G* ve G deki siral1 birimi 1

olan bir kismi sirali abel gruptur.
(i) a,b € Gtiseab = ba= ab € G*.
(iiiya,b € GT ise aba € G* veaba =0=ab = ba =0.
(iv)g € G ise g? € G*.
(v) 2d = 1 olacak sekilde d € G* vardir.

(vi)g,h € G ise gh’g = 0= gh =hg = 0.

Lemma 2.5 (Foulis,Pulmannova;2008) p,q € P ve a € A ise asagidaki kosullar

saglanir:
(i) Jp(@) <a=a€l(p)
(ila€A*iginaeC(p) ®J,(a)<a
(ii)pCpg & pellq) ©qel(p)
(iV)p € C(q) & Jpolq =Jq0)p

Teorem 2.6 (Foulis,Pulmannova;2008) Hera € Aveherp € Piginp < a’' &

a € C(p) ve J,(a) = 0 olacak sekilde tek tiirlii : A — P déniisiimil tanimlanr.



Lemma 2.7 (Foulis,Pulmannova;2008) Her a, b € A, her p € P ve her e € E igin

asagidakiler gergeklenir:
(i) J,(a) =0vea€C(a).
(i)p"=u—p.
(iiiya" ==(a") =u—dveC(a") = C(a").
(ivy0<a<b=a"<b".
(V) e”, e nin izdiisiim kapsamasidir.
(vi)a',a"" € CPC(a)
(vii) J(a) =a & ad" <p.
Lemma 2.8 (Foulis,Pulmannova;2008) p, q € P ise asagidaki kosullar gegerlidir:
()p Lg ®p+tqeP.
(il)p<qeq—peP
(ip Lg=p+qa=p Vg
(Mp<sqg=>qg-p=qgAu—p)=qArp
Mp <q=Jp0lg =Jq0lp = Jp
(Vi)p Cq & Jpolq = Jq0lpy © Jp(@) =Jq() =p Aq
(Vi)pCqise C(p)NC(q) S C@A@)NC(pVq)

Lemma 2.9 (Foulis,Pulmannova;2008) p;,p,, ...,pn E P Vep = Y= p; <ulile

tanimlansin. O zaman asagidaki kosullar gerceklenir:



()p=Vieipi €P
(i) c € C({p1, P2, -, Pn}) = Jp(0) = Ziz1Jp,(€)
(iii) ay, az, ..,ap € A > Ch,a;)" = Vi i(a)"
Teorem 2.10 (Foulis,Pulmannova;2008) a € A ise asagidakiler gegerlidir:
(i) (at)" < a” ve (a*)" pT(a) daki en kiigiik izdiisiimiidiir.
(ii)g € PT(a)veq<a'iseq= (a*)"
(iii) (@) =uise 0 < a

Teorem 2.11 (Foulis,Pulmannova;2008) Herbir A € R i¢in, p; asagidaki

ozelliklerle tek turli tanimlanir:

(i))pp E PN CPC(a)vea € C(py)
(i) Jp,(@)- Ap, < 0 < Jy—p, (@) — A(u — p3)

(iii)) (a — Au)’ < p,



3. SINAPTIK CEBIRLER

3.1 Sinaptik Cebirlerin Tanimi ve Elemanlarinin Normu

Bu boliimde sinaptik cebirler kavrami verildi ve elemanlarinin normu
iizerine baz1 oOzellikler David Foulis James’in 2010 yilindaki g¢alismasindan

yararlanarak incelendi.

Tamm 3.1.1 (Foulis, 2010) R, R iizerinde 1 birim elemanli bir lineer birlesmeli
cebir ve A, R nin bir (reel) vektor uzayr olsun. a,b € A ve B € A ise 0 zaman

a C b olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a ve b nin degismeli olmasidir.

Ca)i={b€A:aCb},C(B):=NpeC(b) ve CC(a):=C(C(a))

seklinde tanimlanir.

A vektor uzay1 genigletilmis R cebirli bir sinaptik cebirdir eger ve yalniz

eger A asagidaki kosullart gergekler:

SAl. A, A* ={a € A: 0 < a} pozitif yonlii bir kismi sirali bir arsimet
reel vektor uzayidir. 1 € A* | A da bir sira birimi ve || || karsilik gelen sira birim

normudur.
SA2.a € Aise a? € A* dur.
SA3.a,b € Atise aba € A" dur.
SAd4.a€ Aveb e At iseaba=0 = ab = ba = 0 d.
SAS5. a € A" ise b? = a olacak sekilde b € AT N CC(a) vardur.

SA6.a €A ise p =p? olacak sekilde p € A vardir ve her b € A i¢in

ab = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul pb = 0 olmasidir.



SA7.1 <a€Aiseab = ba = 1olacak sekilde b € A vardir.

SA8.a,b € A;a, <a, <az <...,C(b)nin ikili degismeli elemanlarinin

bir artan dizisi ve lim,,_., ||@ — a, || = 0 ise 0 zaman a € C(b) dir.

P kiimesi P := {p € A:p = p?} ile tanimlanir ve P nin elemanlarma
izdiistimler denir. A daki birim aralik E := {e € A: 0 < e < 1} dir ve E kiimesinin
elemanlan efektler olarak adlandirilir. E ve P, A tizerinde < kismi siralamasinin

kisitlamalar ile kismi sirali kiimelerdir.

Ornek 3.1.2 (Foulis, 2010) X # @ ve F, X in bostan farkl1 alt kiimeleri iizerinde
bir cisim olsun. A nokta tabanli operatorlerle birlikte degismeli ve birlesmeli reel

lineer cebir olsun.
(DAeER=>fYA) EFve
(ii) {f (x): x € X} sonlu

olacak sekilde f: X — R biitlin fonksiyonlar olsun. O zaman nokta tabanli kismi
siralt A genisletilmis cebiri kendisi olan bir sinaptik cebirdir. A daki izdiigiimler F

deki kiimelerin karakteristik kiime fonksiyonlaridir.

Uyart 3.1.3 (Foulis, 2010) (SA2) den a € A ise a® € A dir. Bu nedenle A her

a,b € Aigin

N =

1
aob = E(ab + ba) = =[(a + b)? — a® — b?]

Jordan ¢arpimi altinda 6zel bir Jordan cebiridir.



Uyan 3.1.4 (Foulis, 2010) a € A olmak iizere her n € IN igin a™ € A dir. O

halde A, a nin reel polinomlar: altinda kapalidir.

Lemma 3.1.5 (Foulis, 2010) a,b € At ve aC b ise 0 zaman ab = ba € A*

olur.

Kamt a,b € A" ve a C b olsun. Uyar1 1.3.4 den ab = ba € A dir. (SA5) den
a =x?% ve b =y? olacak sekilde x € At N CC(a) ve y € At n CC(b) vardur.
x € CC(a) ve a C b oldugundan x C b dir. Benzer sekilde y € CC(b) ve x C b
oldugundan x C y dir. Uyan1 1.3.4 den xy = yx € Aolur. xy € A ve (SA5) den

(xy)? € AT dir. (xy)? = x?y? = ab oldugundan ab € A" elde edilir. O

Tamm 3.1.6 (Alfsen, 1971) Bir sirali birimli normlu uzay, asagidaki kosullar

gerceklenecek sekilde 1 € A birim elemanli bir A kismi sirali reel vektor uzayidir.

(1) A arsimet uzayidir; yani, a,b € A ve hern € Nigin na < b ise 0
zaman —a € A* dir.

(i) 0<1ve l A da bir sira birimdir; yani, her a € A igin a <n
olacak sekilde n € N vardir.

(i) A tizerinde sira birim norm

la|l =inf{leR0<Ave =2 <a<2}
dir.

Her a,b € A igin —||a|| <ac< ||a|| dir. Ayrica —b<a<b ise ||a|| <

|b]| dir.

(ap)nen, A da bir dizi ve a€ A olsun. lim,_.(a,) =a, norm

topolojisinde lim,,_, || a-—a, || = 0 oldugu anlamina gelir.



Lemma 3.1.7 (Foulis, 2010) a,b € Ave 0 < A € R olsun. O zaman

(i) —-A<a<ie a?<2?

@ [la*]l = fla?].

(i) 0<abise||a—b| <max{|al],|b]3
(iv)  [aob| < |lal. 2.

(v) aCb ise || ab || < ||a|| ||b||
dir.
Kanit

() (=) 1<a<siisei+a=0vel—a=0dirr 1—a).(A+a)=
(A+a).(A—a) oldugundan (A —a)C(A+a) olur. Lemma 3.1.5 den 0 <

(A—a).(A+ a) = A% — a? dir. Buradan a? < A2 elde edilir.

(<) a®> < A% olsun. O halde 0 <A?2—a? dir. (SA) den 1—a€A
oldugundan (A —a?)?2€At dr. 0<(A—-a)i=Q%-a>H)+(A—-a) =
2(A% — 2a) ve 0 < A oldugundan a < A dir. a? < A% ise (—a)? < A2 ve bdylece

—A<aolur.Ohalde -1 <a < Adr.

(i) [ a?] = u>0ve ||a]|® = 2> 0o0lsun. —A < a < Aise a? < 1% ve
@, norm tammindan —u < a? < p olacak sekilde en kiigiik eleman oldugundan
u < A2dir. u € a* oldugundan, (SA5) den b? = p olacak sekilde b € A* N CC(w)

vardir ve A2 < b? dir. Buradan A% < p olur. O halde u = A2 dir.



10

(i) ||| < || 2| olsun. b = 0 olmak iizere a < ||a| < ||B|| < ||p]| + b
dir. Buradan a—b < ||b|| olur. Norm tanimindan ||a—b|| < ||b|| =

max{” a||, || b ||} elde edilir.

(iv) ||a|| = ||b|| =1 ise || aob || <1 oldugunu kanitlamak yeterlidir.
la|l = ||p|| =1ise |a+b| < 2 dir. (i) den ||(a £ b)?|| < 4 olur. O halde
(i) den [laob|l =5 ||(a+b)? - (a = b)?|| <Zmax({||(a+b)?|, | (a-

b)?||} < 1 bulunur.

(V) aCbise ab = ba = aob oldugundan (iv) den ||ab| < [la|. |2

elde edilir. O
3.2 Karekokler, Izdiisiimler ve Tasiyicilar

Bu bdliimde sinaptik cebirlerin elemanlarinin izdiistimleri, karekdkleri ve
izdiistimlerinin tasiyic1 elemanlar1 hakkinda bilgiler verilmis ve bu elemanlar

iizerine bazi ozellikler ele alinmustir.
Uyan 3.2.1(Foulis, 2010) a,b € A olsun. O zaman

0) (SA4)denb = 1vea? = 0 ise a = 0 dir.

(i) a,b>0vea+b=0ise 0<a =—-b<0dena = b = 0du.

Teorem 3.2.2 (Foulis, 2010) 0 < a € A olsun. v?> = a olacak sekilde bir tek

0<re€eAvardirve r € CC(a) dir.

Kamit 0 < a € A olsun. (SA5) den b? = a olacak sekilde 0 < b € CC(a) vardur.

a € C(a) ve b € CC(a) oldugundan b C a ve buradan b € C(a) dir. 0 <r € Ave
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r?2 = q oldugundan v C a dir. Buradan b Cr elde edilir. O halde b = r

oldugunu gostermek yeterlidir.

(SA5) den, b € A" oldugundan s? = b olacak sekilde s € AT n CC(b)
vardir. b € C(b) ve r € C(b) oldugundan s C b ve s Cr dir. Benzer sekilde

(SA5) den r € A oldugundan t? = r olacak sekilde t € A* N CC(r) vardur.
b,r € C(r) oldugundan t Cr, tCr, sCbve sCrdir.

s(b—r) =sb—sr = bs—rs = (b—r)s den (b—1)C s elde edilir.

O halde s(b — 1) = so(b — ) € A olur. Benzer sekilde ¢(b — r) elde edilir.
(st =)+ (tb—1)" = (s2 + b2) (b — )2
= (b +7)(b—1)?
=*=r)(b-7)
=(a-a)b-r)
= 0.

Buradan (s(b - r))2 = (t(b — r))z = 0 olur. Uyan1 3.2.1 (i) dens(b—r) =

t(b—r1r) = 0dir. Bunedenle b(b—1r) = O0ver(b—r) = 0 bulunur.

(b—7)2 =bb—1r)—1r(b—7) = 0—0 = 0 olur. Uyar1 3.2.1.(i) den

(b—1)%> = 0iseb—r = 0olur.Ohalde b = r dir. O

1
Yukaridaki teoremde tanimlanan r ye a nin karekokii denir ve az ile gosterilir.



12

p € Polsun. p = p? oldugundan (SA2) denp = 0 dir. (1 —p)? = 1—
2p+p? =1—-2p+p = 1—pdir,bunedenlep < 1dir.Ohalde0 <p <1

olduguna gore P € E dir.

Teorem 3.2.4 (Foulis, 2010) e € E ve p € P olsun. O zaman asagidaki kosullar

denktir:
M e<p,
(i) e = ep = pe,
(iii) e = pep,
(iv) e = ep,
v) e = pe.
Kanit

()= (ii):e<pved=p—eolsun. O zamane >0,d >20,1—-p =0

Ve

1-pe(1-p+A-pd(1-p) = A-p)e+d)(1-p)
= (1-ppA-p)

=0
dir. Uyar1 3.2.1(1)) den (1 —p)e(1 —p) = (1 —p)d(1 —p) = 0 olur. (SA4)
den (1—ple = e(l1—p) = 0dir.e—pe =e—ep = 0isee = pe = ep
bulunur.
(ii) = (iii):ep = pe esitligi sag taraftan p ile carpilirsa ep? = pep
olur. p € P,p? = p oldugundan ep = pep dir ve hipotezden e = pep elde

edilir.
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iii) = (iv):e = pep ise ep = pep” ve p € P oldugundan ep = pep
(iid) = (iv) . 2 P olduund

ve hipotezden ep = e dir.

(iv) > (v):e = ep oldugundan e—ep = 0 dir. e(1—p) = 0 ise
(1-p)e(1—p) =0 ve (SA4) den (1—p)e = e(1—p)=0 olur. (1-

ple = e—ep = 0isee = pedir. Ayricae = pe = ep dir.

(v) = (i): e = pe = ep oldugundan p —pe = p—ep = p—e dir.
p(l—e) = (1—e)p = p—e ve pC e oldugundan Lemma 3.1.5 den p(1 —
e) = (1—e)p € At olur. Boylece p—e € AT yani 0 <p—e dir. O halde

e <pdir. 0

Lemma 3.2.5 (Foulis, 2010) e € E olsun. O zaman asagidakiler gecerlidir:

(i) 0<e?<e,e’€E,
(i) 2e—e?€E,

(iii) e—e?€Evee—e?<el-—ce

dir.

Kanit

(i) (SA2) den e € E oldugundan 0 <e? dir. e(1—e) = e—e? =
(1 —e)e dir, buradan 0 <e,1 —e ve e C (1 — e) olduguna goére Lemma 3.1.5

den (1—e)e = e—e? € AT, yani 0 < e —e? olur. O halde 0 < e? < e dir.

ii) 0<(1-e) =1-2e+e? dir. Boylece 2e—e? <1 elde

edilir. (i) den e? < e ve buradan 0 < e — e? olur. Esitsizligin her iki tarafina e
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eklenirse 0 < e < 2e — e? bulunur. O halde 0 < 2e —e? < 1,yani 2e —e? €E

dir.

(i) () den 0<e—e?<l,e—e’€E dirr 0<2e-—-e?<1
esitsizliginde —e eklenirse —e <e—e?<1—e elde edilir e—e?<1-—e

oldugundan e — e? < e bulunur. 0

E nin konveks bir kiime oldugunu agiktir ve Uyar1 3.2.3 den P € E
oldugu bilinmektedir. Asagidaki teorem p € E izdiisiim olan efektlerin cesitli

yollarla karakterizasyonunu vermektedir.

Teorem 3.2.6 (Foulis, 2010) p € E igin asagidaki kosullar denktir:

(i) p €P.

(i) A€eR 0<A<lvee€EEisele<p<=e<p.
(ili)  p, E konveks kiimesinin bir ekstrem noktasidir.
(iv) ef,e+f€Evee f<pisee+f <pdir.

(V) ecEvee<p 1—pise e=0dr.

Kanit

(i) > (i)): pePolsun. 0<e<1ve0<A<1oldugundan 0 < e <

e < 1 dir. Buradan Ae € E dir. Teorem 3.2.4 den

le<pelep = lecep =ee=e<p

dir.

(i) = (ii): 0 <A <1 oldugundan 0 < Ae < e < 1 dir. Buradan le <p

oldugundan ve (ii) den e < p dir.
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e<p=2le+(1—ADfise(1—Ne<(1-Df

dir. Buradan e < f bulunur.

(1-Af <p = e+ (1 —A)f ve boylece f < e elde edilir. O halde

e =fvep = e+ f—Af oldugundane = f = pdir.

(iii) > (i): p € E oldugundan Lemma 3.2.5 denp? € Eve 2p —p? €E

dir. (iii) de e = p2,1 =

N |-

,f = 2p—p? almirsa, p = %pz +%(2p —p?) olur

ve (iiiydenp = p? = 2p — p? bulunur. Buradan p € P olur.

(i) > (iv: peP,e,f,e+f€EE vee f<polsun. Teorem 3.2.4 den

e = pepvef = pfpolur.

0<e+f<1 oldugundan 0 <1 —(e+f) olur ve (SA3) den 0 <
p(1 —e— f)p dir. Buradan 0 < p? — pep — pfp ve dolayisiyla pep + pfp <

p? = pdir.e+ f =pep + pfp < p? = p elde edilir.

(iv) > (v):e€Evee<p1—pisee+p<1olacagindan hipotezden
e+ p < polur. Bu durumda e < 0 elde edilir. Ayn1 zamanda e € E oldugundan

sonug olarak e = 0 bulunur.

(v) = (i):p€Eise p—p?<p,1—p dir; bdylece Lemma 3.2.5 den

p —p? = 0 ve buradan p = p? elde edilir. O halde p € P dir. 0

Teorem 3.2.7 (Foulis, 2010) a € Aolsun. Herb € Aiginab = 0 © pb = 0

olacak sekilde bir tek p € P izdiisiimii vardir.

Kanit (SA6) dan her b € Ai¢in ab = 0 & pb = 0 olacak sekilde bir p € P

vardir.
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Her b € Aicin ab = 0 & gb = 0 olacak bigimde g € P olsun. p = ¢q

oldugunu gostermek yeterlidir.

b=1-—p olsun. a(1—p) = 0 ise q(1 —p) = 0 olur ve bdylece
q = qp dir. P € E oldugundan, q ayni zamanda E nin de bir elemanidir ve

Teorem 3.2.4 den q < p elde edilir.

b =1—-gq olsun. a(1—q) = 0 ise o zaman p(1—gq) = 0 olur ve
buradan p = pq elde edilir. Teorem 3.2.4 den p < q esitligi bulunur. O halde

p = q dur. 0

Tammm 3.2.8 (Foulis, 2010) a € A ise 0 zaman Teorem 3.2.7 deki tek p € P

izdiislimii a nin tasiyict izdiistimii olarak adlandirilir ve a® ile gosterilir.

Lemma 3.2.9 (Foulis, 2010) a,b € A ve p € P i¢in asagidakiler vardir:

Q) pb =0 pb =0.
(i) pa=aeap=a.
@ii)  aa’® =aa=a.

(ivy ab=0< ba=a.

Teorem 3.2.10 (Foulis, 2010) a,b € A igin asagidakiler vardir:

(i) a=0sa’=0.
(i) a€P&a=a’.
(iii) a®, a = ap olacak sekilde en kiigiik p € P izdiistimdiir.
(iv) e € E ise e?, e < p olacak sekilde en kiiglik p € P izdiisimdiir.
(v) ab=0 ab®° =0 < a’bh’ =0.

(vi) a® € CC(a) = C(a) < C(a®).
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(vii) n € Nise (a™)° = a° dir.

(viii) 0<a<bisea® < bedir.

Kanit

(i) a=0iseherb € Aiginab = 0 dir. Buradan her b € Aiginab = 0 &

a®b = 0 dir; 0 halde a® = 0 dir.

(i) a® nin tannrmimndan a € P < a = a° dir.

(iii) p€ P ve a=ap olsun. Buradan a —ap =a(1 —p) =0 dir ve
tastyict izdiisiim tanimindan a®(1 —p) = a® — ap = 0 olur; bdylece a® <

p elde edilir.

(iv) (iii) ve Teorem 3.2.4 den agiktir.

(v) Lemma 3.2.9 dan, ab = 0 & ba = 0 dir. Boylece tasiyict izdiisim

tammmindan b°a = 0 & ab® = 0 elde edilir. Ohalde a°b° = 0 bulunur.

(vi)ceC(a)d =1 —-a’ca’+ a°c(1 — a®) oldun. Uyar1 3.1.4 den a°
nin reel polinomlarinin yine A da oldugu bilindiginden d € A olur. O halde

Lemma 3.2.9 dan, ¢ € C(a) ve aa® = a oldugundan,

ad = a(1l—a°)ca® + aa’c(1 —a®)

= aca® —aa’ca’ + aa®c — aa®ca®

= ac — aca’

= ac — caa®

=ac—ca
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=0

elde edilir. ad = 0 ise tasiyict izdiisim tanimindan a®d = 0 bulunur. Boylece

c € C(a) ve a’ € P oldugundan
a’d = a°(1—a°)ca’ + a°(a’c(1 — a%))
=a°ca® —a®a®ca® + aac — aa’ca®

=a°ca® —aca® + a°c — aca’

o o o

=a’c—aca

ve 0 = a°d = a’c — a’ca’ elde edilir, yani a°c = a°ca® olur. a°d = 0 ise

Lemma 3.2.9dan da® = 0 dir.

da® = ((1 — a")cao)ao + ((@a°c(1 —a®))a® dir ve benzer sekilde

0 = da® = ca® — a°ca’ bulunur ve buradan ca® = a®ca® dir.
O halde a’c = ca?® dir, yani a® € CC(a) olur.

(vi) meN olsun. aa’° = a oldugundan a"a® = a™ dir.
(@™°a™(a™)° = a™ olacak sekilde en kiigiik izdiisim oldugundan (a™)° <

a® = 0dir.

q=1—-(a")° olsun. aqg=a(l—(a"°) = a—a(@a®)’ =a-—
(@ = (1—-(a")°a = ga oldugundan aCq dir. (vi) den C(a™) <
C((a™)°) ve bu nedenle a € C(a™) oldugundan, a € C((a™)?) ve a € C(1 —

(@),

atq = an(l_(an)o =a"—a*(@a)° = a"—qa" = 0
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dir. Buradan k, a¥q = 0 olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1 olsun. Eger k

k k k
cift ise azqaz = 0 dir ve (SA4) ten azq = 0 elde edilir ve bu k nin en kiigiik

k+1 k+1

k+1g = 0 dir. Buradan a 2 qa z =

olmasi ile celisir. Bu nedenle k tek ve a

k+1
0 olur ve (SA4) ten a 2 g = 0 elde edilir. k en kiigiik oldugundan k < % dir ve
boylece k =1 elde edilir. Boylece ag =0 = a(1 — (a™)?) = a — (a™)° olur;

yani a = a(a™)° dir ve (iii) den a® < (a™)° elde edilir. O halde a® = (a™)° dir.

(viii) 0 < a < b olsun. b = 0 ise sonug agiktir. b # 0,1 = ||b||_1,e =
Aave f:=2bolsun.e,f € E,e < f,e® =a® ve f° = b° oldugu (iv) den agiktir.
e < f < f°ePveburadan e < f° dolayisiyla a® < b° olur. e® = a® oldugunu

gostermek yeterlidir.

e = Aave ec = 0 ise Aac = 0 olur ve buradan ||b|| " ac = 0 elde edilir.

b # 0 oldugundan ac = 0 yani a®c = 0 ve boylece e® < a’ bulunur.

-1 . TR
ac = O ise || b || ac =0,yaniec =0 olur ve tastyict izdiisim

tanimindan e® = 0 olur. Buradan a® < e° elde edilir. 0

3.3. Mutlak Deger ve Kutupsal Ayrisim

Bu boliimde sinaptik cebirlerin elemanlarinin mutlak degeri, signumu ve

bunlarin tasiyici izdiigiimler ile baglantilar1 incelenmistir.

1
Tamm 3.3.1 (Foulis, 2010) a € A ise a nin mutlak degeri |al| = (a?)z ile

tanimlanir. Ayrica at: = %( | a | +a)vea = %( | a | — a) ile tanimlanir.
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Uyan 3.3.2 (Foulis, 2010) a€Aolsun. 0< |a| = | —al,|a|?2= a? ve
C(a) € C(a®) € C(|al) dir ve buradan |a|,a*,a~ € CC(a) olur. Buna ek
olarak, a = a* —a’, |a| =at+a,ata” =aat =0 ve a =(-a)t
elde edilir.

Yukaridaki uyarida verilen onermeler asagida kanitlanmistir:

e ac€Aise (SA2) den a? € At olur. 0 < a? ise r? = a? olacak sekilde

bir tek r € A* vardur.
| —a| = (Ca(-0) = (az)% = | a]elde edilir.

3 |a|2 = ((az)%)2 = a? = r?

e beC(a) ise ab = ba dir. ba? = baa = aba = aab = a®b
oldugundan b € C(a?) elde edilir; yani C(a) € C(a?)dir.

e x€C(a? ise xa? = a’x dir. x(az)% = (xzaz)% = (xxaz)% =
(xazx)% = (azxx)% = (azxz)% = (az)%x oldugundan x € C(|al|)
bulunur. O halde C(a?) < C(|a|) elde edilir.

b(|a|+a) _ |a|b+ab _ (|a|+a)b

e be(C(a®) olsun. ba* = . . - = a*b
oldugundan a* € CC(a) dir.
+ _ 1 1
e ¢ —a = i(lalt®) ~i(lal-a)

= ~((lal+a) - (lal-))
= ~(lal-a - lal+a).

e a*+a = (lal+a) +;(lal-a) = |a.
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- 1 1
e a*a” = 1(lal+a)i(lal-a)

(lal+a)-(lal-a) _ (|a]?-a?) _ a?-a?

=0.
4 4 4

Benzer sekilde a~at = 0 bulunur. O halde a*a™ = a~a™ = 0 elde edilir.
e ()t = l(|—a|+(—a)) = Uaza) -
2 2

Teorem 3.3.3 (Foulis, 2010) a € G, p:= (a™)? ve g:= (a™)° olsun. O zaman

asagidakiler gergeklenir:

(i) p,q € CC(a).

(ii) pC|al veqC|al.

(iii) pa=ap=a®

(iv) qa=aq=—a".

V) 0<pla| =|alp=a"
(vi) 0<qlal =|alg=a".
(vii) pq =4qp = 0.
(viii) p+q=a.

Kanit

(i) Uyar13.2.2dena* € CC(a) dir. C(a) € C(a™) € C(a*)? oldugundan

(a*)° = p € C(a) elde edilir. Benzer sekilde (a™)° € C(a) bulunur.

(i) |a| € CC(a) ve p,q € C(a) oldugundan pC|a| ve qC|a| elde

edilir.
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(iii) (i) den pa = ap ve Lemma 3.2.9 (iii) den a* = (a™)? a* = pa™ du.
a*a” = 0 oldugundan (a*)°a” = pa~ = 0 dir. Sonug olarak pa = (a* —a™) =

pat —pa” =at —0=a",yani pa = ap = a* elde edilir.

(iv) (i) den ga = aq dir, 0 halde ga = —a™ oldugunu gostermek yeterlidir.
a” =(a")%a” =qa” dir. Uyan 3.3.2 den a"a* =0 ve tasiyic1 izdiisiim

tanimindan (a™)%a™ = qa™ = 0 elde edilir. Sonug olarak

ga=qlat—a)=qa*—qa =0—a =-a
dir.

(V) p € AY, | a| € A* ve (i) den p € C(a) , yani pCa dir. O halde Lemma

3.1.5den 0 < p|al du.

P|a| =p(a* +a”) =pa* +pa” =ppa = p*a =pa=at,

yani p | a| =a* dir. O halde p C |a| oldugunu gostermek gereklidir. C(a) <

C(lal) vep € C(a) oldugundan p € C(|a|) dir.
(vi) (v) ile benzer sekilde dzellik gosterir.

(vii) Uyar1 3.3.2 den a*a™ = 0 dir ve boylece Teorem 3.2.10.(v) den
(a*)°(a™)? =0, yani pq = 0 dir. (i) denp, q € CC(a) olduguna gore p C q ve

dolayisiyla pq = gqp elde edilir.

(vii) pqgeP isin  (p+@P=p’+q*+2pq=p*+p*=p+
q olduguna gore p+q€Pdir.a(p+q)=ap+ag=a*—a =aveap=a

olacak sekildeki en kiigiik izdiisiim a® oldugundan a® < p + q dur.
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r=1-a% olsun. r2=(01-a"?=(01-a%.(1-a%=1-a"-

a® + a® = 1 — a° oldugundan r € P dir.
ar=(@*—a )r=a*tr—ar
ve
ar=a(1-a’=a—-aa’®=a-a=0
oldugundan a*r — a™r = 0, yani a*r = a”r bulunur.

a*r =pa*r =pa r =pga r =0 olduguna gore tasiyict izdiisiim
tanimindan (a*)%r = pr = 0 elde edilir. Benzer sekilde gr = 0 bulunur. Boylece

(p +q@r =pr+qr=20olur.

p+Qa®=@+A-r)=p—pr+q—qr=p+q—(pr+gqr) =

p + q olur. Dolayisiyla Teorem 3.2.4 denp + q < a° dir.
O halde p + g = a° dir. O

Sonu¢ Teorem 3.3.4. (Foulis, 2010) 0 < a,b € Ave a C b ise 0 zaman a? < b?

ancak ve ancak a < b dir.

Kamit (2)0<a,b € A,aChvea? < b? olsun. a? < b? ise 0<b%?—a? ve
boylece 0 < (b — a)? olur. a? < b? olduguna gére 0 < (b —a)? + b? —a? =

2(b% — ab), yani 0 < (b — a)b dir.

Teorem 3.2.10 dan a°® = (a?)° < (b?)° = b° elde edilir. a® < b ise
aa’® < ab?®, dolayisiyla a < ab® dir. Benzer sekilde ab® < a, yani a = ab® elde

edilir.
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ci=(b-a)t ve d:=(b—a)” olsun. b(b—a)=bb—ba=hbb-—
ab = (b — a)b oldugundan b € C(b — a) olur. Béylece b € C(c) ve b € C(d)
dir. ¢ ile d nin tannmindan b—a=c—d dir. Buradan 0 < (b—a)b =

(¢ — d)b = cb — db elde edilir.

d(cb — db) = dcb — ddb = cdb — dbd = cbd — dbd = (cb — db)d ve
boylece dC(cb —db bulunur. 0<d ve 0<cb—db dir. Buradan 0 <

d(cb — db) = dcb — d*b = —d?b ise 0 < —d?b elde edilir.

0 < d? 0 < bve bCd? oldugundan bd? > 0 olur. O halde d?b =0 ve
tastyici izdiisiim tanimindan (d?)°b = d°b = 0 dur, buradan db = 0, dolayisiyla

db® = 0 elde edilir.

c€eC(b)cC(h?),0<cve0<b°ise Lemma3.1.5ten 0 < ch? dir.

0<cbh’=(c—d)b°=(b—a)b® =bb°—ab®° =b —aisea < bdir.

a(b—a)=ab—aa =ba—aa=(b—a)aiseaC(b— a) dir.

Lemma 3.1.5 den 0 < a(b — a) = ab — a? elde edilir; boylece a® < ab

olur.

Yine Lemma3.1.5den 0 < (b —a)b = b? — ab, buradan ab < b? elde

edilir. O halde a? < b? dir. 0

Tamm 3.3.5 (Foulis, 2010) a € A nin signumu sgn(a) := (a¥)? — (a™)° ile

tanimlanir.

Teorem 3.3.6 (Foulis, 2010) a € A ise asagidaki kosullar gergeklenir:

Q) sgna(a) € CC(a).
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(i) sgn(a)? = a2
(iii) sgn(a)a = asgn(a) = |a|.

(iv) sgn(a)|a| = |a|sgn(a)a.

Kanit

(i) Teorem 3.3.3 den p = (a*)? € CC(a) ve q = (a™)? € CC(a) dir.

x € C(a) olsun. O zaman

x((@)? = (@) = x(a")° —x(a™)°

= xp — xq
=px — qx
={@-9x

= ((@a")° = (@))x
olduguna gore ((a*)° — (a™)? = sgn(a) € CC(a) elde edilir.
(ii) Teorem 3.3.3 den
sgn(@)? = ((a*)° = (@))? =p?+q°+2pq=p+q = a°
dir.
(iii) Teorem 3.3.3 den
sgn(a)a = (p—q) = pa—qa = ap—aq = a(p—q) = asgn(a)

ve boylece
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sgn(a)a = asgn(a) = ap—aq = a* —(—a”) = a* +a~ = |a|
dir.
(iv) Teorem 3.3.3 den
sgn(@ | a| = ((a*)° = (a)°)((@*) + (@)
= (@")(a") + (@")°(a”) - (@)°(a*) - (@)°(a”)

= (a")(a) +pla’) —q@") - (@a)°(a”)

dir ve p, q, (a™) ve (a™) ile degismeli oldugundan sgn(a) | a | = | a | sgn(a) dir.

O halde sgn(a) | a| = | a | sgn(a) = adir. O

Teorem 3.3.6 daki a = sgn(a) | a| = | a | sgn(a) formiilii @ nin kutupsal

ayrigimi olarak adlandirilir.

Sonu¢ 3.3.7 (Foulis, 2010) a,b € A olsun. O zaman asagidaki kosullar

gergeklenir:
(i) ab = 0o |a||b| = 0.
(ii) lalo = ao.

Kanit

) E)r=(B")°s:=((b7)°p:=(a*)° ve q: = (a™)° alinirsa; Teorem

3.3.3 ve Uyar1 3.3.2 den
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la||b] = (@ +a?)@®*+b7)
= (pa — aq)(rb — sb)
=@ —q@a(r—s)b

= (@ —q@ab(r—s)

sgn(a) ab sgn(b)

elde edilir.

(=)|a| |b| =0 ise ab = sgn(a)|a| |b|sgn(b) oldugundan

ab = 0 bulunur.

(i) (=) |a|b=0ise ab=sgn(a)|a|b=0olur.

(&)ab = Oise|a|b = sgn(a)ab = 0 olur. 0
3.4 Kuadratik, Kompresyon ve Sasaki Doniisiimleri

Bu boéliimde sinaptik cebirler lizerinde kuadratik, kompresyon ve sasaki

dontistimleri tanimlanmis ve 6zellikleri irdelenmistir.

Tanmim 3.4.1 (Foulis, 2010) a € A olsun. Her b € A igin J,(b) = aba olarak
tanimlanan J,: A - A donilisimii a tarafindan belirlenen kuadratik doniisiim
olarak adlandirilir. Eger p € P ise J,, A lizerinde p ile odakli kompresyon olarak

adlandirilir.

Teorem 3.4.2 (Foulis, 2010) a € Aise J,: A — A kuadratik doniistimii hem lineer

hem de sira koruyan bir doniisiimdyir.
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Kamt x,y € A ve A € R olsun. O zaman

Jo(x +Ay) = a(x + Ay)a = axa + alya

axa + Alaya) = Jo(x) + Ao(¥)

oldugundan J, bir lineer doniistimdyir.

0 <hedolsun. (SA3) den 0 < |a|h|a| dir. k= (|alhlal)z olarak
tammlanirsa k2 = |a|h|a| olur. Lemma 3.2.9 ve Teorem 3.2.10 dan
k?2|al° = |a|n|al||al®=|a|lr|a|l = k* dir, béylece (k?)°=k° <

|a | = a° elde edilir. O halde ka® = k dr.

w = sgn(a) ile tanimlansin. Teorem 3.3.6 dan w? = a° ve a=

W|a| = |a|wdir.

0 < (Wkw)? = wkw2kw = wka®kw = wk?w = w|a|h|a|w =
aha = J,(h) b,c € A,b <c olsun ve h:=c—b ile tanimlansin. Buradan
0 S]a(h) = a(c_b)a = aca —abc = ]a(c) _]a(b) ) yani ]a(b) S]a(c)

elde edilir. O halde J, sira koruyan bir doniisiimdiir. 0

Uyan 3.4.3 (Foulis, 2010) (SA3), a,b € A" = aba € A* olmasimi gerektirir
fakat Teorem 3.4.2, daha giiclii bir sonug olarak, her a € A i¢in b € A* = aba €

A* oldugunu gosterir.

Lemma 3.4.4 (Foulis, 2010) a,b € Avep € P i¢in asagidaki kosullar

gerceklenir:

B @I < a2l = (<] 2]

(i)  Jz:A = Anorm sireklidir.
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(i) p # Oise ||p|| = 1dir.

) @] < |al.
Kanit

@) —|b]l =b|b| esitsizliginden —| b]a? = a(=||b|)a < aba <
allblla= |blla* ve = boylece [labal < |([blla®] = |l*|[]p] =

lall®lb| elde editir. Yani [|jo0) || < || a?| ||| dir.

(if) (i) den agiktir.

(i) pe Pvep # 0 olsun. J, = ppp = p dir. ||p|| < [|P?| 2|l =

Ip* Izl = 2 llpll = |lp*|| dir. Buradan |[p|| = 1 bulunur.

(iv) p = 0 oldugu durum agiktir. p # 0 olsun. (i) den ||[J,(a)| <

Ip2 Il = el llal dr Gi) den @] <12 [laf| . yani (@] <

|| elde edilir. 0

p € Pvee € E olsun. Teorem 3.4.2 den e < p, J,, lineer ve sira koruyan
bir doniisiimdiir. Ayrica Jp(1) = plp = p?> = p€ P CE oldugu agiktir.
Teorem 3.2.4dene < pise J,(e) = pep = edir. Eger J,(e) = Oise pep = 0
dir. Boylece (SA4) den pe = ep = 0 ve e<1-—p dir. A izerindeki

kompresyon karakterizasyonu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.4.5 (Foulis, 2010) J:A — A,];) < 1 olacak sekilde bir lineer ve sira
koruyan doniisiim ve her e €E i¢in e < J;) = J) = e olsun. O zaman

p:=J] €EPve] = J,dir
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Lemma 3.4.6 (Foulis, 2010) a € A ve p € P igin asagidaki kosullar saglanir:

(i) a€C,oa = J,(a)+]-p(a).
(i) Cp, A da norm kapalidir.
Kanit
(i) (®) a € C, olsun. O zaman
Jp(@) +J1-p(a) = pap + (1 = p)a(l - p)
=pap +a—ap —pa + pap
=pa+a—ap—pa+pa
=a
dir.

(&)a = J,(a) +]1-p(a) olsun. a =pap+a—ap—pa+pap olur.
Esitligin her iki tarafi soldan ve sagdan p ile ¢arpilirsa, pap = pa ve pap = pa

elde edilir. O halde pap = ap = pa, yani a € C, dir.

(i) (cn)nen, Cp de bir dizi ve C, — C olsun. O zaman ¢ € C, dir. O halde

Cp A da norm kapalidir. O

Teorem 3.4.7 (Foulis, 2010) (a,)nen ., A da bir dizi velim,_ (a,) =a €A

olsun. O zaman asagidakiler gecerlidir:

Q) Hern € Nig¢ina, < b € Aise a < b dir.
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@) ay<a,<--ise 0 zaman a, (ay)pey NN A daki en kiigiik st
siniridir.

(iii) A nin pozitif yonii A*, A da norm kapalidir.
Kanit

(i) Hipotezden her m € N ve her n € N i¢in
Np<n=a,—a< |a,—a SlﬁanSai-l
m m

olacak sekilde N,, € N vardir.

Hern € Nigin a,, < b € A dir, buradan ay, < b olur ve bdylece a — b <

a — ay,, bulunur.

p:((a—b)*)° € CC(a—b) olarak tanimlanirsa, Teorem 3.3.3 den
(a—b)* = pla—b) = p(a—b)p =],(a—>b) elde edilir. Buradan &= i
segilirse J, nin sira koruyan bir doniigiim olmasi, norm tanimi ve Lemma 3.4.4

den

1

(@=b)* = Jyla=b) <Jy(a=an, < |pl@-ay,)| < la=-ay, || <—

elde edilir, yani m(a — b)* < 1 dir. A Arsimet oldugundan (a — b)* < 0 olur.
Fakat 0 < (a — b)™* dir. Bu nedenle (a — b)* = 0 dir. O halde Uyar1 3.3.2 den
(a—b)=(a—-b)"—(a—b)" =—(a—b)” <0,yani a < b elde edilir.

(i) (i) den her meN igin a; <a, < <ay, <a+-— oldugu

bilinmektedir. O zaman hern € Ni¢ina,, < a + % dir ve A Arsimet oldugundan
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a,—a<0, yani a, < a dir. Eger her n € N igin a < b ise (i) den a < b dir;

boylece a, (a,)nen in en kiiciik tist siniridir.

(iii)  (cp)nen, A da bir dizi ve ¢, - c olsun. O zaman —c,, - —c olur
ve her n € Nigin —¢, < 0 ise —c,, < 0 bulunur. O halde (i) den c € A*, yani

A*, A da norm kapalidir. O

Tammm 3.4.8 (Foulis, 2010) Her a € A igin @,: A - P sasaki dontisiimii, her

beBigin@,(b) = (]a(b))o = (aba)°® olarak tanimlanir.
Teorem 3.4.9 (Foulis, 2010) a, b, ¢ € A olsun. Asagidakiler gegerlidir:

(i) Ba(b) < B, (1) = a®.

(i) 0<b<c=0,0b)<0,(c).
(iii) 0<bise®,(b)c = 0=0,(c)b = 0.
(iv) 0<b,cised,(b)c = 0 @,(c)b = 0.
) 0<bise@,(b) = D,(b°).

Kanit

(i) abaa® = aba oldugundan Teorem 3.2.10 dan @,(b) = (aba)® <

a® = @,(1) elde edilir.

(if) b < c olsun. J, bir sira koruyan doniisim oldugundan 0 < J,(b) <

Ja(c) dir ve Teorem 3.2.10 dan (J())° < (Ja(c))’ olur. O halde @,(b) < @4 (c)

dir.

(iii) 0 < b ve @,(b)c = 0 olsun. (aba)’c = 0 ise tasiyict izdiigim

tanimindan abac = 0 dir. (aca)b(aca) = ac(abac)a = 0 olduguna gore
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(SA4) den acab = baca = 0 olur. Tasiyict izdiisim tanimindan (aca)® =

@,(c)b = 0elde edilir.
(iv) (iii) den agiktir.

(v) 0 < colsun. Tastyict izdiisiim tanimindan @,(c)b = 0 © @,(c)b® =
0 olur ve 0 < b° oldugundan (iv) den @,(c)b® = 0 & 0,(b°)c = 0 bulunur.
O halde @,(b)c = 0 @,(b°)c = 0 elde edilir. ¢ = 1—@,(b°) alinirsa
0,(b°)c = (Z)a(bo)(l — (Z)a(bo)) = 0 olur ve tasiyict izdiisim tanimindan
Ba(D)(1—=0,(b%) = 0,(b) — 0o (b)D,(b°) = 0 elde edilir. @,(b) =
(aba)’° € E ve @,(b)° = (ab®a)° €P ve @, = 0,(b)D,(b°) oldugundan
Teorem 3.2.4 den @,(b) < @,(b°) bulunur. Benzer sekilde @,(b°) < @,(b) elde

edilir. O halde @,(b) = @,(b°) dir. 0

Teorem 3.4.10 (Foulis, 2010) 0 # ve€P olsun ve vAv:=],(A) =
{vavia € A} = {b € A:b = bv = vb} olarak tamimlansin. vAv birim elemani

v ve genisletilmis cebri vRv olan bir sinaptik cebirdir. Arica her a, b € vAv igin

1
aob, a®, ||a||,a+, a~,sgn(a) € vAv; ], € vAv; 0,(A) S vAv ve 0 <a=az €

vAv dir.

Kanit Lemma 3.4.4 den J,: A = A norm siirekli ve vAv ], nin sabit noktalarinin

kiimesi oldugundan vAv, A nin norm kapali lineer alt uzayidir.

b € vAv olsun. O zaman b <n = n.1 olacak sekilde n € N vardir ve
boylece b = J,(b) <nJ,(1) = nv bulunur. Bu nedenle v vAv deki sirali

birimdir.



34

Benzer sekilde 0 <A € Rise—A<b <Aveb >0 oldugundan —Av <
b < Av olur; boylece b # 0 oldugundan —A < b < A elde edilir. 0 <v <1
nedeniyle |b|| = infl0 <A1€R: —Av < b < Av} bulunur; yani vAv, (SAl)

kosulunu saglar.

x € vAv olsun. O halde x = wvav olacak sekilde dyle bir a € A vardir.

2

x? = (vav)? = (vav)(vav) = vaviav = va®v

dir. a € A oldugundan, SA2 den, a? € At vev € 4,a? € A3 oldugundan (SA3)
den va?v € vA*v; boylece x? € vA*v bulunur. O halde vAv, (SA2) kosulunu

saglar.

x,y € (WAv)* =vA*v ve x=wvav , y = vbv olsun. xyx =
(vav)(vbv)(vav) = vav?bv?av = vavbvac € vA*v = (vav)*® oldugundan

vAv, (SA3) kosulunu saglar.

x € (WAv),y € WAV)T, x = vav,y = vbv ve xyx = 0 olsun. (SA4)
den vavbv = vbvav = 0 olur.v = v? oldugundan vavvbv = vbvvav = 0

dir, yani xy = yx = 0 olur. O zaman vAv, (SA4) kosulunu saglar.

0O<bevAv olsun. b = vb = bv ve b7/2€CC(h) oldugundan
0<wvb/2v = vb'/2 = b'2v, (vb'/2)2 = b olur, béylece Teorem 3.2.2 den

b'/2 = vb'/2 elde edilir. O halde b'/2 € vAv yani (SAS) saglanir.

b € vAv olsun. O halde b = bv = vb dir ve buradan b° € CC(b),v €
C(b) oldugundan b°v = vb?, yani b° < v elde edilir. Teorem 3.2.4 den b° =

b°v = vb? oldugundan b° € vAv elde edilir. Boylece (SA6) saglanmis olur.
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v<be€vAvolsun. O zamanb = vb+bvdir.r1 = v+ (1 —-v)<b+
(1 -v) oldugundan (SA7) den 1 = c(b+1—-v) = (b+1—v)c olacak

sekilde ¢ € A vardir.

1=cb+c—cv= bc+c—vc ecsitliginde J, donilisimii altindaki
goriintiileri almirsa v = v chv + vev — vev = vbcv + vev — vev elde edilir.

Buradan v = vcvb = bvcv ve vcv € vAv oldugundan (SA7) gergeklenir.

a,b € vAvve a, < a, < az < --+,C(b) nin degismeli ikili elemanlarinin
artan bir dizisi olsun. lim,,_,,, ||a — a,|| = 0 ise lim,,_||lvxv — (vx,v)|| = 0 ve
buradan lim,,_,.||[v(x — x,)v|| = 0, yani a € C(b) elde edilir. vAv igin (SAS)

saglanmis olur.
O halde vav bir sinaptik cebirdir. 0

3.5 Izdiisiim Kafeslerinin Ortomodiilerligi

Bu boliimde sinaptik cebirler tizerinde izdiisiim kafesleri tanitilmis ve bu

kafeslerin ortomodiilerligi incalenmistir.

Tamm 3.5.1 (Foulis, 2010) L:P — P déniisiimii her p € P igin pt:==1—p

olarak tamimlanir. p,q € P icin p, q ya diktir (p L q) eger ve yalniz eger p < g+

dir.

p Lgolsun. O zamanp < gt =1 — q ve bdylece ¢ < 1 — p dir. O halde

q Lpdir.

pLl polsun. O zaman p <1 —p dir. Teorem 3.2.4 den p = p(1—

p)p = p?—p? = 0 elde edilir.
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Tamim 3.5.2 (Foulis, 2010) X bir kismi sirali kiime olsun. X den X e x — x* ile
taniml1 doniisiimii involution olarak adlandirilir eger ve yalniz eger bu doniistim
sira koruyandir ve her x € X i¢in (x1)! = x dir. Bir ortomodiiler poset X, en
kiigiik elemani 0, en biiyiik eleman1 1 ve involution L : X+ — X ile birlikte her

x,y € X i¢in asagidaki kosullart saglayan bir kiimedir:

(1) x ve x1 niin en biiyiik alt sinir1 x Axt, X de mevcuttur ve
x Axt = 0d.
(i) x < y*ise en kiigiik iist smir x V y, X de mevcuttur.

(iii) x<yisey = xV (xt Ay)dir.

Her x,y € X , X de bir en biiyiik alt sinir x A y ve en kiiciik tist sinir x V y

ye sahipse bir ortomodiiler poset X, bir ortomodiiler kafes olur.

X bir poset ve a,b,x,y € X olsun. a = x Ay yaziliyorsa, X Ve y nin en
biiyiik alt stir1 X de mevcuttur ve b ye esittir. X deki x - x* involutiom1 De
Morgan kuralina neden olur ve buradan infimayi supremaya ve supremayi da

infimaya dontistiirtr.

Omegin; a = aAyise at = x* vyt dir. X en kiiciik eleman 0 ve en
biiyiik eleman 1 e sahipse 0+ = 1ve1lt = 0dir. p> L =1-p(e—>1—¢e)
doniigiimiiniin, P kismi sirali kiimesi (E kismi sirali kiimesi) iizerinde bir

involution oldugu agiktir ve a = —a doniisiimii de A da bir involution dur.

X ortocomplemantation gibi x —» x* ile birlikte bir ortomodiiler poset
olsun. Tanim 3.5.2 den ve De Morgan kuralindan x Axt = 0ve x Vxt = 1dir

ve x*, x in X de bir ortocomplementidir.
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x,y € X ve x < y olsun.x < (y1)* oldugundan, Tanim 3.5.2 den x V y+,
X de mevcuttur ve De Morgan kuralindan x* Ay = (xVvy1)L dir ve X de
meveuttur. x < xvVxt = (x* Ay) < oldugundan ve Tamim 3.5.2 den x V (xt

Ay) supremumu X de mevcuttur. Teorem 352 dekix <y=>y=yV (xt Ay)

kosulu ortomodiilerlik kurali olarak adlandirilir.

Lemma 3.5.3 (Foulis, 2010) Her p, q € P i¢in asagidakiler gegerlidir:

(i) pCqisepqg = pAqdir.

(i) plqg isepq = 0dir.

(i) plqgisepvq = p+qdir.

(ivy p<qiseq—p = ptAqE€Pdir.

(v) P, bir monoton ortocomplemantation gibi p — p* =1 — p bir

ortomodiiler posettir.

Kanit

(i) pq=qp olsun. (pg)* = (pq)(pq) = p*q*> = pq oldugundan

pq € P ve p(pq) = pq,q(pq) = pq dur. Bu nedenle Teorem 3.2.4 den pq <

p, q olur.

r € Pver <p,qolsun. Teorem 3.24 denrp = pr = rverq = qr =
r dir. rp = pr = r esitligi q ile sag taraftan carpilirsa rpq = prq = rq=r

elde edilir. O halde Teorem 3.2.4denr < pq,yanipq = p Aq dur.

(i)plg ®p<l-q ©op=p(l—-q)=p—pq ©pqg= 0dr
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(iii) pLq olsun. (ii) den pg = 0 ve Lemma 3.2.9 dan gp = 0 duir.
p+q? =p*+pq+qp+q*> = p>+q* = p+q oldugundan p+q€P

dirr0<p,qisep,q <p+qdur

p,q <r,r € Polsun. O zaman Teorem 3.24 denp = prveq = qr

dir.Buradanp+q = (p + q@)r,yanip +q < rdir.Ohaldep +q = p Vv qdir.

(iv)p < q = (qH)* olsun. O zaman pLlq* dir. (iii) den pv gt =p +
gt € P ve De Morgan kuralindan (p +q-)* =ptAq€P elde edilir. (p+

g =1-(p+1+4+q) = q—p € Poldugundan g — p = p*~ A q € P bulunur.

(v) P posetinde en kiigiik elemanin 0 ve en biiyiikk elemanmn 1 oldugu
actktir. p € Pve pt = 1—polsunpApt =ppt=p(1—-p) =p—p?=p-—

p =0, yani p L p* dolayisiyla ppt = 0 dir.

pTEP ve p<rt=1-r olsun. O zaman Teorem 3.2.4 den p =
p(1—7r) = (1 —7r)p ve boylece pr = rp = 0, yani pLq dur. O zaman (iii)

denpVvq = p+q € P bulunur.

p,7v € Pve p <r olsun. Teorem 3.24 denp = pr = rp dir. r C p ise
rC(l—p)olurve(r—p)t=1-(@—-p) = 1—-r+pisep < (r—p)* yani

pL(r —p) oldugundan
pV(ptar)=pv(1-p)AT)
=pv(1-pr)
=pV(r—pr)

=pV(@r—p)
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=p+(r—p)

bulunur. O halde P, bir orthocomplementation gibi p — p*: 1 — p ile birlikte bir

ortomodiiler posettir. O

Teorem 3.5.4 (Foulis, 2010) a € A olsun. O zaman asagidakiler vardir:

(i) pq€Pised,(p)Llg © pLl P,(q) dur.

(i) ¢4, P de mevcut olan tiim supremalart korur ve eger Q € P ve

r=VQise ¢,(r) = V{ga(q) : q € Q} dir.
Kamt

(i) (=) ¢o(p) Lolsun. O zaman (apa)® < (1 — q) dur ve Teorem 3.2.4
den apa(l —q) = apa —apaq = apa dir. Buradan apaq = 0 bulunur ve
tastyict izdiisim tanimindan (apa)®q = ¢,(q) = 0 olur. O halde Teorem 3.4.9
dan ¢,(q@)p = (aqa)°p = 0 olur ve buradan agap = —agap =0 , vyani
aqa — aqap = aqa(l —p) = aqa elde edilir. O zaman (aqa)? < (1 —p) ve

boylece ¢, (q) L bulunur.
(<) Benzer sekilde elde edilir.

(ii)Q € P ve r € VQ olsun. O zaman her g € Q i¢in 0 < g < r dir ve

Teorem 3.4.9 dan ¢,(q) < ¢,(r) dir.

Her g € Q igin t € P ve ¢,(q) <t olsun. O zaman her g € Q igin
¢o(q) Lt dir. Bu nedenle (i) den g Lo, (t1) yani g < (¢ (tH))* elde edilir.

Buradan r = VQ oldugundan r < (¢, (t))* olur, bu ise r Lo, (t) demektir.
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Boylece ¢, (r) Ltt, yani ¢,(r) <t elde edilir. O halde ¢,(r) = V{p,(q) :

q € Q} dir. 0
Lemma 3.5.5 (Foulis, 2010) p, q,r € P olsun. O zaman asagidakiler saglanir:

) ¢l <p.
(i) r<p e ¢,(r)=r.
(i) rlp © ¢,(r)=0.

(ivy pAgq,PdemevcutturvepAg = p—¢,(gh) du.
Kanit
(i) Teorem 3.4.9 dan ¢,(r) < p° = pdir.

(ii) (®)r <p ise Teorem 3.2.4 denr = pr = rp dir. O zaman ¢, (r) =

(prp)° = (rp)° =r° = r elde edilir.
(<) ¢p(r) = rolsun. (i) denr = ¢,(r) < p bulunur.

(iii) r Lp olsun. Lemma 3.5.3 den rp = 0, (SA4) den prp = 0 ve
Teorem 3.2.10 dan (prp)° =0 dir. O halde ¢ nin tanimindan ¢,(r) = 0

bulunur.
(iv) p,q€P olsun. pCq ise pC(1—gq) dir. t:=(¢p,(¢g)N* ' =1-
¢p(g) € P olsun. (i) den ¢,(gH) <p dir. $,(¢") € P S E olduguna gore

Teorem 3.24 den ¢,(qg1)p = p dp(gh) = ¢,(g") olur. pC P,(gh) ise

p C (¢pp(gH))* = tdir. Lemma 3.5.3 den,

pAt=pt=1tp=p(1-py(@)) =p-pby(q") = p(¢) ApEP
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bulunur. pAt = (cjbp(qL))L Ap < (¢p(gH)* oldugundan p At Lep,(gh) dir.

Teorem 3.5.4 den ¢,(p A t) Lg* ; yani ¢,(p At) < p,q dur.

r € P ve r <p,qolsun. (iii) den ¢,,(r) = r < q ve buradan ¢,,(r) Lq*
olur. Teorem 3.5.4 denr L¢p,(q) ve béylece r < (¢, (qh) )L = tdirr<pve
r < toldugundanr < pAt = pAqolur. O haldep At = p/\(p —gbp(ql)) =

p — ¢, (g>) bulunur. O

Teorem 3.5.6 (Foulis, 2010) P bir ortomodiiler kafestir ve her p,q € P i¢in

¢p(q) =p A (ptV q) dir.

Kamt P nin bir ortomodiiler poset oldugu gosterildi. Bu nedenle P nin bir kafes

oldugunu gostermek yeterlidir.

p,q € P olsun. Lemma 3.5.5 denp Aq, P de mevcuttur ve De Morgan
kuralindan pv q = (pt + gqt)*, P de mevcuttur. Buradan P bir ortomodiiler

kafestir.
pt < ptV q ve ortomodiiler kuralindan
PtV Ve =p vg=p VAl V)
dir. Teorem 3.5.4 ve Teorem 3.5.5 den
¢p(@) = ¢p (@) V $p(q)
= ¢p(»" vV q)
=gV AP VD))

= ¢p(P) V(0 APV Q)
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=pA(p-Vq)

dir. Bir ortomodiiler kafesin iki eleman1 p ve g kiyaslanabilirdir eger ve yalniz

egerp = (pAq)V (pAqt)dir. O
3.6.Tersinirve Regiiler Elemanlar

Bu boéliimde sinaptik cebirlerin tersinir ve regiiler elemanlari iizerinde bazi

ozellikler irdelenmistir.

Tamm 3.6.1 (Foulis, 2010) a € A tersinirdir eger ve yalmiz eger aa™! =

a~la = 1 olacak sekilde bir a~! € A vardur.

a,b €A, beC(a) ve a tersinir olsun. O zaman ab = ba ve buradan

1

aa"'b = a”lab =a 'ba = b dir. Esitlik sag taraftan a~! ile carpilirsa

a~'b = ba ! elde edilir. O halde a™! € CC(a) dur.

a’ € C(a) ve a~! € CC(a) oldugundan a®a™! = a~'a® dir. O halde
a 'aa® =a'a = a®a"'a ve Teorem 3.2.4 den a la < a® yani 1 < a dir.
Diger yandan a® € P olduguna gore a® < 1 dir. O halde a tersinir ise a® = 1

elde edilir.
Lemma 3.6.2 (Foulis, 2010) a € A olsun. O zaman asagidakiler gegerlidir:

(i) 0<aveatersinirise 0 < a~! dir.

(i)  a tersinirdir eger ve yalmiz eger |a| tersinirdir ve a tersinir ise

la|~ = |a™1] dir.

Kanit
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(i) 0 < a ve a tersinir olsun. a € a™! oldugundan a C (a™*)? ve (SA2)
den 0 < (a™1)? olur. O halde Lemma 3.1.5den 0 < a(a™')? = aa™la ! = a1

elde edilir.

(ii) s :== sgn|a| olsun. Teorem 3.3.6 dan s € CC(a) , s> = a° , sa =

as = |a| ve s|a| = |a|s = a oldugu bilinmektedir.

(=) a € A tersinir olsun. s,a™%,|a|l € CC(a) oldugundan s C a™! ve
a~1C |a| dir. Buradan |a|(sa™) = s|ala™! = (sa™Y)|a| =1 elde edilir. O

halde |a| tersinirdir ve |a|™! = sa~1 dir.

s2=5°=1 , 0<sa' ve a®° =1 oldugundan (sa™1)?=
(saVD(sa™) =s2(a )2 =a’(@ D2 =1.(a )%= (a1)? elde edilirr O

halde |a|™ = sa™! = |sa™t| = |a™%| bulunur.

(&)  |a| tersinir olsun. as|a|™! = asgn(a)|a| ! = |al|la|t =1

1

oldugundan a tersinirdir ve a=! = s|a|™ olur. 0

Teorem 3.6.3 (Foulis, 2010) a € A igin a tersinirdir eger ve yalniz eger € < |a|

olacak sekilde 0 < € € R vardir.

N olur. la|(n—la|™) = |aln - |alla]™ = nl|a| - |a||a] = (n - |a|™H)]a]
oldugundan |a| , n—|a|™! ile degismelidir. |a|,n —|a|™! ile degismeli
oldugundan Lemma 3.1.5 den 0 < (n — |a|™Y)|a| ve buradan 1 < n|a| dir. O

halde 0 < € == %ahmrsa € < |a] olur.
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(<) Tersine 0 < € < |a| olsun. O halde 1 < € 1|a] olur ve (SA7) den
€71 a| tersinirdir. |a|€"1(€7 a|)™? = 1 oldugundan |a|™! = € 1(€71|a])7?!

secilirse |a| tersinir bulunur. O halde Lemma 3.7.2 den a tersinirdir. O
Tamm 3.6.4 (Foulis, 2010) a € A olsun.

(i)  von Neumann regiilerdir ancak ve ancak ab,ba € A ve aba = a
olacak sekilde b € A vardir.
(i)  aregilerdir eger ve yalniz eger €a° < |a| olacak sekilde 0 < € €

R vardir.
0 1n hem von Neumann regiiler hem de regiiler oldugu agiktir.
Teorem 3.6.5 (Foulis, 2010) 0 # a € A olsun. O zaman asagidakiler denktir:

(i)  a von Neumann regiilerdir.
(i)  ar = ra = a° olacak sekilde r € a®Aa® vardur.
(i)  a, a®Aa® sinaptik cebirde tersinirdir.

(iv)  aregiilerdir.
Kanit

(i) = (ii): a von Neumann regiiler olsun. O zaman tanimdan ab, ba € A
ve aba = a olacak sekilde b € A vardir. aba = a ise ababa = ab ve buradan
ab € P ve baba = ba dir, bu nedenle ba € P olur. O zaman a°® < ab = aa®b
ve a° < ba = ba®a dir. aa®bha® = a®aba’® = aba® =a° ve a’baa’ = a°

olur ve buradan a®aba® = a°baa®, yani ab = ba elde edilir.

r = aba® € a®4a® olsun. O zaman ra = a’ba’a = a’baa’ =

a’a® = a’ve aa®ba’ = a®a® =a°,yaniar = ra = a° elde edilir.
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(ii) = (iii): ar|a| = rala| = |a|ise rala| —|a| = 0 dir.
0 = ralal —la| = (ra—Dla| = (a—1la|l = ala| —|a|
dir. O zaman |a| = ala| = |ala = |a|°a = a°a = a olur. Hipotezden a # 0

oldugundan |a| # 0 dir, yani 0 < € < |a] olacak sekilde € € R vardir. O zaman

Teorem 3.6.3 den a, a®Aa’ sinaptik cebirinde tersinirdir.

(iii) = (i): a tersinir olsun. O halde ax = 1 olacak sekilde x = a®ba® €
a’Aa® vardir. ax = aa’ba® = aba®’ =1 dir ve esitlik sag taraftan a ile

carpilirsa aba = a elde edilir. O halde a Von Neumann regiilerdir.

(iii) = (iv): a tersinir olsun. O zaman Teorem 3.6.3 den € < |a| olacak
sekilde 0 < € € R vardir. € < |a| ise €a° < |a|a® ve buradan €a° < |a| dir, yani

a regiilerdir.

(iv) = (iii): a regiler olsun. O zaman €a° < |a| olacak sekilde
0 < € € R vardir. Buradan €a° < |a|a® ve boylece a®€a’ € a’l|ala’ , yani

€ < |a| elde edilir. O halde a, a® Aa® sinaptik cebirde tersinirdir. O

Sonu¢ Teorem 3.6.7 (Foulis, 2010) a € A i¢in a tersinirdir eger ve yalniz eger a

regiilerdir ve a® = 1 dir.

0 # ave aregiiler olsun. O zaman Teorem 3.6.5 de gegen a nin a®Aa’
deki tersi, a nin A daki psedo-tersi olarak adlandirilir ve 0 m psedo-tersi 0 dir.

Eger a regiiler ise a nin psedo-tersi CC(a) ya aittir.

Teorem 3.6.8 (Foulis, 2010) a € A i¢in a regiilerdir eger ve yalmz eger at ve a”

regiilerdir.
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Kamt p:= (a*)? ve q:=(a™)° olsun. O zaman Teorem 3.3.3 den p.q €
CCapyp+q=a’pq=pa =0,qp=qa" =0,pa=pa* =a*,qa=qa” =
a” dir.

a regiiler olsun. O zaman ea’ < |a| olacak sekilde 0 < € € R vardir.
e(p+q) = €a® < |a| = a* +a olur ve esitsizlik p ile carpilirsa p(e(p +
Q) <pla*+a”) = pat +pa” elde edilir. pat =a* ve pa” =0
oldugundan p(e(p + q)) < a* = (a*) bulunur. Buradap = (a*)° oldugundan

& €(p + q) alinirsa a™ nin regiiler oldugu elde edilir. Benzer sekilde a™ nin de

regiiler oldugu bulunur.

Tersine, a* ve a~ regiiler olsun. O zaman ap < a* ve Bq < a” olacak

sekilde 0 < a, B € R vardir. € := min{a, B} olarak segilirse ea® = &(p +q) <

at+a = | a | , yani a nin regiiler oldugu bulunur. 0

Sonu¢ Teorem 3.6.9 (Foulis, 2010) a € A tersinirdir eger ve yalniz eger a° = 1

dir. Ayrica a® ve a” regiilerdir.
3.7 Spektral Coziim

Bu boliimde sinaptik cebirler iizerinde 6zel kompresyon doniisiimleri

incelenmistir.

Tamim 3.7.1 (Foulis, 2010) Bir a € A, bir p € P ile uyumludur eger ve

yalniz eger ve yalmz eger a = J,(a) + J;_,(a) dur.
C(p), p ile uyumlu olan A nin biitiin elemanlarinin kiimesidir.

Tamm 3.7.2 (Foulis, 2010) A da p ile odaklanmis bir kompresyon her a,b € A

ve her e € E i¢in asagidaki kosullari saglayan bir J: A — A dontisiimiidiir:
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(i) p =Ju €EE.
(i) Ja+p) = J Tw)-
(iii) a < bise g < Jp dir.
(iv) e < pisej, = edir.
(v) Jey = Oisee < 1—pdir.

Tammm 3.7.3 (Foulis, 2010) A nin bir kompresyon bazi, A daki (]P)p eP
kompresyonlarinin bir ailesidir eger ve yalniz eger P, E nin bir normal alt efekt
cebiridirve p,q,r € Pvep+q+1 < 11is€ J,4y 0 Jg4r = J dir.

Tamim 3.7.4 (Foulis, 2010) e € E ve p € E ise p, e nin izdiisiim Ortiistidiir eger
ve yalniz eger her g € Pigine < q & p < q dir. Kompresyon tabani (]P)p EP
izdlisiim kapsama 6zelligini saglar eger ve yalniz eger her e € E i¢in bir izdiisiim
kapsamasi vardir.

Tammm 3.7.5 (Foulis, 2010) Kompresyon bazi (]P)p € P spektraldir eger ve

yalniz eger hem izdiigiim kapsama hem de kiyaslanabilirlik 6zelligini saglar.

Teorem 3.7.6 (Foulis, 2010) (]p)p € P ailesi sirali-birimli A uzay1 igin bir

spektral kompresyon bazidir.

Kamt Oncelikle, P nin, E nin bir normal alt efekt cebiri oldugu gdsterilmelidir.
01EP ve pEP igin 1—p = pt€eP dir. pgeP ve p+qg<1 olsun. O
zaman Lemma 3.5.3 den p + q = pVq € P dir. O halde P, E nin bir alt efekt

cebiridir.

def,d+e+f€Evep:=d+e+€P, q:==d+ f € Polsun. O halde

e+q =d+e+f<1dir ve Teorem 3.24 den e = e(1—q) = e—eq,
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bdylece eq = 0 elde edilir. Ayrica d <d + f = q oldugundan Teorem 3.2.4

dendq = ddir.

pq = (d+e)qg = dq+eq = dve benzer sekilde gp = d elde edilir.
O halde Lemma 3.5.3 dend = p Aq € P dir. Boylece P, E nin bir normal alt

efekt cebiridir.

p,q,r EPvep+q+r <1olsun. O zaman her a € A i¢in pq = pr =

qr=0, p+r = pVrePveq+r = qVr € Pdir.

Jpsr (Jger(@) = @ +7)(q +Malq+ M@ +7) = rar = Ju(a) dr.

O halde (]P)p € P A icin bir kompresyon bazidir.

e € E olsun. O zaman Teorem 3.2.10 dan e, e < p olacak sekildeki en
kiigiik p izdiisiimiidiir. Buradan (]p) € P izdiisim kapsama ozelligini saglamis

olur.

a €A vep = (a*)? olsun. Teorem 3.3.3 den ve C,) S C() oldugundan
Jp(@) = pap = pa = a* 20 veJ;_p,(a)=0-pla(l-p)=A—-pla=

a—pa=a—a*=—-a*<0 dir. Boylece (]P)p € P kompresyon bazi

kiyaslanabilirlik 6zelligini saglamis olur.

O halde (]p)p € P A igin bir spektral kompresyon bazidir.

a € Aiseherp € P igin

p<l1—-a’°a’p =0ap =pa=05a€cC,P
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ve J,(a) = 0 oldugu aciktir. Buradan her a € A igin a':=1—a’ olarak
tanimlanan A — P doniisiimii A daki Rickort doniisiimii gibi efektiftir. Her

pEP iginp' = 1 —p = p' oldugu not edilmelidir.

a,b €P olsun. Her p €P igin a € Cpy = b € Cypy ise b € CPCy

notasyonu ile gosterilir. b € CPCy) © Ciqy NP S Cyp,y dir ve buradan CC,y S

CPC(g olur. Bu yiizden a°, |a|,a* € CCry oldugundan a°, |al|,a* € CPCyqy
dir. 0
Tamim 3.7.7 (Foulis, 2010) a € A ve A € R olsun
Q) a icin spektral alt ve tist smurlar L ve U, L := sup{1 € R: 1 < a}
ve U = inf{A € R:a < 1} ile tanimlanur.
(i) d;y=1—((a—2)")? ile tanimlanan (d;);ecg izdiisiimlerinin
ailesi a nin spectral ¢6ziimii olarak adlandirilir.
(iii) d; = (a — A)? ile tanmimlanan (d;) ¢z izdiisiimlerinin ailesi a nin

0z digtimleri olarak adlandirilir. Eger d; # 0 ise (d})er, @ igin

0z diistimlerin ailesidir.

[8, Teorem 3.1] den —co <L < U < oo, ||a|| = max{|L|, |U|} ve
L<a<Udur.
Teorem 3.7.8 (Foulis, 2010) Her A, u € R igin asagidakiler gegerlidir.
Q) P, dy € CCqy; buradanp, Cp, ,py Cd, ved, Cd, dir.
(i) pala—) <0< (1-pla—-2).
(iii) Asu=>pr<p, vep,—pr = pu A1 —py).

(iv) A<pu=>dyspy<1-d,>dyLld,
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(v) ps=Uep,=1.

(vi) A<L=p, =0,veL<A1=0<p,dr.
(vii) a € Risep, = AMpya <peR}L
(viii) a € Risep, —d, = V{pp:a > 1€ R}

Teorem 3.7.9 (Foulis, 2010) Ag, A, 0, AL ERA KL< A << A4, =
U ve i =12,..,n icin p; ER ve Ai—1< @ <4
olsun.i = 1,2,..,nigcin @; = p3, —pa—1ve& = {4 —A_:i =12,..,n}ile

tanimlansin. O zaman

n
@1, P ., Pp EP N CC(a),Z p;, =1

i=1

ve

n
la= ol <e
i=1

olur.

Kamit Teorem 3.7.8 in (i) ve (iii) kosullarindan p;,_; < p;, Ve p3,_1,p3, EP N
CC(a) dir. Buradan u; € PN CC(a) olur. a € C(Py,) ve Lemma 2.2 den
a € C(u;) dir. Teorem 3.7.8 in (v) ve (vi) kosullarindan Y, u; = u olur. Teorem
3.7.8 (viii) kisminda q := w; ahnirsa 4;_qu; < J,,,(a) < A;u; elde edilir. O halde
YAiiu < Xy, (@) < Ay olur. Lemma 2.3 den
2y, = (@) =ave Y A_qu; < a < A elde edilir. Esitsizlikten 4,_; < ¢; <

A; ve 0 < u; oldugundan

=2 — 4Dy S a— Yo < X4 — Ais)y,
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bulunur. Buradan |a—Y | < [T —2iDw < | Zwi| = e1=¢

elde edilir. 0

Sonu¢ Teorem 3.7.10 (Foulis, 2010) Her bir a,, (p3) er ailesinde izdiistimlerin
sonlu bir lineer birlesimi ve lim,_ a, = a olacak sekilde CC(a) da bir artan

a, < a, < --- dizisi vardir.
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4. SINAPTIK CEBIRLERIN TUREVLERI

Bu boliimde sinaptik cebirlerde tiirev kavrami tanimlandi ve

asagidaki sonuglar elde edildi.

Tamm 4.1 (4, .,*) bir sinaptik cebir ve d: A — A bir doniisiim olsun. Eger
her a,b € A i¢in d(ab) = (d(a)b) * (ad(b)) oluyorsa d doniisiimiine

(4,.,*) nin bir tiirevi denir.

Tanmmm 4.2 a,b € C(v),v,a,b € P olmak tlizere d = J,(a) = vav ile
tanimlanan d: A — A dontisimii, (4, .,*) sinaptik cebiri tizerinde bir tiirev

déniisiimiidiir ve
d(ab) = (d(a)b) * (ad(b))
ile tanimlanur:
(d(a)b) * (ad(b)) = ((vav)b) * (a(vbv))
= (a(vbv))((a(vbv) (vav)b)
= (vabv) (v(ab)(ab)v)
= vabv
= Jy(ab)
= d(ab).

Tamim 4.3 A bir sinaptik cebir ve d: A — A bir doniisiim olsun. Eger

d(0) = 0 ise d ye regiiler denir.
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Teorem 4.4 (4, .,*) tizerindeki d tiirev dontisiimii regiilerdir.

Kamit  d(0) = d(0.0) = (d(0).0) = (0.d(0)) = 0(0.0) =0 olduguna

gore d tiirev dontisiimii regiilerdir. 0

Tamim 4.5 (A4, .,*) bir sinaptik cebir, d: A - A bir doniisiim olsun. Eger
a,b€eA icin d(ab) = (ad(b)) * (d(a)b) oluyorsa d doniisiimiine

(4, .,*) nin bir es tiirevi denir.
Teorem 4.6 d, (4,.,*) lizerinde bir es tiirevdir.
Kamt
(ad (b)) * (d(a)b) = (avbv) * (vavb)
= (vabv) * (vabv)
= (vabv)((vabv)(vabv))
= vabv
=d(ab) 0
Teorem 4.7 d(1), idempotent elemandir.
Kamt
d(1) = (d(1)1) = (1d(1))
= ((vlv)l) * (1(17117))

=V*xVv



54

=d(1) xd(1) O

Tamm 4.8 d, (4, .,*) sinaptik cebiri {izerinde bir tiirev doniisiimii olsun. O

zaman Ker(d) :={x € A | d(x) = 0} ile tanimlanur.
Teorem 4.2 den, d(0) = 0 olduguna gore, Ker(d) # @ dir.

x,y € Ker(d) igin d(xy) = (d(x)y) = (xd(y)) = 0 oldugundan

xy € Ker(d) dir.

Teorem 4.9 d, (4, .,*) sinaptik cebiri lizerinde bir tiirev olsun ve her x € X
icin Fixy(X) ={x€eX | d(x) = x} ile tanimlansmm. O zaman x,y €

P,x Cyvex,y € Fixy(X) ise xy € Fixy(X) dir.
Kanit
d(xy) = (d(x)y) * (xd())

= (xy) * (xy)

= () (Cey) ()

= xy(xxyy)

= (xy)(x?y?)

= (xy) (xy)

= x2y

= xy

oldugundan xy € Fix,(X) elde edilir. O
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Teorem 4.10 x € P ve d(1) < x olsun. O zaman d(1) = d(x) dir.

Kamt d(1) =vlv =v?=v € P ve P € E oldugundan d(1) € E dir.
d(1) < x ise Teorem 3.2.4 den d(1)x = d(1).1 ve xd(1) = d(1)x dir.

d(1) in idempotent eleman oldugu da g6z éniinde bulundurulursa
d(x) =d(x1)
= (d(x).) * (xd(1))
= xd(1) (xd(1)d(x))
= xxd (1)d(1)d(x)
= d(1)xd(1)xd(x)
= d(1)d(1)d(x)
=d(1)d(x)
bulunur. O halde d(1) = d(1)x = d(x), yani d(1) = d(x) elde edilir.
Teorem 4.11 d(1) = 1ve d(y) = yise d(y~) = y~ dir.
Kamt
d(1) =dy~'y)
=@y My (ydy))
=dy Dy 07y
=d(y Dy =1

=d(y Ny
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yani d(1) = d(y~ 1)y bulunur. Esitlik sag taraftan y~! ile carpilirsa

diy™) =d(D)y 1, yanid(y~1) = y~1 elde edilir. 0

Teorem 4.12 A sinaptik cebirinde x,d(x) € Pve d(1) = 1lisex C d(x)

ve d(x) < x dir.
Kanit
d(x) = d(x1) = (d(x)1) * (xd(1))
=d(x) * x
= x(xd(x))
= x?d(x)
= xd(x)
dir. Diger yandan
d(x) = d(1x) = (d(1)x) * (1d(x))
= d(x)(d(x)x)
= d?(x)x
= d(x)x

olur. Buradan xd(x) = d(x)x = d(x) bulunur. O halde Teorem 3.2.5 den

d(x) < x dir. O
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5. SONUC

Bu tezin ligiincli boliimiinde sinaptik cebirlere ait bir derleme yapilmastir.
Dordiincii boliimde ise sinaptik cebirlerin tiirevleri tarafimizdan tanimlanip, ilgili
ozelliklere yer verilmistir.
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