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ÖZET 

SİNAPTİK CEBİRLER ÜZERİNE 

YASLI, Sevim 

Yüksek Lisan Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Tahsin ÖNER 

Ağustos 2015, 59 Sayfa 

Bu tez esas olarak beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci Bölümde tez konusu tanıtıldı ve bu konu ile ilgili yapılan çalışmalar hakkında 

bilgi verildi. 

İkinci Bölümde bu tezin okunabilirliğini kolaylaştırmak için gerekli bazı temel 

bilgilere verildi. 

Üçüncü Bölümde 2010 yılında David James Foulis tarafından yayınlanan sinaptik 

cebirler çalışması esas alınarak sinaptik cebirler tanıtıldı ve özellikleri ele alındı. 

Dördüncü Bölümde sinaptik cebirlerde türev kavramını tanımlandı ve bazı temel 

özellikleri elde edildi. 

Son bölümde ise bu çalışmaların ışığında elde edilen bilgilerin bir sonucu verildi. 
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ABSTRACT 

ON SYNAPTIC ALGEBRAS 

          YASLI, Sevim 

Supervisor : Assoc. Doç. Dr Tahsin ÖNER 

August2015, 59  pages 

This thesis essentialy consist of four chapters. 

In the first chapter, the subject of the thesis is introduct and information about the 

studies which have been done with respect to this subject is given. 

 In the second chapter, some general background which help to make 

legibility easy is given. 

In the third chapter, (David James Foulis, 2010)’s work is introduced. Synaptic 

algebras has been defined and its characteristic has been gone around. 

In the forth chapter, notion of derivation of synaptic algebras introduced by us and this 

notion some identities and consults of derivation of synaptic algebras is obtained. 

In the finally chapter, as a result of the information that obtained in light of these 

studies is given. 
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1. GİRİŞ

Kısmi sıralı cebirsel yapılar üzerinde sinaptik cebir kavramı ilk olarak 

2010 yılında David James Foulis tarafından yapılan bir çalışmasında verildi. 

Sinaptik cebir, Jordan cebiri bir spectral sıralı birimli normlu uzay, bir 

konveks efekt cebir ve bir ortomodüler kafesin birbirleri ile bağlantısını sağlayan 

bir cebir yapısıdır. 

Bir sinaptik cebir hem özel bir Jordan cebri hem de bir spectral sıralı 

birimli normlu uzaydır ve bir Hilbert Uzayı üzerinde sınırlı Hemitian 

operatörlerinin kısmi sıralı Jordan cebiri tarafından doğal koşulları sağlar. 

 Bir sinaptik cebir bir Von Neumann cebirinin self-adjoint elemanlarının 

Jordan cebirinin bir genelleştirilmesidir. David James Foulis ve Sylvia 

Pulmannova’nın 2013 yılında yaptıkları bir çalışmada sinaptik cebirlerdeki 

simetrileri, yani karesi birim eleman olan elemanları, incelediler ve simetrilerin 

sonlu dizileri ile yönlendiren cebirin izdüşüm kafesleri üzerinde denklik 

bağıntısını ele aldılar. İzdüşüm kafeslerinin tam olması durumunda bu denklik 

bağıntısı bir ortomodüler kafesler üzerinde bir boyut denklik bağıntısının pek çok 

özelliğe sahip olduğu gösterildi. 

Sinaptik cebirlerde türev kavramı tanımlandı ve bazı temel özellikleri 

kanıtlandı. 
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2. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde tezin okunabilirliğini kolaylaştırmak için gerekli bazı tanım ve 

özellikler verilmiştir. 

Tanım 2.1 (Alfsen,1971) ℝ üzerinde kısmi sıralı vektör uzayı 𝐴 nın negatif 

elemanları 𝑎 ∈ 𝐴− the only ones for which { 𝛼𝑎 | 𝛼 ∈ ℝ+} bir üst sınıra sahip ise

𝐴 ya Arşimet denir. 

Tanım 2.2 (Gudder,Pulmannova,Bugajski,Beltrametti,1998) Bir efekt cebir 0 ve 1 

elemanları, +O ikili işlemi ile birlikte aşağıdaki koşulları sağlayan (𝑃, 0,1, +𝑂) 

cebirsel sistemidir; 

E1) 𝑎+O𝑏 tanımlı ise 𝑏+O𝑎 tanımlıdır ve 𝑎 + 𝑂𝑏 = 𝑏 + 𝑂𝑎 dır. 

E2) 𝑎+O𝑏 ve (𝑎 + 𝑂𝑏) + 𝑂𝑐 tanımlı ise 𝑏 + 𝑂𝑐 ve 𝑎 + 𝑂(𝑏 + 𝑂𝑐) de 

tanımlıdır ve𝑎 + 𝑂(𝑏 + 𝑂𝑐)  =   (𝑎 + 𝑂𝑏) + 𝑂𝑐 dir. 

E3) Her 𝑎 ∈ 𝑃 için 𝑎 + 𝑂𝑎′  =  1 olacak şekilde bir tek 𝑎′ ∈ 𝑃 elemanı vardır.

E4) 𝑎 + 𝑂1 tanımlı ise 𝑎 = 0 dır. 

Tanım 2.3 (Gudder,Pulmannova,Bugajski,Beltrametti,1998) Bir efekt cebir 𝑃 her 

𝑝 ∈ 𝑃 ve 𝜆 ∈ [0,1] ⊆ ℝ bir 𝜆𝑎 ∈ 𝑃 elemanına sahip ve aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa konvekstir; 

(i) 𝛼, 𝛽 ∈ [0,1] ve 𝑎 ∈ 𝑃 ise 𝛼(𝛽𝑎)  =  (𝛼𝛽)𝑎. 

(ii) 𝛼, 𝛽 ∈ [0,1], 𝛼 + 𝛽 ≤ 1 ve 𝑎 ∈ 𝑃 ise 𝛼𝑎⟘𝛽𝑎 ve (𝛼 + 𝛽)𝑎 =  𝛼𝑎 + 𝑂𝛽𝑎. 

(iii) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃, 𝑎⟘𝑏 ve 𝜆 ∈ [0,1] ise 𝛼𝑎⟘𝜆𝑏 ve 𝜆(𝑎 + 𝑂𝑏) =  𝜆𝑎 + 𝑂𝜆𝑏 

(iv) 𝑎 ∈ 𝑃 ise 1𝑎 = 𝑎. 
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Tanım 2.4 (Foulis,Pulmannova;2008) Bir Generalized Hermitian (GH) cebiri, 

birimi 1 olan ve 𝑅 halkısının toplamsal grubunun aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

𝐺 alt grubudur: 

(i) 𝐺, pozitif yönü 𝐺+ = {𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 0 ≤ 𝑔}, 1 ∈ 𝐺+ ve 𝐺 deki sıralı birimi 1

olan bir kısmi sıralı abel gruptur. 

(ii)  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺+ ise 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 ⇒ 𝑎𝑏 ∈ 𝐺+.

(iii) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺+ ise 𝑎𝑏𝑎 ∈ 𝐺+ ve 𝑎𝑏𝑎 = 0 ⇒ 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 = 0.

(iv) 𝑔 ∈ 𝐺 ise 𝑔2 ∈ 𝐺+.

(v) 2𝑑 = 1 olacak şekilde 𝑑 ∈ 𝐺+ vardır.

(vi) 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 ise 𝑔ℎ2𝑔 =  0 ⇒ 𝑔ℎ = ℎ𝑔 = 0.

Lemma 2.5 (Foulis,Pulmannova;2008) 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 ve 𝑎 ∈ 𝐴 ise aşağıdaki koşullar 

sağlanır: 

(i)   𝐽𝑝(𝑎) ≤ 𝑎 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐶(𝑝)

(ii) 𝑎 ∈ 𝐴+ için 𝑎 ∈ 𝐶(𝑝) ⇔ 𝐽𝑝(𝑎) ≤ 𝑎

(iii) 𝑝 𝐶 𝑝𝑞 ⇔ 𝑝 ∈ 𝐶(𝑞) ⇔ 𝑞 ∈ 𝐶(𝑝) 

(iv) 𝑝 ∈ 𝐶(𝑞) ⇔ 𝐽𝑝𝑜𝐽𝑞 = 𝐽𝑞𝑜𝐽𝑝

Teorem 2.6 (Foulis,Pulmannova;2008) Her 𝑎 ∈ 𝐴 ve her 𝑝 ∈ 𝑃 için 𝑝 ≤ 𝑎′ ⇔

𝑎 ∈ 𝐶(𝑝) ve 𝐽𝑝(𝑎) = 0 olacak şekilde tek türlü ′: 𝐴 → 𝑃 dönüşümü tanımlanır.
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Lemma 2.7 (Foulis,Pulmannova;2008) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, her 𝑝 ∈ 𝑃 ve her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

aşağıdakiler gerçeklenir: 

(i) 𝐽𝑎(𝑎)  = 0 ve 𝑎 ∈ 𝐶(𝑎′).

(ii) 𝑝′ = 𝑢 − 𝑝.

(iii) 𝑎′′ ≔ (𝑎′)′ = 𝑢 − 𝑎′ ve 𝐶(𝑎′′)  =  𝐶(𝑎′).

(iv) 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ⇒ 𝑎′′ ≤ 𝑏′′. 

(v) 𝑒′′, 𝑒 nin izdüşüm kapsamasıdır. 

(vi) 𝑎′, 𝑎′′ ∈ 𝐶𝑃𝐶(𝑎)

(vii) 𝐽𝑝(𝑎) = 𝑎 ⇔ 𝑎′′ ≤ 𝑝.

Lemma 2.8 (Foulis,Pulmannova;2008) 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 ise aşağıdaki koşullar geçerlidir: 

(i) 𝑝 ⟘ 𝑞 ⇔ 𝑝 + 𝑞 ∈ 𝑃. 

(ii) 𝑝 ≤ 𝑞 ⇔ 𝑞 − 𝑝 ∈ 𝑃 

(iii) 𝑝 ⟘ 𝑞 ⇒ 𝑝 + 𝑞 = 𝑝 ∨ 𝑞 

(iv) 𝑝 ≤ 𝑞 ⇒ 𝑞 − 𝑝 = 𝑞 ∧ (𝑢 − 𝑝) = 𝑞 ∧ 𝑝′ 

(v) 𝑝 ≤ 𝑞 ⇔ 𝐽𝑝𝑜𝐽𝑞 = 𝐽𝑞𝑜𝐽𝑝 = 𝐽𝑝 

(vi) 𝑝 𝐶 𝑞 ⇔ 𝐽𝑝𝑜𝐽𝑞 = 𝐽𝑞𝑜𝐽𝑝 ⇔ 𝐽𝑝(𝑞) = 𝐽𝑞(𝑝) = 𝑝 ∧ 𝑞

(vii) 𝑝 𝐶 𝑞 ise 𝐶(𝑝) ∩ 𝐶(𝑞) ⊆ 𝐶(𝑝 ∧ 𝑞) ∩ 𝐶(𝑝 ∨ 𝑞) 

Lemma 2.9 (Foulis,Pulmannova;2008) 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 ∈ 𝑃 ve 𝑝 ≔ ∑ 𝑝𝑖  ≤ 𝑢𝑛
𝑖=1  ile 

tanımlansın. O zaman aşağıdaki koşullar gerçeklenir: 
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(i) 𝑝 = ⋁ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ∈ 𝑃

(ii) 𝑐 ∈ 𝐶({𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛}) ⇒ 𝐽𝑝(𝑐) = ∑ 𝐽𝑝𝑖
(𝑐)𝑛

𝑖=1

(iii) 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴+ ⇒ (∑ 𝑎𝑖 )′′ =  ⋁ (𝑎𝑖)′′𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

Teorem 2.10 (Foulis,Pulmannova;2008) 𝑎 ∈ 𝐴 ise aşağıdakiler geçerlidir: 

(i) (𝑎+)′′ ≤ 𝑎′′ ve (𝑎+)′′ 𝑝∓(𝑎) daki en küçük izdüşümüdür.

(ii) 𝑞 ∈ 𝑃∓(𝑎) ve 𝑞 ≤ 𝑎′′ ise 𝑞 = (𝑎+)′′

(iii) (𝑎+)′′ = 𝑢 ise 0 ≤ 𝑎

Teorem 2.11 (Foulis,Pulmannova;2008) Herbir 𝜆 ∈ ℝ için, 𝑝𝜆 aşağıdaki 

özelliklerle tek türlü tanımlanır: 

(i) 𝑝𝜆 ∈ 𝑃 ∩ 𝐶𝑃𝐶(𝑎) ve 𝑎 ∈ 𝐶(𝑝𝜆) 

(ii) 𝐽𝑝𝜆
(𝑎)- 𝜆𝑝𝜆

≤ 0 ≤ 𝐽𝑢−𝑝𝜆
(𝑎) − 𝜆(𝑢 − 𝑝𝜆)

(iii) (𝑎 − 𝜆𝑢)′ ≤ 𝑝𝜆 
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3. SİNAPTİK CEBİRLER

3.1 Sinaptik Cebirlerin Tanımı ve Elemanlarının Normu 

Bu bölümde sinaptik cebirler kavramı verildi ve elemanlarının normu 

üzerine bazı özellikler David Foulis James’in 2010 yılındaki çalışmasından 

yararlanarak incelendi. 

Tanım 3.1.1 (Foulis, 2010) 𝑅, ℝ üzerinde 1 birim elemanlı bir lineer birleşmeli 

cebir ve 𝐴, 𝑅 nin bir (reel) vektör uzayı olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴   ve 𝐵 ⊆ 𝐴 ise o zaman 

𝑎 𝐶 𝑏 olması için gerek ve yeter koşul 𝑎 ve 𝑏 nin değişmeli olmasıdır. 

𝐶(𝑎): = { 𝑏 ∈ 𝐴 ∶  𝑎 𝐶 𝑏 } , 𝐶 (𝐵) ∶= ⋂ 𝐶𝑏∈𝐵 (𝑏)  ve  𝐶𝐶(𝑎) ≔ 𝐶(𝐶(𝑎)) 

şeklinde tanımlanır. 

𝐴 vektör uzayı genişletilmiş 𝑅 cebirli bir sinaptik cebirdir eğer ve yalnız 

eğer 𝐴 aşağıdaki koşulları gerçekler: 

SA1. 𝐴 , 𝐴+ = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 0 ≤ 𝑎}  pozitif yönlü bir kısmi sıralı bir arşimet

reel vektör uzayıdır. 1 ∈ 𝐴+ , 𝐴 da bir sıra birimi ve ║.║ karşılık gelen sıra birim

normudur. 

SA2. 𝑎 ∈ 𝐴 ise 𝑎2 ∈ 𝐴+ dır.

SA3. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴+ ise 𝑎𝑏𝑎 ∈ 𝐴+ dır.

SA4. 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐴+ ise 𝑎𝑏𝑎 = 0 ⇒  𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 dır.

SA5. 𝑎 ∈ 𝐴+ ise 𝑏2 = 𝑎 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐴+ ∩ 𝐶𝐶(𝑎) vardır.

SA6.  𝑎 ∈ 𝐴   ise  𝑝 = 𝑝2  olacak şekilde 𝑝 ∈ 𝐴  vardır ve her 𝑏 ∈ 𝐴  için

𝑎𝑏 = 0 olması için gerek ve yeter koşul 𝑝𝑏 = 0 olmasıdır. 
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SA7. 1 ≤ 𝑎 ∈ 𝐴 ise 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 =  1 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐴 vardır. 

SA8. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ; 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ≤ …, 𝐶(𝑏) nin ikili değişmeli elemanlarının 

bir artan dizisi ve lim𝑛→∞ ║𝑎 − 𝑎𝑛║ = 0 ise o zaman 𝑎 ∈ 𝐶(𝑏) dir.

P kümesi 𝑃 ≔ {𝑝 ∈ 𝐴: 𝑝 = 𝑝2}   ile tanımlanır ve P nin elemanlarına

izdüşümler denir. 𝐴 daki birim aralık 𝐸 ≔ {𝑒 ∈ 𝐴: 0 ≤ 𝑒 ≤ 1} dır ve E kümesinin 

elemanları efektler olarak adlandırılır. 𝐸 ve 𝑃, 𝐴 üzerinde  ≤  kısmi sıralamasının 

kısıtlamaları ile kısmi sıralı kümelerdir. 

Örnek 3.1.2  (Foulis, 2010)  𝑋 ≠  ∅ ve 𝐹, 𝑋 in boştan farklı alt kümeleri üzerinde 

bir cisim olsun. 𝐴 nokta tabanlı operatörlerle birlikte değişmeli ve birleşmeli reel 

lineer cebir olsun. 

(𝑖) 𝜆 ∈ ℝ ⇒ 𝑓−1(𝜆) ∈ 𝐹 ve

(ii) {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋} sonlu 

olacak şekilde 𝑓: 𝑋 → ℝ bütün fonksiyonlar olsun. O zaman nokta tabanlı kısmi 

sıralı 𝐴 genişletilmiş cebiri kendisi olan bir sinaptik cebirdir. 𝐴 daki izdüşümler 𝐹 

deki kümelerin karakteristik küme fonksiyonlarıdır. 

Uyarı 3.1.3 (Foulis, 2010) (SA2) den 𝑎 ∈ 𝐴  ise 𝑎2 ∈ 𝐴  dır. Bu nedenle 𝐴  her

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 

𝑎𝑜𝑏 ≔
1

2
(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎) =

1

2
[(𝑎 + 𝑏)2 − 𝑎2 − 𝑏2] 

Jordan çarpımı altında özel bir Jordan cebiridir. 
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Uyarı 3.1.4 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  olmak üzere her 𝑛 ∈ 𝐼𝑁  için 𝑎𝑛 ∈ 𝐴  dır. O 

halde 𝐴, 𝑎 nın reel polinomları altında kapalıdır. 

Lemma 3.1.5 (Foulis, 2010)   𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴+  ve 𝑎 𝐶 𝑏 ise o zaman 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 ∈ 𝐴+ 

olur. 

Kanıt 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴+  ve 𝑎 𝐶 𝑏  olsun. Uyarı 1.3.4 den 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 ∈ 𝐴 dır.  (SA5) den 

𝑎 = 𝑥2  ve 𝑏 = 𝑦2  olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐴+  ∩ 𝐶𝐶(𝑎)  ve 𝑦 ∈ 𝐴+ ∩ 𝐶𝐶(𝑏)  vardır. 

𝑥 ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  ve 𝑎 𝐶 𝑏  olduğundan 𝑥 𝐶 𝑏  dir. Benzer şekilde 𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝑏)  ve 𝑥 𝐶 𝑏 

olduğundan 𝑥 𝐶 𝑦 dir. Uyarı 1.3.4 den 𝑥𝑦 =  𝑦𝑥 ∈ 𝐴 olur. 𝑥𝑦 ∈ 𝐴 ve (SA5) den 

(𝑥𝑦)2 ∈ 𝐴+ dır. (𝑥𝑦)2 = 𝑥2𝑦2 = 𝑎𝑏 olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝐴+ elde edilir.                  

Tanım 3.1.6 (Alfsen, 1971)  Bir sıralı birimli normlu uzay, aşağıdaki koşullar 

gerçeklenecek şekilde 1 ∈ 𝐴 birim elemanlı bir 𝐴 kısmi sıralı reel vektör uzayıdır. 

(i) 𝐴 arşimet uzayıdır; yani, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  ve her 𝑛 ∈ ℕ için  𝑛𝑎 ≤ 𝑏 ise o 

zaman −𝑎 ∈ 𝐴+ dır. 

(ii) 0 < 1  ve 1, 𝐴  da bir sıra birimdir; yani, her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎 ≤ 𝑛 

olacak şekilde 𝑛 ∈ ℕ vardır. 

(iii) 𝐴 üzerinde sıra birim norm 

  ║𝑎║ ≔ 𝑖𝑛𝑓  {𝜆 ∈ ℝ: 0 < 𝜆 ve − 𝜆 ≤ 𝑎 ≤ 𝜆}  

  dır. 

 Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  için −║a║ ≤ a ≤ ║a║ dır. Ayrıca −b ≤ a ≤ b  ise ║a║ ≤

║b║ dir. 

  (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ, 𝐴  da bir dizi ve 𝑎 ∈ 𝐴  olsun. 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞(𝑎𝑛) = 𝑎,  norm 

topolojisinde 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ ║𝑎 − 𝑎𝑛║ = 0 olduğu anlamına gelir. 
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Lemma 3.1.7 (Foulis, 2010) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve 0 < 𝜆 ∈ ℝ  olsun. O zaman 

(i) −𝜆 ≤ 𝑎 ≤ 𝜆 ⟺   𝑎2 ≤ 𝜆2,

(ii) ║𝑎2║ = ║𝑎2║,

(iii) 0 ≤ 𝑎, 𝑏 ise ║𝑎 − 𝑏║ ≤ 𝑚𝑎𝑥 {║𝑎║,║𝑏║}, 

(iv) ║𝑎𝑜𝑏║ ≤ ║𝑎║.║𝑏║, 

(v) 𝑎𝐶𝑏 ise ║𝑎𝑏║ ≤ ║𝑎║║𝑏║ 

dir. 

Kanıt 

(i) ()  −𝜆 ≤ 𝑎 ≤ 𝜆  ise 𝜆 + 𝑎 ≥ 0 ve 𝜆 − 𝑎 ≥ 0 dır. (𝜆 − 𝑎). (𝜆 + 𝑎) =

(𝜆 + 𝑎). (𝜆 − 𝑎)  olduğundan (𝜆 − 𝑎)𝐶(𝜆 + 𝑎)  olur. Lemma 3.1.5 den 0 ≤

 (𝜆 − 𝑎). (𝜆 + 𝑎) =  𝜆2 − 𝑎2 dır. Buradan 𝑎2 ≤ 𝜆2 elde edilir.

()  𝑎2 ≤ 𝜆2 olsun. O halde 0 ≤ 𝜆2 − 𝑎2 dir. (SA) den 𝜆 − 𝑎 ∈ 𝐴

olduğundan (𝜆 − 𝑎2)2 ∈ 𝐴+  dır. 0 ≤ (𝜆 − 𝑎)2 = (𝜆2 − 𝑎2) + (𝜆 − 𝑎)2 =

2(𝜆2 − 𝜆𝑎) ve 0 < λ  olduğundan 𝑎 ≤ 𝜆 dır. 𝑎2 ≤ 𝜆2  ise (−𝑎)2 ≤ 𝜆2  ve böylece

−𝜆 ≤ 𝑎 olur. O halde −𝜆 ≤ 𝑎 ≤ 𝜆 dır. 

(ii) ║𝑎2║ =  𝜇 > 0 ve ║𝑎║
2

 =  𝜆 > 0 olsun. −𝜆 ≤ 𝑎 ≤ 𝜆 ise 𝑎2 ≤ 𝜆2 ve

𝜇, norm tanımından −𝜇 ≤ 𝑎2 ≤ 𝜇 olacak şekilde en küçük eleman olduğundan

𝜇 ≤ 𝜆2dir. 𝜇 ∈ 𝑎+ olduğundan, (SA5) den 𝑏2 = 𝜇 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐴+ ∩ 𝐶𝐶(𝜇)

vardır ve 𝜆2 ≤ 𝑏2 dır. Buradan 𝜆2 ≤ 𝜇 olur. O halde 𝜇 = 𝜆2 dir.
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 (iii) ║𝑎║ ≤ ║𝑏║ olsun. 𝑏 ≥ 0 olmak üzere 𝑎 ≤ ║𝑎║ ≤ ║𝑏║ ≤ ║𝑏║ + 𝑏 

dir. Buradan 𝑎 − 𝑏 ≤ ║𝑏║  olur. Norm tanımından ║𝑎 − 𝑏║ ≤ ║𝑏║ =

𝑚𝑎𝑥 {║𝑎║,║𝑏║} elde edilir. 

 (iv) ║𝑎║ = ║𝑏║ = 1  ise ║𝑎𝑜𝑏║ ≤ 1  olduğunu kanıtlamak yeterlidir. 

║𝑎║ = ║𝑏║ = 1  ise ║𝑎 ± 𝑏║ ≤ 2  dir. (ii) den ║(𝑎 ± 𝑏)2║ ≤ 4  olur. O halde 

(iii) den ║𝑎𝑜𝑏║ =
1

4
║(𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 − 𝑏)2║ ≤

1

4
𝑚𝑎𝑥 {║(𝑎 + 𝑏)2║,║(𝑎 −

𝑏)2║} ≤ 1  bulunur. 

 (v) 𝑎 𝐶 𝑏  ise 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 =  𝑎𝑜𝑏  olduğundan (iv) den ║𝑎𝑏║ ≤ ║𝑎║.║𝑏║ 

elde edilir.                                

3.2 Karekökler, İzdüşümler ve Taşıyıcılar 

Bu bölümde sinaptik cebirlerin elemanlarının izdüşümleri, karekökleri ve 

izdüşümlerinin taşıyıcı elemanları hakkında bilgiler verilmiş ve bu elemanlar 

üzerine bazı özellikler ele alınmıştır. 

Uyarı 3.2.1(Foulis, 2010)  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 olsun. O zaman  

(i) (SA4) den 𝑏 =  1 ve 𝑎2  =  0  ise  𝑎 =  0 dır. 

(ii) 𝑎, 𝑏 ≥ 0 ve 𝑎 + 𝑏 = 0  ise  0 ≤ 𝑎 = −𝑏 ≤ 0 den 𝑎 =  𝑏 =  0 dır. 

Teorem 3.2.2 (Foulis, 2010)  0 ≤ 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. 𝑟2  =  𝑎  olacak şekilde bir tek 

0 ≤ 𝑟 ∈ 𝐴 vardır ve  𝑟 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) dır. 

Kanıt 0 ≤ 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. (SA5) den 𝑏2 = 𝑎 olacak şekilde 0 ≤ 𝑏 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) vardır. 

𝑎 ∈ 𝐶(𝑎) ve 𝑏 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) olduğundan 𝑏 𝐶 𝑎 ve buradan 𝑏 ∈ 𝐶(𝑎) dır. 0 ≤ 𝑟 ∈ 𝐴 ve 
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𝑟2 = 𝑎  olduğundan 𝑟 𝐶 𝑎  dır. Buradan  𝑏 𝐶 𝑟  elde edilir. O halde 𝑏 =  𝑟

olduğunu göstermek yeterlidir. 

(SA5) den, 𝑏 ∈ 𝐴+  olduğundan 𝑠2  =  𝑏  olacak şekilde 𝑠 ∈ 𝐴+ ∩ 𝐶𝐶(𝑏)

vardır. 𝑏 ∈ 𝐶(𝑏)  ve 𝑟 ∈ 𝐶(𝑏)  olduğundan 𝑠 𝐶 𝑏  ve 𝑠 𝐶 𝑟  dir. Benzer şekilde 

(SA5) den 𝑟 ∈ 𝐴+ olduğundan 𝑡2 = 𝑟 olacak şekilde 𝑡 ∈ 𝐴+ ∩ 𝐶𝐶(𝑟) vardır.

𝑏, 𝑟 ∈ 𝐶(𝑟) olduğundan 𝑡 𝐶 𝑟, 𝑡 𝐶 𝑟, 𝑠 𝐶 𝑏 ve  𝑠 𝐶 𝑟 dir. 

𝑠(𝑏 − 𝑟)  =  𝑠𝑏 − 𝑠𝑟 =  𝑏𝑠 − 𝑟𝑠 =  (𝑏 − 𝑟)𝑠  den (𝑏 − 𝑟)𝐶 𝑠 elde edilir. 

O halde 𝑠(𝑏 − 𝑟) = 𝑠𝑜(𝑏 − 𝑟) ∈ 𝐴 olur. Benzer şekilde 𝑡(𝑏 − 𝑟) elde edilir. 

(𝑠(𝑏 − 𝑟))
2

+ (𝑡(𝑏 − 𝑟))
2

= (𝑠2 + 𝑏2)(𝑏 − 𝑟)2

= (𝑏 + 𝑟)(𝑏 − 𝑟)2

= (𝑏2 − 𝑟2)(𝑏 − 𝑟)

 = (𝑎 − 𝑎)(𝑏 − 𝑟) 

 = 0. 

Buradan (𝑠(𝑏 − 𝑟))
2

 =  (𝑡(𝑏 − 𝑟))
2

= 0  olur. Uyarı 3.2.1 (i) den 𝑠(𝑏 − 𝑟)  =

 𝑡(𝑏 − 𝑟)  =  0 dır. Bu nedenle 𝑏(𝑏 − 𝑟)  =  0 ve 𝑟(𝑏 − 𝑟)  =  0 bulunur. 

(𝑏 − 𝑟)2  =  𝑏(𝑏 − 𝑟) − 𝑟(𝑏 − 𝑟)  =  0 − 0 =  0 olur. Uyarı 3.2.1.(i) den

(𝑏 − 𝑟)2  =  0 ise 𝑏 − 𝑟 =  0 olur. O halde 𝑏 =  𝑟 dir.                                  

Yukarıdaki teoremde tanımlanan 𝑟 ye 𝑎 nın karekökü denir ve 𝑎
1

2 ile gösterilir. 
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𝑝 ∈ 𝑃 olsun. 𝑝 =  𝑝2 olduğundan (SA2) den 𝑝 ≥ 0 dir. (1 − 𝑝)2  =  1 −

2𝑝 + 𝑝2  =  1 − 2𝑝 + 𝑝 =  1 − 𝑝 dir, bu nedenle 𝑝 ≤ 1 dir. O halde 0 ≤ 𝑝 ≤ 1

olduğuna göre 𝑃 ⊆ 𝐸 dir. 

Teorem 3.2.4 (Foulis, 2010)  𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑝 ∈ 𝑃 olsun. O zaman aşağıdaki koşullar 

denktir: 

(i)   𝑒 ≤ 𝑝, 

(ii)   𝑒 = 𝑒𝑝 = 𝑝𝑒, 

(iii)  𝑒 = 𝑝𝑒𝑝, 

(iv)  𝑒 = 𝑒𝑝, 

(v)  𝑒 = 𝑝𝑒. 

Kanıt 

 (𝑖)  (𝑖𝑖):  𝑒 ≤ 𝑝  ve 𝑑 = 𝑝 − 𝑒 olsun. O zaman 𝑒 ≥ 0, 𝑑 ≥ 0, 1 − 𝑝 ≥ 0 

ve 

(1 − 𝑝)𝑒(1 − 𝑝) + (1 − 𝑝)𝑑(1 − 𝑝)  =  (1 − 𝑝)(𝑒 + 𝑑)(1 − 𝑝) 

 =  (1 − 𝑝)𝑝(1 − 𝑝) 

     =  0 

dir. Uyarı 3.2.1(i) den (1 − 𝑝)𝑒(1 − 𝑝)  =  (1 − 𝑝)𝑑(1 − 𝑝)  =  0  olur. (SA4) 

den (1 − 𝑝)𝑒 =  𝑒(1 − 𝑝)  =  0  dır. 𝑒 − 𝑝𝑒 =  𝑒 − 𝑒𝑝 =  0  ise 𝑒 =  𝑝𝑒 =  𝑒𝑝 

bulunur. 

(𝑖𝑖)  (𝑖𝑖𝑖): 𝑒𝑝 =  𝑝𝑒  eşitliği sağ taraftan p ile çarpılırsa 𝑒𝑝2  =  𝑝𝑒𝑝

olur.  𝑝 ∈ 𝑃, 𝑝2  =  𝑝 olduğundan 𝑒𝑝 =  𝑝𝑒𝑝  dir ve hipotezden 𝑒 =  𝑝𝑒𝑝  elde

edilir. 
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(𝑖𝑖𝑖)  (𝑖𝑣): 𝑒 =  𝑝𝑒𝑝  ise 𝑒𝑝 =  𝑝𝑒𝑝2  ve 𝑝 ∈ 𝑃  olduğundan 𝑒𝑝 =  𝑝𝑒𝑝

ve hipotezden 𝑒𝑝 = 𝑒 dir. 

(𝑖𝑣)  (𝑣): 𝑒 =  𝑒𝑝  olduğundan 𝑒 − 𝑒𝑝 =  0  dır. 𝑒(1 − 𝑝)  =  0  ise 

(1 − 𝑝)𝑒(1 − 𝑝)  =  0  ve (SA4) den (1 − 𝑝)𝑒 =  𝑒(1 − 𝑝) = 0  olur. (1 −

𝑝)𝑒 =  𝑒 − 𝑒𝑝 =  0 ise 𝑒 =  𝑝𝑒 dir. Ayrıca 𝑒 =  𝑝𝑒 =  𝑒𝑝 dir. 

(v) ⇒ (i): 𝑒 =  𝑝𝑒 =  𝑒𝑝  olduğundan 𝑝 − 𝑝𝑒 =  𝑝 − 𝑒𝑝 =  𝑝 − 𝑒  dir. 

𝑝(1 − 𝑒)  =  (1 − 𝑒)𝑝 =  𝑝 − 𝑒  ve 𝑝 𝐶 𝑒  olduğundan Lemma 3.1.5 den 𝑝(1 −

𝑒)  =  (1 − 𝑒)𝑝 ∈ 𝐴+  olur. Böylece 𝑝 − 𝑒 ∈ 𝐴+  yani 0 ≤ p − e  dir. O halde

𝑒 ≤ 𝑝 dir.  

Lemma 3.2.5 (Foulis, 2010) 𝑒 ∈ 𝐸 olsun. O zaman aşağıdakiler geçerlidir: 

(i)  0 ≤ 𝑒2 ≤ 𝑒 , 𝑒2 ∈ 𝐸 ,

(ii) 2𝑒 − 𝑒2 ∈ 𝐸,

(iii) 𝑒 − 𝑒2 ∈ 𝐸 ve 𝑒 − 𝑒2 ≤ 𝑒, 1 − 𝑒

dir. 

Kanıt 

(i) (SA2) den 𝑒 ∈ 𝐸  olduğundan 0 ≤ 𝑒2  dir. 𝑒(1 − 𝑒)  =  𝑒 − 𝑒2  =

 (1 − 𝑒)𝑒 dir, buradan 0 ≤ 𝑒, 1 − 𝑒  ve 𝑒 𝐶 (1 − 𝑒) olduğuna göre Lemma 3.1.5 

den (1 − 𝑒)𝑒 =  𝑒 − 𝑒2 ∈ 𝐴+ , yani 0 ≤ 𝑒 − 𝑒2 olur. O halde 0 ≤ 𝑒2 ≤ 𝑒 dir.

(ii)  0 ≤ (1 − 𝑒)2  =  1 − 2𝑒 + 𝑒2  dir. Böylece 2𝑒 − 𝑒2 ≤ 1  elde

edilir. (i) den e2 ≤ e ve buradan 0 ≤ 𝑒 − 𝑒2  olur. Eşitsizliğin her iki tarafına 𝑒
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eklenirse 0 ≤ e ≤ 2e − e2 bulunur. O halde 0 ≤ 2𝑒 − 𝑒2 ≤ 1, yani  2𝑒 − 𝑒2 ∈ 𝐸

dir. 

(iii) (i) den 0 ≤ 𝑒 − 𝑒2 ≤ 1, 𝑒 − 𝑒2 ∈ 𝐸  dir. 0 ≤ 2𝑒 − 𝑒2 ≤ 1

eşitsizliğinde −𝑒  eklenirse −𝑒 ≤ 𝑒 − 𝑒2 ≤ 1 − 𝑒  elde edilir. 𝑒 − 𝑒2 ≤ 1 − 𝑒

olduğundan 𝑒 − 𝑒2 ≤ 𝑒 bulunur.        

E nin konveks bir küme olduğunu açıktır ve Uyarı 3.2.3 den 𝑃 ⊆  𝐸 

olduğu bilinmektedir. Aşağıdaki teorem 𝑝 ∈ 𝐸  izdüşüm olan efektlerin çeşitli 

yollarla karakterizasyonunu vermektedir. 

Teorem 3.2.6 (Foulis, 2010)  𝑝 ∈ 𝐸 için aşağıdaki koşullar denktir: 

(i) 𝑝 ∈ 𝑃. 

(ii) 𝜆 ∈ ℝ, 0 < 𝜆 < 1 ve 𝑒 ∈ 𝐸 ise 𝜆𝑒 ≤ 𝑝 ⟺ 𝑒 ≤ 𝑝. 

(iii) 𝑝, 𝐸 konveks kümesinin bir ekstrem noktasıdır. 

(iv) 𝑒, 𝑓, 𝑒 + 𝑓 ∈ 𝐸 ve 𝑒, 𝑓 ≤ 𝑝 ise 𝑒 + 𝑓 ≤ 𝑝 dir. 

(v) 𝑒 ∈ 𝐸 ve  𝑒 ≤ 𝑝, 1 − 𝑝 ise  𝑒 = 0 dır. 

Kanıt 

(i) ⇒ (ii):  𝑝 ∈ 𝑃 olsun.  0 ≤ 𝑒 ≤ 1  ve 0 < 𝜆 < 1 olduğundan 0 ≤ 𝜆𝑒 ≤

𝑒 ≤ 1 dir. Buradan 𝜆𝑒 ∈ 𝐸 dir. Teorem 3.2.4 den 

𝜆𝑒 ≤ 𝑝 ⇔ 𝜆𝑒𝑝 =  𝜆𝑒 ⇔ 𝑒𝑝 =  𝑒 ⇔ 𝑒 ≤ 𝑝 

dir. 

(ii) ⇒ (iii): 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 olduğundan 0 ≤ 𝜆𝑒 ≤ 𝑒 ≤ 1 dir. Buradan 𝜆𝑒 ≤ 𝑝 

olduğundan ve (ii) den 𝑒 ≤ 𝑝 dir. 



15 

𝑒 ≤ 𝑝 = 𝜆𝑒 + (1 − 𝜆)𝑓 ise (1 − 𝜆)𝑒 ≤ (1 − 𝜆)𝑓 

dir. Buradan 𝑒 ≤ 𝑓 bulunur. 

(1 − 𝜆)𝑓 ≤ 𝑝 =  𝜆𝑒 + (1 − 𝜆)𝑓  ve böylece 𝑓 ≤ 𝑒  elde edilir. O halde 

𝑒 =  𝑓 ve  𝑝 =  𝜆𝑒 + 𝑓 − 𝜆𝑓 olduğundan 𝑒 =  𝑓 =  𝑝 dir. 

(iii) ⇒ (i):  𝑝 ∈ 𝐸 olduğundan Lemma 3.2.5 den 𝑝2 ∈ 𝐸 ve 2𝑝 − 𝑝2 ∈ 𝐸

dir. (iii) de 𝑒 =  𝑝2, 𝜆 =  
1

2
, 𝑓 =  2𝑝 − 𝑝2  alınırsa, 𝑝 =  

1

2
𝑝2 +

1

2
(2𝑝 − 𝑝2) olur

ve (iii) den 𝑝 =  𝑝2  =  2𝑝 − 𝑝2 bulunur. Buradan  𝑝 ∈ 𝑃 olur.

(i) ⇒ (iv): 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑒, 𝑓, 𝑒 + 𝑓 ∈ 𝐸  ve 𝑒, 𝑓 ≤ 𝑝  olsun. Teorem 3.2.4 den 

𝑒 =  𝑝𝑒𝑝 ve 𝑓 =  𝑝𝑓𝑝 olur. 

0 ≤ 𝑒 + 𝑓 ≤ 1  olduğundan 0 ≤ 1 − (𝑒 + 𝑓)  olur ve (SA3) den 0 ≤

𝑝(1 − 𝑒 − 𝑓)𝑝  dir. Buradan 0 ≤ 𝑝2 − 𝑝𝑒𝑝 − 𝑝𝑓𝑝  ve dolayısıyla 𝑝𝑒𝑝 + 𝑝𝑓𝑝 ≤

𝑝2 =  𝑝 dir. 𝑒 + 𝑓 = 𝑝𝑒𝑝 + 𝑝𝑓𝑝 ≤ 𝑝2 = 𝑝 elde edilir.

(iv) ⇒ (v):  𝑒 ∈ 𝐸  ve 𝑒 ≤ 𝑝, 1 − 𝑝  ise 𝑒 + 𝑝 ≤ 1  olacağından hipotezden 

𝑒 + 𝑝 ≤ 𝑝 olur. Bu durumda 𝑒 ≤ 0 elde edilir. Aynı zamanda 𝑒 ∈ 𝐸 olduğundan 

sonuç olarak 𝑒 = 0 bulunur. 

(v) ⇒ (i): 𝑝 ∈ 𝐸  ise 𝑝 − 𝑝2 ≤ 𝑝, 1 − 𝑝  dir; böylece Lemma 3.2.5 den

𝑝 − 𝑝2  =  0 ve buradan 𝑝 = 𝑝2 elde edilir. O halde 𝑝 ∈ 𝑃 dir.    

Teorem 3.2.7 (Foulis, 2010)   𝑎 ∈ 𝐴 olsun. Her 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎𝑏 =  0 ⇔ 𝑝𝑏 =  0 

olacak şekilde bir tek 𝑝 ∈ 𝑃 izdüşümü vardır. 

Kanıt  (SA6) dan her 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎𝑏 =  0 ⇔ 𝑝𝑏 =  0 olacak şekilde bir 𝑝 ∈ 𝑃 

vardır. 
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Her 𝑏 ∈ 𝐴  için 𝑎𝑏 =  0 ⇔ 𝑞𝑏 =  0  olacak biçimde 𝑞 ∈ 𝑃  olsun. 𝑝 =  𝑞 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

𝑏 =  1 − 𝑝  olsun. 𝑎(1 − 𝑝)  =  0  ise 𝑞(1 − 𝑝)  =  0  olur ve böylece 

𝑞 =  𝑞𝑝  dir. 𝑃 ⊆ 𝐸  olduğundan, q aynı zamanda E nin de bir elemanıdır ve 

Teorem 3.2.4 den 𝑞 ≤ 𝑝 elde edilir. 

𝑏 =  1 − 𝑞  olsun. 𝑎(1 − 𝑞)  =  0  ise o zaman 𝑝(1 − 𝑞)  =  0 olur ve 

buradan 𝑝 =  𝑝𝑞 elde edilir. Teorem 3.2.4 den  𝑝 ≤ 𝑞 eşitliği bulunur. O halde 

𝑝 = 𝑞 dur.  

Tanım 3.2.8 (Foulis, 2010) 𝑎 ∈ 𝐴  ise o zaman Teorem 3.2.7 deki tek 𝑝 ∈ 𝑃 

izdüşümü 𝑎 nın taşıyıcı izdüşümü olarak adlandırılır ve 𝑎𝑜 ile gösterilir.

Lemma 3.2.9 (Foulis, 2010)  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve 𝑝 ∈ 𝑃 için aşağıdakiler vardır: 

(i) 𝑝𝑏 = 0 ⇔ 𝑝𝑏 = 0. 

(ii) 𝑝𝑎 = 𝑎 ⇔ 𝑎𝑝 = 𝑎. 

(iii) 𝑎𝑎𝑜 = 𝑎𝑜𝑎 = 𝑎.

(iv) 𝑎𝑏 = 0 ⇔ 𝑏𝑎 = 𝑎. 

Teorem 3.2.10 (Foulis, 2010)  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  için aşağıdakiler vardır: 

(i) 𝑎 = 0 ⇔ 𝑎𝑜 = 0.

(ii) 𝑎 ∈ 𝑃 ⇔ 𝑎 = 𝑎𝑜.

(iii) 𝑎𝑜 , 𝑎 = 𝑎𝑝 olacak şekilde en küçük 𝑝 ∈ 𝑃 izdüşümdür.

(iv) 𝑒 ∈ 𝐸 𝑖𝑠𝑒 𝑒𝑜 , 𝑒 ≤ 𝑝 olacak şekilde en küçük 𝑝 ∈ 𝑃 izdüşümdür.

(v) 𝑎𝑏 = 0 ⇔ 𝑎𝑏𝑜 = 0 ⇔ 𝑎𝑜𝑏𝑜 = 0.

(vi) 𝑎𝑜 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) ⇒ 𝐶(𝑎) ⊆ 𝐶(𝑎𝑜).
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(vii) 𝑛 ∈ ℕ ise (𝑎𝑛)𝑜 = 𝑎𝑜 dir.

(viii) 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ise 𝑎𝑜 ≤ 𝑏𝑜 dir.

Kanıt 

(i)  𝑎 = 0 ise her 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎𝑏 = 0 dır. Buradan her 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎𝑏 = 0 ⇔

𝑎0𝑏 = 0 dır; o halde 𝑎0 = 0 dır.

(ii) 𝑎0 nin tanımından 𝑎 ∈ 𝑃 ⇔ 𝑎 = 𝑎0 dir.

(iii) 𝑝 ∈ 𝑃  ve 𝑎 = 𝑎𝑝  olsun. Buradan 𝑎 − 𝑎𝑝 = 𝑎(1 − 𝑝) = 0  dır ve 

taşıyıcı izdüşüm tanımından 𝑎0(1 − 𝑝) = 𝑎0 − 𝑎0𝑝 = 0  olur; böylece 𝑎0 ≤

𝑝 elde edilir. 

(iv) (iii) ve Teorem 3.2.4 den açıktır. 

(v)  Lemma 3.2.9 dan, 𝑎𝑏 = 0 ⇔ 𝑏𝑎 = 0 dır. Böylece taşıyıcı izdüşüm 

tanımından 𝑏𝑜𝑎 = 0 ⇔ 𝑎𝑏𝑜 = 0 elde edilir. Ohalde 𝑎𝑜𝑏𝑜 = 0 bulunur.

(vi) 𝑐 ∈ 𝐶(𝑎) 𝑑 ≔ (1 − 𝑎𝑜)𝑐𝑎𝑜 + 𝑎𝑜𝑐(1 − 𝑎𝑜) oldun. Uyarı 3.1.4 den 𝑎𝑜

nin reel polinomlarının yine A da olduğu bilindiğinden 𝑑 ∈ 𝐴 olur. O halde 

Lemma 3.2.9 dan, 𝑐 ∈ 𝐶(𝑎) ve 𝑎𝑎𝑜 = 𝑎 olduğundan,

𝑎𝑑 = 𝑎(1 − 𝑎𝑜)𝑐𝑎𝑜 + 𝑎𝑎𝑜𝑐(1 − 𝑎𝑜)

= 𝑎𝑐𝑎𝑜 − 𝑎𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 + 𝑎𝑎𝑜𝑐 − 𝑎𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜

= 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎𝑜

= 𝑎𝑐 − 𝑐𝑎𝑎𝑜

= 𝑎𝑐 − 𝑐𝑎 
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= 0 

elde edilir. 𝑎𝑑 = 0  ise taşıyıcı izdüşüm tanımından 𝑎𝑜𝑑 = 0  bulunur. Böylece

𝑐 ∈ 𝐶(𝑎) ve 𝑎𝑜 ∈ 𝑃 olduğundan

𝑎𝑜𝑑 = 𝑎𝑜(1 − 𝑎𝑜)𝑐𝑎𝑜 + 𝑎𝑜(𝑎𝑜𝑐(1 − 𝑎𝑜))

= 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 − 𝑎𝑜𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 + 𝑎𝑜𝑎𝑜𝑐 − 𝑎𝑜𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜

= 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 − 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 + 𝑎𝑜𝑐 − 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜

= 𝑎𝑜𝑐 − 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜

ve 0 =  𝑎𝑜𝑑 =  𝑎𝑜𝑐 − 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 elde edilir, yani 𝑎𝑜𝑐 =  𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 olur. 𝑎𝑜𝑑 =  0 ise

Lemma 3.2.9 dan 𝑑𝑎𝑜  =  0 dır.

𝑑𝑎𝑜  =  ((1 − 𝑎𝑜)𝑐𝑎𝑜)𝑎𝑜 + ((𝑎𝑜𝑐(1 − 𝑎𝑜))𝑎𝑜 dır ve benzer şekilde

0 =  𝑑𝑎𝑜  =  𝑐𝑎𝑜 − 𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 bulunur ve buradan 𝑐𝑎𝑜  =  𝑎𝑜𝑐𝑎𝑜 dır.

O halde 𝑎𝑜𝑐 =  𝑐𝑎𝑜 dir, yani 𝑎𝑜 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) olur.

(vii) 𝑛 ∈ ℕ  olsun. 𝑎𝑎𝑜  =  𝑎  olduğundan 𝑎𝑛𝑎𝑜  =  𝑎𝑛  dir.

(𝑎𝑛)𝑜𝑎𝑛(𝑎𝑛)𝑜  =  𝑎𝑛  olacak şekilde en küçük izdüşüm olduğundan (𝑎𝑛)𝑜 ≤

𝑎𝑜  =  0 dir.

𝑞 ≔ 1 − (𝑎𝑛)𝑜 olsun. 𝑎𝑞 = 𝑎(1 − (𝑎𝑛)𝑜)  =  𝑎 − 𝑎(𝑎𝑛)𝑜   = 𝑎 −

(𝑎𝑛)𝑜𝑎 =  (1 − (𝑎𝑛)𝑜)𝑎 =  𝑞𝑎  olduğundan 𝑎 𝐶 𝑞  dır. (vi) den 𝐶(𝑎𝑛) ⊆

𝐶((𝑎𝑛)𝑜)  ve bu nedenle 𝑎 ∈ 𝐶(𝑎𝑛)  olduğundan, 𝑎 ∈ 𝐶((𝑎𝑛)𝑜)  ve 𝑎 ∈ 𝐶(1 −

(𝑎𝑛)𝑜) ,

𝑎𝑛𝑞 =  𝑎𝑛(1 − (𝑎𝑛)𝑜  =  𝑎𝑛 − 𝑎𝑛(𝑎𝑛)𝑜  =  𝑎𝑛 − 𝑎𝑛  =  0
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dır. Buradan 𝑘, 𝑎𝑘𝑞 = 0 olacak şekilde en küçük pozitif tam sayı olsun. Eğer 𝑘

çift ise 𝑎
𝑘

2𝑞𝑎
𝑘

2 = 0 dır ve (SA4) ten 𝑎
𝑘

2𝑞 = 0  elde edilir ve bu 𝑘  nın en küçük 

olması ile çelişir. Bu nedenle 𝑘  tek ve 𝑎𝑘+1𝑞 = 0  dır. Buradan 𝑎
𝑘+1

2 𝑞𝑎
𝑘+1

2 =

0 olur ve (SA4) ten 𝑎
𝑘+1

2 𝑞 = 0 elde edilir. 𝑘 en küçük olduğundan 𝑘 ≤
𝑘+1

2
 dir ve 

böylece 𝑘 = 1 elde edilir. Böylece 𝑎𝑞 = 0 = 𝑎(1 − (𝑎𝑛)𝑜) = 𝑎 − (𝑎𝑛)𝑜  olur;

yani 𝑎 = 𝑎(𝑎𝑛)𝑜 dir ve (iii) den 𝑎𝑜 ≤ (𝑎𝑛)𝑜 elde edilir. O halde 𝑎𝑜 = (𝑎𝑛)𝑜 dir.

(viii) 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏  olsun. 𝑏 = 0 ise sonuç açıktır. 𝑏 ≠ 0, 𝜆 ≔ ║𝑏║
−1

, 𝑒 ≔

𝜆𝑎 ve 𝑓 ≔ 𝜆𝑏 olsun. 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑒 ≤ 𝑓, 𝑒𝑜 = 𝑎𝑜 ve 𝑓𝑜 = 𝑏𝑜 olduğu (iv) den açıktır.

𝑒 ≤ 𝑓 ≤ 𝑓𝑜 ∈ 𝑃 ve buradan 𝑒𝑜 ≤ 𝑓𝑜 dolayısıyla 𝑎𝑜 ≤ 𝑏𝑜 olur. 𝑒𝑜 = 𝑎𝑜 olduğunu

göstermek yeterlidir. 

 𝑒 = 𝜆𝑎 ve 𝑒𝑐 = 0 ise 𝜆𝑎𝑐 = 0 olur ve buradan ║𝑏║
−1

𝑎𝑐 = 0 elde edilir. 

𝑏 ≠ 0 olduğundan 𝑎𝑐 = 0 yani 𝑎𝑜𝑐 = 0  ve böylece 𝑒𝑜 ≤ 𝑎𝑜 bulunur.

𝑎𝑐 = 0 ise ║𝑏║
−1

𝑎𝑐 = 0, yani 𝑒𝑐 = 0  olur ve taşıyıcı izdüşüm 

tanımından  𝑒𝑜 = 0 olur. Buradan 𝑎𝑜 ≤ 𝑒𝑜 elde edilir.  

3.3. Mutlak Değer ve Kutupsal Ayrışım 

Bu bölümde sinaptik cebirlerin elemanlarının mutlak değeri, signumu ve 

bunların taşıyıcı izdüşümler ile bağlantıları incelenmiştir. 

Tanım 3.3.1 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  ise 𝑎  nın mutlak değeri │𝑎│ ≔ (𝑎2)
1

2 
 
 ile 

tanımlanır. Ayrıca 𝑎+: =
1

2
(│𝑎│ + 𝑎) ve 𝑎− ≔

1

2
(│𝑎│ − 𝑎) ile tanımlanır.
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Uyarı 3.3.2 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  olsun. 0 ≤ │𝑎│ = │ − 𝑎│, │𝑎│2 =  𝑎2  ve

𝐶(𝑎) ⊆ 𝐶(𝑎2) ⊆ 𝐶(│𝑎│)  dır ve buradan │𝑎│, 𝑎+, 𝑎− ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  olur. Buna ek

olarak, 𝑎 =  𝑎+ − 𝑎−, │𝑎│ =  𝑎+ + 𝑎−, 𝑎+𝑎−  =  𝑎−𝑎+  =  0 ve 𝑎− = (−𝑎)+

elde edilir. 

Yukarıdaki uyarıda verilen önermeler aşağıda kanıtlanmıştır: 

 𝑎 ∈ 𝐴 ise (SA2) den 𝑎2 ∈ 𝐴+ olur. 0 ≤ 𝑎2 ise 𝑟2 = 𝑎2 olacak şekilde

bir tek 𝑟 ∈ 𝐴+ vardır.

│ − 𝑎│ =  ((−𝑎)(−𝑎))
1

2  =  (𝑎2)
1

2  =  │𝑎│elde edilir. 

 │𝑎│2  =  ((𝑎2)
1

2)
2

 =  𝑎2  =  𝑟2.

 𝑏 ∈ 𝐶(𝑎)  ise 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎  dır. 𝑏𝑎2  =  𝑏𝑎𝑎 =  𝑎𝑏𝑎 =  𝑎𝑎𝑏 =  𝑎2𝑏

olduğundan 𝑏 ∈ 𝐶(𝑎2) elde edilir; yani 𝐶(𝑎) ⊆ 𝐶(𝑎2)dir.

 𝑥 ∈ 𝐶(𝑎2)  ise 𝑥𝑎2  =  𝑎2𝑥  dir. 𝑥(𝑎2)
1

2  =  (𝑥2𝑎2)
1

2  =  (𝑥𝑥𝑎2)
1

2  =

 (𝑥𝑎2𝑥)
1

2  =  (𝑎2𝑥𝑥)
1

2  =  (𝑎2𝑥2)
1

2  =  (𝑎2)
1

2𝑥 olduğundan 𝑥 ∈ 𝐶(│𝑎│)  

bulunur. O halde 𝐶(𝑎2) ⊆ 𝐶(│𝑎│) elde edilir.

 𝑏 ∈ 𝐶(𝑎2)  olsun. 𝑏𝑎+  =
𝑏(│𝑎│+𝑎)

2
=  

│𝑎│𝑏+𝑎𝑏

 2 
=

(│𝑎│+𝑎)𝑏

2
 =  𝑎+𝑏

olduğundan 𝑎+ ∈ 𝐶𝐶(𝑎) dır.

 𝑎+ − 𝑎−  =
1

2
( |𝑎|+𝑎) −

1

2
( |𝑎|−𝑎) 

 =  
1

2
(( |𝑎|+𝑎) − ( |𝑎|−𝑎)) 

=
1

 2
( |𝑎|−𝑎 − |𝑎|+𝑎).

 𝑎+ + 𝑎−  =
1

2
( |𝑎|+𝑎) +

1

2
( |𝑎|−𝑎)  =  │𝑎│ . 
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 𝑎+𝑎−  =  
1

2
( |𝑎|+𝑎)

1

2
( |𝑎|−𝑎) 

=  
( |𝑎|+𝑎)−( |𝑎|−𝑎)

4
=

( |𝑎│2−𝑎2)

4
=

𝑎2−𝑎2

4
= 0. 

Benzer şekilde  𝑎−𝑎+ = 0 bulunur. O halde 𝑎+𝑎− =  𝑎−𝑎+ = 0 elde edilir.

 (−𝑎)+  =
1

2
( |−𝑎|+(−𝑎))  =  

( |𝑎|−𝑎)

2
 =  𝑎−.

Teorem 3.3.3 (Foulis, 2010) 𝑎 ∈ 𝐺,  𝑝: = (𝑎+)𝑜 ve 𝑞: = (𝑎−)𝑜 olsun. O zaman

aşağıdakiler gerçeklenir: 

(i) 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶𝐶(𝑎). 

(ii) 𝑝𝐶│𝑎│ ve 𝑞𝐶│𝑎│. 

(iii) 𝑝𝑎 = 𝑎𝑝 = 𝑎+.

(iv) 𝑞𝑎 = 𝑎𝑞 = −𝑎−.

(v) 0 ≤ 𝑝│𝑎│ = │𝑎│𝑝 = 𝑎+.

(vi) 0 ≤ 𝑞│𝑎│ = │𝑎│𝑞 = 𝑎−.

(vii) 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 = 0. 

(viii) 𝑝 + 𝑞 = 𝑎𝑜.

Kanıt 

(i)  Uyarı 3.2.2 den 𝑎+ ∈ 𝐶𝐶(𝑎) dir. 𝐶(𝑎) ⊆ 𝐶(𝑎+) ⊆ 𝐶(𝑎+)𝑜 olduğundan

(𝑎+)𝑜 = 𝑝 ∈ 𝐶(𝑎) elde edilir. Benzer şekilde (𝑎−)𝑜 ∈ 𝐶(𝑎) bulunur.

(ii) │𝑎│ ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  ve 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶(𝑎)  olduğundan 𝑝 𝐶│𝑎│  ve 𝑞𝐶│𝑎│  elde 

edilir. 
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(iii) (i) den 𝑝𝑎 = 𝑎𝑝 ve Lemma 3.2.9 (iii) den 𝑎+ = (𝑎+)𝑜 𝑎+ = 𝑝𝑎+ dır. 

𝑎+𝑎− = 0 olduğundan (𝑎+)𝑜𝑎− = 𝑝𝑎− = 0 dır. Sonuç olarak 𝑝𝑎 = (𝑎+ − 𝑎−) =

𝑝𝑎+ − 𝑝𝑎− = 𝑎+ − 0 = 𝑎+ , yani 𝑝𝑎 = 𝑎𝑝 = 𝑎+ elde edilir. 

 (iv) (i) den 𝑞𝑎 = 𝑎𝑞 dır, o halde 𝑞𝑎 = −𝑎− olduğunu göstermek yeterlidir. 

𝑎− = (𝑎−)𝑜𝑎− = 𝑞𝑎−  dir. Uyarı 3.3.2 den 𝑎−𝑎+ = 0  ve taşıyıcı izdüşüm 

tanımından (𝑎−)𝑜𝑎+ = 𝑞𝑎+ = 0 elde edilir. Sonuç olarak 

𝑞𝑎 = 𝑞(𝑎+ − 𝑎−) = 𝑞𝑎+ − 𝑞𝑎− = 0 − 𝑎− = −𝑎− 

dir. 

 (v) 𝑝 ∈ 𝐴+, │𝑎│ ∈ 𝐴+ ve (i) den 𝑝 ∈ 𝐶(𝑎) , yani 𝑝𝐶𝑎 dır. O halde Lemma 

3.1.5 den 0 ≤ 𝑝│𝑎│ dır.  

𝑝│𝑎│ = 𝑝(𝑎+ + 𝑎−) = 𝑝𝑎+ + 𝑝𝑎− = 𝑝𝑝𝑎 = 𝑝2𝑎 = 𝑝𝑎 = 𝑎+, 

yani 𝑝│𝑎│ = 𝑎+  dır. O halde 𝑝 𝐶 │𝑎│  olduğunu göstermek gereklidir. 𝐶(𝑎) ⊆

𝐶( |𝑎| )  ve 𝑝 ∈ 𝐶(𝑎) olduğundan 𝑝 ∈ 𝐶( |𝑎| ) dır. 

 (vi) (v) ile benzer şekilde özellik gösterir. 

 (vii) Uyarı 3.3.2 den 𝑎+𝑎− = 0  dir ve böylece Teorem 3.2.10.(v) den 

(𝑎+)𝑜(𝑎−)𝑜 = 0, yani 𝑝𝑞 = 0 dır. (i) den𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) olduğuna göre 𝑝 𝐶 𝑞  ve 

dolayısıyla 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 elde edilir. 

 (viii) 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 için (𝑝 + 𝑞)2 = 𝑝2 + 𝑞2 + 2𝑝𝑞 = 𝑝2 + 𝑝2 = 𝑝 +

𝑞 olduğuna göre 𝑝 + 𝑞 ∈ 𝑃  dir. 𝑎(𝑝 + 𝑞) = 𝑎𝑝 + 𝑎𝑞 = 𝑎+ − 𝑎− = 𝑎  ve 𝑎𝑝 = 𝑎 

olacak şekildeki en küçük izdüşüm 𝑎𝑜 olduğundan 𝑎0 ≤ 𝑝 + 𝑞 dur. 
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𝑟 ≔ 1 − 𝑎0  olsun. 𝑟2 = (1 − 𝑎0)2 = (1 − 𝑎0). (1 − 𝑎0) = 1 − 𝑎0 −

𝑎0 + 𝑎0 = 1 − 𝑎0 olduğundan 𝑟 ∈ 𝑃 dir.

𝑎𝑟 = (𝑎+ − 𝑎−)𝑟 = 𝑎+𝑟 − 𝑎−𝑟

ve 

𝑎𝑟 = 𝑎(1 − 𝑎0) = 𝑎 − 𝑎𝑎0 = 𝑎 − 𝑎 = 0

olduğundan 𝑎+𝑟 − 𝑎−𝑟 = 0, yani 𝑎+𝑟 = 𝑎−𝑟 bulunur.

𝑎+𝑟 = 𝑝𝑎+𝑟 = 𝑝𝑎−𝑟 = 𝑝𝑞𝑎−𝑟 = 0  olduğuna göre taşıyıcı izdüşüm

tanımından (𝑎+)0𝑟 = 𝑝𝑟 = 0 elde edilir. Benzer şekilde 𝑞𝑟 = 0 bulunur. Böylece

(𝑝 + 𝑞)𝑟 = 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 = 0 olur. 

(𝑝 + 𝑞)𝑎0 = (𝑝 + 𝑞)(1 − 𝑟) = 𝑝 − 𝑝𝑟 + 𝑞 − 𝑞𝑟 = 𝑝 + 𝑞 − (𝑝𝑟 + 𝑞𝑟) =

𝑝 + 𝑞 olur. Dolayısıyla Teorem 3.2.4 den 𝑝 + 𝑞 ≤ 𝑎0 dır.

O halde 𝑝 + 𝑞 = 𝑎0 dir.  

Sonuç Teorem 3.3.4. ( Foulis, 2010 )  0 ≤ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve 𝑎 𝐶 𝑏 ise o zaman 𝑎2 ≤ 𝑏2

ancak ve ancak 𝑎 ≤ 𝑏 dir. 

Kanıt (⇒) 0 ≤ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑎𝐶𝑏 ve 𝑎2 ≤ 𝑏2 olsun. 𝑎2 ≤ 𝑏2  ise 0 ≤ 𝑏2 − 𝑎2  ve

böylece 0 ≤ (𝑏 − 𝑎)2  olur. 𝑎2 ≤ 𝑏2  olduğuna göre 0 ≤ (𝑏 − 𝑎)2 + 𝑏2 − 𝑎2 =

2(𝑏2 − 𝑎𝑏), yani 0 ≤ (𝑏 − 𝑎)𝑏 dir.

Teorem 3.2.10 dan 𝑎𝑜 = (𝑎2)𝑜 ≤ (𝑏2)𝑜 = 𝑏𝑜  elde edilir. 𝑎𝑜 ≤ 𝑏𝑜  ise

𝑎𝑎𝑜 ≤ 𝑎𝑏𝑜, dolayısıyla 𝑎 ≤ 𝑎𝑏𝑜 dir. Benzer şekilde 𝑎𝑏𝑜 ≤ 𝑎, yani 𝑎 = 𝑎𝑏𝑜 elde

edilir. 
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𝑐 ≔ (𝑏 − 𝑎)+  ve 𝑑 ≔ (𝑏 − 𝑎)−  olsun. 𝑏(𝑏 − 𝑎) = 𝑏𝑏 − 𝑏𝑎 = 𝑏𝑏 −

𝑎𝑏 = (𝑏 − 𝑎)𝑏  olduğundan 𝑏 ∈ 𝐶(𝑏 − 𝑎)  olur. Böylece 𝑏 ∈ 𝐶(𝑐)  ve 𝑏 ∈ 𝐶(𝑑) 

dir. 𝑐  ile 𝑑  nin tanımından 𝑏 − 𝑎 = 𝑐 − 𝑑  dir. Buradan 0 ≤ (𝑏 − 𝑎)𝑏 =

(𝑐 − 𝑑)𝑏 = 𝑐𝑏 − 𝑑𝑏 elde edilir. 

𝑑(𝑐𝑏 − 𝑑𝑏) = 𝑑𝑐𝑏 − 𝑑𝑑𝑏 = 𝑐𝑑𝑏 − 𝑑𝑏𝑑 = 𝑐𝑏𝑑 − 𝑑𝑏𝑑 = (𝑐𝑏 − 𝑑𝑏)𝑑  ve 

böylece 𝑑𝐶(𝑐𝑏 − 𝑑𝑏  bulunur. 0 ≤ 𝑑  ve 0 ≤ 𝑐𝑏 − 𝑑𝑏  dır. Buradan 0 ≤

𝑑(𝑐𝑏 − 𝑑𝑏) = 𝑑𝑐𝑏 − 𝑑2𝑏 = −𝑑2𝑏 ise 0 ≤ −𝑑2𝑏 elde edilir.

0 ≤ 𝑑2, 0 ≤ 𝑏 ve 𝑏𝐶𝑑2  olduğundan 𝑏𝑑2 ≥ 0  olur. O halde 𝑑2𝑏 = 0  ve

taşıyıcı izdüşüm tanımından (𝑑2)𝑜𝑏 = 𝑑𝑜𝑏 = 0 dır, buradan  𝑑𝑏 = 0, dolayısıyla

𝑑𝑏𝑜 = 0 elde edilir.

𝑐 ∈ 𝐶(𝑏) ⊆ 𝐶(𝑏𝑜), 0 ≤ 𝑐 ve 0 ≤ 𝑏𝑜 ise Lemma 3.1.5 ten 0 ≤ 𝑐𝑏𝑜 dir.

0 ≤ 𝑐𝑏𝑜 = (𝑐 − 𝑑)𝑏𝑜 = (𝑏 − 𝑎)𝑏𝑜 = 𝑏𝑏𝑜 − 𝑎𝑏𝑜 = 𝑏 − 𝑎 ise 𝑎 ≤ 𝑏 dir.

𝑎(𝑏 − 𝑎) = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑎 = 𝑏𝑎 − 𝑎𝑎 = (𝑏 − 𝑎)𝑎 ise 𝑎𝐶(𝑏 − 𝑎) dır. 

Lemma 3.1.5 den 0 ≤ 𝑎(𝑏 − 𝑎) = 𝑎𝑏 − 𝑎2  elde edilir; böylece 𝑎2 ≤ 𝑎𝑏

olur. 

Yine Lemma 3.1.5 den 0 ≤ (𝑏 − 𝑎)𝑏 =  𝑏2 − 𝑎𝑏, buradan  𝑎𝑏 ≤ 𝑏2 elde

edilir. O halde 𝑎2 ≤ 𝑏2 dir.  

Tanım 3.3.5 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 nın signumu 𝑠𝑔𝑛(𝑎) ≔ (𝑎+)𝑜 − (𝑎−)𝑜  ile

tanımlanır. 

Teorem 3.3.6 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 ise aşağıdaki koşullar gerçeklenir: 

(i) 𝑠𝑔𝑛𝑎(𝑎) ∈ 𝐶𝐶(𝑎). 
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(ii) 𝑠𝑔𝑛(𝑎)2  =  𝑎2.

(iii) 𝑠𝑔𝑛(𝑎)𝑎 =  𝑎𝑠𝑔𝑛(𝑎)  =  │𝑎│. 

(iv) 𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎│ =  │𝑎│𝑠𝑔𝑛(𝑎)𝑎. 

Kanıt 

(i) Teorem 3.3.3 den 𝑝 = (𝑎+)𝑜 ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  ve 𝑞 = (𝑎−)𝑜 ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  dir.

𝑥 ∈ 𝐶(𝑎) olsun. O zaman 

𝑥((𝑎+)𝑜 − (𝑎−)𝑜) = 𝑥(𝑎+)𝑜 − 𝑥(𝑎−)𝑜

= 𝑥𝑝 − 𝑥𝑞 

= 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 

= (𝑝 − 𝑞)𝑥 

= ((𝑎+)𝑜 − (𝑎−)𝑜)𝑥

olduğuna göre ((𝑎+)𝑜 − (𝑎−)𝑜 = 𝑠𝑔𝑛(𝑎) ∈ 𝐶𝐶(𝑎) elde edilir.

(ii) Teorem 3.3.3 den 

𝑠𝑔𝑛(𝑎)2 = ((𝑎+)𝑜 − (𝑎−)𝑜)2 = 𝑝2 + 𝑞2 + 2𝑝𝑞 = 𝑝 + 𝑞 =  𝑎𝑜 

dir. 

(iii) Teorem 3.3.3 den 

𝑠𝑔𝑛(𝑎)𝑎 =  (𝑝 − 𝑞)  =  𝑝𝑎 − 𝑞𝑎 =  𝑎𝑝 − 𝑎𝑞 =  𝑎(𝑝 − 𝑞)  =  𝑎𝑠𝑔𝑛(𝑎) 

ve böylece 
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𝑠𝑔𝑛(𝑎)𝑎 =  𝑎𝑠𝑔𝑛(𝑎)  =  𝑎𝑝 − 𝑎𝑞 =  𝑎+ − (−𝑎−)  =  𝑎+ + 𝑎−  =  │𝑎│

dır. 

(iv) Teorem 3.3.3 den 

𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎│ = ((𝑎+)𝑜 − (𝑎−)𝑜)((𝑎+) + (𝑎−))

= (𝑎+)𝑜(𝑎+) + (𝑎+)𝑜(𝑎−) − (𝑎−)𝑜(𝑎+) − (𝑎−)𝑜(𝑎−)

= (𝑎+)𝑜(𝑎+) + 𝑝(𝑎−) − 𝑞(𝑎+) − (𝑎−)𝑜(𝑎−)

= 𝑎+ − 𝑎−

  = 𝑎 

dır ve 𝑝, 𝑞, (𝑎+) ve (𝑎−) ile değişmeli olduğundan 𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎│ = │𝑎│𝑠𝑔𝑛(𝑎) dır.

O halde 𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎│ = │𝑎│𝑠𝑔𝑛(𝑎) = 𝑎 dir.  

Teorem 3.3.6 daki 𝑎 =  𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎│ = │𝑎│sgn(a) formülü 𝑎 nın kutupsal 

ayrışımı olarak adlandırılır. 

Sonuç 3.3.7 (Foulis, 2010) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  olsun. O zaman aşağıdaki koşullar 

gerçeklenir: 

(i) 𝑎𝑏 =  0 ⇔ │𝑎││𝑏│ =  0. 

(ii) │𝑎│𝑜   =   𝑎𝑜 .

Kanıt 

(i) (⇒) 𝑟 ≔ (𝑏+)𝑜, 𝑠: = (𝑏−)𝑜, 𝑝: = (𝑎+)𝑜 ve 𝑞: = (𝑎−)𝑜 alınırsa; Teorem

3.3.3 ve Uyarı 3.3.2 den 
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│𝑎││𝑏│ =  (𝑎+ + 𝑎−)(𝑏+ + 𝑏−)

    = (𝑝𝑎 − 𝑎𝑞)(𝑟𝑏 − 𝑠𝑏) 

    = (𝑝 − 𝑞)𝑎(𝑟 − 𝑠)𝑏 

    = (𝑝 − 𝑞)𝑎𝑏(𝑟 − 𝑠) 

    = 𝑠𝑔𝑛(𝑎) 𝑎𝑏 𝑠𝑔𝑛(𝑏) 

    = 0 

elde edilir. 

(⇐)│𝑎││𝑏│ =  0  ise 𝑎𝑏 =  𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎││𝑏│𝑠𝑔𝑛(𝑏)  olduğundan 

𝑎𝑏 =  0 bulunur. 

(ii) (⇒)│𝑎│𝑏 = 0 ise  𝑎𝑏 = 𝑠𝑔𝑛(𝑎)│𝑎│𝑏 = 0 olur. 

(⇐) 𝑎𝑏 =  0 ise│𝑎│𝑏 =  𝑠𝑔𝑛(𝑎)𝑎𝑏 =  0 olur.  

3.4 Kuadratik, Kompresyon ve Sasaki Dönüşümleri 

Bu bölümde sinaptik cebirler üzerinde kuadratik, kompresyon ve sasaki 

dönüşümleri tanımlanmış ve özellikleri irdelenmiştir. 

Tanım 3.4.1 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  olsun. Her 𝑏 ∈ 𝐴  için 𝐽𝑎(𝑏) ≔ 𝑎𝑏𝑎  olarak

tanımlanan 𝐽𝑎: 𝐴 → 𝐴  dönüşümü 𝑎  tarafından belirlenen kuadratik dönüşüm 

olarak adlandırılır. Eğer 𝑝 ∈ 𝑃 ise 𝐽𝑝, 𝐴 üzerinde 𝑝 ile odaklı kompresyon olarak 

adlandırılır. 

Teorem 3.4.2 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 ise 𝐽𝑎: 𝐴 → 𝐴 kuadratik dönüşümü hem lineer 

hem de sıra koruyan bir dönüşümdür. 
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Kanıt 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ve λ ∈ 𝑅 olsun. O zaman 

𝐽𝑎(𝑥 + 𝜆𝑦)  =  𝑎(𝑥 + 𝜆𝑦)𝑎 =  𝑎𝑥𝑎 + 𝑎𝜆𝑦𝑎 

 =  𝑎𝑥𝑎 + 𝜆(𝑎𝑦𝑎)  =  𝐽𝑎(𝑥) + 𝜆𝐽𝑎(𝑦)

olduğundan 𝐽𝑎 bir lineer dönüşümdür. 

0 ≤ ℎ ∈ 𝐴  olsun. (SA3) den 0 ≤ │𝑎│ℎ│𝑎│  dır. 𝑘 ≔ ( |𝑎|ℎ|𝑎| )
1

2  olarak 

tanımlanırsa 𝑘2 = │𝑎│ℎ│𝑎│  olur. Lemma 3.2.9 ve Teorem 3.2.10 dan

𝑘2│𝑎│𝑜 = │𝑎│ℎ│𝑎││𝑎│𝑜 = │𝑎│ℎ│𝑎│ =  𝑘2  dir, böylece (𝑘2)𝑜 = 𝑘𝑜 ≤

│𝑎│𝑜 = 𝑎𝑜 elde edilir. O halde 𝑘𝑎𝑜 = 𝑘 dır.

𝑤 ≔ 𝑠𝑔𝑛(𝑎)  ile tanımlansın. Teorem 3.3.6 dan 𝑤2 =  𝑎𝑜  ve 𝑎 =

 𝑤│𝑎│ = │𝑎│𝑤 dir.  

0 ≤ (𝑤𝑘𝑤)2 =  𝑤𝑘𝑤2𝑘𝑤 =  𝑤𝑘𝑎𝑜𝑘𝑤 =  𝑤𝑘2𝑤 =  𝑤│𝑎│ℎ│𝑎│𝑤 =

 𝑎ℎ𝑎 =  𝐽𝑎(ℎ) 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴, 𝑏 ≤ 𝑐  olsun ve ℎ ≔ 𝑐 − 𝑏  ile tanımlansın. Buradan

0 ≤ 𝐽𝑎(ℎ)  =  𝑎(𝑐 − 𝑏)𝑎 =  𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐 =  𝐽𝑎(𝑐) − 𝐽𝑎(𝑏) , yani 𝐽𝑎(𝑏) ≤ 𝐽𝑎(𝑐)

elde edilir. O halde  𝐽𝑎  sıra koruyan bir dönüşümdür.  

Uyarı 3.4.3 (Foulis, 2010)  (SA3), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴+ ⇒ 𝑎𝑏𝑎 ∈ 𝐴+  olmasını gerektirir

fakat Teorem 3.4.2, daha güçlü bir sonuç olarak, her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑏 ∈ 𝐴+ ⇒ 𝑎𝑏𝑎 ∈

𝐴+ olduğunu gösterir.

Lemma 3.4.4 (Foulis, 2010) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve 𝑝 ∈ 𝑃  için aşağıdaki koşullar 

gerçeklenir: 

(i) ║𝐽𝑎(𝑏)║ ≤ ║𝑎2║║𝑏║ =  ║𝑎2║║𝑏║.

(ii) 𝐽𝑎: 𝐴 → 𝐴 norm süreklidir. 
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(iii) 𝑝 ≠  0 ise ║𝑝║ =  1 dir. 

(iv) ║𝐽𝑝(𝑎)║ ≤ ║𝑎║.

Kanıt 

(i) −║𝑏║ ≤ 𝑏║𝑏║  eşitsizliğinden −║𝑏║𝑎2 = 𝑎(−║𝑏║)𝑎 ≤ 𝑎𝑏𝑎 ≤

𝑎║𝑏║𝑎 =  ║𝑏║𝑎2  ve böylece ║𝑎𝑏𝑎║ ≤ ║(║𝑏║𝑎2)║ = ║𝑎2║║𝑏║ =

║𝑎║
2
║𝑏║ elde edilir. Yani ║𝐽𝑎(𝑏)║ ≤ ║𝑎2║║𝑏║ dir.

(ii)  (i) den açıktır. 

(iii) 𝑝 ∈ 𝑃 ve 𝑝 ≠  0  olsun. 𝐽𝑝  =  𝑝𝑝𝑝 =  𝑝  dir.  ║𝑝║ ≤ ║𝑝2║║𝑝║ =

 ║𝑝2║║𝑝║ =  ║𝑝║║𝑝║ =  ║𝑝2║ dir. Buradan ║𝑝║ =  1 bulunur.

(iv) 𝑝 =  0  olduğu durum açıktır. 𝑝 ≠  0  olsun. (i) den ║𝐽𝑝(𝑎)║ ≤

║𝑝2║║𝑎║ =  ║𝑝║
2
║𝑎║ dır. (iii) den ║𝐽𝑝(𝑎)║ ≤ 12.║𝑎║ , yani ║𝐽𝑝(𝑎)║ ≤

║𝑎║ elde edilir.  

𝑝 ∈ 𝑃 ve 𝑒 ∈ 𝐸 olsun. Teorem 3.4.2 den 𝑒 ≤ 𝑝, 𝐽𝑝 lineer ve sıra koruyan 

bir dönüşümdür. Ayrıca 𝐽𝑃(1)  =  𝑝1𝑝 =  𝑝2  =  𝑝 ∈ 𝑃 ⊆ 𝐸  olduğu açıktır.

Teorem 3.2.4 den 𝑒 ≤ 𝑝 ise 𝐽𝑝(𝑒)  =  𝑝𝑒𝑝 =  𝑒 dir. Eğer 𝐽𝑝(𝑒)  =  0 ise 𝑝𝑒𝑝 =  0

dır. Böylece (SA4) den 𝑝𝑒 =  𝑒𝑝 =  0  ve 𝑒 ≤ 1 − 𝑝  dir. A üzerindeki 

kompresyon karakterizasyonu aşağıdaki teoremde verilmiştir. 

Teorem 3.4.5 (Foulis, 2010)  𝐽: 𝐴 → 𝐴, 𝐽(1) ≤ 1 olacak şekilde bir lineer ve sıra 

koruyan dönüşüm ve her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑒 ≤ 𝐽(1) ⇒ 𝐽(𝑒)  =  𝑒  olsun. O zaman 

𝑝 ≔ 𝐽1 ∈ 𝑃 ve 𝐽 =  𝐽𝑝 dir. 
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Lemma 3.4.6 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑝 ∈ 𝑃 için aşağıdaki koşullar sağlanır: 

(i) 𝑎 ∈ 𝐶𝑝 ⇔ 𝑎 =  𝐽𝑎(𝑎) + 𝐽1−𝑝(𝑎).

(ii) 𝐶𝑝, 𝐴 da norm kapalıdır. 

Kanıt 

(i) (⇒) 𝑎 ∈ 𝐶𝑝 olsun. O zaman 

𝐽𝑝(𝑎) + 𝐽1−𝑝(𝑎) = 𝑝𝑎𝑝 + (1 − 𝑝)𝑎(1 − 𝑝)

= 𝑝𝑎𝑝 + 𝑎 − 𝑎𝑝 − 𝑝𝑎 + 𝑝𝑎𝑝 

= 𝑝𝑎 + 𝑎 − 𝑎𝑝 − 𝑝𝑎 + 𝑝𝑎 

= 𝑎 

dir. 

(⇐)𝑎 =  𝐽𝑝(𝑎) + 𝐽1−𝑝(𝑎)  olsun.  𝑎 = 𝑝𝑎𝑝 + 𝑎 − 𝑎𝑝 − 𝑝𝑎 + 𝑝𝑎𝑝  olur.

Eşitliğin her iki tarafı soldan ve sağdan p ile çarpılırsa, 𝑝𝑎𝑝 =  𝑝𝑎 ve 𝑝𝑎𝑝 =  𝑝𝑎 

elde edilir. O halde 𝑝𝑎𝑝 =  𝑎𝑝 =  𝑝𝑎, yani 𝑎 ∈ 𝐶𝑝 dir. 

(ii) (𝑐𝑛)𝑛∈ℕ, 𝐶𝑝 de bir dizi ve 𝐶𝑛 → 𝐶 olsun. O zaman 𝑐 ∈ 𝐶𝑝 dir. O halde 

𝐶𝑝 A da norm kapalıdır.  

Teorem 3.4.7 (Foulis, 2010)   (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ , A da bir dizi ve lim𝑛→∞  (𝑎𝑛) = 𝑎 ∈ 𝐴 

olsun. O zaman aşağıdakiler geçerlidir: 

(i) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑎𝑛 ≤ 𝑏 ∈ 𝐴 ise 𝑎 ≤ 𝑏 dir. 
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(ii) 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ise o zaman 𝑎, (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ  nin A daki en küçük üst 

sınırıdır. 

(iii) A nın pozitif yönü 𝐴+, 𝐴 da norm kapalıdır.

Kanıt 

(i) Hipotezden her 𝑚 ∈ ℕ ve her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑁𝑚 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑎𝑛 − 𝑎 ≤ ║𝑎𝑛 − 𝑎║ ≤
1

𝑚
⇒ 𝑎𝑛 ≤ 𝑎 +

1

𝑚

olacak şekilde 𝑁𝑚 ∈ ℕ vardır. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑎𝑛 ≤ 𝑏 ∈ 𝐴 dır, buradan 𝑎𝑁𝑚
≤ 𝑏 olur ve böylece 𝑎 − 𝑏 ≤

𝑎 − 𝑎𝑁𝑚
 bulunur.

𝑝: ((𝑎 − 𝑏)+)𝑜 ∈ 𝐶𝐶(𝑎 − 𝑏)  olarak tanımlanırsa, Teorem 3.3.3 den

(𝑎 − 𝑏)+ =  𝑝(𝑎 − 𝑏) =  𝑝(𝑎 − 𝑏)𝑝 = 𝐽𝑝(𝑎 − 𝑏)  elde edilir. Buradan 𝜀 =
1

𝑚

seçilirse 𝐽𝑝 nin sıra koruyan bir dönüşüm olması, norm tanımı ve Lemma 3.4.4 

den 

(𝑎 − 𝑏)+  =  𝐽𝑝(𝑎 − 𝑏) ≤ 𝐽𝑝(𝑎 − 𝑎𝑁𝑚
≤ ║𝐽𝑝(𝑎 − 𝑎𝑁𝑚

)║ ≤ ║𝑎 − 𝑎𝑁𝑚
║ ≤

1

𝑚

elde edilir, yani 𝑚(𝑎 − 𝑏)+ ≤ 1 dir. A Arşimet olduğundan (𝑎 − 𝑏)+ ≤ 0  olur.

Fakat 0 ≤ (𝑎 − 𝑏)+ dır. Bu nedenle (𝑎 − 𝑏)+ =  0 dır. O halde Uyarı 3.3.2 den

(𝑎 − 𝑏) = (𝑎 − 𝑏)+ − (𝑎 − 𝑏)− = −(𝑎 − 𝑏)− ≤ 0, yani 𝑎 ≤ 𝑏 elde edilir.

(ii) (i) den her 𝑚 ∈ ℕ  için  𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑁𝑚
≤ 𝑎 +

1

𝑚
 olduğu 

bilinmektedir. O zaman her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑎𝑛 ≤ 𝑎 +
1

𝑚
 dir ve A Arşimet olduğundan 
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𝑎𝑛 − 𝑎 ≤ 0 , yani 𝑎𝑛 ≤ 𝑎  dır. Eğer her 𝑛 ∈ ℕ  için 𝑎 ≤ 𝑏  ise (i) den 𝑎 ≤ 𝑏  dir; 

böylece a, (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ in en küçük üst sınırıdır. 

 (iii) (𝑐𝑛)𝑛∈ℕ,  𝐴+ da bir dizi ve 𝑐𝑛 → 𝑐 olsun. O zaman −𝑐𝑛 → −𝑐 olur 

ve her 𝑛 ∈ ℕ için −𝑐𝑛 ≤ 0  ise −𝑐𝑛 ≤ 0 bulunur. O halde (i) den 𝑐 ∈ 𝐴+, yani 

𝐴+, 𝐴 da norm kapalıdır.                     

Tanım 3.4.8 (Foulis, 2010) Her 𝑎 ∈ 𝐴 için ∅𝑎: 𝐴 → 𝑃  sasaki dönüşümü, her 

𝑏 ∈ 𝐵 için ∅𝑎(𝑏)  =  (𝐽𝑎(𝑏))
𝑜

 =  (𝑎𝑏𝑎)𝑜 olarak tanımlanır. 

Teorem 3.4.9 (Foulis, 2010)  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 olsun. Aşağıdakiler geçerlidir: 

(i) ∅𝑎(𝑏) ≤ ∅𝑎(1) = 𝑎𝑜. 

(ii) 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ⇒ ∅𝑎(𝑏) ≤ ∅𝑎(𝑐). 

(iii) 0 ≤ 𝑏 𝑖𝑠𝑒 ∅𝑎(𝑏)𝑐 =  0 ⇒ ∅𝑎(𝑐)𝑏 =  0. 

(iv) 0 ≤ 𝑏, 𝑐 𝑖𝑠𝑒 ∅𝑎(𝑏)𝑐 =  0 ⇔ ∅𝑎(𝑐)𝑏 =  0. 

(v) 0 ≤ 𝑏 𝑖𝑠𝑒 ∅𝑎(𝑏)  =  ∅𝑎(𝑏𝑜). 

Kanıt 

  (i) 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑜  =  𝑎𝑏𝑎 olduğundan Teorem 3.2.10 dan ∅𝑎(𝑏) = (𝑎𝑏𝑎)𝑜 ≤

𝑎𝑜 = ∅𝑎(1) elde edilir. 

 (ii) 𝑏 ≤ 𝑐  olsun. 𝐽𝑎  bir sıra koruyan dönüşüm olduğundan 0 ≤ 𝐽𝑎(𝑏) ≤

𝐽𝑎(𝑐) dir ve Teorem 3.2.10 dan (𝐽(𝑏))
𝑜

≤ (𝐽𝑎(𝑐))
𝑜
 olur. O halde ∅𝑎(𝑏) ≤ ∅𝑎(𝑐) 

dir. 

 (iii) 0 ≤ 𝑏  ve ∅𝑎(𝑏)𝑐 =  0  olsun. (𝑎𝑏𝑎)𝑜𝑐 =  0  ise taşıyıcı izdüşüm 

tanımından 𝑎𝑏𝑎𝑐 =  0  dır.  (𝑎𝑐𝑎)𝑏(𝑎𝑐𝑎)  =  𝑎𝑐(𝑎𝑏𝑎𝑐)𝑎 =  0 olduğuna göre 
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(SA4) den 𝑎𝑐𝑎𝑏 =  𝑏𝑎𝑐𝑎 =  0  olur. Taşıyıcı izdüşüm tanımından (𝑎𝑐𝑎)𝑜  =

 ∅𝑎(𝑐)𝑏 =  0 elde edilir.

(iv)  (iii) den açıktır. 

(𝑣) 0 ≤ 𝑐 olsun. Taşıyıcı izdüşüm tanımından ∅𝑎(𝑐)𝑏 =  0 ⇔ ∅𝑎(𝑐)𝑏𝑜 =

0 olur ve 0 ≤ 𝑏𝑜  olduğundan (iv) den ∅𝑎(𝑐)𝑏𝑜  =  0 ⇔ ∅𝑎(𝑏𝑜)𝑐 =  0 bulunur.

O halde ∅𝑎(𝑏)𝑐 =  0 ⇔ ∅𝑎(𝑏𝑜)𝑐 =  0  elde edilir. 𝑐 =  1 − ∅𝑎(𝑏𝑜)  alınırsa

∅𝑎(𝑏𝑜)𝑐 =  ∅𝑎(𝑏𝑜)(1 − ∅𝑎(𝑏𝑜))  =  0 olur ve taşıyıcı izdüşüm tanımından

∅𝑎(𝑏)(1 − ∅𝑎(𝑏𝑜))   =   ∅𝑎(𝑏) − ∅𝑎(𝑏)∅𝑎(𝑏𝑜)  =  0  elde edilir. ∅𝑎(𝑏)  =

(𝑎𝑏𝑎)𝑜 ∈ 𝐸  ve ∅𝑎(𝑏)𝑜  =  (𝑎𝑏𝑜𝑎)𝑜 ∈ 𝑃  ve ∅𝑏  =  ∅𝑎(𝑏)∅𝑎(𝑏𝑜)  olduğundan

Teorem 3.2.4 den ∅𝑎(𝑏) ≤ ∅𝑎(𝑏𝑜) bulunur. Benzer şekilde ∅𝑎(𝑏𝑜) ≤ ∅𝑎(𝑏) elde

edilir. O halde ∅𝑎(𝑏)  =  ∅𝑎(𝑏𝑜) dir.                       

Teorem 3.4.10 (Foulis, 2010) 0 ≠  𝑣 ∈ 𝑃  olsun ve 𝑣𝐴𝑣 ≔ 𝐽𝑣(𝐴)  =

 {𝑣𝑎𝑣: 𝑎 ∈ 𝐴}  =  {𝑏 ∈ 𝐴: 𝑏 = 𝑏𝑣 = 𝑣𝑏}  olarak tanımlansın. 𝑣𝐴𝑣  birim elemanı 

𝑣 ve genişletilmiş cebri 𝑣𝑅𝑣 olan bir sinaptik cebirdir. Arıca her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑣𝐴𝑣 için 

𝑎𝑜𝑏, 𝑎𝑜 ,║𝑎║, 𝑎+, 𝑎−, 𝑠𝑔𝑛(𝑎) ∈ 𝑣𝐴𝑣; 𝐽𝐴 ⊆ 𝑣𝐴𝑣; ∅𝑎(𝐴) ⊆ 𝑣𝐴𝑣  ve 0 ≤ 𝑎 ⇒ 𝑎
1

2 ∈

𝑣𝐴𝑣 dir. 

Kanıt Lemma 3.4.4 den 𝐽𝑣: 𝐴 → 𝐴 norm sürekli ve 𝑣𝐴𝑣 𝐽𝑣 nin sabit noktalarının 

kümesi olduğundan 𝑣𝐴𝑣, 𝐴 nın norm kapalı lineer alt uzayıdır. 

𝑏 ∈ 𝑣𝐴𝑣  olsun. O zaman 𝑏 ≤ 𝑛 =  𝑛. 1  olacak şekilde 𝑛 ∈ ℕ  vardır ve 

böylece 𝑏 =  𝐽𝑣(𝑏) ≤ 𝑛𝐽𝑣(1)  =  𝑛𝑣 bulunur. Bu nedenle 𝑣 𝑣𝐴𝑣  deki sıralı

birimdir. 
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Benzer şekilde 0 ≤ 𝜆 ∈ ℝ ise − 𝜆 ≤ 𝑏 ≤ 𝜆 ve 𝑏 > 0  olduğundan −𝜆𝑣 ≤

𝑏 ≤ 𝜆𝑣  olur; böylece 𝑏 ≠  0 olduğundan −𝜆 ≤ 𝑏 ≤ 𝜆 elde edilir. 0 ≤ 𝑣 ≤ 1 

nedeniyle ║𝑏║ =  inf {0 < 𝜆 ∈ ℝ ∶  −𝜆𝑣 ≤ 𝑏 ≤ 𝜆𝑣}  bulunur; yani 𝑣𝐴𝑣 , (SA1) 

koşulunu sağlar. 

 𝑥 ∈ 𝑣𝐴𝑣 olsun. O halde 𝑥 =  𝑣𝑎𝑣 olacak şekilde öyle bir 𝑎 ∈ 𝐴 vardır. 

𝑥2  =  (𝑣𝑎𝑣)2  =  (𝑣𝑎𝑣)(𝑣𝑎𝑣)  =  𝑣𝑎𝑣2𝑎𝑣 =  𝑣𝑎2𝑣

dir. 𝑎 ∈ 𝐴 olduğundan, SA2 den, 𝑎2 ∈ 𝐴+ ve 𝑣 ∈ 𝐴, 𝑎2 ∈ 𝐴3  olduğundan (SA3)

den 𝑣𝑎2𝑣 ∈ 𝑣𝐴+𝑣; böylece 𝑥2 ∈ 𝑣𝐴+𝑣  bulunur. O halde 𝑣𝐴𝑣 , (SA2) koşulunu

sağlar. 

𝑥, 𝑦 ∈  (𝑣𝐴𝑣)+ = 𝑣𝐴+𝑣  ve 𝑥 = 𝑣𝑎𝑣  , 𝑦 =  𝑣𝑏𝑣  olsun. 𝑥𝑦𝑥 =

 (𝑣𝑎𝑣)(𝑣𝑏𝑣)(𝑣𝑎𝑣)  =  𝑣𝑎𝑣2𝑏𝑣2𝑎𝑣 =  𝑣𝑎𝑣𝑏𝑣𝑎𝑐 ∈ 𝑣𝐴+𝑣 =  (𝑣𝑎𝑣)+ olduğundan

𝑣𝐴𝑣, (SA3) koşulunu sağlar. 

𝑥 ∈ (𝑣𝐴𝑣), 𝑦 ∈ (𝑣𝐴𝑣)+, 𝑥 =  𝑣𝑎𝑣 , 𝑦 =  𝑣𝑏𝑣 ve 𝑥𝑦𝑥 =  0 olsun. (SA4)

den 𝑣𝑎𝑣𝑏𝑣 =  𝑣𝑏𝑣𝑎𝑣 =  0  olur.𝑣 =  𝑣2  olduğundan 𝑣𝑎𝑣𝑣𝑏𝑣 =  𝑣𝑏𝑣𝑣𝑎𝑣 =  0

dır, yani 𝑥𝑦 =  𝑦𝑥 =  0 olur. O zaman 𝑣𝐴𝑣, (SA4) koşulunu sağlar. 

0 ≤ 𝑏 ∈ 𝑣𝐴𝑣  olsun. 𝑏 =  𝑣𝑏 =  𝑏𝑣  ve 𝑏
1

2⁄ ∈ 𝐶𝐶(𝑏)  olduğundan

0 ≤ 𝑣𝑏
1

2⁄ 𝑣 =  𝑣𝑏
1

2⁄  =  𝑏
1

2⁄ 𝑣 , (𝑣𝑏
1

2⁄ )2  =  𝑏 olur, böylece Teorem 3.2.2 den

𝑏
1

2⁄  =  𝑣𝑏
1

2⁄  elde edilir. O halde  𝑏
1

2⁄ ∈ 𝑣𝐴𝑣 yani (SA5) sağlanır.

𝑏 ∈ 𝑣𝐴𝑣 olsun. O halde 𝑏 =  𝑏𝑣 =  𝑣𝑏  dir ve buradan 𝑏𝑜 ∈ 𝐶𝐶(𝑏), 𝑣 ∈

𝐶(𝑏) olduğundan 𝑏𝑜𝑣 =  𝑣𝑏𝑜 , yani 𝑏𝑜 ≤ 𝑣  elde edilir. Teorem 3.2.4 den 𝑏𝑜  =

 𝑏𝑜𝑣 =  𝑣𝑏𝑜 olduğundan 𝑏𝑜 ∈ 𝑣𝐴𝑣 elde edilir. Böylece (SA6) sağlanmış olur.
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𝑣 ≤ 𝑏 ∈ 𝑣𝐴𝑣 olsun. O zaman 𝑏 =  𝑣𝑏 + 𝑏𝑣 dir. 1 =  𝑣 + (1 − 𝑣) ≤ 𝑏 +

(1 − 𝑣)  olduğundan (SA7) den 1 =  𝑐(𝑏 + 1 − 𝑣)  =  (𝑏 + 1 − 𝑣)𝑐  olacak 

şekilde 𝑐 ∈ 𝐴 vardır. 

1 =  𝑐𝑏 + 𝑐 − 𝑐𝑣 =  𝑏𝑐 + 𝑐 − 𝑣𝑐  eşitliğinde 𝐽𝑣  dönüşümü altındaki 

görüntüleri alınırsa 𝑣 = 𝑣 𝑐𝑏𝑣 + 𝑣𝑐𝑣 − 𝑣𝑐𝑣 =  𝑣𝑏𝑐𝑣 + 𝑣𝑐𝑣 − 𝑣𝑐𝑣  elde edilir. 

Buradan 𝑣 =  𝑣𝑐𝑣𝑏 =  𝑏𝑣𝑐𝑣 ve 𝑣𝑐𝑣 ∈ 𝑣𝐴𝑣 olduğundan (SA7) gerçeklenir. 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑣𝐴𝑣 ve 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ≤ ⋯ , 𝐶(𝑏) nin değişmeli ikili elemanlarının 

artan bir dizisi olsun.  lim𝑛→∞ ‖𝑎 − 𝑎𝑛‖ = 0  ise lim𝑛→∞‖𝑣𝑥𝑣 − (𝑣𝑥𝑛𝑣)‖ = 0  ve

buradan lim𝑛→∞‖𝑣(𝑥 − 𝑥𝑛)𝑣‖ = 0 , yani 𝑎 ∈ 𝐶(𝑏)  elde edilir. 𝑣𝐴𝑣  için (SA8)

sağlanmış olur. 

O halde 𝑣𝑎𝑣 bir sinaptik cebirdir.  

3.5 İzdüşüm Kafeslerinin Ortomodülerliği 

Bu bölümde sinaptik cebirler üzerinde izdüşüm kafesleri tanıtılmış ve bu 

kafeslerin ortomodülerliği incalenmiştir. 

Tanım 3.5.1 (Foulis, 2010)  : 𝑃 → 𝑃  dönüşümü her 𝑝 ∈ 𝑃  için 𝑝 ≔ 1 − 𝑝 

olarak tanımlanır. 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 için 𝑝, 𝑞 ya diktir ( 𝑝  𝑞) eğer ve yalnız eğer 𝑝 ≤  𝑞 

dir. 

𝑝  𝑞 olsun. O zaman 𝑝 ≤ 𝑞   = 1 − 𝑞 ve böylece 𝑞 ≤ 1 − 𝑝 dir. O halde 

𝑞  𝑝 dir. 

𝑝   𝑝  olsun. O zaman 𝑝 ≤ 1 − 𝑝  dir. Teorem 3.2.4 den 𝑝 =  𝑝(1 −

𝑝)𝑝 =  𝑝2 − 𝑝2  =  0 elde edilir.
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Tanım 3.5.2 (Foulis, 2010)  X bir kısmi sıralı küme olsun. X den X e 𝑥 → 𝑥 ile 

tanımlı dönüşümü involution olarak adlandırılır eğer ve yalnız eğer bu dönüşüm 

sıra koruyandır ve her 𝑥 ∈ 𝑋  için (𝑥) = 𝑥  dir. Bir ortomodüler poset X, en 

küçük elemanı 0, en büyük elemanı 1 ve involution    : 𝑋  → 𝑋 ile birlikte her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için aşağıdaki koşulları sağlayan bir kümedir: 

(i) 𝑥  ve 𝑥  nün en büyük alt sınırı 𝑥 ∧ 𝑥 ,  X de mevcuttur ve 

𝑥 ∧ 𝑥  =  0 dır. 

(ii) 𝑥 ≤ 𝑦 ise en küçük üst sınır 𝑥 ∨ 𝑦, X de mevcuttur. 

(iii) 𝑥 ≤ 𝑦 ise 𝑦 =  𝑥 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) dir. 

Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , X de bir en büyük alt sınır 𝑥 ∧ 𝑦 ve en küçük üst sınır 𝑥 ∨ 𝑦 

ye sahipse bir ortomodüler poset X, bir ortomodüler kafes olur. 

X bir poset ve 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. 𝑎 =  𝑥 ∧ 𝑦 yazılıyorsa, x ve y nin en 

büyük alt sınırı X de mevcuttur ve b ye eşittir. X deki 𝑥 → 𝑥  involutionı De 

Morgan kuralına neden olur ve buradan infimayı supremaya ve supremayı da 

infimaya dönüştürür. 

Örneğin; 𝑎 =  𝑎 ∧ 𝑦 ise 𝑎  =  𝑥  ∨ 𝑦  dir. X en küçük eleman 0 ve en 

büyük eleman 1 e sahipse  0  =  1 ve 1  =  0 dır.  𝑝 →  =  1 − 𝑝 (𝑒 → 1 − 𝑒) 

dönüşümünün, P kısmi sıralı kümesi (E kısmi sıralı kümesi) üzerinde bir 

involution olduğu açıktır ve 𝑎 → −𝑎 dönüşümü de A da bir involution dur. 

X ortocomplemantation gibi 𝑥 →  𝑥   ile birlikte bir ortomodüler poset 

olsun. Tanım 3.5.2 den ve De Morgan kuralından 𝑥 ∧ 𝑥  =  0 ve 𝑥 ∨ 𝑥  =  1 dir 

ve 𝑥 , 𝑥 in X de bir ortocomplementidir. 
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𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≤ 𝑦 olsun.𝑥 ≤ (𝑦) olduğundan, Tanım 3.5.2 den 𝑥 ∨ 𝑦, 

X de mevcuttur ve De Morgan kuralından 𝑥 ∧ y  =  (𝑥 ∨ 𝑦)  dir ve X de 

mevcuttur. 𝑥 ≤ 𝑥 ∨ 𝑥  =  (𝑥  ∧ 𝑦)   olduğundan ve Tanım 3.5.2 den 𝑥 ∨ (𝑥 

∧ 𝑦) supremumu X de mevcuttur. Teorem 3.5.2 deki 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑦 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) 

koşulu ortomodülerlik kuralı olarak adlandırılır. 

Lemma 3.5.3 (Foulis, 2010)  Her 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 için aşağıdakiler geçerlidir: 

(i)  𝑝 𝐶 𝑞 ise 𝑝𝑞 =  𝑝 ∧ 𝑞 dir. 

(ii)  𝑝𝑞  ise 𝑝𝑞 =  0 dir. 

(iii) 𝑝𝑞  ise 𝑝 ∨ 𝑞 =  𝑝 + 𝑞 dir. 

(iv) 𝑝 ≤ 𝑞  ise 𝑞 − 𝑝 =  𝑝 ∧ 𝑞 ∈ 𝑃 dir. 

(v) 𝑃, bir monoton ortocomplemantation gibi 𝑝 → 𝑝 ≔ 1 − 𝑝 bir 

ortomodüler poşettir. 

Kanıt 

(i) 𝑝𝑞 =  𝑞𝑝  olsun. (𝑝𝑞)2  =  (𝑝𝑞)(𝑝𝑞) =  𝑝2𝑞2  =  𝑝𝑞  olduğundan

𝑝𝑞 ∈ 𝑃  ve 𝑝(𝑝𝑞) =  𝑝𝑞 , 𝑞(𝑝𝑞) =  𝑝𝑞  dur. Bu nedenle Teorem 3.2.4 den 𝑝𝑞 ≤

𝑝, 𝑞 olur. 

𝑟 ∈ 𝑃 ve 𝑟 ≤ 𝑝, 𝑞 olsun. Teorem 3.2.4 den 𝑟𝑝 =  𝑝𝑟 =  𝑟  ve 𝑟𝑞 =  𝑞𝑟 =

 𝑟  dir. 𝑟𝑝 =  𝑝𝑟 =  𝑟  eşitliği 𝑞  ile sağ taraftan çarpılırsa 𝑟𝑝𝑞 =  𝑝𝑟𝑞 =  𝑟𝑞 =  𝑟 

elde edilir. O halde Teorem 3.2.4 den 𝑟 ≤ 𝑝𝑞 , yani 𝑝𝑞 =  𝑝 ∧ 𝑞 dır. 

(𝑖𝑖) 𝑝𝑞 ⇔ 𝑝 ≤ 1 − 𝑞 ⇔ 𝑝 =  𝑝(1 − 𝑞) =  𝑝 − 𝑝𝑞 ⇔ 𝑝𝑞 =  0 dır. 
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(𝑖𝑖𝑖) 𝑝𝑞  olsun.  (ii)  den 𝑝𝑞 =  0  ve Lemma 3.2.9 dan 𝑞𝑝 =  0  dır. 

(𝑝 + 𝑞)2  =  𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞𝑝 + 𝑞2  =  𝑝2 + 𝑞2  =  𝑝 + 𝑞  olduğundan 𝑝 + 𝑞 ∈ 𝑃 

dir. 0 ≤ 𝑝, 𝑞 ise 𝑝, 𝑞 ≤ 𝑝 + 𝑞 dur. 

𝑝, 𝑞 ≤ 𝑟  , 𝑟 ∈ 𝑃  olsun. O zaman Teorem 3.2.4 den 𝑝 =  𝑝𝑟  ve 𝑞 =  𝑞𝑟 

dir. Buradan 𝑝 + 𝑞 =  (𝑝 + 𝑞)𝑟, yani 𝑝 + 𝑞 ≤ 𝑟 dir. O halde 𝑝 + 𝑞 =  𝑝 ∨ 𝑞 dir. 

(𝑖𝑣) 𝑝 ≤ 𝑞 =  (𝑞)  olsun. O zaman 𝑝𝑞  dir. (iii)  den 𝑝 ∨ 𝑞  = 𝑝 +

𝑞 ∈ 𝑃  ve De Morgan kuralından (𝑝 + 𝑞) = 𝑝 ∧ 𝑞 ∈ 𝑃  elde edilir. (𝑝 +

𝑞) = 1 − (𝑝 + 1 + 𝑞)  =  𝑞 − 𝑝 ∈ 𝑃 olduğundan 𝑞 − 𝑝 = 𝑝 ∧ 𝑞 ∈ 𝑃 bulunur. 

(𝑣) P posetinde en küçük elemanın 0 ve en büyük elemanın 1 olduğu 

açıktır. 𝑝 ∈ 𝑃 ve  𝑝  =  1 − 𝑝 olsun.𝑝 ∧ 𝑝  = 𝑝𝑝 = 𝑝(1 − 𝑝)  = 𝑝 − 𝑝2 = 𝑝 −

𝑝 = 0 , yani 𝑝  𝑝 dolayısıyla 𝑝𝑝 = 0 dır. 

𝑝, 𝑟 ∈ 𝑃  ve 𝑝 ≤ 𝑟 = 1 − 𝑟  olsun. O zaman Teorem 3.2.4 den 𝑝 =

 𝑝(1 − 𝑟)  =  (1 − 𝑟)𝑝 ve böylece 𝑝𝑟 =  𝑟𝑝 =  0, yani 𝑝𝑞 dur. O zaman (iii) 

den 𝑝 ∨ 𝑞 =  𝑝 + 𝑞 ∈ 𝑃 bulunur. 

𝑝, 𝑟 ∈ 𝑃  ve 𝑝 ≤ 𝑟  olsun. Teorem 3.2.4 den 𝑝 =  𝑝𝑟 =  𝑟𝑝  dir. 𝑟 𝐶 𝑝  ise 

𝑟 𝐶 (1 − 𝑝) olur ve (𝑟 − 𝑝) = 1 − (𝑟 − 𝑝)  =  1 − 𝑟 + 𝑝 ise 𝑝 ≤ (𝑟 − 𝑝)  yani 

𝑝(𝑟 − 𝑝) olduğundan  

     𝑝 ∨ (𝑝⟘ ∧ 𝑟) = 𝑝 ∨ ((1 − 𝑝) ∧ 𝑟) 

     = 𝑝 ∨ ((1 − 𝑝)𝑟) 

     = 𝑝 ∨ (𝑟 − 𝑝𝑟) 

     = 𝑝 ∨ (𝑟 − 𝑝) 
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 = 𝑝 + (𝑟 − 𝑝) 

 = 𝑟 

bulunur. O halde P,  bir orthocomplementation gibi 𝑝 → 𝑝: 1 − 𝑝 ile birlikte bir 

ortomodüler poşettir.  

Teorem 3.5.4 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 olsun. O zaman aşağıdakiler vardır: 

(i) 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 ise 𝜙𝑎(𝑝)𝑞 ⇔ 𝑝 𝜙𝑎(𝑞) dır.

(ii)  𝜙𝑎 , P de mevcut olan tüm supremaları korur ve eğer 𝑄 ⊆ 𝑃 ve 

𝑟 = ⋁𝑄 ise 𝜙𝑎(𝑟) =  ⋁{𝜙𝑎(𝑞) ∶ 𝑞 ∈ 𝑄} dir.

Kanıt 

(𝑖) (⇒) 𝜙𝑎(𝑝)  olsun. O zaman (𝑎𝑝𝑎)𝑜 ≤ (1 − 𝑞) dur ve Teorem 3.2.4

den 𝑎𝑝𝑎(1 − 𝑞) =  𝑎𝑝𝑎 − 𝑎𝑝𝑎𝑞 =  𝑎𝑝𝑎  dır. Buradan 𝑎𝑝𝑎𝑞 =  0  bulunur ve 

taşıyıcı izdüşüm tanımından (𝑎𝑝𝑎)𝑜𝑞 = 𝜙𝑎(𝑞) =  0 olur. O halde Teorem 3.4.9

dan 𝜙𝑎(𝑞)𝑝 =  (𝑎𝑞𝑎)𝑜𝑝 =  0  olur ve buradan 𝑎𝑞𝑎𝑝 = −𝑎𝑞𝑎𝑝 = 0 , yani

𝑎𝑞𝑎 − 𝑎𝑞𝑎𝑝 =  𝑎𝑞𝑎(1 − 𝑝) =  𝑎𝑞𝑎  elde edilir. O zaman (𝑎𝑞𝑎)𝑜 ≤ (1 − 𝑝)  ve

böylece 𝜙𝑎(𝑞)  bulunur.

(⇐) Benzer şekilde elde edilir. 

(𝑖𝑖) 𝑄 ⊆ 𝑃  ve 𝑟 ∈ ⋁𝑄  olsun. O zaman her 𝑞 ∈ 𝑄  için 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑟  dir ve 

Teorem 3.4.9 dan 𝜙𝑎(𝑞) ≤  𝜙𝑎(𝑟) dir.

Her 𝑞 ∈ 𝑄  için 𝑡 ∈ 𝑃  ve 𝜙𝑎(𝑞) ≤ 𝑡  olsun. O zaman her 𝑞 ∈ 𝑄  için

𝜙𝑎(𝑞) 𝑡  dir. Bu nedenle (i)  den 𝑞 𝜙𝑎(𝑡)  yani 𝑞 ≤  (𝜙𝑎(𝑡))  elde edilir.

Buradan 𝑟 =  ⋁𝑄 olduğundan 𝑟 ≤  (𝜙𝑎(𝑡)) olur, bu ise 𝑟 𝜙𝑎(𝑡)  demektir.
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Böylece 𝜙𝑎(𝑟) 𝑡 , yani 𝜙𝑎(𝑟) ≤ 𝑡  elde edilir. O halde 𝜙𝑎(𝑟)  =   ⋁{𝜙𝑎(𝑞) ∶

𝑞 ∈ 𝑄} dir.  

Lemma 3.5.5 (Foulis, 2010)  𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑃 olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır: 

(i) 𝜙𝑎(𝑞) ≤ 𝑝.

(ii)  𝑟 ≤ 𝑝 ⇔  𝜙𝑝(𝑟) = 𝑟.

(iii) 𝑟 𝑝 ⇔  𝜙𝑞(𝑟) = 0.

(iv)  𝑝 ∧ 𝑞, P de mevcuttur ve 𝑝 ∧ 𝑞 =  𝑝 − 𝜙𝑝(𝑞) dır.

Kanıt 

(𝑖) Teorem 3.4.9 dan 𝜙𝑝(𝑟) ≤  𝑝𝑜  =  𝑝 dir.

(𝑖𝑖) (⇒) 𝑟 ≤ 𝑝  ise Teorem 3.2.4 den 𝑟 =  𝑝𝑟 =  𝑟𝑝 dir. O zaman 𝜙𝑝(𝑟) =

 (𝑝𝑟𝑝)𝑜 = (𝑟𝑝)𝑜 = 𝑟𝑜 =  𝑟  elde edilir.

(⇐) 𝜙𝑝(𝑟)  =  𝑟 olsun. (i) den 𝑟 =  𝜙𝑝(𝑟) ≤ 𝑝 bulunur.

(𝑖𝑖𝑖)  𝑟 𝑝  olsun. Lemma 3.5.3 den 𝑟𝑝 =  0 , (SA4) den 𝑝𝑟𝑝 =  0  ve 

Teorem 3.2.10 dan (𝑝𝑟𝑝)𝑜 = 0  dır. O halde 𝜙  nin tanımından 𝜙𝑝(𝑟)  =  0

bulunur. 

(𝑖𝑣)  𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃  olsun. 𝑝 𝐶 𝑞 ise 𝑝𝐶(1 − 𝑞)  dir. 𝑡 ≔ (𝜙𝑝(𝑞)) = 1 −

𝜙𝑝(𝑞) ∈ 𝑃  olsun. (i)  den 𝜙𝑝(𝑞) ≤ 𝑝  dir. 𝜙𝑝(𝑞) ∈ 𝑃 ⊆ 𝐸  olduğuna göre

Teorem 3.2.4 den 𝜙𝑝(𝑞)𝑝 =  𝑝 𝜙𝑝(𝑞)  =  𝜙𝑝(𝑞)  olur. 𝑝 𝐶 𝜙𝑝(𝑞) ise

𝑝 𝐶 (𝜙𝑝(𝑞))  =  𝑡 dir. Lemma 3.5.3 den,

𝑝 ∧ 𝑡 =  𝑝𝑡 =  𝑡𝑝 =  𝑝 (1 − 𝜙𝑝(𝑞))  = 𝑝 − 𝑝𝜙𝑝(𝑞) = 𝜙𝑝(𝑞) ∧ 𝑝 ∈ 𝑃 
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bulunur. 𝑝 ∧ 𝑡 = (𝜙𝑝(𝑞))


∧ 𝑝 ≤  (𝜙𝑝(𝑞))  olduğundan 𝑝 ∧ 𝑡 𝜙𝑝(𝑞)  dir.

Teorem 3.5.4 den 𝜙𝑝(𝑝 ∧ 𝑡) 𝑞 ; yani 𝜙𝑝(𝑝 ∧ 𝑡) ≤ 𝑝, 𝑞 dur.

𝑟 ∈ 𝑃  ve  𝑟 ≤ 𝑝, 𝑞 olsun. (iii) den 𝜙𝑝(𝑟)  =  𝑟 ≤ 𝑞 ve buradan 𝜙𝑝(𝑟) 𝑞

olur. Teorem 3.5.4 den r 𝜙𝑝(𝑞)  ve böylece r ≤  (𝜙𝑝(𝑞) )


 =  t dir. r ≤ p ve

r ≤ t olduğundan r ≤ p ∧ t =  p ∧ q olur. O halde 𝑝 ∧ 𝑡 =  𝑝 ∧ (𝑝 − 𝜙𝑝(𝑞)) =

𝑝 − 𝜙𝑝(𝑞) bulunur.  

Teorem 3.5.6 (Foulis, 2010) P bir ortomodüler kafestir ve her 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃  için 

𝜙𝑝(𝑞) = 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) dir.

Kanıt  P nin bir ortomodüler poset olduğu gösterildi. Bu nedenle P nin bir kafes 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 olsun. Lemma 3.5.5 den 𝑝 ∧ 𝑞 , P de mevcuttur ve De Morgan 

kuralından 𝑝 ∨ 𝑞 =   (𝑝 + 𝑞) , P de mevcuttur. Buradan P bir ortomodüler 

kafestir. 

𝑝 ≤  𝑝 ∨ 𝑞 ve ortomodüler kuralından 

𝑝 ∨ (𝑝 ∨ 𝑞) = 𝑝 ∨ 𝑞 = 𝑝 ∨ (𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)) 

dir. Teorem 3.5.4 ve Teorem 3.5.5 den 

𝜙𝑝(𝑞) = 𝜙𝑝(𝑝) ∨ 𝜙𝑝(𝑞)

= 𝜙𝑝(𝑝 ∨ 𝑞)

= 𝜙𝑝(𝑝 ∨ (𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)))

= 𝜙𝑝(𝑝) ∨ 𝜙𝑝(𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞))
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= 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) 

dir. Bir ortomodüler kafesin iki elemanı 𝑝 ve 𝑞 kıyaslanabilirdir eğer ve yalnız 

eğer 𝑝 =  (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) dir.     

3.6.Tersinirve Regüler Elemanlar 

Bu bölümde sinaptik cebirlerin tersinir ve regüler elemanları üzerinde bazı 

özellikler irdelenmiştir. 

Tanım 3.6.1 (Foulis, 2010) 𝑎 ∈ 𝐴  tersinirdir eğer ve yalnız eğer 𝑎𝑎−1  =

 𝑎−1𝑎 =  1 olacak şekilde bir 𝑎−1 ∈ 𝐴 vardır.

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  , 𝑏 ∈ 𝐶(𝑎)  ve 𝑎  tersinir olsun. O zaman 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎  ve buradan 

𝑎𝑎−1𝑏 =  𝑎−1𝑎𝑏 = 𝑎−1𝑏𝑎 =  𝑏  dir. Eşitlik sağ taraftan 𝑎−1  ile çarpılırsa

𝑎−1𝑏 =  𝑏𝑎−1 elde edilir. O halde 𝑎−1 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) dır.

𝑎𝑜 ∈ 𝐶(𝑎)  ve 𝑎−1 ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  olduğundan 𝑎𝑜𝑎−1  =  𝑎−1𝑎𝑜 dır. O halde

𝑎−1𝑎𝑎𝑜 = 𝑎−1𝑎 =  𝑎𝑜𝑎−1𝑎  ve Teorem 3.2.4 den 𝑎−1𝑎 ≤  𝑎𝑜  yani 1 ≤ 𝑎  dır.

Diğer yandan 𝑎𝑜 ∈ 𝑃 olduğuna göre 𝑎𝑜 ≤ 1 dir. O halde a tersinir ise 𝑎𝑜  =  1

elde edilir. 

Lemma 3.6.2 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 olsun. O zaman aşağıdakiler geçerlidir: 

(i) 0 ≤ 𝑎 ve a tersinir ise 0 ≤  𝑎−1 dir.

(ii)  𝑎 tersinirdir eğer ve yalnız eğer  |𝑎|  tersinirdir ve a tersinir ise 

|𝑎|−1 =  |𝑎−1| dir.

Kanıt 
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(𝑖)  0 ≤ 𝑎 ve 𝑎  tersinir olsun. 𝑎 𝐶 𝑎−1  olduğundan 𝑎 𝐶 (𝑎−1)2  ve (SA2)

den 0 ≤ (𝑎−1)2 olur. O halde Lemma 3.1.5 den 0 ≤ 𝑎(𝑎−1)2 =  𝑎𝑎−1𝑎−1 =  𝑎−1

elde edilir. 

(ii) 𝑠 ≔ 𝑠𝑔𝑛|𝑎|  olsun. Teorem 3.3.6 dan 𝑠 ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  , 𝑠2 =  𝑎𝑜  , 𝑠𝑎 =

 𝑎𝑠 = |𝑎| ve 𝑠|𝑎| = |𝑎|𝑠 = 𝑎 olduğu bilinmektedir. 

(⇒)  𝑎 ∈ 𝐴  tersinir olsun. 𝑠, 𝑎−1, |𝑎| ∈  𝐶𝐶(𝑎)  olduğundan 𝑠 𝐶 𝑎−1  ve

𝑎−1 𝐶 |𝑎|  dır. Buradan |𝑎|(𝑠𝑎−1) =  𝑠|𝑎|𝑎−1 = (𝑠𝑎−1)|𝑎| = 1  elde edilir. O

halde |𝑎| tersinirdir ve |𝑎|−1 =  𝑠𝑎−1 dir.

𝑠2  =  𝑠𝑜  =  1  , 0 ≤ 𝑠𝑎−1  ve 𝑎𝑜  =  1  olduğundan (𝑠𝑎−1)2 =

 (𝑠𝑎−1)(𝑠𝑎−1) = 𝑠2(𝑎−1)2 = 𝑎𝑜(𝑎−1)2 = 1. (𝑎−1)2 = (𝑎−1)2  elde edilir. O

halde |𝑎|−1 =  𝑠𝑎−1 = |𝑠𝑎−1| = |𝑎−1| bulunur.

(⇐) |𝑎|  tersinir olsun. 𝑎𝑠|𝑎|−1 =  𝑎𝑠𝑔𝑛(𝑎)|𝑎|−1 =  |𝑎||𝑎|−1 = 1

olduğundan 𝑎 tersinirdir ve 𝑎−1 = 𝑠|𝑎|−1 olur.  

Teorem 3.6.3 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  için 𝑎 tersinirdir eğer ve yalnız eğer Ԑ ≤ |𝑎| 

olacak şekilde 0 < Ԑ ∈ ℝ vardır. 

Kanıt 𝑎 ∈ 𝐴 tersinir olsun. Lemma 3.6.2 den |𝑎| tersinirdir ve |𝑎|−1  =  
1

|𝑎|
≤ 𝑛 ∈

ℕ  olur. |𝑎|(𝑛 − |𝑎|−1) = |𝑎|𝑛 − |𝑎||𝑎|−1 = 𝑛|𝑎| − |𝑎|−1|𝑎| = (𝑛 − |𝑎|−1)|𝑎|

olduğundan |𝑎| , 𝑛 − |𝑎|−1  ile değişmelidir. |𝑎|, 𝑛 − |𝑎|−1  ile değişmeli

olduğundan Lemma 3.1.5 den 0 ≤ (𝑛 − |𝑎|−1)|𝑎|  ve buradan 1 ≤ 𝑛|𝑎|  dır. O

halde 0 < Ԑ ≔
1

𝑛
 alınırsa Ԑ ≤ |𝑎| olur.
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(⇐)  Tersine 0 < Ԑ ≤ |𝑎|  olsun. O halde 1 ≤ Ԑ−1|𝑎|  olur ve (SA7) den

Ԑ−1|𝑎|  tersinirdir. |𝑎|Ԑ−1(Ԑ−1|𝑎|)−1  =  1  olduğundan |𝑎|−1  =  Ԑ−1(Ԑ−1|𝑎|)−1

seçilirse |𝑎| tersinir bulunur. O halde Lemma 3.7.2 den 𝑎 tersinirdir.     

Tanım 3.6.4 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  olsun. 

(i) von Neumann regülerdir ancak ve ancak 𝑎𝑏, 𝑏𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑎𝑏𝑎 =  𝑎 

olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐴 vardır. 

(ii) 𝑎 regülerdir eğer ve yalnız eğer Ԑ𝑎𝑜 ≤  |𝑎| olacak şekilde 0 < Ԑ ∈

ℝ vardır. 

0 ın hem von Neumann regüler hem de regüler olduğu açıktır. 

Teorem 3.6.5 (Foulis, 2010)  0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. O zaman aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑎 von Neumann regülerdir. 

(ii) 𝑎𝑟 =  𝑟𝑎 =  𝑎𝑜 olacak şekilde  𝑟 ∈  𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜 vardır.

(iii) 𝑎 , 𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜 sinaptik cebirde tersinirdir.

(iv) 𝑎 regülerdir. 

Kanıt 

(𝑖) ⇒ (𝑖𝑖): 𝑎 von Neumann regüler olsun. O zaman tanımdan 𝑎𝑏, 𝑏𝑎 ∈ 𝐴 

ve 𝑎𝑏𝑎 =  𝑎 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐴 vardır. 𝑎𝑏𝑎 =  𝑎 ise 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎 =  𝑎𝑏 ve buradan 

𝑎𝑏 ∈ 𝑃 ve 𝑏𝑎𝑏𝑎 =  𝑏𝑎 dır, bu nedenle 𝑏𝑎 ∈ 𝑃 olur. O zaman 𝑎𝑜 ≤ 𝑎𝑏 =  𝑎𝑎𝑜𝑏

ve 𝑎𝑜 ≤ 𝑏𝑎 =  𝑏𝑎𝑜𝑎  dır. 𝑎𝑎𝑜𝑏𝑎𝑜 =  𝑎𝑜𝑎𝑏𝑎𝑜 =  𝑎𝑏𝑎𝑜 = 𝑎𝑜  ve 𝑎𝑜𝑏𝑎𝑎𝑜 = 𝑎𝑜

olur ve buradan 𝑎𝑜𝑎𝑏𝑎𝑜 = 𝑎𝑜𝑏𝑎𝑎𝑜, yani 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 elde edilir.

𝑟 =  𝑎𝑜𝑏𝑎𝑜 ∈  𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜  olsun. O zaman 𝑟𝑎 = 𝑎𝑜𝑏𝑎𝑜𝑎 =  𝑎𝑜𝑏𝑎𝑎𝑜 =

 𝑎𝑜𝑎𝑜 = 𝑎𝑜 ve   𝑎𝑎𝑜𝑏𝑎𝑜 =  𝑎𝑜𝑎𝑜 = 𝑎𝑜 , yani 𝑎𝑟 =  𝑟𝑎 =  𝑎𝑜 elde edilir.
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(𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑖𝑖): 𝑎𝑟|𝑎|  =  𝑟𝑎|𝑎|  =  |𝑎| ise 𝑟𝑎|𝑎| − |𝑎|  =  0 dır. 

0 =  𝑟𝑎|𝑎| − |𝑎|  =  (𝑟𝑎 − 1)|𝑎|  =  (𝑎 − 1)|𝑎|  =  𝑎|𝑎| − |𝑎| 

dır. O zaman |𝑎| = 𝑎|𝑎| = |𝑎|𝑎 = |𝑎|𝑜𝑎 = 𝑎𝑜𝑎 = 𝑎  olur. Hipotezden 𝑎 ≠ 0

olduğundan |𝑎| ≠ 0 dır, yani 0 < Ԑ ≤ |𝑎| olacak şekilde Ԑ ∈ ℝ vardır. O zaman 

Teorem 3.6.3 den 𝑎, 𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜 sinaptik cebirinde tersinirdir.

(𝑖𝑖𝑖) ⇒ (𝑖): 𝑎 tersinir olsun. O halde 𝑎𝑥 =  1 olacak şekilde 𝑥 = 𝑎𝑜𝑏𝑎𝑜 ∈

 𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜  vardır. 𝑎𝑥 = 𝑎𝑎𝑜𝑏𝑎𝑜 =  𝑎𝑏𝑎𝑜 = 1  dir ve eşitlik sağ taraftan 𝑎  ile

çarpılırsa 𝑎𝑏𝑎 =  𝑎 elde edilir. O halde 𝑎 Von Neumann regülerdir. 

(𝑖𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑣): 𝑎 tersinir olsun. O zaman Teorem 3.6.3 den Ԑ ≤ |𝑎| olacak 

şekilde 0 < Ԑ ∈ ℝ vardır. Ԑ ≤ |𝑎| ise Ԑ𝑎𝑜 ≤ |𝑎|𝑎𝑜 ve buradan Ԑ𝑎𝑜 ≤ |𝑎| dır, yani

𝑎 regülerdir. 

(𝑖𝑣) ⇒ (𝑖𝑖𝑖):  𝑎  regüler olsun. O zaman Ԑ𝑎𝑜 ≤ |𝑎|  olacak şekilde

0 < Ԑ ∈ ℝ  vardır. Buradan Ԑ𝑎𝑜 ≤ |𝑎|𝑎𝑜  ve böylece  𝑎𝑜Ԑ𝑎𝑜 ∈  𝑎𝑜|𝑎|𝑎𝑜  , yani

Ԑ ≤ |𝑎| elde edilir. O halde 𝑎, 𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜 sinaptik cebirde tersinirdir.  

Sonuç Teorem 3.6.7 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎 tersinirdir eğer ve yalnız eğer 𝑎 

regülerdir ve 𝑎𝑜  =  1 dir.

0 ≠  𝑎 ve 𝑎 regüler olsun. O zaman Teorem 3.6.5 de geçen 𝑎 nın 𝑎𝑜𝐴𝑎𝑜

deki tersi, 𝑎 nın A daki psedo-tersi olarak adlandırılır ve 0 ın psedo-tersi 0 dır. 

Eğer 𝑎 regüler ise 𝑎 nın psedo-tersi 𝐶𝐶(𝑎) ya aittir. 

Teorem 3.6.8 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎 regülerdir eğer ve yalnız eğer 𝑎+ ve 𝑎−

regülerdir. 
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Kanıt p ≔ (𝑎+)𝑜  ve 𝑞 ≔ (𝑎−)𝑜  olsun. O zaman Teorem 3.3.3 den 𝑝. 𝑞 ∈

𝐶𝐶(𝑎), 𝑝 + 𝑞 = 𝑎𝑜 , 𝑝𝑞 =  𝑝𝑎− = 0, 𝑞𝑝 = 𝑞𝑎+ = 0, 𝑝𝑎 = 𝑝𝑎+ = 𝑎+, 𝑞𝑎 = 𝑞𝑎− =

 𝑎− dir.

𝑎  regüler olsun. O zaman 𝜀𝑎𝑜 ≤ │𝑎│  olacak şekilde 0 < 𝜀 ∈ ℝ  vardır.

𝜀(𝑝 + 𝑞)  =  𝜀𝑎𝑜 ≤ │𝑎│ =  𝑎+ + 𝑎−  olur ve eşitsizlik 𝑝  ile çarpılırsa 𝑝(𝜀(𝑝 +

𝑞)) ≤ 𝑝(𝑎+ + 𝑎−)  =  𝑝𝑎+ + 𝑝𝑎−  elde edilir. 𝑝𝑎+  =  𝑎+  ve 𝑝𝑎−  =  0

olduğundan 𝑝(𝜀(𝑝 + 𝑞)) ≤ 𝑎+  =  (𝑎+) bulunur. Burada 𝑝 =  (𝑎+)𝑜 olduğundan

𝜀1: 𝜀(𝑝 + 𝑞) alınırsa 𝑎+ nın regüler olduğu elde edilir. Benzer şekilde 𝑎− nin de

regüler olduğu bulunur. 

Tersine, 𝑎+  ve 𝑎−  regüler olsun. O zaman 𝛼𝑝 ≤ 𝑎+  ve 𝛽𝑞 ≤ 𝑎−  olacak

şekilde 0 < 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ  vardır. 𝜀 ≔ min {𝛼, 𝛽}  olarak seçilirse 𝜀𝑎𝑜  =  𝜀(𝑝 + 𝑞) ≤

𝑎+ + 𝑎−  =  │𝑎│, yani 𝑎 nın regüler olduğu bulunur.  

Sonuç Teorem 3.6.9 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴 tersinirdir eğer ve yalnız eğer 𝑎𝑜  =  1

dir. Ayrıca 𝑎+ ve 𝑎− regülerdir.

3.7 Spektral Çözüm 

Bu bölümde sinaptik cebirler üzerinde özel kompresyon dönüşümleri 

incelenmiştir. 

Tanım 3.7.1 (Foulis, 2010)  Bir 𝑎 ∈ 𝐴, bir 𝑝 ∈ 𝑃 ile uyumludur  eğer ve 

yalnız eğer ve yalnız eğer 𝑎 =  𝐽𝑝(𝑎) + 𝐽1−𝑝(𝑎) dır.

C(p), 𝑝 ile uyumlu olan 𝐴 nın bütün elemanlarının kümesidir. 

Tanım 3.7.2 (Foulis, 2010)  𝐴 da 𝑝 ile odaklanmış bir kompresyon her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 

ve her 𝑒 ∈ 𝐸 için aşağıdaki koşulları sağlayan bir 𝐽: 𝐴 → 𝐴 dönüşümüdür: 
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(i) 𝑝 =  𝐽(1) ∈ 𝐸. 

(ii) 𝐽(𝑎+𝑏) =  𝐽(𝑎) + 𝐽(𝑏).

(iii) 𝑎 ≤ 𝑏 ise 𝐽(𝑎) ≤ 𝐽(𝑏) dir.

(iv) 𝑒 ≤ 𝑝 ise 𝐽(𝑒) = 𝑒 dir.

(v) 𝐽(𝑒)  =  0 ise 𝑒 ≤ 1 − 𝑝 dir.

Tanım 3.7.3 (Foulis, 2010)  𝐴  nın bir kompresyon bazı, 𝐴  daki (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃

kompresyonlarının bir ailesidir eğer ve yalnız eğer 𝑃, 𝐸 nin bir normal alt efekt 

cebiridir ve 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑃 ve 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 ≤ 1 ise 𝐽𝑝+𝑟 𝑜 𝐽𝑞+𝑟  =  𝐽𝑟 dir. 

Tanım 3.7.4 (Foulis, 2010)  𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑝 ∈ 𝐸 ise 𝑝, 𝑒 nin izdüşüm örtüsüdür eğer 

ve yalnız eğer her 𝑞 ∈ 𝑃 için 𝑒 ≤ 𝑞 ⇔ 𝑝 ≤ 𝑞 dir. Kompresyon tabanı (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃

izdüşüm kapsama özelliğini sağlar eğer ve yalnız eğer her 𝑒 ∈ 𝐸 için bir izdüşüm 

kapsaması vardır. 

Tanım 3.7.5 (Foulis, 2010)  Kompresyon bazı (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃  spektraldir eğer ve

yalnız eğer hem izdüşüm kapsama hem de kıyaslanabilirlik özelliğini sağlar. 

Teorem 3.7.6 (Foulis, 2010)  (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃 ailesi sıralı-birimli 𝐴  uzayı için bir

spektral kompresyon bazıdır. 

Kanıt Öncelikle, 𝑃 nin, 𝐸 nin bir normal alt efekt cebiri olduğu gösterilmelidir. 

0,1 ∈ 𝑃  ve 𝑝 ∈ 𝑃  için 1 − 𝑝 =  𝑝⊥ ∈ 𝑃  dir. 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃  ve 𝑝 + 𝑞 ≤ 1  olsun. O

zaman Lemma 3.5.3 den 𝑝 + 𝑞 =  𝑝V𝑞 ∈ 𝑃  dir. O halde 𝑃, 𝐸  nin bir alt efekt 

cebiridir. 

𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 ∈ 𝐸 ve 𝑝 ≔ 𝑑 + 𝑒+∈ 𝑃, 𝑞 ≔ 𝑑 + 𝑓 ∈ 𝑃 olsun. O halde 

𝑒 + 𝑞 =  𝑑 + 𝑒 + 𝑓 ≤ 1  dir ve Teorem 3.2.4 den 𝑒 =  𝑒(1 − 𝑞)  =  𝑒 − 𝑒𝑞 , 



48 

böylece 𝑒𝑞 =  0  elde edilir. Ayrıca 𝑑 ≤ 𝑑 + 𝑓 =  𝑞  olduğundan Teorem 3.2.4 

den 𝑑𝑞 =  𝑑 dir. 

𝑝𝑞 =  (𝑑 + 𝑒)𝑞 =  𝑑𝑞 + 𝑒𝑞 =  𝑑 ve benzer şekilde 𝑞𝑝 =  𝑑 elde edilir. 

O halde Lemma 3.5.3 den 𝑑 =  𝑝 ∧ 𝑞 ∈ 𝑃  dir. Böylece 𝑃, 𝐸  nin bir normal alt 

efekt cebiridir. 

𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑃 ve 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 ≤ 1 olsun. O zaman her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑝𝑞 = 𝑝𝑟 =

 𝑞𝑟 = 0, 𝑝 + 𝑟 =  𝑝 ∨ 𝑟 ∈ 𝑃 ve 𝑞 + 𝑟 =  𝑞 ∨ 𝑟 ∈ 𝑃 dir. 

𝐽𝑝+𝑟 (𝐽𝑞+𝑟(𝑎))  =  (𝑝 + 𝑟)(𝑞 + 𝑟)𝑎(𝑞 + 𝑟)(𝑝 + 𝑟)  =  𝑟𝑎𝑟 =  𝐽𝑟(𝑎) dır.

O halde (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃  𝐴 için bir kompresyon bazıdır.

𝑒 ∈ 𝐸 olsun. O zaman Teorem 3.2.10 dan 𝑒𝑜 , 𝑒 ≤ 𝑝 olacak şekildeki en

küçük 𝑝  izdüşümüdür. Buradan (𝐽𝑝) ∈ 𝑃 izdüşüm kapsama özelliğini sağlamış 

olur. 

𝑎 ∈ 𝐴  ve 𝑝 ≔ (𝑎+)𝑜  olsun. Teorem 3.3.3 den ve 𝐶(𝑎) ⊆ 𝐶(𝑝) olduğundan

𝐽𝑝(𝑎)  =  𝑝𝑎𝑝 =  𝑝𝑎 =  𝑎+ ≥ 0   ve 𝐽1−𝑝(𝑎) = (1 − 𝑝)𝑎(1 − 𝑝) = (1 − 𝑝)𝑎 =

𝑎 − 𝑝𝑎 =  𝑎 − 𝑎+ = −𝑎+ ≤ 0  dır. Böylece (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃 kompresyon bazı 

kıyaslanabilirlik özelliğini sağlamış olur. 

O halde (𝐽𝑝)
𝑝

∈ 𝑃  𝐴 için bir spektral kompresyon bazıdır.

𝑎 ∈ 𝐴 ise her 𝑝 ∈ 𝑃  için 

𝑝 ≤ 1 − 𝑎𝑜 ⇔ 𝑎𝑜𝑝 =  0 ⇔ 𝑎𝑝 =  𝑝𝑎 =  0 ⇔ 𝑎 ∈ 𝐶, 𝑃
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ve  𝐽𝑝(𝑎)  =  0  olduğu açıktır. Buradan her 𝑎 ∈ 𝐴  için 𝑎ˈ ≔ 1 − 𝑎𝑜  olarak

tanımlanan ˈ: 𝐴 → 𝑃  dönüşümü 𝐴  daki Rickort dönüşümü gibi efektiftir. Her 

𝑝 ∈ 𝑃  için 𝑝 ˈ =  1 − 𝑝 =  𝑝⊥ olduğu not edilmelidir.

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃  olsun. Her 𝑝 ∈ 𝑃  için 𝑎 ∈ 𝐶(𝑝) ⇒ 𝑏 ∈ 𝐶(𝑝)  ise 𝑏 ∈ 𝐶𝑃𝐶(𝑎) 

notasyonu ile gösterilir. 𝑏 ∈ 𝐶𝑃𝐶(𝑎) ⇔ 𝐶(𝑎) ∩ 𝑃 ⊆ 𝐶(𝑏)  dir ve buradan 𝐶𝐶(𝑎) ⊆

𝐶𝑃𝐶(𝑎)  olur. Bu yüzden 𝑎𝑜 , │𝑎│, 𝑎+ ∈ 𝐶𝐶(𝑎)  olduğundan 𝑎𝑜 , │𝑎│, 𝑎+ ∈ 𝐶𝑃𝐶(𝑎)

dır.  

Tanım 3.7.7 (Foulis, 2010)  𝑎 ∈ 𝐴  ve 𝜆 ∈ ℝ olsun 

(i) 𝑎  için spektral alt ve üst  sınırlar 𝐿 ve 𝑈, 𝐿 ≔ sup {𝜆 ∈ ℝ: 𝜆 ≤ 𝑎} 

ve  𝑈 ≔ inf {𝜆 ∈ ℝ: 𝑎 ≤ 𝜆} ile tanımlanır. 

(ii) 𝑑𝜆 ≔ 1 − ((𝑎 − 𝜆)+)𝑜  ile tanımlanan (𝑑𝜆)𝜆∈ℝ  izdüşümlerinin

ailesi 𝑎 nın spectral çözümü olarak adlandırılır. 

(iii) 𝑑𝜆 ≔ (𝑎 − 𝜆)𝑜 ile tanımlanan (𝑑𝜆)𝜆∈𝐼𝑅 izdüşümlerinin ailesi 𝑎 nın

öz düşümleri olarak adlandırılır. Eğer 𝑑𝜆  ≠  0  ise (𝑑𝜆)𝜆∈ℝ, 𝑎  için

öz düşümlerin ailesidir. 

[8, Teorem 3.1] den −∞ < 𝐿 ≤ 𝑈 < ∞,    ⃦𝑎   ⃦ =  max {│𝐿│, │𝑈│}   ve 

𝐿 ≤ 𝑎 ≤ 𝑈 dur. 

Teorem 3.7.8 (Foulis, 2010)   Her 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ  için aşağıdakiler geçerlidir. 

(i) 𝑝𝜆, 𝑑𝜆 ∈ 𝐶𝐶(𝑎) ; buradan 𝑝𝜆 𝐶 𝑝𝜇 , 𝑝𝜆 𝐶 𝑑𝜇  ve 𝑑𝜆 𝐶 𝑑𝜇 dır.

(ii) 𝑝𝜆(𝑎 − 𝜆) ≤ 0 ≤ (1 − 𝑝𝜆)(𝑎 − 𝜆).

(iii) 𝜆 ≤ 𝜇 ⇒ 𝑝𝜆 ≤ 𝑝𝜇  ve 𝑝𝜇 − 𝑝𝜆  =  𝑝𝜇 ∧ (1 − 𝑝𝜆).

(iv) 𝜆 < μ ⇒ dλ ≤ 𝑝𝜆 ≤ 1 − 𝑑𝜇 ⇒ 𝑑𝜆 ⊥ 𝑑𝜇.
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(v) 𝜇 ≤ 𝑈 ⇔ 𝑝𝜇 = 1. 

(vi) λ < L ⇒ pλ  =  0, 𝑣𝑒 𝐿 < 𝜆 ⇒ 0 < 𝑝𝜆 dır. 

(vii) 𝛼 ∈ ℝ ise 𝑝𝛼  =  ⋀{𝑝𝜇: 𝛼 < 𝜇 ∈ ℝ}. 

(viii) 𝛼 ∈ ℝ ise 𝑝𝛼 − 𝑑𝛼  =  ⋁{𝑝𝜆: 𝛼 > 𝜆 ∈ ℝ}.

Teorem 3.7.9 (Foulis, 2010)  𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ, λ0 < 𝐿 < 𝜆1 < ⋯ < 𝜆𝑛  =

 𝑈 ve  𝑖 =  1,2, … , 𝑛  için 𝜑𝑖 ∈ ℝ ve 𝜆𝑖 − 1 ≤ 𝜑𝑖 ≤ 𝜆𝑖 

olsun.  𝑖 =  1,2, … , 𝑛 için 𝜑𝑖  =  𝑝𝜆𝑖
− 𝑝𝜆𝑖−1 ve 𝜀𝑖 ≔  {𝜆𝑖 − 𝜆𝑖−1: 𝑖 = 1,2, … , 𝑛} ile

tanımlansın. O zaman 

𝜑1, 𝜑2 … , 𝜑𝑛 ∈ 𝑃 ∩ 𝐶𝐶(𝑎), ∑ 𝜑𝑖 

𝑛

𝑖=1

=  1 

ve 

║𝑎 − ∑ 𝜑𝑖𝜑𝑖

𝑛

𝑖=1

║ ≤ 𝜀 

olur. 

Kanıt Teorem 3.7.8 in (i) ve (iii) koşullarından 𝑝𝜆𝑖−1 ≤ 𝑝𝜆𝑖
 ve 𝑝𝜆𝑖−1, 𝑝𝜆𝑖

∈ 𝑃 ∩

𝐶𝐶(𝑎)  dır. Buradan 𝑢𝑖 ∈ 𝑃 ∩ 𝐶𝐶(𝑎)  olur. 𝑎 ∈ 𝐶(𝑃𝜆𝑖 )  ve  Lemma 2.2 den

𝑎 ∈ 𝐶(𝑢𝑖) dir. Teorem 3.7.8 in (v) ve (vi) koşullarından ∑ 𝑢𝑖 = 𝑢 olur. Teorem

3.7.8 (viii) kısmında 𝑞 ≔ 𝑢𝑖 alınırsa 𝜆𝑖−1𝑢𝑖 ≤ 𝐽𝑢𝑖
(𝑎) ≤ 𝜆𝑖𝑢𝑖 elde edilir. O halde

∑ 𝜆𝑖−1 𝑢𝑖 ≤ ∑ 𝐽𝑢𝑖
(𝑎) ≤ 𝜆𝑖𝑢𝑖  olur. Lemma 2.3 den 

∑ 𝐽𝑢𝑖
=  𝐽1(𝑎) = 𝑎 ve ∑ 𝜆𝑖−1𝑢𝑖 ≤ 𝑎 ≤ 𝜆𝑖𝑢𝑖  elde edilir. Eşitsizlikten 𝜆𝑖−1 ≤ 𝜑𝑖 ≤

𝜆𝑖 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑢𝑖 olduğundan  

− ∑(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖−1)𝑢𝑖 ≤ 𝑎 − ∑ 𝜑𝑖𝑢𝑖 ≤ ∑(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖−1)𝑢
𝑖
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bulunur. Buradan ║𝑎 − ∑ 𝜑𝑖𝑢𝑖║ ≤ ║∑(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖−1)𝑢𝑖 ≤  𝜀║∑ 𝑢𝑖║ =  𝜀. 1 = 𝜀

elde edilir.  

Sonuç Teorem 3.7.10 (Foulis, 2010) Her bir 𝑎𝑛, (𝑝𝜆)𝜆∈ℝ ailesinde izdüşümlerin

sonlu bir lineer birleşimi ve 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝑎 olacak şekilde 𝐶𝐶(𝑎) da bir artan 

𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ dizisi vardır. 
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4. SİNAPTİK CEBİRLERİN TÜREVLERİ

Bu bölümde sinaptik cebirlerde türev kavramı tanımlandı ve 

aşağıdaki sonuçlar elde edildi. 

Tanım 4.1 (𝐴, . ,∗) bir sinaptik cebir ve 𝑑: 𝐴 → 𝐴 bir dönüşüm olsun. Eğer 

her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  için 𝑑(𝑎𝑏) = (𝑑(𝑎)𝑏) ∗ (𝑎𝑑(𝑏))  oluyorsa 𝑑  dönüşümüne 

(𝐴, . ,∗) nın bir türevi denir. 

Tanım 4.2 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(𝑣), 𝑣, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃  olmak üzere 𝑑 =  𝐽𝑣(𝑎)  =  𝑣𝑎𝑣  ile

tanımlanan 𝑑: 𝐴 → 𝐴 dönüşümü, (𝐴, . ,∗) sinaptik cebiri üzerinde bir türev 

dönüşümüdür ve 

𝑑(𝑎𝑏)  =  (𝑑(𝑎)𝑏) ∗ (𝑎𝑑(𝑏)) 

ile tanımlanır: 

(𝑑(𝑎)𝑏) ∗ (𝑎𝑑(𝑏)) = ((𝑣𝑎𝑣)𝑏) ∗ (𝑎(𝑣𝑏𝑣)) 

        = (𝑎(𝑣𝑏𝑣))((𝑎(𝑣𝑏𝑣)(𝑣𝑎𝑣)𝑏) 

        = (𝑣𝑎𝑏𝑣)(𝑣(𝑎𝑏)(𝑎𝑏)𝑣) 

        = 𝑣𝑎𝑏𝑣 

= 𝐽𝑣(𝑎𝑏)

        = 𝑑(𝑎𝑏). 

Tanım 4.3 𝐴  bir sinaptik cebir ve 𝑑: 𝐴 → 𝐴  bir dönüşüm olsun. Eğer 

𝑑(0) = 0 ise 𝑑 ye regüler denir. 
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Teorem 4.4 (𝐴, . ,∗) üzerindeki d türev dönüşümü regülerdir. 

Kanıt 𝑑(0) = 𝑑(0.0) = (𝑑(0). 0) ∗ (0. 𝑑(0)) = 0(0.0) = 0  olduğuna 

göre d türev dönüşümü regülerdir.  

Tanım 4.5 (𝐴, . ,∗) bir sinaptik cebir, 𝑑: 𝐴 → 𝐴 bir dönüşüm olsun. Eğer 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  için 𝑑(𝑎𝑏)  = (𝑎𝑑(𝑏)) ∗ (𝑑(𝑎)𝑏)  oluyorsa 𝑑  dönüşümüne 

(𝐴, . ,∗) nin bir eş türevi denir. 

Teorem 4.6  𝑑, (𝐴, . ,∗) üzerinde bir eş türevdir. 

Kanıt 

 (𝑎𝑑(𝑏)) ∗ (𝑑(𝑎)𝑏) = (𝑎𝑣𝑏𝑣) ∗ (𝑣𝑎𝑣𝑏) 

 = (𝑣𝑎𝑏𝑣) ∗ (𝑣𝑎𝑏𝑣) 

= (𝑣𝑎𝑏𝑣)((𝑣𝑎𝑏𝑣)(𝑣𝑎𝑏𝑣)) 

= 𝑣𝑎𝑏𝑣 

= 𝑑(𝑎𝑏)  

Teorem 4.7  𝑑(1), idempotent elemandır. 

Kanıt    

𝑑(1) = (𝑑(1)1) ∗ (1𝑑(1)) 

         = ((𝑣1𝑣)1) ∗ (1(𝑣1𝑣)) 

        = 𝑣 ∗ 𝑣 
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       = 𝑑(1) ∗ 𝑑(1)  

Tanım 4.8 𝑑, (𝐴, . ,∗) sinaptik cebiri üzerinde bir türev dönüşümü olsun. O 

zaman 𝐾𝑒𝑟(𝑑) ≔ {𝑥 ∈ 𝐴│𝑑(𝑥) = 0} ile tanımlanır. 

Teorem 4.2 den, 𝑑(0)  =  0 olduğuna göre, 𝐾𝑒𝑟(𝑑) ≠ ∅ dır. 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑑)  için 𝑑(𝑥𝑦) = (𝑑(𝑥)𝑦) ∗ (𝑥𝑑(𝑦)) = 0  olduğundan 

𝑥𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑑) dir. 

Teorem 4.9 𝑑, (𝐴, . ,∗) sinaptik cebiri üzerinde bir türev olsun ve her 𝑥 ∈ 𝑋 

için 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝑋) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋│𝑑(𝑥) = 𝑥}  ile tanımlansın. O zaman 𝑥, 𝑦 ∈

𝑃, 𝑥 𝐶 𝑦 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝑋) ise 𝑥𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝑋) dir. 

Kanıt 

  𝑑(𝑥𝑦) = (𝑑(𝑥)𝑦) ∗ (𝑥𝑑(𝑦)) 

= (𝑥𝑦) ∗ (𝑥𝑦) 

= (𝑥𝑦)((𝑥𝑦)(𝑥𝑦)) 

= 𝑥𝑦(𝑥𝑥𝑦𝑦) 

= (𝑥𝑦)(𝑥2𝑦2)

= (𝑥𝑦)(𝑥𝑦) 

= 𝑥2𝑦2

= 𝑥𝑦 

olduğundan 𝑥𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝑋) elde edilir.  
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Teorem 4.10  𝑥 ∈ 𝑃 ve 𝑑(1) ≤ 𝑥 olsun. O zaman 𝑑(1) = 𝑑(𝑥) dir. 

Kanıt  𝑑(1) = 𝑣1𝑣 = 𝑣2 = 𝑣 ∈ 𝑃  ve 𝑃 ⊆ 𝐸  olduğundan 𝑑(1) ∈ 𝐸 dir.

𝑑(1) ≤ 𝑥  ise Teorem 3.2.4 den 𝑑(1)𝑥 = 𝑑(1). 1  ve 𝑥𝑑(1) = 𝑑(1)𝑥  dir. 

𝑑(1) in idempotent eleman olduğu da göz önünde bulundurulursa 

   𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥1) 

= (𝑑(𝑥). ) ∗ (𝑥𝑑(1)) 

= 𝑥𝑑(1)(𝑥𝑑(1)𝑑(𝑥)) 

= 𝑥𝑥𝑑(1)𝑑(1)𝑑(𝑥) 

= 𝑑(1)𝑥𝑑(1)𝑥𝑑(𝑥) 

= 𝑑(1)𝑑(1)𝑑(𝑥) 

= 𝑑(1)𝑑(𝑥) 

bulunur. O halde 𝑑(1) = 𝑑(1)𝑥 = 𝑑(𝑥), yani 𝑑(1) = 𝑑(𝑥) elde edilir. 

Teorem 4.11  𝑑(1) = 1 ve 𝑑(𝑦) = 𝑦 ise 𝑑(𝑦−1) = 𝑦−1 dir.

Kanıt  

 𝑑(1) = 𝑑(𝑦−1𝑦)

= (𝑑(𝑦−1)𝑦) ∗ (𝑦−1𝑑(𝑦))

= 𝑑(𝑦−1)𝑦 ∗ (𝑦−1𝑦)

= 𝑑(𝑦−1)𝑦 ∗ 1

= 𝑑(𝑦−1)𝑦
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yani 𝑑(1) = 𝑑(𝑦−1)𝑦  bulunur. Eşitlik sağ taraftan 𝑦−1  ile çarpılırsa

𝑑(𝑦−1) = 𝑑(1)𝑦−1, yani 𝑑(𝑦−1)  =  𝑦−1 elde edilir.    

Teorem 4.12  A sinaptik cebirinde 𝑥, 𝑑(𝑥) ∈ 𝑃 ve 𝑑(1)  =  1 ise 𝑥 𝐶 𝑑(𝑥) 

ve 𝑑(𝑥) ≤ 𝑥 dir. 

Kanıt 

          𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥1) = (𝑑(𝑥)1) ∗ (𝑥𝑑(1)) 

       = 𝑑(𝑥) ∗ 𝑥 

       = 𝑥(𝑥𝑑(𝑥)) 

= 𝑥2𝑑(𝑥)

      = 𝑥𝑑(𝑥) 

dir. Diğer yandan 

  𝑑(𝑥) = 𝑑(1𝑥) = (𝑑(1)𝑥) ∗ (1𝑑(𝑥)) 

= 𝑑(𝑥)(𝑑(𝑥)𝑥) 

= 𝑑2(𝑥)𝑥

           = 𝑑(𝑥)𝑥 

olur. Buradan  𝑥𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑥 = 𝑑(𝑥) bulunur. O halde Teorem 3.2.5 den 

𝑑(𝑥) ≤ 𝑥 dir.  
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5. SONUÇ

Bu tezin üçüncü bölümünde sinaptik cebirlere ait bir derleme yapılmıştır. 

Dördüncü bölümde ise sinaptik cebirlerin türevleri tarafımızdan tanımlanıp, ilgili 

özelliklere yer verilmiştir. 
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