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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

C : Kompleks Sayilar Kiimesi
(C%,Ty,T3) : Sinur deger uzayl
Dqf(t) :Hahn fark operatorii
Eq0(t,z) :q— w Ustel fonksiyon

H : Hilbert Uzay1

N : Dogal Sayilar Kiimesi

R : Reel Sayilar Kiimesi
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Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve c¢alismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonuglar verildi.

Ugiincii boliimde, regiiler ve singiiler Hahn Sturm-Liouville problemleri ¢alisildi.

Son olarak singiiler Hahn Sturm-Liouville operatoriiniin maximal disipatif, akretif,
kendine es genislemeleri sinir kosullar: cinsinden verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hahn kalkuliis, Sturm-Liouville operatorii, simetrik operator,
kendine es operator, disipatif operatdr, akretif operatdr, genisleme, sinir deger uzayi, sinir
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned, some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, regular and singular Hahn Sturm-Liouville problems are
studied.

Finally a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint extensions
and some other extensions of singular Hahn Sturm-Liouville operator is given in terms of
boundary conditions.

Keywords: Hahn calculus, Sturm-Liouville operator, symmetric operators, self-
adjoint operators, dissipative operators, accretive operators, a space of boundary value,
boundary conditions.



1. GIRIS

Fonksiyonel analizdeki temel problemlerden biri olan simetrik operatorlerin
genislemesi problemi, simetrik bir operatoriin kendisi de simetrik olan genislemelerinin
hangi kosullarda ve nasil elde edilecegi problemidir. 1929 yilinda J. von Neumann (Von
Neumann, 1929) bu problem ile ilgili temel sonuglar1 vermistir. Rellich (Rellich,1951),
Krein (Krein, 1947-1952), Vishik (Vishik,1952), Birman (Birman,1956), Phillips
(Phillips,1959), simetrik operatorlerin genislemeleri iizerinde calisan matematikc¢ilerden
bazilaridir. 1969 yilinda Rofe-Beketov (Rofe-Beketov,1969) lineer bagintilar1 kullanarak
simetrik operatorlerin genislemesini elde etmistir. Disipatif lineer bagintilar kullanilarak
operator katsayili simetrik diferansiyel operatorlerin disipatif ve kendine es genislemeleri
Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk vd,1972) tarafindan verildi. Daha sonralari
birbirinden bagimsiz olarak Bruk (Bruk,1976) ve Kochubei (Kochubei,1975) tarafindan
siir deger uzayr kavrami yardimiyla simetrik operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve
diger genislemeleri yapildi. Simetrik operatorlerin genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi
igcin Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk vd,1989) ¢alismasina bakilabilir.
Simetrik diferansiyel operatorlerin kendine es genislemelerini sinir kosullar1 cinsinden
ifade eden matematikgiler: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk vd,1984), Bairamogly
(Bairamogly,1984), Allahverdiev (Allahverdiev, 2013, 2014, 2016), Tuna (Tuna , 2013),
Tuna ve Bayrak (Tuna ve Bayrak, 2018), Tuna ve Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev,
2018) ve Allahverdiev vd. (Allahverdiev vd., 2020) dir.

1949 yilinda W. Hahn (Hahn, 1949) 6nemli iki operatorii tek g¢ati altinda birlestirmek

amaciyla

_flgt+w)—f(¥)
Dyof (@) = TR (1.1)

tanimini vermistir.

Hahn bu tanimla Jackson g- tiirev operatorii (Jackson, 1910)

_y(gx) —y(x)

Dyy(x) = x =) ,0<qg<1, (1.2)



ile ileri fark operatoriiniin genellemesini elde etmistir. Ancak bu tanim matematikgilerin
ilgisini uzun zaman ¢ekmemistir. Hahn fark operatoriiniin sag tersinin bulunmasiyla
(Annaby vd., 2012) Hahn kalkulus teorisi gelisme gostermeye baslamistir. Birinci mertebe
Hahn baslangi¢ deger problemleri i¢in varlik ve teklik problemleri Hamza ve Ahmed
(Hamza ve Ahmed, 2013, 2013a) tarafindan incelenmistir.

2018 yilinda Annaby vd. (Annaby vd., 2018) klasik Sturm-Liouville denklemindeki adi
tirev yerine Hahn-tiirevini alarak regiiler durumda Hahn Sturm-Liouville problemlerini
ele almistir. 2021 yilinda Allahverdiev ve Tuna (Allahverdiev ve Tuna, 2021) singiiler

durumda Hahn Sturm-Liouville problemleri i¢in Titchmarsh-Weyl teorisini vermistir.

Bu tez calismasinda, singiiler durumda Hahn Sturm Liouville denklemi ele
alinmistir. Bu tip operatorler i¢in smir deger uzay1 insa edildi. Sinir kosullar1 yardimiyla

tiim maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Tamm 2.1. U, bir kompleks lineer uzay olmak iizere her uve€ U ve A € K her i¢in
asagidaki sartlar1 saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin i¢

carpimi ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzayi denir:

1. wuw)=20,(uw,u)=0su=0
2. (u,v) =u)

3. (Au,v) = A(u,v)

4. (uq +uy,v) = (U, v) + (uy, v).

Ayrica verilen bu ézellikler gozoniinde bulundurularak (u, Av) = A(u, v) ve
(u, v; + v3) = (u,v1) + (u, v,) ozellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tamm 2.2. (U, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzayi ve u € U olsun. u vektoriiniin normu,

%) 2 1/2
uw=mﬁm{2_m) 2.1)

j=i
olarak tanimlanir. Bu norma gore (U , (e )) i¢ carpim uzay1 bir normlu vektor uzay1 olur

(Kreyszig, 1978).

Tanim 2.3. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,

lull = (u,w) 72 2.2)

normuna gore tam ise, yani (U, (.,.))igindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina

yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.4. K, H Hilbert uzayinin herhangi bir lineer alt uzay1 (K € H)olsun.

T:KS€SH->H (2.3)
doniistimii, her a, e C ve her u, v € K i¢in
T(au + Bv) = aTu + BTv (2.4)

esitligini saglaniyorsa T doniisiimiine lineer operator denir (Naimark, 1968).
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Tamim 2.5. H Hilbert uzay: {lizerinde tanimlanan bir T lineer operatorii verilsin.

Her u € H igin

ITull < kljull (2.5)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayisi varsa T’ye sinirli lineer operator denir. Bu k
sayilarinin en kiigiigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu alternatif olarak

| Tl
IT|| = sup———= sup ||Tul| (2.6)
uzo Ul juy=t

esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.6. H bir Hilbert uzayr ve T bu uzayda bir lineer operatér olmak iizere, T’ nin

tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,

(Th,t) = (h,T"t) (2.7)

esitligini saplayan T* operatdriine T operatoriiniin eslenik operatorii denir. Bu esitligi
saglayan t € H vektorler kiimesine T’ nin tanim kiimesi denir ve K(T*) ile gosterilir. T*
operatorii agagidaki 6zelliklere sahiptir.

L (T) =T

ii. (AT)* = AT*

. (T+ L)y =T"+L"

iv. (T)" =LT"

V. IT*|l = IT|| (T sirh iken)

(Naimark, 1968).

Tamm 2.7. T* = T ise T’ ye kendine es operator adi verilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).



Tamim 2.8. Tanim kiimesin D(A) olan bir A lineer operatorii i¢in, f, g € D(A) olmak

lizere,

(Af,9) = (f,4g9)
esitligi saglanirsa A operatoriine Hermitian denir (Naimark,1968).

Tanim 2.9. A: D(A) = H lineer bir operatdr ve D(A) tanim bolgesi H Hilbert uzayinda
yogun olsun (D(A) = H). Her f, g € D(A) igin,

(Af.9) = (f,49)

ise yani A C A" ise, A ‘ya simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tanmm 2.10. D (U), U operatoriiniin tanim bolgesi olmak tizere, her x,y € D(U) i¢in

(Ux,Uy) = (x,y)
ise U’ ya izometrik operator denir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tanmm 2.11. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tim H Hilbert
uzayina esit ise, U operatOriine iiniter operator denir.
Sinirl bir izometrik U operatoriiniin iiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

U*U = UU" = I olmasidir (Akhiezer and Glazman, 1963).
Tamim 2.12. T lineer operatdriiniin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun olmak
tizere, her h € D(T) i¢in,

Im(Th,h) = 0 (2.8)

ise T lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Tamm 2.13. K Hilbert uzay, I'y, I';: Da+ = K lineer doniisiimler olsun.

I. f,g € Dp+ igin

Af,9) = (f,A) = (T1f, I2@)k—T2f, T19)k;



ii. Keyfi F4,F, € Ki¢in I'yf = F4,I'2f = F; olacak sekilde bir f € Dp+ vektori
vardir, sartlarini saglayan (K, I'4, I';) Ugliisiine A operatdriiniin sinir deger uzayi
denir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Teorem 2.14. n < oo olmak iizere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operator icin

dimK = n olmak iizere (K,I'y,I';) sinir deger uzayr vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk,

1991).

Teorem 2.15. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatdriiniin

(K—DIf +i(K+DI2f =0 (2.9)

(K—DILf —i(K+DI2f =0 (2.10)

kosulunu saglayan f € Dp«vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatdriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A" operatoriiniin (2.9) ve (2.10)
kosulunu saglayan f € Dy« vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay: lizerinde A operatdriiniin
maksimal simetrik genislemesi (2.9) , (2.10) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K {initer operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son

durumda (2.9), (2.10) kosullar1, C, H iizerinde kendine es operator olmak iizere

(cosCYI'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatdriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(I'1f +ilof) =T1f —ilLf, T1f +il2f € Dy (2.11)
sirastyla
K(I'sf = il2f) = Tsf + ilof, Taf — il2f € Dy (2.12)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin



IKFI < Il

saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik

operator olmak tizere (2.11), (2.12) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
Simdi Hahn kalkiiliisiin temel kavram ve teoremlerini verelim.

q € (0,1),w >0 sabit olsun wy:=w/(1—q),vel reel sayilar kiimesininin wgy’1

kapsayan bir alt araligi olsun. h(t) := qt + w, t € I olsun. O zaman,
wy = limg ,(hoho .. oh)(t)
dir.

Tamm 2.16. f, [ aralig1 izerinde tanimlanmis bir fonksiyon olsun. f w,'da

diferansiyellenebilir fonksiyon olmak {izere Hahn fark operatorii,

(f(qt +w) — f(t)
Dq,wf(t) — J (gt +w) —t

.t # wp
(2.13)

f'(wo), t=wg

ifadesi ile tammlanir. Dy, f(w,) ifadesine f fonksiyonunun g, o-tiirevi denir. Eger
Dgwf(wo) tirevi mevcutsa f fonksiyonuna I iizerinde q, w-diferansiyellenebilir denir

(Hahn, 1983).

Eger f.g fonksiyonu,t € I noktasinda g, w-diferansiyellenebilir asagidaki 6zellikler

saglanir:

Dq,w(af + :Bg)(t) = aDq,wf(t) + ﬁDq,wg(t)'a’ peC,

Dq,w(fg)(t) = Dq,w(f(t))g(t) + f(qt + w)Dq,cug(t);



f@©  (Paaf®)g(® = F(OD4u9(®)

Paog = 9090t + w)

,9(0)g(qt + w) # 0,

(Annaby, vd., 2012).
D, fark operatdriiniin sag tersi Annaby vd. tarafindan (Annaby vd., 2012)'de

Jackson — Norlund toplamlari cinsinden su sekilde tanimlanmistir (Jordan, 1965).

_qk
a,b €1 ve [k]lqg :%'k € Nolsun. a dan b ye f fonksiyonu g, ® -integrali su

sekilde tanimlanir.

b b a
[ rOdgut:= | r@dgut= [ FOdgut (214)
[ 1@0dgut = 1= - 0 a raat+ ol xel, (2.15)
@o k=0

(2.15) esitligindeki seriler x = a ve x = b noktalarinda yakinsaktir. Bu
durumda, f fonksiyonu [a, b] aralig1 izerinde q, ® -integrallenebilir denir ve (2.15)

esitliginin sag tarafindaki toplam Jackson — Norlund toplami olarak adlandirilacaktir.

f, g siirekli fonksiyonlari i¢in q,w- kismi integrasyon formiili,

b
[ FOPaus®dgut = 019012

b
- j Dq,w(f(t))g(qt +w)dg,t,a,b €1 (2.16)

ile verilir (Annaby vd., 2012).
Kuantum kalkulusta (Gasper ve Rahman, 1990, Jackson, 1910) tanimlandigi

gibi oldugu gibi iki tiir q, ® — listel fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir:



[oe]

N @ta-g-wF 1
a0 (6:2) ‘2 @or T ma—or @17
k=0

¢4V (z(t(1 - q) — w)*

. tEC, (2.18)
(g, Pk

Ego(tz) =

Bu fonksiyonlar

Dq,weq'w(t, z) = zeq,w(t,z), eq_w(wo,z) =1, |t— wOI < m,

DgwEquw(t,z) = —zE;,(qt + w,2), Egn(wo,z) =1, ztE€C,

birinci mertebeden q, - baslangi¢ deger problemlerini saglarlar (Annaby vd., 2012).

X1,X2,X3,....,X, | araligr lzerinde tanmimli ve (n-1). mertebeden q, -

diferansiyellenebilir fonksiyon olsunlar . O zaman q, ®- Wronskian

Wq,a) (xlr X2y e s xn)(t)

x1(t) X2 (t) e xg(0)
_ Dq,wxl(t) Dq,wxz(t) Dq,wxn(t) tel
Dio'x1(t) Dgoxa(t) . Dig'xn(t)

formiilii ile verilir ( Hamza ve Ahmed, 2013).

Simdi Hahn kalkiiliisiin temel teoremini ifade edelim.

Teorem:2.17.Eger f: 1 — R fonksiyonu w, noktasinda siirekli ve

F(t) = jtf(x)dq,wx. tel



ise F fonksiyonu w,’da siireklidir. Ayrica D, ,,F (t) her bir t € I i¢in mevcuttur

ve D, ,,F(t) = f(t)dir.

Tersine, her a,b € I igin

[} Do f Odguut = FB) = f(@
dir. (Annaby, vd., 2012).

b > 0 sabit olsun ve L%, ,(wo,b), [wo,b] araligi iizerinde tamimlanan ve

1

b 2
||f(->||=<f |f(t)|2dq,a,t> <o

Kosulunu saglayan tiim karmagik degerli fonksiyonlar kiimesi olsun. L%, ,(wq,b), C

izerinde lineer uzaydir.

Teorem:2.18. L% ,,(wo, b) uzay

b —
(f,g) = j FOTOy ot

ile tanimlanan i¢ carpim islemi altinda ayrilabilir bir Hilbert uzayidir (Annaby vd.,
2018).

Teorem:2.19. f(*), g(*) € L% ,,(wo, b) fonksiyonlart [w,, h~'(b)] araligi lizerinde

tanimli ve w, noktasinda da siirekli olsun. t € (wg, b) olmak {izere

(Daw§)(h(®) = D1-of (1), (2.19)

_ _ 1
(Dgwf,9) = f(b)g(h=* (b)) — f(we)g(wo) +(f,— 5%?9)' (2.20)

10



1 - _
(=5 Drzef,g) = =f (71 (0)g(wo) + f(wo)g(wo) +{f, Dgug) (221)

qq

dir. (Annaby vd., 2018).

Ispat. (2.19) esitligi dogrudan Dy, nintammindan elde edilir. (2.16) formiiliinde

u = h(t) yazilir ve Hahn kalkiiliisiin temel teoremini kullanarak

b [
(Dot g) = f Do f (gD dy ot

0

J— —_— b —_—
= F(B)g(b) — f(wo)glag) — f F(h(0))Dymg (Ddy ot

0

h(b)

_ - 1
= F®)F®) - f@o)g@n) ~ | £ Dragldyau

Wo

I 1
= F0)g®) ~ f(@0)g(@0) + (b~ h(6)f(B)D: -0g(b)
A l—
- f(u)FD%,%g(u)dq,wu. (2.22)

w9

elde edilir. (2.20) ifadesi (2.19) uygulandiktan sonra (2.22) ifadesinden elde edilir.
Ayrica, (2.21) esitligi, (2.20) ifadesi kullanilarak elde edilir ¢linkii

(_—10 fr9) = _—1D f)
q ;ﬁ:g—gjq 1-w

qaq q 9

= —g((0)f(h71(B) + g(wo)f (wo) + Dy, g, f)

= —g((0))f (A" (b)) + g(wo)f (wo) + {f, Dy ) dir.

11



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boéliimde regiiler ve singliler durumda Hahn Sturm-Liouville problemleri ele

alinacaktir.

3.1. Regiiler Hahn Sturm-Liouville Problemleri

wo <t<b<oove A€ Colmakiizere

-1
ty(t) = FD%,%Dq,wy(t) +p()y () = Ay(0), (3.1)
Ui (y) = a1y(wo) + azD%,%)’(wo) =0, (3.2)
Uy(y) = by (b) + szE,ﬁJ’(b) = 0. (3.3)

problemini ele alalim. Burada, p(-) fonksiyonu [w, b] aralig1 tizerinde reel-degerli
stirekli bir fonksiyondur ve {a;, b;};=1 , keyfi reel sayilari |a;| + [a;| = 0 = |by| + |b,|

kosulunu saglarlar.

Teorem 3.1.1. (3.1) — (3.3) ile tanimli Hahn Sturm-Liouville problemi LZ , (w, b)
uzayinda kendine esdir (Annaby vd., 2018).

Ispat. y(-), z(") € Lé,w (wq, b) olmak tizere asagidaki q, m-Lagrange 6zdesligi
b
j Ly(0)z(t) —y(£)£z(1))dgwt = [v,2](b) — [y, Z](wo), (3.4)

wWo

ile verilir burada

[y, 21(t) = y(t)D1-0z(t) — D1-0y(t)z(t) (3.5)

qq q q

12



dir.

Gergekten de (2.21) ifadesinde f (t) = D 4,y(t) ve g(t) = z(t) yazilirsa

-1
(7 Dl‘ﬁD q,wY(t): Z(t)>

qaq

= —(D 40y (h"1(0)z(B) + D 40y (we)z(we) + (D 40o¥ (), D 4 ,2z(t))

= —D1-wy(b)z(b) + D1 -0y(00)2(w0) (D 4,0¥(D). D q02(1)) (3.6)

qq

elde edilir.
Tekrar (2.21) esitliginde f (t) = y(t), g(t) = D 4,,2(t) yazilirsa,

(D 4,0Y (), D q,,2(t))

= y(b)D 4uz(h71(b)) = ¥(Wo)D 4w2(wo) + (}’(t)'7DlﬁD q,02(D)

qaq

S - -1
= y(b)D1-0z(b) — y(we)D1-0z(wy) + (y(£), — Di =D ¢, 2(t)) (3.7)

q q qq q q

bulunur.

(3.6) ve (3.7) ifadeleri birlikte kullanilarak

-1
(7 Di-wD 44, y(©),z(1))

-1
= [y, z](b) — [y, z](wy) + (y(t),FD%%D 2.0Z(0) (3.8)
elde edilir.

(3.2)-(3.3) simir kosullarindan

y(wo)D1-wz(wg) — z(we)D1-0y(wy) = 0,

qq qaq

13



y(b)D1-0z(b) — le,iy(b) =0,

qTq

bulunur.

p(t) reel degerli fonksiyon oldugu i¢in

-1
(ty, z) = <7 D1-wD 4,,y(1) + p(0)y (), z(t))

q q

= (010D 40¥(0),2(0) + (PO (O, 2(0)

q q

_ <y,_71DﬂD Lo2(D) + (PO, 2(D)

qaq
=(y,%z),
elde edilir.

Teorem 3.1.2. (3.1)—(3.3) Hahn Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri (eigen

deger) reel ve geometrik acidan basittir. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar

(eigen fonksiyon) ortogonaldir (Annaby vd., 2018).

Simdi, Hahn Sturm—Liouville probleminin temel ¢dziimlerin varhigini, tekligini

ve analitik 6zelliklerini inceleyelim.

Clw(wo, b) = {y € L ,,(wo, b): y(-) ve D 4, y(-) wy noktasinda siirekli }

olsun.

Hamza ve Ahmed (Hamza ve Ahmed, 2013) (3.1) denkleminin lineer bagimsiz

¢Oziim kiimesine sahip oldugunu ispatlamistir.

oo

—1)" n2 1— _ 2n

n=0

ve

14
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[00]

(_1)nqn(n+1)(t(1 _ Q) _ w)2n+1
Sqo®) = E ) t € C. 3.10
e (@ @ 2n+1 ( )
n=0
fonksiyonlar1
-1
TDl,ﬁDq,wY(t) = y(t), t ER, (3.11)
7 q

y(we)=1, D q,a)Y((Uo) =0, y(wp)=0, D q,wY((Uo) =1,

baslangi¢ deger problemlemini saglamaktadirlar.

Teorem 3.1.3. (3.1) denkleminin ¢o6ziimlerinin ¢, ®-Wronskiani, t degiskeninden
bagimsizdir (Annaby vd., 2018).

Teorem 3.1.4. A € C igin, (3.1) denklemi

P(wo, 1) = ¢y,

Dgﬂ‘ﬁ(woll) = limt_)w;Jr —¢(t,/12:22w0,/1) =y, (1,05 €
qq

C (3.12)

baslangi¢ kosullarina bagli olarak tek bir ¢ (t,A) ¢oziimiine sahiptir. Ayrica t € (wg, b)
igin, ¢(t,A) ¢oziim fonksiyonu A degiskenine gore tam fonksiyondur (Annaby vd.,
2018).

ispat. u: = v/2 olsun. Dolayisiyla

x1(t, 1) = Cq(t,u) Ve

Sq,w(t,ﬂ)
x(t, ) = wo (3.13)
t, u=20

15



fonksiyonlar1

-1
7Dl‘2Dq,wY(t) —Ay(t) = 0.

qaq

denkleminin temel bir ¢6zliim kiimesi olustururlar. Burada

—1)n n? 1— _ 2n
Cq.wu,u):Z( )q g;(q)z i
n=0

© D" (u-g)-w)?
Sqwt) =) . teg,
q,w( 'u) n=0 (@D zn+1

ile tanimlanir. Daha 6nceki teoremden W, ,, (xl(t, A), x, (¢, /1)) = 1. Simdi
P1(t,2) = c1x,(t, A) + cx,(¢, 1),

Pm+1(t,A) = c1x1(t, 2) + x5 (¢, 1)
+QI [, (t, D) x1 (R(5), 1) — %1 (t, D2, (R(5), D]p(h(5)) o (A(5))dg 05,
m=123,....

olmak tizere {¢,, (-, 1) };n=4 dizisini tanimlayalim.

Sabit bir 4 € Ci¢in, t degiskeninden bagimsiz olarak B(A) ve A pozitif sayilari

Ip(OI <A, ve
D < |22, i=12,t€ (0o b),

olacak sekilde secelim.

5@)
2

K@) = (Ie1] + le2])

yazilirsa her t € (wg, b) i¢in @, (t, A1) < K(A) elde edilir.

Simdi tiimevarim kavramini kullanarak

16
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mImrD (ABA) (A=) =)™

@D ,m=12,... (3.17)

|Pm+1(t, ) — @ (£, D] < K(Dq

esitsizligini ispatlayacagiz. ilk olarak ii¢gen esitsizliginden

lp2 (£, 1) — @1 (8, D]

f [x2(t, D)1 (A(5), 1) = x1(8, D) x2 (h(5), DIp(h()) 91 (h(5))dg 05

0

=q

2

< qAK(1)2 @ ft dg oS
_ qak By & - ‘i)q_ @)l (3.18)
bulunur. Baz1 m sayilari i¢in (3.17) ifadesinin dogrulugunu varsayalim. O zaman
|§0m+2(tr /1) - (pm+1(t: A)l
¢ [x2(t Dxy(h(s), 2) — 21 (¢, Dxz (h(s), )]

<q j

@o X p(h(s))[(pm+1(h(s): ) — @ (h(s), A)]dq,ws
< GABO) | 1pma (B0, = om0, Dldgs

mone) (AB)(E(1 = @) = @)™
< qK(Nq @D kZO q
miamiz (AB)(E(L = @) —w))™ 1

= K®a @Dm A"
< K mim ABAYE( = 0) — )™ (319)

(4 Dm+1

elde edilir. Bu nedenle, (3.17) esitsizligi her bir m € N i¢in dogrudur. (3.17) esitsizligi

17



DD+ D Pmia(61) = om(6,2) (3.20)

m=1

serisinin (wg, b) araligi lizerinde diizgiin yakinsamasini garanti eder.
Serinin m’inci kismi toplamlart ¢,,,,(+, 1), oldugu i¢in, o halde ¢,,,1(,4) (® 0,b)
aralig1 tizerinde bir ¢ (-, 1) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Simdi tiimevarimla, @.,(t,4) ve Dy, @n(t,1) fonksiyonlar: w, noktasinda

stirekli oldugunu ispatlayallm. m=1, 2, 3, ... i¢cin
Dq,w(pm+1 (tr /1) = Cqu,wxl (t' /1) + CZDq,a)xz (t’ /1)
¢

+0 [ [Dgua (651 (1(), D)

Wo
- Dq,wxl (t, A)xz (h(S), ﬂ)]p(h(s))q)m (h(s))dq,ws (32 1)
olur. Bu nedenle ¢ (-, 1) ve Dy o, ¢, (-, 1) fonksiyonlar1 w,'da siireklidirler, yani
¢ (-, 1) € C5p(wo,b) . (3.14) esitliginde m — o igin

¢(t, 1) = cyx1(t, A) + cox,(t, 1)

t
+q j [x2(8, D) x1 (h(5), ) — x1(8, D% (h(5), D]p(h(5)) pm (h(5) ) dg005- (3.22)

elde edilir. Diizgiin yakinsama nedeniyle integrasyon ve limit sirast degistirilebilir.
Simdi ¢ (-, 4) fonksiyonu (3.1) denkleminin (3.12) kosullarina bagl olarak
¢Oziimii oldugunu gosterelim.

P (wg, 4) = ¢ ve

t,A) — d(wg, A
Ds—up(wy ) = lim 2L~ P00 )
q'q t—>a)3’ t_wo

= c1D1-0¢p1(wg, A1) + c3D1-0¢,(wo, 1) = ¢y, (3.23)

qaq q q

olur.

18



t = wy olsun. (3.22) ifadesinden

Dq,w¢(t' /1) = Cqu,wxl(t' /1) + CZDq,a)xz(t; /1)
t

+0 [ [Dqurt D (h(s),2)
wWo

— Dy %1 (6, Dxa(h(s), V]p(R(s))p(h(s))dy 0 (3.24)

elde edilir. O zaman,

-1
7 Dl}ﬂDq,w(p(tr 7y

q q

—1 t
= FD%,?Dq,wxz(tJ /1) <C1 _ qj xl(h(s): A)p(h(s))(p(h(s))dq,wS)

1 t
— = D1 0D 1 (5,2) (cz +q f xz(h(s),A)p(h(s>)¢(h(s))dq,ws) —p(O(t, 1)

=¢(t, ) —p(O)e(t, 1) (3.25)

dir.

Eger t = w, ise, 0 zaman

D?y(wo) — qp(wo)y(wo) = qAy(wo) (3:26)
dir. Dogrudan hesaplamalarla

D¢ P (wo, A) = ¢1D§ X1 (w0, 1) + €D X2 (00, 1) + qp(wo)p(wo, 4)
—qAc1x1(wo, A) — qAcyx1(wo, 1) + qp(wo)P(wo, 1)

= —ql¢(wo, 1) + qp(wo)P(wo, 1), (3.27)
19



oldugu goriiliir. Yani, ¢(t, ) fonksiyonu (3.1) denklemini t = w, noktasinda saglar.

Simdi ¢oztimiin tekligini gosterelim. ¥;(t, 1),

i=1,2, (3.1),(3.12) probleminin iki ¢6ziimii oldugunu farz edelim.
Y(t,A) =W¥,(t,A) —¥,(t, 1), t € (wy, b)

olsun. O zaman Y (¢, A) (3.1) denkleminin

Y(wg,4) = D1-0Y(wgy,4) = 0 baglangi¢ kosulunu saglayan bir ¢6ziimiidiir. q,-® kismi

qq

integrasyonu iki kez (3.1) denklemine uygulanirsa

t
Y(wgp, A) = f (t—s)(A—p())Y(s,Ddy 5. (3.28)

wWo

elde edilir.
Y(t, 1) ve p(t) fonksiyonlari w, noktasinda stirekli olduklari igin,

Pyt = maxyey|Y(R™(2), D),
Ry = maanN|/'l - p(h"(t))|, (3.29)

olacak sekilde pozitif sayilar P, ;, R, ; mevcuttur.

Tekrar matematiksel tiimevarimla,

t_wo)zk

(
[Y(t, D] < Py REGF (1 — q)% o kEN, te(wob), (3.30)

bulunur.

Nitekim eger (3.30) ifadesi k € N iginde saglanirsa, o zaman (3.28) denkleminden

k1 gz (L= @)%

t
V(6 D) < PyoREg j (t = $)(s — wo)?dy
Wo

(q' Q)Zk
) 1— 2k 2
= P.Riq" %Z q"(t(1 — 9) = @) (¢ = A(O) (A" (1) — wp)*
’ 2 n=0

20



o

D a1 =) (£ = wp)(1 = 4~ w) (@™t — @)

n=0

k1 gz (L= @)%
(@, D2k

(1-— q)2k+1(t _ w0)2k+2 ®
— P/‘l,tR)If,-t‘-lqkz (q q) - Z q(2k+1)n(1 _ qn)
) 2

_ p it 2 (1 _ q)2k+1(t _ w0)2k+2 < q(2k+1)(1 _ C[) >
Aeliae 4 @ Dax 1 - @D - g2™7)

Q)2k+2 (t _ w0)2k+2

(@, D 2k+2

2 (1 -
= P/‘L,tR)If,th(kH)

)

bulunur. Dolayisiyla, (3.30) k + 1 igin gegerli olur. Sonug olarak (3.30) tim k € N

degerleri i¢in dogrudur.

(t —wo)?*

lim P, R gk (1 — q)%* =0
e AR T T gy

oldugundan her t € (wy, b) i¢in Y(¢t, 1) = 0 olur. Bu ¢6ziimiin tekligini ispatliyor.

Son olarak, ¢(t,1),t € (wg,b) A degiskenine gore tam fonksiyon oldugunu
ispatlayalim. t € [wy, b] igin, keyfi bir pozitif p i¢in ¢(t, A) fonksiyonun her

D, = {A € C:|1| < p}

diskinde analitik oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak t € [wg, b] i¢in hem
@m(t, ) hem de ;—Awm(t, A) D, diski iizerinde analitik ve tiim A € D, igin %(pm (t,A)
(wg, 4) noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. t € (wy, b) igin x4 (t, 1) ve x,(t, 1) 4
degiskenine gore tam fonksiyonlaridir. Ayrica her 1 € C igin %Xi(t, 1) (wy,A)’da

siireklidirler. Dolayisiyla m = 1 igin ifade dogrudur. ifadenin m >1 icin dogru

oldugunu varsayalim. O zaman t, € (wg, b), 49 € D, i¢in

0Pm+1(to, 1)

oA =g
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to
%1 (h(2), D) (h(1), Ddg ot + W

A=ﬂ.0 (1)0

0x,(to, 1)
1752

l=lo

0x41(ty, A)
oA

f s (h(0), Do (A(D), Dl ot
A=2o @0

0 fo
+qx2 (to, A) 8_/1 <J. X1 (h(t), A)‘Pm(h(t): A)dq,w t)
Wo A=

0 to
—qxl(to,ma< | x2<h(t>,z)%(h(tm)dq,wt) (331)
@o A=2

elde edilir.
Timevarimdan %(Xi(t, A)gom(h(t),/l)),i =12, (wgy Ap)’da siirekli oldugu

elde edilir. Bu nedenle, D, (4,) = {z € C: |z — 40| < n} olmak iizere

9
|ﬁ (xi(h"(to),A)(pm(h"(to),l))| <MneN, 1€D,(), (3.32)

M,7n > 0 sabitleri mevcuttur. Dolayistyla her 4 € D, (4,) i¢in

0
(to(1 = @) = )" |5 (6™ (t0), Do (B (200, )|

< (tp(1—q) —w)q"M, n€N,

olur.

Buna baglh olarak

f Oa%(xi(h(t),ﬂ)gom(hm(t),A)dq,wt, i=12, (3.33)

g, w — integrallerine karsilik gelen seriler A = 4, bir komsuluk bolgesinde diizgiin
yakinsaktir. O zaman ¢@,,,1(ts,A) A,’da analitiktir. Simdi (3.31)’deki diferansiyel ve
integrasyon islemlerininin sirasin1 degistirebiliriz.

to, ile Ay keyfi oldugundan her t € (wg, b), A € Qy igin

9]
ﬁ Pm+1 (tr A)
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9] i)
= 00D+ [ 22 (06 D5 (DB, DY) dgo5

to
- q f =7 (0.6, DXz (h(), D (), D)p(h(5))dg .05 (3.:34)

dir. Yine, timevarimdan, (3.34)’daki integraller (wg,A)’da siireklidirler. Sonug¢ olarak

%¢m+1(t, A) (wq, A)’da stireklidirler. ty, € [wy, b] keyfi olsun. O zaman

Y(to)
2

|xl‘(t0,2)| S ,i = 1,2, |(p1(t0,l)| S ﬁ(to), A € Dp, (335)

olacak sekilde Y(ty), B(ty) > 0 mevcuttur.

Sonug olarak tlimevarimdan

|0m+1(to, 1) = @m(to, |

mem+1) (AY (£o) (t(1 — q) — w))™
2 (@ Dm

elde edilir. (3.20) serileri t =t, igin D,’de ¢(ty,4)’ya diizgiin olarak yakinsar.

3 m=12,... (3.36)

< B(to)q

Dolayisiyla ¢(ty, 4) D,’de analitiktir, yani tamdir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

¢$1(, A) ve ¢, (-, 1) fonksiyonlart
$1(wo, ) =1, Dgop1(wo, ) =0;  ¢2(we, 1) =0, Dyoupa(we, 1) =1, 1€C
baslangi¢ kosullarini saglayan lineer bagimsiz ¢dziim olsunlar.

B;, B, rastgele sabitler olmak tizere (3.1) denkleminin her ¢dziimii

y(t,4) = B1g1(t, 1) + By, (L, 1), (3.37)
seklinde yazilabilir.
(3.1) denkleminin bir y(-, ) ¢6ziimii, (3.2)—(3.3) sinir kosullarini sagliyorsa, yani,

B1Ui(¢1) + BUi(¢2) = 0, (3.38)

B1Uy(¢1) + BU,(¢p2) = 0. (3.39)
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lineer sistemi i¢in asikar olmayan bir ¢6ziim elde edilebilirse 6z fonksiyon olacaktir.

Bu nedenle, A bir 6z degerdir ancak ve ancak

Ur(¢1) Ui(92)| _

AD=Nu,6) vl =

0

A(A) fonksiyonu (3.1)- (3.3) probleminin karakteristik determinant1 olarak adlandirilir.
A()\)'min sifirlari tam olarak (3.1)—(3.3) probleminin 6zdegerleridir.

Her bir sabit t € [w, b] igin ¢, (t, 1) ve ¢,(t, 1) fonksiyonlar1 A degiskenine gore tam
olduklari i¢in, A(1)" da tamdir. Bu nedenle, problemin dzdegerleri, sonlu limit noktalar

olmaksizin sayilabilir sayidadirlar.

Teorem 3.1.5. (3.1)—(3.3) probleminin 6zdegerleri A(A)'nin basit sifirlaridir (Annaby
vd., 2018).
3.2. Singiiler Hahn Sturm-Liouville Problemleri

Bu boliimde singiiler durumdaki Hahn Sturn-Liouville problemi igin Titchmarsh—
Weyl teorisi verilecektir.
Simdi A karmasik bir parametre, v [wy, ©) lizerinde tanimli ve w, noktasinda

stirekli, gercel degerli bir fonksiyon olmak tizere
2(y):=—q 'D_,q-1,4-1Dy gy (x) + v(x)y(x) = Ay(x), x € (w,, ) (3.40)

singiiler Hahn Sturn-Liouville problemini ele alalim.

Teorem 3.2.1. Her 1 € C ve x € [wy, ») igin, (3.40) denklemin keyfi iki ¢6ziimiiniin w, g-
Wronskian 1 x’ten bagimsizdir.

Ispat. y ve z fonksiyonlari (3.40) denkleminin iki ¢oziimii olsun. (3.4) denkleminden

| €0) gt~ | 9@t = 1.2160 = 21 (00)

= Ww,q . 2) (h_l(x)» A)— Ww,q (v, 2) (h_l(wo); A).

elde edilir.

?(y)=Ayve ¢ (z)= z, oldugundan asagidakini elde ederiz:
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X X X
f £(y)zd,qt — f y{(z)dyqt = (4 - A)f y(&, Dz(t,D)dyqt =0 (3.41)
Wo Wo Wo
= Wao,q (y' Z) (h_l(x)r/l) - W(u,q (y' Z) (h_l((‘)o)' /1)
O halde W,, , (v, z)(h™*(x),A) = W,, (¥, 2) (h™' (w), A) elde edilir.
Simdi (3.40) denkleminin y ¢6ziimii igin asagidaki sinir kosulu koyabiririz:
Dyqy(@™)sina+y(g™")cosa =0,a € Rn € N:={1,2,... }. (3.42)

0 < ¢ < m olmak tizere, x(x, L) ve ¢(x, A) fonksiyonlar1(3.40) denkleminin

X(wgy,A) =sin{, p(wy,A) = cos{

D_yq-14-1X(wo,4) = —c0s{,D_, 41 4-1,(wg,4) = sin¢

(3.43)

kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun.

Burada W, 4(x, ¢) = 1 oldugundan y and ¢ ¢oziimleri lineer bagimsizdir (Allahverdiyev
ve Tuna, 2021).

Lemma 3.2.2. x € [wg, ®) ve A € C olmak iizere agsagidaki bagintilari elde ederiz:

xXC, ) = x(, ), o(x, 1) = ¢(x,4)

Ispat. Eger y(x, A) fonksiyonu (3.40) denkleminin bir ¢oziimii ise
~q7'D_q1,q-2Dar X (6, 1) + V(X (6, 2) = (3, 2), % € (@0, 0)

elde edilir. Kompleks eslenik alirsak

47D g1 41D g XG0 ) + v(@)x (0 2) = X D), x € (w5,9)

elde edilir.
(3.43) denkleminden y(x, 1) fonksiyonu
—q7'D_4yq1,4-1 Doy qu(x) + v(X)u(x) = Au(x), x € (w, ).

denkleminin bir ¢dziimii oldugu goriiliir. Fakat u = y(x,A) fonksiyonu da  (3.40)
denkleminin (3.43) kosullarimi saglayan bir ¢oziimidiir. Coziimiin tekliginden istenilen

sonug elde edilir (Allahverdiyev ve Tuna, 2021).
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Lemma 3.2.3. Eger y(x, A) fonksiyonu (3.40) denkleminin bir ¢6ziimii ise asagidaki

bagintiy1 elde ederiz:

b
2ic f YD) P qx = Weyg 0, 7) (R (5), 1) = Way g (0, 7) (B (@5), 1) (3.44)
[OF) "
c=ImAb>01€C

Ispat. (3.4) denkleminde z(x, }) = y(x, A) yerine koyarsak, (3.41) denklemini elde ederiz.
Boylece (3.44) denklemi bulunur.

Simdi (3.43) denklemini kullanarak (3.40) denkleminin asagidaki gibi 9 ¢ozimiini
olusturacagiz:

I(x,A):= x(x, 1) +ne(x, 1), x € [wy, )

burada n sabit bir sayidir. Eger 9 yi y i¢in (3.42) denkleminde y yerine § koyarsak
asagidakini elde ederiz:

Q+np)sina+ (Y +nP)cosa =0 (3.45)

Burada

Q=Dyqx(@ ™ 2), fF=Dyqp(qg ™ 1)
Y=x(@ ™A, ®=9(@™1) (nEN)

dir. O halde asagidaki esitligi elde ederiz:

_ Ycosa+Qsina 3.46
= ®cosa + fsina (3.46)

n fonksiyonu, A degiskenine gére meromorf bir fonksiyonudur ¢iinkii y(x, A) ve ¢(x, A) A

degiskenine gore tam fonksiyonlaridir.

Ayrica, regiiler problemin 6zdegerleri gercel oldugundan, n'nin biitiin kutuplar1 gercel ve

basittir.Eger cot a karmasik bir z degiskeni ile yer degistirilirse,

Yz +Q
Pz + ¢

n= (3.47)

elde edilir. Mobius doniisiimleri teorisinden (Knopp, 1952) (3.47) denkleminin her A igin
Z’de bire-bir konform déniisiimdiir. Dolayisiyla n denklemi karmagsik diizlemde bir Cg-n

¢emberi tanimlar.
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Simdi artik C;-n(n € N)’ nin merkezini ve yarigapmi bulalim. Sirasiyla C,-n(n € N)

¢emberlerinin yarigapini ve merkezini r, ©,, ile gosterelim.
Teorem 3.2.4. 1 € C ve 0 = Im A # 0 olmak iizere asagidakileri elde ederiz.

_ Ww,q()(:@)(q_n'/l)
@n(l) N Wo,q(@.0)(q@ ™) ( 3'48)

-1

(1) = (20.fq lo(x, /1)|2dw,qx> (n € N). (3.49)

Ispat. ©,,(1)(n € N) oo da bir simetrik noktadir. z’ ve z" z-diizleminde ve

N4, z") = o, n(4,2") = 0,(1)

olsun. O halde z’ ve z" z — dlizleminin gergel eksenine gore simetrik olmaldir, yani
z' = z".Fakat n(4, z") = o ancak ve ancak

s = _Poa®@™ )
o(@™ 1)

dir. Dolayisiyla asagidakini elde ederiz:

—_ Dw, (_ —TL’A) —
x(@™ ) <— %) + Dy qx(q™™A)

_ Dw,q¢(q_n: A)> — _

G)TL(A) = 77 (ﬂ" (p(q_n’ A)

D, _ n, -
o™, 2) (— %) + Doy g9(q7™ A)

__X@"DDuqp(a7"A) — (a7 A)Duqx (@ )
@(q7" DDo,q0(qa7™ ) — 9(q™™ 2)Doy,g (g™, 2)

__ Woqt @@

Wara (0, ) (@™ 1)

7, (A) mn C4-n in merkezi ile C;-n(A) lizerindeki n(4, 0) noktas: arasindaki uzaklik oldugu
agiktir.

W, q (6 9)(@™ = 1(n € N) esitliginden

() = DoqX@ ™A W06 @)@ "D _ |Duq®(q7" D)Wora ()", D)
" Dy q(@™A) Wyq(p, @)@ ™A |Duqo(q™™ VW, (0, $)(@™ 1)
_ [WoaGo )@ D) _ 1 (nem

Weq(@, @)@ ™D | Wy q(e, @)@ ™) '
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elde edilir.

Lemma 3.2.3 den asagidaki sonuca ulasiyoruz:

q—n
W0 (0, 8)(q™, ) = 2ic f 0 (x, ) [2dy, o x
Wo

Boylece asagidakini elde ederiz:

q "
W0 (0, )(a™™ D) = 2[o] f 10 (6, )2y o x
wWo

(Allahverdiyev ve Tuna, 2021).

Teorem 3.2.5. 1 = p + io. olsun. Eger Im A = g > 0, ise, o halde iist yar1 diizlem
Cq-n(n € N) ¢emberinin distyla eslesir.

Ispat. w, g-Wronskian tanimindan asagidaki elde edilir:

- {Dw,q<p(q‘”,/1)} hd .{_ Duq?(a™™A) Dw,qw(q‘”,i)}

o@D | 2 (@™ ) o(g™ )
_ L1 Woq@@)@™A) 1 Wq(p, )" A)
20 lo@m P 2" (@™ DI
= T we 1900 DIPdugx >0 (nEN)

yani, eger 6 > 0 ise, C4-n (A) nin dis1, z-diizleminin iist yari-diizlemine eslenir.
(Allahverdiyev ve Tuna, 2021).

Teorem 3.2.6. ImA = ¢ > 0 olsun, O halde n C;-~(n € N) ¢emberleri {izerinde bulunur
ancak ve ancak

-n

1 5 Imn
J lx(x, A) + no(x,A)|“dy,qx = — (n €N) (3.50)

0

dir. n, C4-n gemberinin igerisindedir ancak ve ancak

-n

q 5 Imn
[ @ + 1o Py ex <=2 (e n)
Wo

dir.

Ispat. 1 € C olsun. O halde asagidakini elde ederiz:
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Ww,q (X + U(P»X + U(P)(G)O»/D = Ww,q (X} )Z)(a)O'A) + 77Ww,q ((P,)Z)((Uo,l)

( ( : a ) 3.51
+ Wi, g 00 ) (@0, A) + [N Wy g (@, @) (@, A) = =1 +177 = —=2ilm 7 ey
Lemma 3.2.3 den
q—n
2c:f 1xCe, ) + 19 (x, VP d g
wWo
1
== (Wog O + 0, x +19) (g™, ) + 2iImn)(n € N). (3.52)

elde edilir.

Teorem 3.2.5 e gore eger Imz < 0 ise, v > 0 olmak lizere  noktasi C4-n(n € N) nin
icindedir (3.47) dan asagidaki elde edilir

Q+nf . Yz+Q
Y+n0' "7 T oz+¢

burada

Q=Dyqx(@™2), f=Dyqp(q™™ 1),
Y=x(@ ™A, ®=9(@™1) (nEN)

dir. Dolayisiyla,

O zaman, Im z < 0 ancak ve ancak
iWg(x +ne, x +ne)(@™A) >0 (neN) (3.53)
olur.

(3.52) ve (3.53) denklemlerinden su sonuca ulasiriz
qa ™" 2 Im7
fwo lx(x, A) + ne(x,A)|“dy, qx < — (n € N). (3.54)

Ote yandan, 1, C,-ngemberi iizerindedir ancak ve ancak Im z = 0. Dolayisiyla asagidaki
denklemi elde ederiz.

W q(x + 19, x +19)(@ ", 4) =0 (n €N). (3.55)

(3.55) i (3.52) de yerine koyarsak esitlik (3.50) yi elde ederiz. (Allahverdiyev ve Tuna,
2021).
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Teorem 3.2.7. ImA = ¢ > 0 olsun. C4-n gemberleri n — o igin i¢ ige gegmistir.

Ispat. g% < g™ olacak sekilde baska bir k noktas1 diisiinelim. (3.52) yi kullanarak
asagidakini yazabiliriz:

" Imn
1x(6, ) + 1o (x, VP dy gx < f 1x(e, 2) + e (x, VP dy gx < &
w

[

0 0

Bu da m noktasinin C;—n  g¢emberi igerisinde olmasi gerektigi anlamima gelmektedir.
(Allahverdiyev ve Tuna, 2021).

Sonu¢ 3.2.8. C,-n gemberleri n — oo igin ya bir ¢gembere ya da bir noktaya yakinsar.

(Allahverdiyev ve Tuna, 2021).

Tammm 3.2.9. Eger C,, bir nokta ise o halde denklem (3.40) in limit nokta durumunda
oldugu soylenir. Benzer sekilde, eger C. bir ¢cember ise o halde denklem (3.40) 1n limit

¢ember durumunda oldugu soylenir. (Allahverdiyev ve Tuna, 2021).
Teorem 3.2.10. | C,, limit cemberinin tizerinde veya iginde bulunan bir nokta olsun ve

Y(x, &) =x(x, A) + nd(x, &), Im A = 6 > 0 fonksiyonu (3.40) denkleminin ¢6ziimii olsun. O
halde W(-, 1) € L?, 4(eo, o), yani,

[ e +noe Pdygr <o

wo

Burada n fonksiyonuna Titchmarsh-Weyl fonksiyonu ve ¥(x, A) fonksiyonuna (3.40)

denkleminin bir Weyl ¢6ziimii denir.

Ispat. 1 C,, limit ¢emberinin iizerinde veya iginde bulunan bir nokta olsun, o halde

asagidakini elde ederiz:
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-n

q Imn
f Lx(x, 1) + nep(x, A)|2dy, g% < — (n €N) (3.56)
w

0

(3.56) nin sag tarafi q" noktasindan bagimsiz oldugundan n — o igin limit alabiliriz

ve asagidakini elde ederiz:

°° Imn
f W, )Py qx < —
wo o

bu da ispat1 tamamlar. (Allahverdiyev ve Tuna, 2021).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde singiiler durumdaki  Hahn Sturm-Liouville operatorlerini galisacagiz. Sinir
kosullart yardimiyla bu operatdriin sinir deger uzayi insa edilecektir. Bu uzay yardimiyla
simetrik Hahn Sturm-Liouville operatoriiniin maksimal disipatif, akretif ve kendine es
genislemeleri elde edilecektir.

Simdi

()= —q 7' D_4q-1,4-1D0,qy (%) + v(X)y(x) = Ay (x), x € (wo, ) (4.1)

Hahn Sturm-Liouville denklemini goz 6niine alalim. Burada v(-) fonksiyonu [w, ©)
aralig1 lizerinde reel-degerli Ve w, noktasinda siirekli bir fonksiyondur. (4.1) denkleminden

operatdre gecis yapmak igin,
(.= | FOTOdgt
Wo

i¢ ¢arpimi1 yardimiyla qu,w (wg,0)  Hilbert uzayin1 géz oniine alalim (Allahverdiev ve
Tuna, 2021).
Simdi (4.1) denklemine karsilik gelen maksimal ve minimal operatdrlerin tanim kiimelerini
verelim.

y ve Dy ,,y fonksiyonlart (wy, ) lizerinde tammly,

Dinax =4y € L?4 4, (wg, ): ve w, noktasinda sirekli,
£(y) € L4, (wg, )

Dpin = {y € Dpax: }’(wo) = Dl‘ﬁy(wo) =0, [y' Z]oo =0Vze Dmax}-
q q

Dinax Kimesi tizerinde  Lp,q,y = €y ile L., maksimal operatoriinii tanimlayalim.
Eger L, operatorinil D,,;,, kiimesine kisitlarsak L,,;;, minimal operatorii elde edilir.

Lmin" = Lmax V€ Lmin kapali simetrik operatoriidiir (Naimark,1968).

Lnin simetrik operatdrii Weyl ’in limit-cember durumunda olsun.

£(y) = 0 denkleminin,
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ug(wy) =1, (Dq,wu1)(w0) =0, uz(wy) =0, (Dq,a)uz)(a)o) =1

baslangic kosullarini saglayan ¢oziimlerini u, (t) ve u, (t) olarak gosterelim.

Aciktir ki u, (t) ve u,(t) lineer bagimsizdir ve onlarin Wronskian 1 e esittir;

Woolug, uz] (8) = Wi lug, uz] (wo) =1, (te[wg, ) ).
Simdi,

Fl' FZ: Dmax - Cz,

_ (—y(wp) _ (Prey(@o)
vl (i ) 0

dontisiimlerini tanimlayalim.

Teorem 4.1. (4.2) déniisiimleri ile tanimlanan(C?, Ty, T,) ticliisii, Ly, operatoriiniin siir
deger uzayidir.

Sinir deger uzaymin ilk kosulunu ispatlamak icin ilk olarak asagidaki lemmay1
ispatlamamiz gerekiyor.

Lemma 4.2. y(t),w(t) € Dpqy keyfi fonksiyonlar igin

v, wle = [y, urle. [W,uzle — [y, uzle. [W,ug]p, wo <t < 0 (4.3)

dir.

Ispat. u, (t) ve u,(t) reel degerli fonksiyonlari igin

[, ugle- W, uzle — [y, uzle [W, uq ]

= (y(t)D1-0u;(t) — D1-0y(t)u,(t)) (WDl —olUy(t) — D1i-ow(t)u, (t)>

qq qq q q qaq

~(/(OD: o (8) = D1 oy (D (1) (Wumul(o - D;ﬁwa)ul(t))

qq qaq qaq
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= y(O)D1-0w(t) = Di-0y(O)W(t) = [y, W],  wo<t< oo

qq qaq

elde edilir.
Vy(t), W(t) € Dpqx i¢in

(I, B2)¢z — (1, [12)¢2 = —y(wo) (Dﬁ(w(wo))>+Dﬁ(y(wo))(w(wo)) +

[y, us]eo- [Wy U2] 0 = [¥) 2] co- [W, U1 ] oo

Lemma 4.2 den asagidaki sonug elde edilir:

(1Y, [2) 2 — 2y, [12) ez = [y, W]o — [y, W],

(3. 4) denklemi kullanilarak

Lonas? W) 22, o) = O Lmae®) 12, (o) = T, 5D — Gy, D (44)

elde edilir. Boylece smir deger uzaymnm ilk sart1 yerine getirilmistir. Ikinci sart: asagidaki

lemma kullanilarak ispatlanir.

Lemma 4.3. Keyfi py, p1, 6y Ve §; kompleks sayilari igin

y(wo) = po, Dl,ﬁY(wo) = p1, e =60 [y uz]le =61 (4.5)
7 q

sartlarini saglayan bir y € D,,,, fonksiyonu vardir.

Ispat.
(fru)iz o) = 00t P1 (fLU2)12, (o) = 61— Po (4.6)

saglayan bir f(t) € L?;,(wo, o) fonksiyonunu dikkate alalim. B&yle bir fonksiyon

u, ve u, fonksiyonlariin lineer birlesimi olarak bulunabilir.
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y(wo) = po, D1-0y(wy) = py

q q

baslangi¢ kosullarini saglayan £(y) = f(t) denkleminin ¢6ziimiinii y,(t) ile gosterelim.
Bu ¢6zlim asagidaki gibi yazilabilir:

y1(t) = pouy (t) + pruy(t) + fot{u1(t) Uz (&) —u (Hu (D)} (§)dg 0.

Bu ifade gsterir ki y, (t) € L?; ,(wq, ) dir. (3. 4) denkleminden
(f )LZQ.w(wo,OO) =(t& 1)’”1')L2q.w<wo,oo)

=[you] - [yl,uj]wo + (y,F(uj)) =12 (4.7)

qu,w(wo'oo) ’

elde edilir.

j=1,2 icin {’(uj) =0, ve y;(wg) =poy, Di-oy(wy) = p; oldugundan
qq

_ =P J=1
[yl'uj]w_{,oo: j=2

elde edilir. O zaman

(f) ul)LZq'w(wo,oo) = [y, U] + p1
() uZ)qu‘w(a)o,oo) = [y1, uz]e — Po
buluruz. (4.6) ifadesinden

[Y1’u1]oo = 6§y ve [}’1,112]00 =6
elde edilir:
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Boylece, Lemma 4.3 ve Teorem 4.1 ispatlandi. Teorem 4.1 ve Teorem 2.15 kullanarak
asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.5. K, C? uzayinda biiziilme operatdrii ise Ly, operatoriiniin

(K-Dhy+i(K+ DLy =0 (4.8)
ve
(K-=DIy—i(K+ DLy =0 (4.9)

kosullarimi1 saglayan y € D,,,, fonksiyonlarinin kiimesine kisitlanmasi sirastyla Ly
operatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif geniglemesidir.

Tersine Ly, operatoriiniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemeleri
(4.8) ve (4.9) kosullar1 yardimiyla verilir. K biizilme operatorii genisleme ile tek tiirlii
belirlenir.

Eger (4.8) ve (4.9) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa L, operatoriiniin maksimal
simetrik genislemesini verir.

Eger (4.8) ve (4.9) ifadesindeki K operatorii iiniter olursa L,;, operatoriiniin kendine es

genislemesini verir.

36



5. SONUC

Bu tez calismasinda,

_q_lD—wq_l,q_lDw,qy(x) +v(x)y(x) = Ay(t), t € [0,)

formundaki singiiler Hahn- Sturm-Liouville differensiyel denklemleri ele alindi. Burada
v(-) fonksiyonu [wy, ) araligi iizerinde reel-degerli ve w, noktasinda siirekli bir
fonksiyondur. Bu tiirden denklemlere karsilik gelen minimal ve maximal operatdor
olusturuldu. Weyl limit-gember durumunda, yani indis defektin (2,2) oldugu durumda
operatdriin siir deger uzay: insa edildi. Sinir deger uzayr yardimiyla simetrik operatoriin

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeler sinir kosullari cinsinden ifade edildi.

Bu ¢alisma singiiler Hahn- Sturm-Liouville differensiyel denklemlerinin Weyl limit-nokta

durumu i¢in yani indis defektin (1,1) oldugu durumda yapilarak arastirma genisletilebilir.
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