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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

T, : Konform Kesirli Tiirev

T2 : Konform Soldan Kesirli Tiirev
br : Konform Sagdan Kesirli Tiirev
Iy : Konform Kesirli integral

1$ : Konform Soldan Kesirli integral
b : Konform Sagdan Kesirli Integral
R : Reel Sayilar Kiimesi

N : Dogal Sayilar Kiimesi

C : Kompleks Sayilar Kiimesi

W,If, gl : f ile g fonksiyonlarinin konform-Wronskian’1
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Singiiler Konform Kesirli Mertebe Sturm-Liquville Operatoriiniin Genislemeleri
Canan ERDOGAN

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA

Ocak, 2021

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve calismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonug¢lar verildi.

Ugiincii béliimde, smir deger uzay: ve dissipatif genislemelerin temel tamim ve
ozellikleri verildi.

Dérdiincii boliimde, singiiler konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville problemi
icin Weyl teorisi verilmistir.

Son olarak, singiiler konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville operatdriiniin
maximal disipatif, akretif, kendine es genislemeler sinir kosullari cinsinden verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konform kesirli kalkuliis, Sturm-Liouville operatorii, simetrik

operator, kendine es operator, disipatif operator, akretif operatdr, genisleme, sinir deger
uzay1, sinir kosullari.
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SUMMARY
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned and some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, basic definitions and properties of a space of boundary value and
dissipative extension are given.

In the fourth section,Weyl's theory for the singular conformable fractional Sturm-
Liouville equation is given.

Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint and, other
extensions of singular conformable fractional Sturm-Liouville operator is given in terms of
boundaryconditions.

Keywords: conformable fractional calculus, Sturm-Liouville operator, symmetric
operators, self-adjoint operators, dissipative operators, accretive operators, a space of
boundary value, boundary conditions.



1. GIRIS

Yakin zamanlarda c¢esitli bilim dallarinda calisan arastirmacilar, ugrastiklar
sistemler i¢in modelleme yaparken klasik tiirev yerine kesirli mertebe tiirevi kullanmanin
daha iyi sonuglar verdigini gozlemleyerek, kesirli mertebeden hesaplamalar ile yakindan
ilgilenmeye baslamiglardir. Kesirli mertebeden kalkiiliis mertebesi tamsay1 olmayan tiirev
ve integrali i¢ine alir. Kesirli mertebeden tiirev kavrami ilk olarak 17. yiizyilin sonlarinda
Fransiz matematik¢i L’Hopital’in Leibniz’e sordugu n = 1/2 i¢in n. mertebeden tiirev ne
demektir sorusuyla literatiire girmistir. Giiniimiize kadar pek ¢ok kesirli mertebeden tiirev
tanimin1 ortaya konulmustur (Kilbas,vd., 2006;Miller, 1993). Bu tanimlardan en ¢ok
kullanilanlari, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimlaridir. Bu
tanimlardaki kesirli tlirev adi tiirevin iyi bilinen Ozelliklerini (6rnegin iki fonksiyonun
carpimini tiirevi, bdoliimiiniin tiirevi, bileske fonksiyonlar igin zincir kurali gibi)
saglamamaktadir. Bu ylizden matematik¢iler kesirli mertebeden tiirev i¢in yeni bir tanim
arayisina girmislerdir. 2014 yilinda Khalil ve arkadaglar1 (Khalil, vd., 2014) konform kesirli
tirev ve konform kesirli integral tanimi verdiler. Bu tanim adi tiirevin tanimindaki limit
formuna dayanmaktadir. Konform kesirli mertebe tiirev icin adi tiirevin temel 6zellikleri
(carpimin tiirevi, toplamin tiirevi, boliimiin tiirevi, ortalama deger teoremi, Rolle teoremi)
ispatlamiglardir. Bu ¢alismadan bir yil sonra Abdeljawad (Abdeljawad, 2015) bu yeni
konform kesirli mertebeden kalkuliis teorisini gelistirerek zincir kurali, iistel fonksiyonlar,
Gronwall esitligi, kismi integrasyon, Taylor kuvvet serisi agilimi, Laplace doniigiimiiniin
konform kesirli kalkuliis versiyonlarini vermistir. Ayni zamanda Anderson ve Ulness
(Anderson ve Ulness, 2015) konform kesirli tiirev kavramini genellestirerek birim operatorii
igeren bir yap1 ortaya koymustur.

2019 yilinda Allahverdiev vd. (Allahverdiev vd., 2019), regiiler konform kesirli
mertebeden Sturm-Liouville problemini ele aldilar. Bu tiirden denklemler i¢in varlik ve
teklik teoremi ispatlanmistir. Kendine es konform kesirli mertebe Sturm-Liouville problemi
formiile edilmistir. Bu problem i¢in Green fonksiyonu olusturulmus ve 6z fonksiyon
agilimlar1 verilmistir.

Baleanu v.d (Baleanu vd., 2019), dagilimli potansiyele sahip singiiler kesirli

mertebeden dizisel denklemler icin Weyl teorisini vermislerdir.



Simetrik  operatorlerin  genisleme problemi operatorler teorisinin ilging
problemlerden birisidir. J. Von Neumann (von Neumann, 1929), 1929 yilinda simetrik
operatorlerin genisleme teorisi ile ilgili ilk sonuglar1 elde etmistir. Von Neumann bu
calismasinda hangi kosullar altinda simetrik operatorlerin kendine es genislemeye sahip
oldugu ve bu genislemenin nasil yapilacagini gostermistir. Rellich (Rellich, 1951), Krein
(Krein, 1947, 1952), Vishik (Vishik, 1952), Birman (Birman, 1956), Phillips (Phillips,
1959), simetrik operatorlerin kendine es genislemeleri iizerinde ¢alisan matematikg¢ilerden
bazilaridir.

Lineer bagmtilar yardimryla simetrik operatorlerin geniglemesiyle ilgili ilk sonuclar
Rofe-Beketov (Rofe-Beketov, 1969) tarafindan elde edildi. Bu metodu kullanarak simetrik
diferansiyel operatorlerin kendine es genislemeleri siir kosullari cinsinden ifade eden
matematikgiler: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984), Bairamogly
(Bairamogly, 1984), Allahverdiev (Allahverdiev,1995, 2013, 2014, 2016, 2019), Tuna
(Tuna , 2013), Tuna ve Bayrak (Tunave Bayrak, 2018), Tuna ve Allahverdiev (Tuna ve
Allahverdiev, 2018), Allahverdiev vd. (Allahverdiev, Tuna and Yalcinkaya, 2020) ve
Kholkin (Kholkin, 1981) dir.

Disipatif lineer bagintilar kullanilarak operator katsayili simetrik diferansiyel
operatorlerin disipatif ve kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak
(Gorbachuk, vd.,1972) tarafindan verildi. Daha sonralar1 birbirinden bagimsiz olarak Bruk
(Bruk, 1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafindan sinir deger uzay1 kavrami yardimiyla
simetrik operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve diger genislemeleri yapildi. Simetrik
operatorlerin genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in bkz: Gorbachuk, Gorbachuk ve
Kochubei (Gorbachuk, vd., 1989).

Bu tez calismasinda, singiiler durumda konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville
simetrik operatorii ele alinmistir. Bu operatdr i¢in sinir deger uzay1 insa edildi. Sinir kogullar
yardimiyla tiim maksimal disipatif, maksimal akretif ve kendine es genislemeleri

eldeedilmistir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. Lineer uzaylarda tanimlanmis olan doniisiimlere operator denir (Kreyszig,
1978).

Tamm 2.1.2. U, bir kompleks lineer uzay olsun. Her u,v€ U ve 1 € Kicin

(wu)=0;(w,u) =0 u =0
(u,v) = (v,u)

(Au,v) = A(u,v)

(ug +up, v) = (U, v) + (U, v)

Wb =

sartlarin1 saglayan ve (i,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin i¢ ¢arpimi
denir ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzayr denir:

Ayrica verilen bu zellikleri dikkate aldigimizda (u, Av) = A(u, v) ve

(u, v, + vy) = (u,v1) + (u, v,) 6zellikleri de yazilabilir. (Akhiezer ve Glazman, 1963).
Tanim 2.1.3. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,

lull = (u,w) 72 2.1)

normuna gore tam ise, yani (U, (.,.))igindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina
yakinsak ise bu i¢ ¢carpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).
Tanim 2.1.4. Bir U i¢ ¢arpim uzayinda

llull =/ (u,w) (2.2)

ifadesi bir norm tanimladigindan, bu i¢ carpim uzay1 bu norma gore lineer normlu uzay olur.
Sayilabilir, tam ortonormal sistem igeren i¢ ¢arpim uzayima Hilbert Uzay: denir ve H ile
gosterilir (Naimark, 1968).

Tanim 2.1.5. Hilbert uzay: lizerinde tanimlanan bir 7 lineer operatorii verilsin.

vu € Hicin, || Tull < kljul, (2.3)



esitsizligini saglayan bir k sayisi varsa T ye sinirli lineer operatér denir. Bu k sayilarinin en
kiigtigiine T sinirlt operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatorinin normu

| Tl
IT|| = sup———= sup ||Tul| (2.4)
uzo lull  uy=1

esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).
Tanim 2.1.6. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operator olsun. 7 nin tanim kiimesi

D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h,t € D(T) i¢in,

(Th,t) = (h, T*t) (2.5)

esitligini saglayan T operatoriine T’nin eslenik operatorii denir. Bu esitligi saglayan t € H
vektorlerinden olusan kiimeye de T’ nin tanim kiimesi denir ve K(T") ile gosterilir. T*

operatorii agagidaki esitlikleri saglar:

(T =T
ii.(AT)* = AT*
ii.(T+L)" =T"+L"
iv.(T)" =LT"
v.[|T*|| = IIT|| (T svurliiken)

(Naimark, 1968).

Tanmm 2.1.7. T* = T ise, T’ ye kendine es operator ad1 verilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).
Tamm 2.1.8. A lineer operatoriiniin tanim kiimesi D(A), H Hilbert uzayinda yogun olsun.
Vf € D(A), Im(Af,f) =0 (2.6)

ise, A lineer operatoriine disipatif(dissipative) operatdr denir.

Vf € D(A), Im(Af,f) <0 (2.7



ise, A lineer operatdriine akretif(acceretive) operatdr denir (Gorbachuc ve Gorbachuk,
1991).

A lineer operatorii akretif(acceretive) operatordiir ancak ve ancak A disipatif(dissipative)
operatordiir.

Eger A disipatif(akretif) operatorii kendinden farkli disipatif(akretif) genigslemeye sahip
degilse A operatoriine maksimal disipatif(akretif) operator denir.

Disipatif operatorler daima kapanabilir. Disipatif operatorlerin kapanisi da disipatifdir.

Maksimal disipatif operatorler daima kapalidir.

2.2. Konform Kesirli Tiirevler

Tanim 2.2.1. Mertebesi ae(0,1) olan f: [0, o) — R fonksiyonunun “konform kesirli tiirevi”
1-a)_
(Tf)(®) = lim M vt >0 (2.8)
E—

olarak tanimlanir. Eger f, a > 0 i¢in (0, a) araliginda a-tiirevienebilir ve tliIglJr £ (t) limiti
varsa, o zaman f(®(0) = tlirg1+ @ (t) ile tammlanir (Khalil vd., 2014).

Bir fonksiyonu @ = 0 mertebeden tiirevi fonksiyonun kendisine esit degildir. Gergekten de

-0 -0 1+¢ g0 €&

(Tof)(£) = lim LEEETQ o i LSOy 12
&

dir.

Yukaridaki denklemdeki birinci ¢arpan, mertebesi 1 olan kuantum tiireve karsilik gelir,
ikinci ¢arpan ise oo gider (Ortigueira veTenreiroMachado, 2014).

Teorem 2.2.2. « € (0,1], t, > 0 olmak iizere eger f: [0, ) — R fonksiyonu t, noktasinda
a-tiirevlenebilir ise o zaman t noktasinda f siireklidir (Khalil vd., 2014).

Ispat: Oncelikle

1-a\_
f(to + Sté_a) _ f(to) — f(to+et;™®) f(to)g

&

esitliginden



f(to+ety™*)—f(to) lim &
& -0

lim[f (to + £t™") = f(to)] = lim
yazabiliriz. h = et3~* alirsak,
lim{f (to + b) = £(t0)] = F©(t). 0
bulunur. Bu esitlikten de

;Li_r)% f(to+h) = f(to)

elde edilir. Bu da demektir ki t, noktasinda f siireklidir.

Teorem 2.2.3. a« € (0,1] i¢inf, g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda a-diferansiyellenebilir
olsun. O halde

T, (af + bg) = aT,(f) + bT,(g),Va, beR.
T,(tP) = ptP~% Vp € R.
T,(A) = 0, her sabit fonksiyon f(t) = 1.

Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f)-

f 9Ta(f)—fTa(g)
5. Ta, (5) = ag—za‘

0 » b=

6. Ayrica f tiirevlenebilirse, o zaman T, (f)(t) = t17¢ % (t) (Khalil vd., 2014)
ozellikleri saglanir.

Ispat:

(1)-(3) ozellikler tanimdan kolayca elde edilir. (4) ve (6)’y1 ispat edelim. Simdi, sabitt > 0

i¢in,

Ta(fg)(t) = l_l_r)lg (

&

ft+et' gt +et'™ ) —f (t)g(t))

= lim
-0

(f (t+et'™ gt +et' ) —f(O)glt+et'™ )+ f()g(t +et'™*) — f (t)g(t))

&



gt +et'=*) —g(t)

= lim
-0

(f(t +et179) — f(1)

. g(t+ etl_“)> + f(t) lgi_r)r&

=To()®) lim (¢ + &7~ + £ ()Ta(g) (1)
dir. g, t’de siirekli oldugundan dolay1 lirr(} g(t + et1=%) = g(¢t) dir. (4)’{in ispat1 tamamlanir.
E—

(5) de benzer sekilde ispatlanir.
(6) ispat etmek i¢in Tanim 2.2.1 deki h = £1"%*secelim. O haldes = t%~1h olur. O halde

ft+et'™) - f(t)> i (f(t +h) — f(t))
= A5

€ hta-1

T.(F)(®) = 131<

— T4 H f(t+h)—£(t) - 1_aﬂ
=t }ll_rg (—h ) =t (t) olur.

Simdi asagida baz1 fonksiyonlarin konform kesirli tiirevini verelim:

1. T,(e*) = cx17%e*, c € R.
2. T, (sinbx) = bx"* cosbx, b € R.
3. T,(cos bx) = —bx1~%*sinbx, b € R.
4. T,(3t9)=1,

o lia) = 1.a
5. T, smat )—cosat ,

(
6. T, (cos%t“) = — sin%t“,
7. T

lta lta
e )=ea (Khalil vd., 2014).

Tamim 2.2.4. Mertebesi 0 < @ < 1olan f:[a, ) — R fonksiyonu a noktasindaki soldan

konform kesirli tiirevi,

(T2f)(®) = lim F 29)
E—

olarak tanimlanir. a = 0 i¢in T,ile gosterilir. Eger (a, b) tizerinde (T, f)(t) varsa



(T2 (@) = lim (TEF)©)

dir.
Mertebesi 0 < a < 1 olan f: (—o0,b] = R fonksiyonunun b noktasindaki sagdan konform

kesirli tiirevi,

ETF)(E) = lim — L0 O (2.10)
£

olarak tanimlanir. Eger (a, b) de (2T f)(t) varsa, o zaman
GTAH®) = lim GTH®

olur. (Abdeljawad, 2014).
Tanmm 2.2.5. @ € (n,n+ 1] ve f = @ — n olsun. f:[a, ) - R fonksiyonunun (f ™ (t)

mevcut olan) a noktasindaki &« —mertebeden soldan kesirli tiirevi,
(TEH® = (T ™)

olarak tanimlanir.
Burada a = 0 yazarsak T, olur. f fonksiyonunun (f ™) (t) meveut olan) b noktasindaki «

mertebeden sagdan kesirli tiirevi,
2TA)(E) = (=)™ (pTf™)(6)

olarak tanimlanir (Abdeljawad, 2014).

Dikkat edelirse, @ = n + 1 alirsak o zaman B = 1 ve f'in kesirli tirevi f™*D(t) olur.
Ayrica n =0 (veya a € (0,1) ) i¢in 8 = a olur ve Tanim 2.2.2 elde edilir(Abdeljawad,
2014).

Teorem 2.2.6. (Zincir Kural): 0 < a < 1 igin f, g: (a, @) — R fonksiyonlari soldan a —
turevlenebilir ve h(t) = f(g(t)) olsun. O halde h(t) fonksiyonu soldan a —

turevlenebilirdir ve



vt t# a,g®) # 0, (TR (@) = (TEH(g@®). (Tég) (D) g(®)* (2.11)
dir. Eger t = a ise,
(Teh)(a) = lim (TZ'f )(g®). (Teg B g)*? (2.12)

dir(Abdeljawad, 2014).

Ispat: Tanimda u = t + &(t — a)*~* alinirsa ve g fonksiyonunun siirekliligi kullanilirsa

flgw) — f(g®) Ji-a

u—t

(Tzh)(6) = lim

4 f0@) = f(g®) | g -g®
u-t  g(u) —g(t) u->t  u—t

B flaw) - f(9®)
= 1m
gw~g®  (gw) — g@®)

g " Teg(0). 9O

= (T¢N(9(). (TEPH D gDt (2.13)

elde edilir.

Onerme 2.2.7. f:[a, ©) — oo fonksiyonu (a, o) da iki defa tiirevlenebilir olsun. O halde
(TETEN(®) = T pf () + (1= Bt — ) FTEF(0) (214)

dir(Abdeljawad, 2014). Burada a ve [ sayilarin1 0 < a,f <1 ve 1 <a + [ < 2 olarak
tanimlandi.

Ispat: f fonksiyonunun iki defa tiirevlenebilir olmas1 ve kesirli ¢arpimin tiirevi kuralindan
d
(TETENH®) =17 I [t Pt - a) (D)

=t + A= Bt - a) P ()]



=Tarpf () + (1 =Bt — ) PTEf(D) (2.15)
olur. (2.14) de a, f — 1 alinirsa
TaTpf(©) = Tof (t) = f" ()

bulunur. Konform kesirli tiirev keyfi bir a ve f icin ToTp(f)(t) # Toyp(f)(t) indeks
kuralina sahip degildir: (2.8) deki denklem iki defa uygulanirsa

f[t+£t1'“+(£t1_3)1_ﬁ]—f(t+£t1_ﬁ)—f(t+£t1'“)+f(t)

* Ta+[>’(f) (t)

g2

TTs(F)(®) = lim

elde edilir.(Ortigueira ve Tenreiro Machado, 2014).
Kabul edelim ki f:[a, ) - R,n — 1 < a < n dyle ki £ (t) siirekli olsun. O zaman,

(TeN)®) = (T 1-nf "V)©) = = )" ()

ve boylece
(TZNH(a) = tl_iggr(t —a)" ™) =0

bulunur.

Benzer sekilde, f: (—oo, b] — R siirekli ve £ (t) sagdan durum yerine
(GTAYB) = lim (b= ™ £ () = 0
dir (Abdeljawad, 2014).

0<a<1ile ne{l1,23,..} olsun. n’inci mertebeden sirasiyla soldan(sagdan) dizisel

konform kesirli tiirev tanima,

MWTaf(e) = TATE - TEf (1) (2.16)
n—-defa

10



veE

brMf(e) = BTET - ETF(0), 2.17)
n—defa

seklindedir.(Abdeljawad, 2014).

Eger, 0 < a <7 ve f:[a, ) — R siirekli fonksiyon igin, iki kez tiirevlenebilirse o halde

dogrudan hesaplamalar gosterir ki,

—a)(t—a)l 2 () + (t — a)?2*f"(t) ise t > a,

@rarcry — rarariey — (1
TS () =TATEf(t) = {0 iset = a,

dir.
Benzer sekilde, 0 < & < 3 ve f: (=, b] - R sagdan durum igin siirekli fonksiyon igin iki

kez tiirevlenebilirse o halde dogrudan hesaplamalar gosterir ki,

a)(b —)172¢f"(t) + (b — t)?72%f"(t) ise t > b,

rOf ) = grirf@ = {1 ise t = b

dir.

2.2. Konform Kesirli Integraller

Tanim 2.3.1. 0 < a < 1 olsun.

Uef) = [, f()da (x,a) = f,(x — a)*~* f(x)dx dur.

a = 0ise da(x) olur. Ayn sekilde,
Q) = [} fOdalb,x) = ['(b—x)*! f(x)dx,

olarak tanimlanan IZ ve 21 operatérlerine f fonksiyonunun konform soldan ve sagdan kesirli
integrali denir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.2. Varsayalim ki 0 < a < 1 ve f:[a, o) — R siirekli fonksiyon olsun. O halde

11



vt >a, Tglgf(t) = f()

dir (Abdeljawad, 2014).
Lemma 2.3.3. Varsayalim ki 0 < a < 1ve f: (—o0, b] — R siireklifonksiyon olsun. O halde

Vt < b, BTLIf(t) = f(©)
dir (Abdeljawad, 2014).

Tanim 2.34. a € (n,n + 1] olsun. a mertebeden soldan kesirli integral

USH® =1y ((t = @F ) = = [2(t = 00" (x — )P L f (x)dx(2.18)
olarak tanimlanir (Abdeljawad, 2014).

a=n+1lise,f =a—n=n+1—n = lolur. Buradan da
UEH®) = AL (E) = = [1(t — )" f (x)dx

olur. (Abdeljawad, 2014).
Hatirladigimiz iizere, a noktasinda mertebesi @ > 0 olan soldan Riemann- Liouville kesirli

integrali

L)) == [L(t = $)* f(s)ds (2.19)

ile tanimlanmisti. Bu tanimdan

(IgH) = {AEH() igin, a =n+1,n=0,12,.. oldugunu goriiyoruz.(Abdeljawad,
2014).

Ornek 2.3.5. Hatirladigimz iizere,

ary _ A4 \u—-1 — r(u _ \atu—-1
(18 - )* () = - (x - @), @, > 0

12



idi.
(t —a)* fonksiyonunun mertebesi @ € (n,n + 1] olan(konform) kesirli integralini

hesaplayabiliriz. ¢ € R, @ + u —n > 0 i¢in,

r(a+u—n)

(18(t = )M)(0) = (I (£ — ) (x) = T (- gyt (2.20)

olur.(Abdeljawad, 2014).
Benzer bigimde, sagdan (konform) kesirli integralini bulabiliriz. Yani u E R, a + u —n >

0 icin,

I — M) = (a31(b — )P 1) (x) = LD () _ yatu (2.21)

I'(a+u+1)

elde edilir.(Abdeljawad, 2014).
Onerme 2.3.6. f: [a, ) — R bir fonksiyon ve 0 < a,u < 1 dyleki 1 < a + u < 2 olsun.
O halde

(laluf)©® = = Uaf O + 5 (laruf) = % 3 57472 f(5)ds (2.22)

dir(Abdeljawad, 2014).

Ispat: Integrallerin sirasini degistirelim

(ILn+ ) (©) = (Is*#72£()) () (2.23)

o halde

(I1.f)(® = fot (fotlf(s)s“_lds) thtde,

= j:f(s)s“‘l (f:ltf_ldtl) ds

13



[ st [ as
0

= %Uaf)(t) + % [(Iawf)(t) —t ) svHH2 f(s)ds] - (2.24)

bulunur. Eger (2.22) esitliginde a, u — 1ise (111 f)(t) = (I1f)(¢t) olur.

Riemann sagdan ve soldan kesirli integrali tizerindeki (Qf(t) = f(a+ b —t), f:[a,b] =

R) Q-operatoriinii hatirlayacak olursak:

QIGf () = JIQf (©) (2.25)
dir. « € (n,n + 1] alindiginda,

QIGF (1) = QU1 ((t = )* (D) = n3H((b —)* " f(a+ b — 1))

= &IQf (0), (2.26)
bulunur.(Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.7. Farz edelim ki € (n,n + 1], f: [a, ) — R bir fonksiyon olsun. Oyle ki
F™(t) siireklidir. O halde

vt >a, Tglgf () = f(t)

dir(Abdeljawad, 2014).

Ispat: Direk tanimdan
dTl
Telgf(t) =Tg ngf(t)
dt®

=18 (d—n [ (t = a)""lf(t)>
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= T4 (I8¢t — P £ () (2.27)
bulunur. Yani

TEF () = TRIEF (D)

Lemma 2.3.1 kullanildiginda istedigimiz sonuca ulasiriz.

Lemma 2.3.8. f:(—oo,b] > R fonksiyon olsun dyle ki f™(t), a € (n,n + 1] igin
stireklidir. O halde

vt <b, gTHUf() = ()

dir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.9. f, h: [a, ©) — R fonksiyonlari olsun. Oyle ki t > a i¢in T var, (a, ) de f

tiirevlenebilir ve

TEf(t) = (t —a)' " *h(t)

dir. O halde

vVt > a,h(t) = f'(t)

dir (Abdeljawad, 2014).

Sonug 2.3.10. f: [a, b) — R fonksiyon olsun dyle ki b >t > a i¢in (IZT2)f(t) var olsun.

O halde f(t), (a,b) de tiirevlenebilirdir(Abdeljawad, 2014).
Lemma 2.3.11. 0 < o < 1ve f:[a,b) — R tiirevlenebilir olsun. O halde Vt > a,

IgTZ () (@) = () — f(a) (2.28)

dir(Abdeljawad, 2014).
Ispat: f diferansiyellenebilir ise Teorem 2.2.2°deki yardimiyla
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ISTE(F)(E) = f (= Q% T, (F) () dx

= fat(x —a)* 1(x —a)' " (x)dx = f(t) — f(a) (2.29)

bulunur.
Onerme 23.12. a€(mn+1)], fila,©0)>R, t>a icin (n+1) defa

diferansiyellenebilir olsun. O halde

") (@) (t-a)k

vE > a, [ETE(®) = f(B) = Dpg =2, (2:30)
bulunur.(Abdeljawad, 2014).

Ispat: Tanimdan Teorem 2.2.1 bulunur,

ST = i (£ = )P AT (D)

= I8 (C = F e =)' F D (0)

= 12, f (). m (231)

O halde kismi integrasyonla istedigimiz sonucu buluruz.
Onerme 23.13. a€mn+1], fi(—oo,b] >R, t<b icin (n+1) defa

diferansiyellenebilir olsun. O halde

Dk FR () (b-)k
k! )

vt <Dbicin, glgT(F)(®) = () — Xk=o (2.32)

Ozel olarak,

n=0yada0<a < 1lise, 2IET(f)(t) = f(t) — f(b) dir(Abdeljawad, 2014).

Simdi Gronwall esitliginin kesirli versiyonunu ispatlayacagiz.

Teorem 2.3.14. r,] = [a, b] arali@1 iizerinde siirekli, negatif olmayan fonksiyon olsun.

é ve k negatif olmayan sabitler olmak {izere,
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r(t) <5+ fat kr(s)(s—a)*ds, te]

dir. O halde

k(t_a)a

vt e], r(t) < e =

dir (Abdeljawad, 2014).
ispat:

R(t) =8 + [ kr(s)(s — ) 'ds = 6 + 1Z(kr(s)) ()
tanimlayalim. O halde
R(a) = 6 ve R(t) = r(t),

TZR(t) — kR(t) = kr(t) — kR(t) < kr(t) —kr(t) =0 (2.33)

(t-a)%
dir. 2.33)ile K(t) = e7* = carpalim. Teorem 2.2.3’deki Zincir kurali yardimiyla
TAK(t) = —kK(t) oldugu goriiliir. Carpim kuralini1 kullanirsak

TH(K(®R()) < 0.

K(t)R(t), (a, b) lizerinde diferansiyellenebilir oldugundan, Lemma 2.3.6 dan
IETEKOR®) = K(OR() —K(a)R(a) = K(t)R(t) =6 <0 (2.34)
elde edilir. Buradan

6 _ k(t_a)a

K@®)

r(t) < R() < de (2.35)

ispat tamamlandi.
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3. SINIR DEGER UZAYLARI VE DiSiPATIF GENISLEMELER

Bu boliimde Hilbert uzayda simetrik operatorlerin smir deger uzayr yardimiyla yapilan

disipatif geniglemeleri ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

3.1. Disipatif Genislemeler

Teorem 3.1.1. Her disipatif operatdr maksimal disipatif genislemeye sahiptir. Disipatif bir

A operatoriin maksimal disipatif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A < 0 i¢in
R(A—-Al)=H

olmasidir (Gorbachukve Gorbachuk, 1991).

Ispat: A kapali disipatif operator, ImA < 0 olsun. O zaman R(A — AI) = H
kapalidir. (2.6) esitsizliginden

Im((A = ADf, f) = ~ImA(f, f)

dir. Fakat

Im((A—=ADf, ) < [I(A=ADfIf1] — ImA < [|(A = ADf||

dir. Buradan R(A — Al) = H kapalidir. Simdi iki durum olusabilir:

1. ImA < 0 igin R(A — AlI) = H olursa A maksimal disipatif operator olur. Aksi
halde A operatdriiniin kendisinden farkli disipatif A genislemesi icin bir f # 0 elemam

bulunur dyle ki (/T — Al ) fo = 0 olur. Buradan
Im(AfOJfO) = Iml(fOlfO)
olur ki bu 4 nin disipatifligi ile gelisir.

2. R(A — Al) # H ise A operatorii kendisinden farkli disipatif genislemeye sahiptir ve

bu genisleme su sekilde insa edilir:
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N=HOR(MA-A,Dz=D,+N,

A(f+u)=Af +u,f €Dy u €N,

olarak tanimlayalim A operatorii dogru tanimlanir: f +u = 0 ise
(Af.f) = (Au,w) = (w, Au) = A(u,u)

dir. Im(Af,f) < 0iseu = 0, f = 0 olur. A operatdrii disipatiftir:
(A +w.f +u) = Af. ) + Aww + (Af W) + A, f)

= (Af, ) + 2w w) + (f, A"w) + A(u, f)

=(Af, f) + 2w w) + A(f,w) + A, f)

Buradan

Im(A(f +w), f +w) = Im(Af, f) + ImA(u,u) = 0.

Son olarak R(A — AI) = H oldugunu kontrol etmek zor degildir. Yukarida gosterildigi gibi
A operatorii maksimal disipatiftir. Teorem 3.1.1. den bir operatdr maksimal disipatif ve
maksimal akretif olmas1 igin gerek ve yeter kosul operatoriin kendine es olmasidir. Maksimal
disipatif veya maksimal akretif simetrik operatore maksimal simetrik operator denir. Teorem
3.1.1. den A simetrik operatorii maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
operatoriin defekt sayilarindan biri sifira esit olmasidir. A operatdriiniin maksimal simetrik
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A operatoriiniin kendinden farkli simetrik genislemeye sahip
olmamasidir.

Teorem 3.1.2. A operatdrii A simetrik operatdriiniin disipatif (akretif) genislemesi olsun. O
zaman A c A* dir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat: Farz edelim ki A > A disipatif bir genisleme olsun. Teorem 3.1.1 ile A operatdriinii

maksimal disipatif kabul edelim.
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B=(A—iD)(A+iDB = (A-il)(A +iI)"" (3.1)
operatorlerini alalim. —i disipatif (simetrik) operatoriin 6zdegerin olamayacagindan (3.1)
anlamlidir. B operatdrii R(A + il) uzayint R(A — il) uzayina izometrik olarak resmeder.
Eger f € R(A+il), yani f = (A+il)g,g € D, ise,
IBfII> = I(A = iDglI* = ((A - iDg, (A - i)

= (Ag,Ag) —i(g — Ag) +i(Ag,9) + (g9, 9)
I£1I> = 1A+ iDgllI> = ((A + iDg, (A + i)

= (Ag,4g) +i(g,49) — i(Ag,9) + (9,9)
dir.

(9,.49) = (Ag, g) ise ||Bf]| = |Ifl

dir. Benzer sekilde B operatdriiniin bir biiziilme operatdrii oldugu gosterilir. (3.1)

ifadesinden
A=—i(B+DB-1)"A=-i(B+DH(B -1

dir. Agiktir ki Boperatorii B operatdriiniin genislemesidir. u € N_;olsun. O zaman u L Dg

dir. v € Dg, ¢ € Cigin

16v +ull? = ||[BEv +w)|* = 0 (3.2)
dir.

Bl = ||Bv|| = ||v||

oldugunu hesaba katarsak (3.2) den
20



llull” = |Bull? — 2Re(§ (Bv, Bv)) = 0
elde edilir. ¢ keyfi oldugundan
(Bv,Bv) =0

olur. Boylece her v € Dy i¢in B, 1 B, = Bv dir. Yani B, L R(4 — i), B, € N;. Buradan

da C,N_; den N; ye biiziilme operatdrii olmak iizere B = B @ C. g € D olsun.
f=A+ihg
Bf = (A-iDg
olur. Son iki esitlikten f1 € R(A + il), f, € N_; olmak lizere

1 B 1 o 2 1 2
9 =2—i(f—3f) =T+ f7=Bf - CfY)

1 1
= (f1=Bf1) + . (f2— Cf>2)
dir. B operatoriiniin tanimindan f; — Bf; € Dy. f, — Cf, € N_; @ N;. Buradan g € Dy ve
Ag=o Bfy) + o= (f2 + Cf?
g_Zi(fl f1) Zi(f f*2
1 1
:E (f1+Bf1)+E (f2+Cf2)

dir. Diger taraftan
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3.2. Lineer Bagintilar

Tamm 3.2.1. 0 < H bir Hilbert uzay olsun. 8 € H @ H keyfi lineer kiimesine lineer baginti
denir. 64,0, lineer bagintilar olsunlar. 8, € 6, ise 6, ye 6, in genislemesi denir.
(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Tamm 3.2.2. flineer bagintisinda {x, x'} € 0 i¢in

Im(x',x) = 0, (swraswyla, Im(x',x) < 0,Im(x’,x) = 0)

oluyorsa 0 lineer bagintisina disipatif (sirasiyla, akretif, simetrik) baginti denir. Eger disipatif
(akretif, simetrik) bagintinin kendisinden farkl disipatif genislemesi yoksa baginti maksimal
disipatifdir. Ayn1 anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif olan simetrik baginti

kendine estir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 0 disipatif bagmtis1 ile eslesen Ug

operatoriinii tanimlayalim:
Dy, = {x' +ix:{x,x} € 6},
Ug(x +ix) = x’ —ix

olsun. Uy operatoriine 6 bagmtisinin Cayley doniisimii denir. Uy operatorii 1iyi

tanimlanmugtir. Eger {x,x'} € 0, {y,y'} € 6 i¢in x' + ix = y' + iy olursa
x—yx'—y}lebx' -y =-i(x-y)

olur. Diger taraftan

0<Im(x'—y,x—y)=Im(—i(x —y),x—y) = —[lx —y|I’

dir. Buradan x = y,x’ = y' elde edilir.

IUe (x" + ix)[|? = [|xl|” + ||x]|* = 2Im(x’, x)

llc” + ix||? = |lx'lI* + llx[|? + 2Im(x', x)
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dir. 0 bagintis1 disipatif oldugundan
[Ug(x"+ ix)|| < ||x"+ ix]||,{x,x} €O (3.3)

elde edilir. 0 bagintis1 simetrik ise (4.3) esitsizligi gegerlidir.

Teorem 3.2.3. K, H bir Hilbert uzay iizerinde biiziilme operatdrii olsun.
(K-Dx'+i(K+Dx=0 (3.4)
(K-Dx'—i(K+Dx=0 (3.5)
esitlikleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla maksimal disipatif ve maksimal akretiftir.
Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) baginti (3.4), (3.5) bi¢iminde
gosterilebilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirli belirlenir. Maksimal disipatif
(maksimal akretif) baginti maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.4)
ifadesindeki ( (3.5) deki ) K operatorii izometrik olmasidir. Kendine es bagintilarin genel
formu (3.4) veya (3.5) ile verilir, burada K operatorii tiniterdir (Gorbachuk and Gorbachuk,
1991).

Ispat: (2.4) ile tammli 6 lineer bagintisin alalim. {x, x'} € 6 olsun.

K(x'+ix) =x"—ix

1K + )17 = [IX']12 + [lx]f = 2Im(x’, x)

llx"+ ix||” = |lx || + [|x]|” + 2Im(x’, x).

Sonuncu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

4Im(x',x) = ||x" + ix||? = ||[K(x" + ix)||> = 0 (3.6)

olur. Boylece 6 bagintis1 disipatiftir. u € H igin

x’=%(u+Ku),x =%(u—Ku)
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tanimlayalim. O zaman {x,x'} € 6, x' + ix = u,x" — ix = Ku olur. Buda Dy, = H,Ug =
K oldugunu gosterir. 6 bagintis1 8 bagmntisinin disipatif genislemesi ise Uz D Uy olur . Bu
ise ancak Uz = Uy olmastyla miimkiindiir. Buradan 8 = 6 olur. Yani 6 maksimal
disipatifdir. 8 keyfi maksimal disipatif baginti, Ugda 8 bagintisinin Cayley doniisiimii olsun.
O zaman Dy, = H dir. Bunu ispatlayalim: Tersini kabul edelim. Ugm ya siirekli olarak
genisletilebilir. D—Ug # H ise Ug, H © D—Ug iizerinde sifira esitlenerek Uy, H a genisletilir.
Buradan K O Uy biiziilme operatdrii tiim uzayda tanimlanir. K operatoriinii insa ederek (3.4)
esitligine karsilik gelen 8 bagintisini ele alalim. Yukarida ispat ettigimiz gibi 6 bagintist
disipatif ve & D 6 dir. 6 bagintis1 maksimal disipatif oldugundan 6 = 6, Ug = Uy olur
buradan bir celiski elde edilir. Boylece Uy, H iizerinde biiziilme operatoriidiir. Cayley

doniigiimiiniin tamimindan her {x, x'} € 6 i¢in

Ug(x' +ix) =x —ix (3.7)
dir. Daha 6nceden belirttigimiz gibi (2.7) maksimal disipatif & > 6 bagmtisini tanimlar. 6
bagintis1 maksimal disipatif oldugunda 8 = 6, yani 6 bagmtisi (2.4) ile belirlenir. (2.6) dan

0 bagintis1 maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K izometrik operator

olmasidir. 8 bagintis1t maksimal akretif olsun.

0, = {{-x,x}:{x,x}} €0 (3.8)

bagintis1 maksimal disipatifdir. Gosterdik ki

{x,x'} € 0, (veya{—x,x'}€0) ©(K-Dx'"+i(K+DH(-x)=0

dir. Bu ifade de (2.5) e denktir. Tersi de benzer sekilde gosterilir. Son olarak 6 bagintisi

kendine es olsun. O zaman K;, K, operatorleri H {izerinde izometrik operator olmak iizere
(Ki—Dx'"+i(K;+Dx =0

(Kz - I)x, - l(Kz + I)x == O
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esitlikleri denktir.

KK, (x" —ix) = x" +ix, KK (x" + ix) KoK, (x" + ix)

elde edilir.

{x'+ix|{x,x'} €0} ={x"—ix|{x,x'} €0} =H

oldugundan

KlKZ = K2K1 =]

olur, yani K; ve K, liniterdir. Tersi asikardir.

3.3. Simir Deger Uzaylar ve Disipatif Genislemeler

Tanim 3.3.1. K Hilbert uzay, I'y,I'2: D5+ — K lineer doniistimler olsun.

1. f,9 € Dp+ icin

A f,9) — (fLA") = (I'1f, T29)k—(T2f, T19)k:

ii. Keyfi Fy,F, €K icin I'yf = F4,I',f = F, olacak sekilde bir f € Dy« vektorii
vardir; sartlarin1 saglayan (K, 4, I";) tgliistine A operatoriiniin sinir deger uzayi
denir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Teorem 3.3.2. n < o olmak iizere (n, n) indis defektli keyfi simetrik operator i¢in dimK =

n olmak tizere (K, I'1, I';) siir deger uzayi vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat:

DA* = DA @ Ni @ N—i (39)
idi. P_j, P;: Dpx = N_;, Njizdiisim operatorleri olsun. dimN_; = dimN; oldugundan
N; = N_; izometrik bir doniisiim vardir. Bunu U ile gosterelim. K = N_; alirsak (H dan

indirgenen i¢ ¢arpima gore )

Fl = P—i + UPL',FZ = —iP_i + lUPl
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olsun. (K,I'y,I';) nin A operatoriiniin sinir deger uzayt oldugunu ispatlayalim. (3.9)

ifadesinden f, g € Dy~ ise
f=fotPif+Pf,g=g0+P.ig+Pig fogo€Da
dir.

A*P, = —iP, A*P_; = —iP_;

ve A operatdriiniin simetrik oldugunu dikkate alirsak

(A'f,9) = (f,A°g) = 2i((P-if , P-i9) — (Pif, Pig))

dir. Diger taraftan U operatoriiniin izometrikligine denk olarak

(T'1f, T29)k — (T2f, T19)k = 2i((P-if, P-i9) — (Pif, Pig))

dir. Buradan sinir deger uzayinin (i) kosulu saglanir. Fq, F; € K, f € Dy« alalim.
f=fotfitfifo€Dy

1 1
f-i =z(iF1—F2) € Ny, fi =ZU_1(iF1+F2) €N

olsun. O zaman I'yf = F4,[';f = F; olur.

Teorem3.3.3. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatdriiniin

(K=DIif +i(K+DI2f =0 (3.10)
(K—DIif —i(K+DIaf =0 (3.11)

kosulunu saglayan f € Dp=vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatdriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi

maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatoriiniin (3.10) ve (3.11)
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kosulunu saglayan f € Dy« vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay1 iizerinde A operatdriiniin
maksimal simetrik genislemesi (3.10) , (3.11) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K {initer operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son

durumda (3.10), (3.11) kosullari, C, H iizerinde kendine es operatdr olmak {izere

(cosC)I'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(I'1f +ilof) =T1f —ilLf, ['1f +il2f € Dk (3.12)
sirastyla
K(F1f_irzf)=F1f+iF2f:F1f_iF2f€DK (3-13)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

K¢ < NIf

saglayan lineer operatordiir. A operatdriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik operator
olmak iizere (2.12), (2.13) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
Ispat: A, A operatoriiniin maksimal disipatif genislemesi olsun. Teorem 3.1.2. ile 4 c A*

dir. (K, I'1,T'2), A operatoriiniin sinir deger uzay1 olmak {izere

6 = {I'2f . I'1f}: f € D}

olsun. (K, 'y, I';) nin (i) 6zelliginden 0, K da disipatif bagintidir. Eger > 6 ve 0 disipatif
bagint1 ise Z,A*operatérﬁnﬁn Dz={f€Dp+ }:{[>f, 1 f} € 0} kiimesinin kisitlamasi olarak
tanimlanan A operatOriiniin disipatif genislemesidir. Buradan A =A. Eger {x,x'} €0 ise
belli bir f € Dy, i¢in x = I f,x" = I3 f, olur. Burada f € D3, ve f € Dy, yani, {x,x" € 6.
Béylece & = 0 ve  maksimal disipatif bagmtidir. Teorem 2.2.3 den istenen sonuglar elde
edilir.
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Farz edelim ki A, A* operatériiniin (2.10) kosulunu saglayan vektdrlerin D; kiimesine

kisitlamasi olsun.

0 ={LLf,.Iif}:f € Dz}
ele alalim. Teorem 2.2.3 gbre 0 bagintis1 maksimal disipatiftir. (K, I3, I'2) nin (i) 6zelliginden
A disipatiftir.

Farz edelim ki A operatdrii A operatdriiniin disipatif genislemesi olsun.

6 ={{LLf. [if . f € Dy}
dir.  bagintis1 0 bagintisinin disipatif genislemesi oldugundan 8=0 dir. Eger f € D = ise

g€D;icnLf =g L, f =I,g.Buisef —g € Dyy, buradan f€ D; Boylece A=A ve

A maksimal disipatiftir.

28



4. SINGULER KONFORM KESIRLI MERTEBEDEN STURM-
LIOUVILLE PROBLEMIi

Bu bolimde singiiler konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville problemi
incelenecektir. Singiiler denklemle ugrasirken, asil sorun denklemin ¢oziimiiniiniin singiiler
nokta civarinda davranmisini bulmaktir. Reel potansiyelli ikinci mertebeden differensiyel
denklemler icin Weyl (Weyl, 1910) tarafindan etkili bir yol sunulmustur ve problemin
spektral parametre ile ilgili olmadigr ancak potansiyel fonksiyonu ile ilgili oldugu
gosterilmistir (Naimark, 1968), (Titchmarsh, 1946).

Sturm-Liouville denklemleri uygun katsayir ve verilen bir aralik iizerinde w > Oagirlik

fonksiyonuyla

—T,(pTey) + qy = Awy,x >0 (4.1)

formunda konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville denklemine doniistiiriilebilir. Eger

katsayilar yeterince diizgiin ise (4.1) denklemi

—x17%(px7%’) + qy = Awy,x > 0 (4.2)
ya da

—(px=%y’) + x%* gy = 2x* twy,x > 0

olur. Ikinci denklem

—(By)' + 4y = Awy,x >0

temel Sturm-liouville denklemi olarak disiiniilebilir. Ancak, bu durumda denklemin
singliler noktada limit nokta ya da limit ¢gember durumu olup olmamasina gore p, g ve W
fonksiyonlar1 lizerine kosul konulmalidir.

Bu bolimde (4.1) denkleminden daha genel bir denklem olan asagidaki denklemi

inceleyecegiz.

~Tolp(Tey + sy)] + ps(T,y + sy) + qy = Awy, x > 0. (4.3)
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Bu boliim hazirlanirken Baleanu, Jarad ve Ugurlu’nun 2019 yilinda yaynlanan makalesi

kaynak alinmistir (Baleanu v.d.,2019).

4.1. Hilbert Uzay1

L% (1, 00; w) uzay1 , iizerinde i¢ ¢arpim

.2) = [, yzwda(x)

ile tanimlanan ve asagidaki sart1 saglayan fonksiyonlardan olusan bir Hilbert uzay1 olsun:

Iy I*= floo Iy(o)Pw(x)da(x) = floo Iy(x)IPw(x)x% 1dx < oo.
Bu ¢alismada
l,(y) = ﬁ{—Ta[p(Tay +sy)]| +ps(Tpy +sy) + q(x)y},1 <x < oo

seklindeki konform differensiyel ifadeleri g6z Oniinde bulunduracagiz. Burada 0 < a <

0,p,s,q ve w reel degerli siirekli fonksiyonlardir ve

e[l ) = {f:[1,0) > C: [, f(x)da(x) < oo,VI C [1,0)}
olmak tizere
s, x71q, x*7'w € L, [1, )
dir.

Burada T, := T} dir.

Lemma 4.1.1. (Green Formiilii). 1 < b < ¢ < o i¢in agagidaki bagint1 bulunur:
c _ c

| e wdat) - [ yTCTwda() = X1 = 1, X16) (44)
b b
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Burada
[y, X] = y!lx — yx[!]
ve

yU = p(T,y + sy)

dir.

Ispat: Bu bagmti kismi integrasyon metodu kullanilarak elde edilir.

~Tolp(Tay + sy)] + ps(Tay + sy) + qy = Awy (4-5)
denklemi, A spektral parametre iken

a—1 a-1,,—-1

[sz]’ - [—x‘;ic(q —lew) x—x“is] : [Tiy]
ya da
Y'(x) =A(x, )Y (x, 1)

formunda yazilabilir.
A(x,A) matrisinin elemanlar1 [1,00) araliginda lokal integrallenebildigi icin (4.5)

denkleminin

y(f! /1) = Zl! y[l](f; /1) = {2}

seklinde tek bir ¢oziimi oldugunu soyleyebiliriz. Burada & € [1,00) ve (;,{, €C
dir(Naimark, 1968).
ACpc[1, o) kiimesi, [1, ) araligindaki tiim lokal mutlak siirekli fonksiyonlar1 gostermek

uzere
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Dy = {y € [2[1,00):y.y!" € ACic[1, ), 1o (y) € L[1, )}

ile tanimlanan D, kiimesi, L%[1, %) un bir alt kiimesi olsun. (4.1) ifadesinin yardimiyla

v, X € D, keyfi iki fonksiyon olmak {izere

(ULa)-X) = (v lpa (X)) = [y, X]() — [y, X](1) (4.6)

denklemi elde edilir. (4.6) ifadesinin sol tarafi anlamli ve sonlu oldugundan
[y, X](%0) = lim [y, X](x)

limiti vardir ve sonludur.

4.2. Temel ¢coziimler

p(x, 1) ve P(x, 1) fonksiyonlar
l,(y) =Ay,1 < x < oo, 4.7)
denkleminin, 0<y<m olmak iizere, asagidaki kosullar1 saglayan iki ¢6ziimii olsun:

¢(1,1) = siny, Y(1,1) = cosy,
oM(1,1) = —cosy, YIH(1,1) =siny,

@ ve P ¢oziimleri lineer bagimsizdir ¢linkii
[, p](1) =1

dir. Simdi (4.7) denkleminin

0=¢p+my

¢oziimiinii dikkate alalim. [1,00) tizerinde (4.7) denkleminin sahip oldugu ¢oziimlerin

davranigini incelemek igin problemi ilk basta [1, b] sonlu araliginda
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cosBy(b) + sinfyM(h) =0,0<p < (4.8)

siir kosullart altinda diistinelim. Eger (4.8) sinirlandirilmis kosullarinda 6 ¢6ziimiinii

diisiiniirsek o zaman

(A+ mB)cosB + (C + mD)sin =0 (4.9)

elde edilir. Burada ;

A=¢(b,1),B=19(b,2),C =M (b,2),C=yMb 1)

dir. (4.9) lin kompleks eslenigini alirsak

(A + mB)cosp + (C + mD)sinfs = 0 (4.10)

elde edilir ve (4.9) ve (4.10) asagidaki gibi tek denklem seklinde yazilabilir.

A+mB C +mDj[cosp

[/T +mB C+ mD] [smﬁ (+.11)
cosf ve sinfd ayn1 zamanda sifir olamayacagindan dolay1 (4.11) den

Im|>(BD — DB) + m(BC — DA) + m(AD — CB) + AC—CA =0 (4.12)

denklemi elde edelir. Burada

BD — DB = [,y](b)
BC — DA = [, 9](b)
AD - CB = [¢,¥](b)

dir. (4.12) denklemi

[6,61(b) = 0
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seklinde tanimlanabilir. Bir diger taraftan Green formiilii gosterir ki
[6,61(b) = 2ilm(2) [,'16]*wda(x) — 2i Im(m)
ve

. b
[, 9] = 2ilm(2) [; 19|*wda(x)
dir. Burada Im(z) ile z karmasik sayisinin sanal kism1 gosterilmektedir. O zaman

[6,01(b) _

[Wlp) 2

denklemi kompleks m-diizleminde bir €}, ¢ember denklemidir. Yani €}, ¢gemberinin i¢i

[6,01(b)
[, ¥](b) <0

yada

2ilm(Q) flblelzwda(x)—zilm(m)

5 <0
2iim(4) [, [p2wda(x)

olarak tanimlanir. Boylece Im(4) # 0 alindiginda

b 2 Im(m)
S, 161Pwda(x) < D) (4.13)

oluyorsa m noktasi C, ¢emberinin i¢indedir. b < b < oo igin
[J1612wda(x) < [7161°wda(x)

esitsizligi yazilabilir.
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m noktasi €}, cemberinin lizerinde ya da i¢ noktasinda ise ' ¢emberinin i¢ noktasinda olmak
zorundadir. Sonug olarak, bu ¢cemberler i¢ icedir ve b — oo iken C,, ¢emberine ya da bir Co,
noktasina yakinsayabilir. (4.13) esitsizliginin sag tarafi b ye bagh olmadigi i¢in asagidaki
teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.2.1. (4.7) ile denkleminin 8 = ¢ + my ¢oziimi (Im(4d) # 0
floolgo + myp|?wda(x) < «

esitsizligini saglar. Bir diger ifadeyle 8 € L3[1, oo; w] dir.

Cp ¢emberinin yarigap1

r=(2mm@ f; |lp|2wda(x))_1 (4.14)

olarak elde edilir. Limit-nokta durumunda, limit gemberinin yarigap1 sifirlanmalidir. Bundan
dolayi (4.14) ifadesinden asagidaki teoremi yazariz.

Teorem 4.2.2. (4.7) ile verilen denklem i¢in iki durum s6z konusu olabilir.

i. Tiim ¢6ziimler L%[1, o0; w] e aittir.(Limit-gember durumu)
il Lineer bagimsiz ¢dziimlerden bir tanesi L%[1,00;w] e ait degildir. (Limit-nokta
durumu)

4.3. Limit-Nokta Kriteri

Teorem 4.3.1. Eger bir 1, € C parametresi i¢in limit-gember durumu varsa, o zaman her

A € C i¢in bulunur.
Ispat: ¢ (x, 1) ve ¥(x, 1)

la(y) = Aoy (4.15)
denkleminin
[, 9] =1

kosulunu saglayan lineer bagimsiz ¢éziimleri olsun.

Y fonksiyonu, 9 = ¢, ¢ + ¢, seklinde
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la(y) =y (4.16)

denkleminin ¢oziimii olsun. (4.15) asagidaki gibi bir esdeger Hamilton sistem olarak ifade

edilebilir.

[ G0 R LV S e iy [ ) 417

(4.16) ve (4.17) Hamilton sistemi i¢in degisken degistirme yontemi kullanildiginda istenen
sonu¢ elde edilir.

Simdi (4.7) in ¢ézlimlerinin sonsuz civarinda davranisini inceleyebiliriz.

Teorem 4.3.2. w = 1,q € L4[1,00; w) ve ps? € L%[1, ©; w) olsun. O zaman

1. psy, verilen aralikta diizgiin sinirlidir.

ii. (4.7) denklemi sonsuzda limit-nokta durumundadir.

Ispat: Asagidaki

~Tolp(Tey + sy)] + ps(T,y + sy) + qy = 0. (4.18)

denklemini ya da denk olarak

—00 < — [P T[p(Tpy + sy)lda < 00, —00 < [* ps T,yda < oo
esitsizligini dikkate alalim. Varsayimdan

— [P Tu[p(Ty + sy)lda < o, [” ps T,yda < o

yazabiliriz. ikinci esitsizlikten

(psy)(x) =d, + flx ps Tpyda

elde ederiz. O halde i) kanitlanir.
Dahasi
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Bl(x) = ¢y + [} Talp(Toy + sy)l da
Ve
[y &) < e (4.19)

yazabiliriz.

Simdi varsayalim ki y;, y, (4.18) denkleminin

1
vy —yyitl = ¢,

kosulunu saglayan bagimsiz ¢éztimleri olsun.

(4.19) ifadesi ve liggen esitsizliginden

¢ < c3(ly1l + ly2D (4.20)

yazilir. (4.20) nin sag tarafi L% [1, 00; w) ye aittir. Ancak bu bir geliski verir.

O halde ii) Ispatlanmis oldu.

Uyan 4.3.3.a nin 6zel durumu o =1 ve s = Oigin Teorem 4.4.2, (Putnam, 1940) ve
(Naimark, 1968) da gosterildi.

Teorem 4.3.4.s(x) = 0, w(x) =1, p(x) > 0 ve M(x) pozitif, [1, ) aralig1 lizerinde

a — azalmayan fonksiyon olsun. Eger,

i. x in yeterince biiyiik degeri i¢in q(x) > —KM(x), K sabit,
TR d“(")

. TaMA\D

iii. ;l_g)lo SUp === < ,

ise, o zaman (4.7) denklemi sonsuzda limit-nokta durumundadir.

Ispat:
1
w7 CTa(@Tey) +qy) = 0,1 < x <o

denklemini g6z oniine alalim. Kismi integrasyondan
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_ qu da(x) — ypTa(J’)'x_I_fo(Ta(J’)) da(x) fxpyTa(j;)zTa(M) da(x)

elde edilir. Simdi y € L%[1, o0; w) dikkate alalim. (i) kosulundan
x qy? X, 2 ® 2

— /] Tda(x) <k[ y*da(x) <k[ y*da(x)

elde edilir. Boylece
pTa(y) |x xp(Ta(y)) da(x) — fx pyTa(y)Ta(M) da(x) < k;

olur. Burada k; sabittir. Cauchy-Schwartz esitsizligi ve (iii) kosulundan

2 2
[* 22T 100 da| <f <pzra(M)yp2Ta(M)> da <k, < I DT (t)>
M2

2
1 M M2 M2

To(y)]?
ey [P da(e) ) y2da(t)

elde edilir. Bundan dolay1

1

2 2 E
[FRLLOD? gy _ T (ff@da) <k

olur. Aslinda

2
ffP(TaAEIY)) da — 0, x >

olarak kabul etseydik, o zaman
pyTa(y) >0

M
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olurdu ve boylece y ve T,(y), yeteri kadar biiyiik x i¢in ayni isarete sahip olurdu. Bu da

gosterir ki y € L%[1, oo; w) dir. Bdylece bizim varsayimimiz dogru olmaz. Yani

2
f;cp(Ta(y)) da < oo
M

Y1, Y2 € L4[1,), [,(y) =0 denkleminin iki lineer bagmmsiz ¢dziimii olsun dyle ki

[y1,72] = c ve

Y1pTa(yz) _ ¥2pTa(yn) _ ¢
VM VM VM

kosullarini saglasinlar. O zaman

c

N

Y20Ta (V1)
VM

Y10Ta(¥V2)

S Y

+ (4.21)

olur. (4.21) nin sag tarafindaki kistm L3[1, ) aittir. Ancak bu (ii) varsaymmiyla gelisir.

Bundan dolay1 ispat tamamlanmis olur.
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S. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde

I(y) = =TZy(®) + q(®)y(t) (5.1)

seklindeki singiiler konform kesirli Sturm-Liouville differensiyel denklemlerini ¢alisacagiz.
Burada q(.) fonksiyonu, [0, c0) aralig1 iizerinde tanimli, g(.) € L1 (0, o) kosulunu saglayan
reel degerli fonksiyon olsun.

(5.3) ifadesi tarafindan {lretilmis olan minimal simetrik operatdriin kapanisini T, ile
gosterelim. Birinci konform kesirlimertebe tiirevleri (0, o0)araliginda local mutlak siirekli,
[(y) € L%4(0, ) kosulunu saglayan L% (0, o) sinifindan y(t) fonksiyonlarmin kiimesini D
ile gosterelim D, T maksimal operatoriiniin tanim kiimesidir ve T = T* dir (Naimark, 1968).
T, simetrik operatorii Weyl ’in limit-cember durumunda olsun, yani (2,2) indis defektine
sahip oldugunu varsayacagiz.

[(y) = 0 denkleminin,

u(0) =1, T,u,(0) =1, u,(0) =1, T,u,(0) =1

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimlerini u, (t) ve u,(t) olarak gosterelim.

Aciktir ki, uq(t) ve u,(t) lineer bagimsizdir ve onlarin Wronskiansi 1 e esittir;

W, lu, Uy e = Wy lug, us]o =1, (0<t < ).

Simdi

I, T,:D - C2,

Ry = ()’ Ly = (Mfwy—&) (52)

dontigiimlerini tanimlayalim.
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Teorem 5.1. (5.2) déniisiimleri ile tanimlanan(C?, Ty, Iy)iicliisii, Ty operatdriiniin sinir
deger uzayidir.

Siirdeger uzaymin ilk kosulunu kontrol edebilmek i¢in ilk olarak asagidaki lemmay1
ispatlamamiz gerekiyor.

Lemma 5.2. y(t), w(t) € D keyfi fonksiyonlar i¢in

Wa[yr W]t = Wa[yr ul]t- Wa[W» uz]t - Wa[y» uz]t- Wa[W, ul]t: 0<t<oo (5-3)

dir.

Ispat: u; (t) ve u,(t) reel degerli fonksiyonlari igin

Wa [y' ul]t- Wa [Wr uz]t - Wa [y' uz]t- W(x [V_V, ul]t
= W(OTaw (O = Ty Ou () (WO Tartz (8) = Tow (D1

= W(OTau () = Ty (Oup(8)) (WO Tty (£) = Tow (O (1))
= y(O)T,w(t) — T,y(Ow(t) = W, [y, w],, 0<t<w

denklemlerini yazabiliriz.

Vy(t),w(t) € D igin

(hy, ) = Ty 12) e = =y (0) (Ta(w(0)) )+To (y(0)) W (0)) +

Wa[y' ul]oo- Wa[w' uz]oo - Wa[y' uz]oo-Wa[W' ul]oo
Lemma 5.1.2 den
(Flyl FZZ)(CZ - (Fz}’: FlZ)(CZ = Wa[y’ V_V]oo - Wa[y' lT/]O

elde edilir. Green formiiliinii kullanirsak (Lemma 4.1.1)

(Ty, W)L%x(o,oo) -, TW)L?Z(O,oo) = (I, [2) ¢z — (LY, [12) 2 (5.4)
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yazilabilir. Bundan dolayi, sinir deger uzayinin ilk sarti yerine getirilmistir. Ikinci sarti
asagidaki lemma kullanilarak ispatlanir.

Lemma 5.3. Keyfi py, p1, 8, ve 6; kompleks sayilari igin

y(0) =po, Toy(0) = p1, Wely,usle = 80, Woly, uzle = 83 (5.5)

sartlarini saglayan bir y € D fonksiyonu vardir.

Ispat:
(fruiz,e) = 80 + P1(f U2) 121,000 = 61 — Po (5.6)

saglayan bir f(t) € L2%(0, ) fonksiyonunu dikkate alalim. Boyle bir fonksiyon u; ve u,

fonksiyonlarmin lineer birlesimi olarak bulunabilir.

y(0) = po, T,y(0) = p;

baglangi¢ kosullarini saglayan [(y) = f(t) denkleminin ¢6ziimiinii y; (t) ile gosterelim. Bu

¢ozlim asagidaki gibi yazilabilir;

Y1(8) = pous (£) + prua (6) + f (s () wp(v) — w, W)z ()} (W) .

Bu ifade gosterir ki y,; (t) € LZ(0, 00) dir. Bu da y, (t) ve u;(t), (j = 1,2) fonksiyonlarina

Lagrange formiiliinii uygulamamiza izin verir;

Fw) ey = QO W) 1

= Wa[)’l'uj]w - Wa[)’puj]o + (J’; l(uj)) j=1.2 (5.7)

L%(1,00) ’
Eger, (5.7) da

j =12 igin l(uj) =0, ve y1(0) =py, T,y(0)= poldugundan

42



— P ]=1

Walyowl,, = {Po' j=2

elde edilir. O zaman

(fr Uz (1,0) = Walyp wilw + p1

(fru2)iz(1,m) = Wely1, vzl — po

buluruz. (5.6) ifadesinden

Welyn, urlew = 8oWaly1, uzle = 61

elde edilir.

Boylece, Lemma 5.3 ve Teorem 5.1 ispatlandi. Teorem 5.1 ve Teorem 3.3.3 kullanarak

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.4. K, C? uzayinda biiziilme operatérii ise T, operatdriiniin

(K-Dhy +i(K+ DLy =0 (5.8)
veE
(K=DIy —i(K+ DLy =0 (5.9)

Kosullarin1 saglayan y € D fonksiyonlarinin kiimesine kisitlanmasi sirastyla T
operatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine T, operatoriiniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemeleri (5.8) ve
(5.9) kosullar1 yardimryla verilir. K biiziilme operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir.
Eger (5.8) ve (5.9) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa T, operatoriiniin maksimal
simetrik geniglemesini verir.

Eger (5.8) ve (5.9) ifadesindeki K operatorii iiniter olursa T, operatoriiniin kendine es

genislemesini verir.
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6. SONUC

Bu tez calismasinda,

—T2y(t) + q(O)y(),0 < t <

formundaki singiiler konform kesirli Sturm-Liouville differensiyel denklemleri ele alindi.
Buradaki q(.) fonksiyonu, [0,) aralig1 {izerinde tanimli, q(.) € L1(0,) kosulunu
saglayan reel degerli fonksiyondur. Bu tiirden denklemlere karsilik gelen minimal ve
maximal operatdr olusturuldu. Weyl limit-cember durumunda, yani indis defektin (2,2)
oldugu durumda operatdriin sinir deger uzay: insa edildi. Smir deger uzayr yardimiyla
simetrik operatoriin maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeler sinir kosullari

cinsinden ifade edildi.

Bu ¢alisma ayni tiirde denklemler icin Weyl limit-nokta durumu i¢in yani indis defektin (1,1)

oldugu durumda yapilarak konu genisletilebilir.
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32.
33.

TEZ TESLIiM KONTROL LiSTESI

Tez metni 21x29,7cm boyutlarinda standart, birinci hamur beyaz A4 kagidma (80- [_]
120 gram) hazirlandi m1?

Tezin dis kapagi Ek-1’e gore hazirlandi mi1?

Tez dis kapagina 2,5 cm 6l¢iilerinde tiniversitenin amblemi yerlestirildi mi? []
Tez sayfalar1 lazer yazici kullanilarak yalnizca kagidin tek yiiziine basildi mi? []
Tez metninin yazilmasinda yazi karakteri olarak Times New Romankullanildi m1? []
Yazimda her sayfanin sol kenarinda 3cm, diger kenarlarda 2,5cm bosluk birakildi
mi1?

Yazim kurallarinda belirtilen satir ve paragraf araliklarina uyuldu mu?

Ana ve ara bagliklar uygun puntoda ve belirtilen 6zelliklerde yazildi m1?

Sayfa numaralandirilmasi belirtilen sekilde yapildi mi1?

Tezin dis kapag1 sonrasi bos sayfa konuldu mu?

Tezin i¢ kapagi Ek-2’ ye gore hazirland1 m1?

Jiiri onay sayfasi Ek-3’ e uygun olarak yazildi mi1?

Etik kurallara uygunluk beyan1 Ek-4’ e uygun olarak hazirlandi mi1?

Onsodz ve/veya Tesekkiir sayfas1 Ek-5" e uygun olarak yazildi m1?

I¢indekiler sayfasi Ek-6’ ya uygun olarak hazirlandi m1?

Sekil ve Cizelge dizinleri Ek-7"ye uygun olarak hazirlandi m1?

Simgeler ve kisaltmalar Ek-8’e uygun olarak yazildi mi1?

Tiirkge 6zet tezin igerigini yansitryor mu?

Tiirkge 0zet sayfasi Ek-9’a gore hazirlandi m1?

Tiirkce 6zete Onerilen sekilde anahtar kelimeler konuldu mu?

Tiirkge ve Ingilizce dzet birbiri ile uyumlu mu?

Ingilizce 6zet sayfast Ek-10"a gore hazirland1 m1?

Ingilizce dzete anahtar kelimeler konuldu mu?

Sekil ve ¢izelgeler uygun sekilde hazirlandi m1?

Sekil ve ¢izelgelerin iist, alt baslik ve aciklamalar1 uygun sekilde yazildi m1?

Tez ig¢inde varsa, alintilar belirtilen sekilde yazildi mi1?

Tez i¢inde varsa, dipnotlar belirtilen sekilde yazildi m1?

Kaynaklar metin i¢cinde dogru sekilde kullanildi mi1?

Metin igerisinde kullanilan kaynaklarin tamami kaynaklar listesine yazildi m1?
Kaynaklar Ek-11"de belirtilen sekilde yazildi m1?

Ekler uygun bashk secilerek, tez i¢indeki sunus sirasina goére ve her biri ayr
sayfadan baslamak iizere, tez arkasinda verildi mi?

Ozgecmis sayfas1 Ek-12° ye gore hazirlandi mi?

Tez ¢alismasindan yayin yapildi m1?

I O I I

Tez Enstitii’ye teslim icin UYGUNDUR.

Ogrenci Danisman
Canan Dog. Dr. Hiiseyin
ERDOGAN TUNA
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