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OZET

Doktora Tezi
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Fen Bilimleri Enstitist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Gabil AMIRALI

Bu tez ¢alismasinda, birinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli Volterra
integro-diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri ele alinmistir. Tez bes boliimden
olugsmaktadir. Birinci bolimde singiiler pertiirbasyon teorisi, integro-diferansiyel
denklemlerin tarihgesi ve uygulama alanlarindan bahsedilmistir. Ikinci béliimde, literatiir
arastirmasina yer verilmistir. Ugiincii boliimde, tezde kullanilacak temel tamm ve
formiillere yer verilmistir. Dordiincii boliimde ilk olarak, lineer ve lineer olmayan
singliler pertiitbe Ozellikli gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemler igin
baslangi¢ deger problemleri ele alinmistir. Diizgiin sebekede iistel katsayili fark semalar1
ayr1 ayr1 kurulmustur. Ikinci olarak, lineer singiiler pertiirbe dzellikli gecikmeli Volterra
integro-diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimii i¢in pargali diizgiin sebeke olan Shishkin
sebekede iistel katsayili sonlu fark semasi kurulmustur. Ugiincii olarak, ilk 6nce lineer
singiiler pertiirbe 6zellikli Volterra integro-diferansiyel denklemin niimerik ¢éziimii i¢in
pargali diizgiin sebekede tistel katsayili sonlu fark semasi kurulmustur. Son olarak, lineer
singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemin niimerik
¢Ozlimi i¢in pargal diizgiin sebekede homojen tipli sonlu fark semasi kurulmustur. Ele
alman siirekli problemlerin 6zellikleri verilmis, kalan terimi integral seklinde olan ve
iistel katsayili baz fonksiyonlari iceren interpolasyon kuadratiir formiillerinden
yararlanilmigtir. Her bir problemin yaklasik ¢éziimiiniin kesin ¢6ziime ayrik maksimum
normda ¢ -pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak oldugu gosterilmis ve
yakinsama hizlar1 belirlenmistir. Elde edilen sonuglar niimerik 6rneklerle desteklenmistir.

2022, 101 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Diizgiin yakinsaklik, Gecikmeli fark semasi, Gecikmeli Volterra
integro-diferansiyel denklem, Shishkin sebeke, Singiiler pertiirbasyon, Sonlu fark
metodu
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In this thesis, numerical solutions of first order singularly perturbed Volterra delay-
integro-differential equations are considered. This thesis study consists of five main
sections. In the first section, singular perturbation theory, the history of integro-
differential equations and their application fields are mentioned. Literatures are given in
the second section. Some basic definitions and formulas used in this study are given in
the third section. In the fourth section of this study, first, initial value problems for the
first order linear and nonlinear singularly perturbed Volterra delay-integro-differential
equations are discussed. Exponential fitted difference schemes are constructed for these
problems on a uniform mesh separately. Second, a finite difference scheme on a
piecewise uniform mesh (Shishkin mesh) to solve a singularly perturbed initial value
problem for a linear first order Volterra integro-differential equation with delay is
presented. Later, a fitted finite difference scheme on the piecewise uniform mesh for the
numerical solution of the first order linear singularly perturbed Volterra integro-
differential equation is proposed. In the end, a homogeneous (nonhybrid) type difference
scheme on the piecewise uniform mesh for numerical solutions of the first order
singularly perturbed Volterra delay-integro-differential equation is introduced. For these
presented problems, the properties of continuous problems are given and the difference
schemes are constructed by the method of integral identities with the use of exponential
basis functions and interpolating quadrature rules with the weight and remainder terms in
integral form. It has been shown that the approximate solutions are uniformly convergent
according to & -parameter to the exact solution in the discrete maximum norm and the
rates of convergence are specified. The obtained results are supported by numerical
examples.

2022, 101 Pages

Keywords: Delay difference scheme, Finite difference method, Shishkin mesh, Singular
perturbation, Uniform convergence, Volterra delay-integro-differential equation



TESEKKUR

Tez c¢alismam boyunca yardimlariyla, yonlendirmeleriyle, destekleriyle, bilgi ve
deneyimleriyle yol gosteren kiymetli danisman hocam Prof. Dr. Gabil AMIRALI’ye,
tez izleme komitesinde yer alan komite iiyeleri Dog. Dr. Mustafa KUDU’ya ve Dr. Ogr.
Uyesi Wael HA] AHMAD’e, doktora siirecinde birlikte ¢alisma firsatin1 yakaladigim
Prof. Dr. ilhame AMIRALI’ye, gériisleriyle destek olan Ogr. Gér. Dr. Muhammet Enes

DURMAZ’a ve bu siirecte en biiyiik destek¢im olan aileme tesekkiirlerimi sunuyorum.

Omer YAPMAN
Haziran, 2022



ICINDEKILER

Sayfa

OZET ... i
ABSTRACT e I
TESEKKUR .......oooviieoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt ettt ettt ettt iii
ICINDEKILER .........oooviieieeceeeee ettt iv
SEKILLER LISTESI .......cooiiiiiiieeeeeee ettt Vi
TABLOLAR LISTESI......coiiiiiiiiiiieseesies s vii
SIMGELER ve KISALTMALAR .......cccooooniiiimiinieninsesseiseeses s viii
Lo GERIS ...ttt an s 1
2. KAYNAK OZETLERI ....coooviiiiiiiiiiiisiesieesisse s 5
3. KURAMSAL TEMELLER ..ottt 9
3.1. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Problemi ...........cccccoviiiiiiiiiiiiiicceee e 9
3.2. Volterra integral DenKIEm ..........c.cceveivriireiiicieiieiereseere e 11
3.3. Sebeke ve Sebeke FOnKSiyonu.........ccooeiiieiiiiiiiiiciiiccee e 11
3.4. Diizgiin ve Diizglin Olmayan Sebeke ...........ccooviiviiiiiiiiiiiiiiicieie 12
3.5, Sebeke NOTIMIATT . .eoiiiiiie i 12
3.6. Diizgiin Sebekede Fark TUreVIETi ......cccvvrveiiiiiiiciicisesee e 12
3.7. Diizgiin Olmayan Sebekede Fark TurevIeri.........cccoovviiiiiiniiiiiiiciiiciece 13
3.8. Bilesik Dikdortgen Kurall........cccooiiiiiiiiiiiiiiii 14
3.9. Bilesik Yamuk (Trapezoidal) Kurall ..........ccceoiiiiiiiiiniiiiieeceeee 15
3.10. Ayrik Maksimum Prensibi.........ccooveiiiiiiiiiiiiiiciecceese e 15
3.11. interpolasyon Kuadratiir FOrMULIEri ..........cceveveveriiieireieieiiceeee e 16
3.12. Gronwall Integral ESItSiZIifi .........ccccvvveviviveiiiereiieisscse et 17
3.13. Yakinsaklik ve Diizglin Yakinsaklik ........c.ccccooviiiiiiiiiiiiiiciee 17
3.14. Fark Semasinin KararliliZl.......c.ccoooviiiiiiiiiiiiciiceee e 18

4. YONTEM .....coooooiiiiiiiiiitietie st 19
4.1. Birinci Mertebeden Baslangi¢ Deger Problemlerinin Céziimii i¢in Kesin Fark
SeMAlATT YONEEIMI....eeiiiiiiiiiie ittt 19
4.1.1. LinEer ProbIBM ......coiiiiiiiiiee e 19
41.1.1. Kesin ¢OzUmiin 0ZellKITT .....ccuveiiriiiiiiiiiieee e 19
4.1.1.2. Fark semasinin Kurulmast .........ccocoeeiiiiiiniiiniic e 23

iv



4.1.1.3. Hata degerlendirmesi..........ccovriiiiiiiiiiiieie e 26

4.1.1.4.  NUMEriK SONUGIAT......cciiiiiiiiiiii s 31
4.1.2. Lineer olmayan problem ... 34
4.1.2.1. Kesin ¢OzUMUN OZellKICIT .......ccccvviiieiiiiiii e 35
4.1.2.2. Fark semasinin Kurulmasi ..........ccccceeeiiiiiieiiiiiie e 38
4.1.2.3. Hata deSerlendirmesi .......cccoovvieiiiiiiiiiieiiiie e 41
4.1.2.4.  NUMEriK SONUCIAT........c.coiiiiiiiii e 44

4.2. Singiiler Pertiirbe Ozellikli Gecikmeli Baslangig Deger Probleminin Shishkin

SebeKede COZUMIL.....ccveeiiieiiie ettt sb et e e e e snbeenneas 47
4.2.1. Fark semasinin Kurulmast .......ccccceeiiiiiiiriiiniie e 47
4.2.2. Hata deZerlendirmMmesi .........cceiviiiieiiiiiie e 50
4.2.3. NUMETIK SONUGIAT ......ccviiiiiiiiiiie e e 54

4.3. Uyarlanmis Sebekelerde ikinci Dereceden Kesinlige Sahip Sonlu Fark

031115101 L) PSS URTRPRRROTRIN 56
4.3.1. Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ deger problemi......56

4.3.1.1. Kesin ¢0zUmiin OZellKICTT ......ccovvvviiiiiiiiiiecie e 57
4.3.1.2. Fark semasinin Kurulmast .........cccccveviviiiiiiniiiies i 58
4.3.1.3. Hata degerlendirmesi..........cccoovrviiiiiiiieiiciiie e 64
4.3.1.4.  NUMETIK SONUGIAT......cuviiiiiiiiiie e 69

4.3.2. Gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in homojen tipli sonlu

FATK SEMAST ....eeiiiiii s 73
4.3.2.1. Kesin ¢0zUmiin OZellKICTT ......ccovvviiiiieiiii e 73
4.3.2.2. Fark semasinin Kurulmast .........cccccveiiiieiiiisiiiee e 76
4.3.2.3. Hata degerlendirmesi..........cccoviviiiiiiiiiiiciccec e 82
4.3.2.4.  NUMETIK SONUGIAT......c.uviiiiiiiiiie e 90

5. SONUC ve ONERILER ...........c.cccooiviiiiiieeeeeeeeee et 93
KAYNAKLAR ettt et e st e e be e st e e e beesae e e beeareeereeas 95
EILER ...ttt ettt b et b et nne e 101

Ek-1. Tez Calismasi Siiresince Yapilan Akademik Calismalar ............ccccceveveieennnne 101



SEKILLER LISTESI

Sekil 3.1. (3.1) probleminin ¢éziimiiniin & ’a gore degisimi

Vi



Tablo 4.1.

Tablo 4.2.

Tablo 4.3.

Tablo 4.4.

Tablo 4.5.

Tablo 4.6.

Tablo 4.7.

Tablo 4.8.

TABLOLAR LISTESI

Sayfa

(4.39)-(4.40) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve ), ~sebekesi

lizerinde; e kesin hatalar, e" &’a gore hesaplanmis hatalar ve q"

yakinsaklik oranlar1 (Amiraliyev vd., 2019). .....cccocviiiiiiiiiieee 33

(4.41)-(4.42) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve @, sebekesi

N kesin hatalar, e" ¢’a gore hesaplanmis hatalar ve Q"
yakinsaklik oranlari (Amiraliyev vd., 2019). ..o 34

iizerinde; e" N

(4.68)-(4.69) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve @, , sebekesi

iizerinde; e kesin hatalar, e" &’a gore hesaplanmis hatalar ve Q"

yakinsaklik oranlari (Yapman vd., 2019)........cccccovvmiiniinininiene s 46

N

(4.68)-(4.69) test probleminin ¢oziimiinden elde edilen ve @, , sebekesi

lizerinde; e kesin hatalar, e" &’a gore hesaplanmis hatalar ve Q"

yakinsaklik oranlari (Yapman vd., 2019)........cccoviviiniiiiniiiinc e 46

N

(4.90)-(4.91) test probleminin ¢oziiminden elde edilen ve @ sebekesi

lizerinde; e kesin hatalar, e" &’a gore hesaplanmig hatalar ve q"

yakinsaklik oranlari (Amiraliyev ve Yapman, 2019)........cccccevvieninnnnnnnnn. 56

(4.137)-(4.138) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve @, sebekesi

lizerinde; e kesin hatalar ve g yakinsaklik oranlari (Yapman ve

AMIraliyeVv, 2020). .....ooiiiieiiecie e 71

(4.139)-(4.140) test probleminin ¢oziimiinden elde edilen ve @, sebekesi

lizerinde; €' kesin hatalar, e

yakinsaklik oranlari (Yapman ve Amiraliyev, 2020)........cccccoecvvenininnnnnnn. 73

N g’a gore hesaplanmis hatalar ve q"

(4.184)-(4.185) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve @, —sebekesi

M kesin hatalar, e

yakinsaklik oranlari (Yapman ve Amiraliyev, 2021)........cccccevvveniennnnnnenn. 92

N

lizerinde; e £’a gore hesaplanmis hatalar ve Q"

vii



Simgeler

C

c'[0.1]

Kisaltmalar

SPFIDD

SPGVIDD
SPP
SPVIDD
VIDD

SIMGELER ve KISALTMALAR

£ ve N ’den Bagimsiz Sabit

[0,1] Bolgesinde n ’inci Mertebeden Siirekli Tiirevlere
Sahip Fonksiyonlar Kiimesi
Singiiler Pertiirbasyon Parametresi

Sebekede Maksimum Hata

Sebekede Kesin Hata

Diizgiin Sebekede Adim Uzunlugu

Diizgiin Olmayan Sebekede Adim Uzunlugu
Diferansiyel Operatorii

Sonlu Fark Operatorii

Sebeke Elemanlarinin Sayisi

Y akinsaklik Hiz1
Y akinsaklik Orant

Gecikme Parametresi

Parcal1 Diizgiin Sebekede (Shishkin Sebeke) Gecgis Noktasi

Integro-Diferansiyel Denklemin Kesin Coziimii
v(t) Fonksiyonunun t. Sebeke Noktasindaki Degeri
Sebeke

Sonlu Fark Probleminin C6ziimii

Singiiler Pertiirbe Ozellikli Problem Fredholm Integro-
Diferansiyel Denklem
Singiiler Pertiirbe Ozellikli Gecikmeli Volterra Integro-
Diferansiyel Denklem

Singiiler Pertiirbe Ozellikli Problem

Singiiler Pertiirbe Ozellikli Volterra Integro-Diferansiyel
Denklem

Volterra Integro-Diferansiyel Denklem

viii



1. GIRIS

Evrende birgcok doga olay1 bazi parametrelere gore ani degiskenlikler
gosterebilmektedir. Uygulamali bilimlerde ortaya c¢ikan bu ani degisiklik pertlirbasyon
teorisi olarak bilinmektedir. Teori ilk olarak 1904 yilinda Heidelberg’te diizenlenen 3.
Uluslararas1 Matematikgiler Kongresinde Ludwig Prandtl tarafindan “Cok Kiigiik
Akigkanli Sivilarin Hareketi” baslikli sunulan bildirisinde sinir katlarinin varligi ve
bunun stiriikleme ile aerodinamik hale getirmek i¢in 6neminden bahsederek literatiire
girmistir (Prandtl, 1904). Sonrasinda, 1946 yilinda New York Universitesi'nde
diizenlenen bir seminerde Wasow ve Friedrichs tarafindan sunulan dogrusal olmayan
titresimlerle ilgili caligmayla birlikte singiiler pertiirbasyon terimi literatiire
kazandirilmigtir. Pertiirbasyon teorisi matematikte, miihendislikte ve uygulamali
bilimlerin ¢esitli alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlar arasinda akiskanlar
dinamigi, jeofizik akiskanlar dinamigi, elastikiyet, kuantum mekanigi, kirinim teorisi,
kimyasal reaktor teorisi, optimal kontrol, aerodinamik, akiskanlar mekanigi, okyanus ve
atmosferik sirkiilasyon, reaksiyon-difiizyon siiregleri ve meteoroloji sayilabilir.
Pertiirbasyon teorisi, singiiler ve regiiler pertiirbasyon olmak tizere ikiye ayrilir. Bu tez
caligmasinda singiiler pertiirbe 6zellikli problemler ele alinacaktir. Matematiksel olarak
bu tiir problemler, en yiiksek mertebeli tiirevler igeren terimlerin katsayilariimn pozitif
cok kiigiik bir parametre oldugu problemler olarak ifade edilmektedir. Bu tip
problemlerin ¢ézlimiinde pertiirbasyon parametresi olarak bilinen ¢ ’un kii¢lik degerleri
icin tanim bolgesinin siir katlarinda ¢ok hizli ve diizensiz degisirken, diger bolgelerde
oldukca yavas ve diizenli degiskenlik gosterir. Bu diizensizlik sonucunda, singiiler
pertiitbe Ozellikli problemlerin ¢6zlimiiniin incelenmesinde 6nemli zorluklar ortaya
cikmaktadir. Sonug olarak hizli degisimin oldugu smir kat1 bolgesi olarak adlandirilan
bu alanlarda ¢oziimiin sinirsiz tiirevleri olusmaktadir (Doolan vd., 1980; Nayfeh, 1993;
Shishkin ve Shishkina, 2008; O’Malley, 2013; Roos vd., 2014; Amirali G. ve Amirali 1.,
2018). Bu tip denklemler siklikla bilimin farkli dallarindaki matematiksel problemlerde
karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlardan bazilar1 kontrol teorisi, kimyasal reaksiyonlar,
elektrik aglari, yiiksek Reynold sayisindaki sivi akisi, yari akigkanlarin siiriikklenme-
diftizyon denklemleri gibi fiziksel modellerdir (Doolan vd., 1980; Nayfeh, 1993; Farrell
vd., 2000; Miller vd., 2012; O’Malley, 2013). Niimerik ¢6ziimde ise bu 6zellikler ortaya
cikmaktadir. Oyle ki sebeke adimlarmin kiigiilmesiyle yaklasik ¢dziim kesin ¢dziime

genellikle yakinsamaz. Bundan dolay1 bu 6zellikleri dikkate alarak singiiler pertiirbe
1



Ozellikli problemler i¢in Uygun niimerik yontemlerin kurulmasi énem arz etmektedir.
Dolayisiyla bilinen klasik niimerik yontemler yerine bu tipten problemlerin ¢dziimiinde
& -parametresine gore diizglin yakinsaklik veren uyarlanmis operator metodu ya da
uyarlanmis sebeke metodu gibi niimerik yontemlerin kullanilmasi gerekmektedir (Farrel
vd., 2000; Amiraliyev ve Sevgin, 2006; Amiraliyev ve Erdogan, 2007; Kadalbajoo ve
Gupta, 2010; Miller vd., 2012; Amiraliyev ve Yilmaz, 2014; Mishra ve Saini, 2014;
Roos vd., 2014).

Integral denklemlerle ilk olarak 1823 yilinda Abel isimli bilim insam1 mekanik bir
problem {izerine ¢alisirken karsilagsmistir. Daha sonrasinda ise 1888 yilinda integral
denklem ifadesini ilk olarak literatiire kazandiran arastirmaci De Bois Reymond

olmustur. Bu donemden itibaren bu konu iizerinde birgok aragtirma yapilmaistir.

Volterra integral denklemlerin niimerik yaklasimlari iizerine son yiizyilda literatiirde
birgok ¢alisma vardir. Bu denklemler 6zellikle mithendislik ve uygulamali bilimlerdeki
sayisiz problemlerin modellenmesinde 6nemli bir rol almaktadir. Bu nedenle bir¢ok
arastirmacinin dikkatini cekmistir. 1887 yilinda iinlii italyan bilim insan1 Vito Volterra
integral denklemlerle ilgili 6nemli ¢aligmalar yapmistir. Vito Volterra yeni 6zel bir
integral denklem olan Volterra integral denklem terimini integrasyon limitlerinin en az
birinin degisken oldugu integral denklem olarak tanimlayarak literatiire kazandirmustir.
Benzer sekilde 6zel bir integral denklem olan Fredholm integral denklemi 1903 yilinda
Eric Ivan Fredholm isimli bilim insanmin yapmis oldugu integrasyon limitlerinin her

ikisinin de sabit oldugu ¢aligmasiyla literatiirde yerini almigtir (Aksoy, 1998).

Matematik, miihendislik ve uygulamali bilimlerde baz1 problemler tek bir denklem ile
ifade edilememektedir. Bu problemler iki ve daha iizeri bilinmeyen fonksiyon igeren
diferansiyel, integral ya da her ikisinin de bulundugu integro-diferansiyel denklemlerin
bir biitiinii olarak adlandirilabilirler. integro-diferansiyel denklemini kisaca tanimlamak
gerekirse; bilinmeyen u(t) fonksiyonunun hem tiirev hem de integral terimlerini iginde
bulunduran denklemlerdir. Integrasyon limitlerine gére integro-diferansiyel denklemler;
Volterra integro-diferansiyel denklem (VIDD) ve Fredholm integro-diferansiyel

denklem olmak {izere iki gesitte siniflandirilir.

Bu tez calismasinda singiiler pertiirbe 6zellikli Volterra integro-diferansiyel denklem
(SPVIDD) ve yeterince iizerinde ¢alisma yapilmayan gecikme parametresi igeren
2



singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem (SPGVIDD)

ele alinmistir.
Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde tezle ilgili literatiir &zetinin oldugu Kaynak Ozetleri boliimii

bulunmaktadir.

Uciincii boliimde tez calismasinda faydalanilan temel tanim ve teoremlerin verildigi

Kuramsal Temeller boliimii yer almaktadir.
Dordiincii boliimde ise tezde ele alinan problemlere yer verilmistir.

Dordiincii bolimiin ilk alt bagliginda birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan

SPGVIDD i¢in baslangi¢ deger problemleri ele alinmustir.

Ik olarak, asagidaki birinci mertebeden lineer SPGVIDD igin baslangi¢c deger problemi

Lu=cu'+a(t)u+ _t[ K(t,s)u(s)yds=f(t), tel,

ele alinmustir. Burada 86(0,1] pertiirbasyon parametresi, I iS¢ ¢ ’dan bagimsiz sabit
gecikme parametresidir. a(t)>a >0 (« sabit), f(t) (teT), p(t) (tely) ve

K(t,s) ((t,s)eTxT) yeterince diizgiin fonksiyonlardir. u(t) ¢dziimiiniin kiigik &

degerleri i¢in t =0 civarinda sinir kati mevcuttur.

Ikinci olarak, asagida tamimlanan birinci mertebeden kuazilineer SPGVIDD icin

baslangi¢ deger problemi

Lu=cu'+a(t)u+ f (t,jr K(t,s,u(s))ds)=0, tel,



ele alinmistir. Burada &>0 pertiirbasyon parametresi ve r >0 sabit gecikme
parametresidir. Ayrica  a(t), o(t), f(t,v) ve K(t,s,u) yeterince diizgiin

fonksiyonlardir. Her bir problem igin fark semasi olusturulmus ve Kkararlilik,

yakinsaklik, niimerik 6zellikleri ayr1 ayr1 incelenmistir.

Dordiincii boliimiin ikinci alt basliginda, ilk alt baslikta ele alinan birinci mertebeden
lineer SPGVIDD igin parcali diizgiin sebeke olan Shishkin sebekede O(N~'InN)

kesinlikli sonlu fark semasi olusturulmus ve kararlilik, yakinsaklik, ntimerik 6zellikleri

incelenmistir.

Dordiincii boliimiin tgilineli alt basliginda, uyarlanmis sebekelerde ikinci dereceden

kesinlige sahip sonlu fark yontemleri incelenmistir.

Ik olarak, asagida tanimlanan birinci mertebeden lineer SPVIDD i¢in baslangig deger
problemi

Lu:=¢eu’ +a(t)u +jK(t,s)u(s)ds =f(), 0<t<T,

u(0) = A,

ele alinmistir. Burada & 6(0,1] pertiirbasyon parametresi, a(t)>a >0 (a Sabit),

K(t,s) ve f(t) yeterince diizgilin fonksiyonlar ve A verilmis sabittir.

Ikinci olarak, dérdiincii boliimiin ilk alt bashginda ele alinan birinci mertebeden lineer
SPGVIDD igin pargali diizgiin sebeke olan Shishkin sebekede O(NInN) kesinlikli

sonlu fark semasi olusturulmus ve kararlilik, yakinsaklik, niimerik 6zellikleri ayri ayri

incelenmistir.

Besinci boliimde tez calismasinda ele alinan problemler bir arada degerlendirilmis,

sonraki ¢alismalar igin goriis ve Oneriler sunulmustur.



2. KAYNAK OZETLERI

Singiiler pertiirbe o6zellikli problemler (SPP) ilk olarak 20. yiizyilin baslarinda
asimptotik degerlendirmelerle baslayip ilerleyen donemlerde sayisal metotlarla
giiniimiize kadar gelmistir. Bu problemler tipta, fen bilimlerinde, miihendislikte ve diger
uygulamali bilimlerde sik¢a karsimiza c¢ikmaktadir. Bunlar arasinda akiskanlar
dinamigi, jeofizik akiskanlar dinamigi, elastikiyet, kuantum mekanigi, kirmim teorisi,
kimyasal reaktor teorisi, optimal kontrol, aerodinamik, akiskanlar mekanigi, okyanus ve
atmosferik sirkiilasyon, reaksiyon-difiizyon siirecleri ve meteoroloji sayilabilir (Doolan
vd., 1980; Skellam, 1991; Nayfeh, 1993; Kevorkian ve Cole, 1996; Farrell vd., 2000;
Miller vd., 2012; O’Malley, 2013; Roos vd., 2014). Bu tip problemlerin niimerik
¢Oziimleri i¢in standart niimerik yontemler kararsiz sonuglar verdiginden kesin sonug
vermezler. Bundan dolayr kararli ve kiiciik & parametresine gore diizgiin yakinsak
niimerik yontemler gelistirmek gerekir. Bunun icin de iki g¢esit yaklasim
kullanilmaktadir. Bu yaklasimlardan birincisi diizgiin sebeke {lizerinde uygun {istel fark
semalarinin  kurulmasi; ikinci yaklagim ise tistel olmayan fark semalarnin ¢
parametresine gore diizgiin yakinsakligini saglayan diizgiin olmayan sebekelerin
secilmesidir (Bakhvalov, 1969; Doolan vd., 1980; Nayfeh, 1993; Selvakumar, 1994;
Stynes ve Tobiska, 1998; Farrell vd., 2000; Frohner ve Roos, 2001; Amirali ve Duru,
2002; Kadalbajoo ve Patidar, 2002; Boglaev, 2004; Shishkin ve Shishkina, 2008;
Kadalbajoo ve Gupta, 2009; Miller vd., 2012; O’Malley, 2013; Roos vd., 2014). Bu tez

calismasinda her iki metot da kullanilacaktir.

Volterra, Fredholm, Volterra-Fredholm, Volterra-Abel integral ve integro-diferansiyel
denklemler i¢in son yillarda yapilan calismalarda bilim insanlar1 ¢esitli yaklasim
tekniklerini kullanmislardir. Bu teknikler; sonlu farklar yontemi, sonlu elamanlar
yontemi, varyasyonel iterasyon yontemi, diferansiyel kuadratiir yontemi, homotopi
pertiirbasyon yontemi ve spline kollokasyon yontemleridir (Enright ve Hayes, 2007;
Saadati vd., 2008; Shakourifar ve Enright, 2011, 2012; Aigo, 2013; Bhalekar ve Patade,
2016; Raffoul ve Rai, 2016; Zhao Y. ve Zhao F., 2016).

Yukarida belirtilen problem siniflarini en yiiksek tiirevli terimlerin katsayilariin pozitif
kiiciik bir parametre ile ¢arpildigi ilgili simniflarla sinirlandirilirsa, bu problemlere

singiiler pertiirbe o6zellikli Volterra, Fredholm, Volterra-Fredholm, Volterra-Abel
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integral ve integro-diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. Bu problemlerin ¢ozimii
siir katlar1 olarak adlandirilan ince gegis bolgelerinde hizli degisimlere ugrar, bu
nedenle bilinen sayisal yaklasimlar pratik degildir. Bu gercek, pertiirbasyon
parametresinin tiim degerleri i¢in kararliliga sahip 6zel tekniklerin tasarlanmasina neden

olur. Bu baglamda, SPVIDD i¢in arastirmacilar birgok ¢alisma yapmustir.

SPVIDD es zamanli yenilenme ve kontrol siiregleri, dagilim-yayilim siiregleri, asir1
nemlenmis lineer olmayan esnek kiitle, hastalik salgin dinamigi, polimer liflerin
gerilmesi, sinir katmani salinimi gibi biyolojik ve fiziksel problemlerde karsimiza

cikmaktadir.

Lodge vd. (1978) polimer liflerin gerilmesi problemi icin SPVIDD ¢&ziimlerinin nitel
davraniglarini arastirdilar ve indirgenmis ¢oziimiin varlik ve tekligini birka¢ varsayimla
ortaya koydular. Bu aragtirma sonuglariyla birlikte konvoliisyon olmayan genel problem
haline getirildi (Jordan, 1978, 1979). Bu genel problemin ¢oziimlerinin davraniglart
incelenerek SPVIDD asimptotik degerlendirmesi igin bilimsel bir yéntem sunulmus ve

bu yontem bazi problemlere uyarlanmistir (Angel ve Olmstead, 1985, 1987a, 1987b).

Kauthen (1993) SPVIDD igin kapali Runge-Kutta ydntemini arastirdi. SPVIDD
sistemlerine uygulanan genisletilmis kapali Pouzet-Volterra-Runge-Kutta yontemlerinin
yakinsakligini inceledi (Kauthen, 1995). Ayni yazar singiiler pertiirbe 6zellikli Volterra
integral ve integro-diferansiyel denklemler iizerine mevcut literatiire iligkin bir
aragtirma yapt1 (Kauthen, 1997). Salama ve Evans (2001)’de sabit bir ¢ pertiirbasyon
parametresiyle birlikte SPVIDD icin iistel bir sema verip, semanin kararlilik analizini
caligtilar. Singiiler pertiirbe 6zellikli Volterra integral ve integro-diferansiyel denklemler
icin tension spline kollokasyon yontemi kullanilarak, yontemin yakinsakligini inceleyen
niimerik bir metot sunulmustur (Horvat ve Rogina, 2002). Birinci mertebeden lineer
olmayan SPVIDD’in niimerik ¢6ziimii icin Bakhvalov sebekesinde (graded mesh) &
pertiirbasyon parametresine gore diizglin yakinsak bir metot tiiretilmis ve ayrik
maksimum normda birinci mertebeden kesinlige sahip fark semas1 kurulmustur (Sevgin,

2014). Birinci mertebeden lineer SPVIDD igin parcali diizgiin sebeke olan Shishkin
sebekede O(N?InN) kesinlikli uygun fark semasi olusturulmustur (Yapman ve
Amiraliyev, 2020).



SPVIDD yaklasim yéntemlerinin analiziyle ilgili detayli inceleme igin Lodge vd.
(1978), Bijura (2002), Bobodzhanov ve Safonov (2004), Amiraliyev ve Sevgin (2006),
Khater vd. (2007), Salama ve Bakr (2007), Ramos (2008), Iragi ve Munyakazi (2018,
2020) calismalarina ve bu ¢alismalarda gecen diger kaynaklara bakilabilir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli Fredholm integro-diferansiyel denklem (SPFIDD) iizerine de
son yillarda yapilmis bircok ¢alisma vardir. Birinci mertebeden SPFIDD igin; diizgiin

sebekede birinci mertebeden yakinsak iistel katsayili fark semasi ve parcali diizgiin
sebekede O(N?InN) kesinlikli fark semas1 olusturulmustur (Amiraliyev vd., 2018,
2020). ikinci mertebeden SPFIDD igin; diizgiin sebekede O(h) kesinlikli fark semasi ve

parcali diizglin sebekede ikinci mertebeden yakinsak fark semasi kurulmustur

(Amiraliyev vd., 2021; Durmaz ve Amiraliyev, 2021).

Gecikmeli diferansiyel denklemlerle ilgili son yarim yiizyildan itibaren literatiire kayitli
birgok c¢alisma vardir. Kontrol teorisi ve popiilasyon ekolojisi gibi uygulamali
alanlardaki problemlerde gecikme parametreli diferansiyel denklemler kullanilmaktadir
(Bellman ve Cooke, 1963; El’sgol’ts, 1966). Bellman ve Cooke (1963)’te yayimlanan
bilimsel kitabinda gecikme parametresi igeren birinci mertebeden sabit katsayili
diferansiyel fark denklemlerini ele almislardir. Bu ¢alismalarinda ayrica gecikmeli,
notral tipten diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik sartlarini vermisler, seri ¢oziimii
ve Laplace donilisiimii yardimiyla ¢éziimlerini incelemislerdir. El’sgol’ts (1966)’daki
calismasinda ele almis oldugu sinir-deger problemi hem norobiyoloji hem de zaman
gecikmesi igeren kontrol teoride karsimiza ¢ikmaktadir. EI’sgol’ts ve Norkin (1973)’te
yayimlanan bilimsel kitabinda birinci mertebeden sabit katsayili gecikme parametresi
iceren diferansiyel denklem sistemlerinin lineer ve lineer olmayan durumlarindan
bahsetmislerdir. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik sonuglariyla ilgili
literatiire kayith bir¢ok calisma vardir (Norkin, 1972; Lee ve O’Regan, 1991, 1993;
Jiang, 2002; Bai ve Ma, 2005). Diger taraftan gecikmeli adi diferansiyel denklemler igin
uygulanmis Runge Kutta yontemi, Euler yontemi, Taylor seri yaklagimi gibi nlimerik
arastirmalar yapilmistir (Norkin, 1972; El’sgol’ts ve Norkin, 1973; Bellen ve Zennaro,
2003). Bunlarin disinda arag takip sistemi, enfeksiyon hastaliklari, enzim kinetigi,
lojistik, elektrodinamik, immiinoloji ve epidemiyoloji alanlardaki problemlerde de
gecikme parametreli diferansiyel denklemler kullanilmaktadir (Driver, 1977; Kuang,
1993; Hairer vd., 2008).



SPGVIDD siklikla miihendislik, fizik, tip, ekoloji, biyoloji gibi birgok bilimlerin
uygulamalarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Wu ve Gan (2009) SPGVIDD’lere uygulanan
lineer ¢cok adimli yontemlerin hata davranislarim1 arastirmis ve yakinsak kuadratiir
kuraliyla A(«)—kararl lineer ¢ok adimli yontemlerin hata degerlendirmelerini elde
etmisti. He ve Xu (2009) impalsif SPGVIDD’lerin {istel kararliligini arastirdi.
Amiraliyev ve Yilmaz (2014) birinci mertebeden lineer SPGVIDD igin diizgiin
sebekede birinci mertebeden diizgiin yakinsakliga sahip tistel katsayili uygun fark
semas1 Kurmuslardir. SPGVIDD’in niimerik ¢dziimii icin bir baska yararli calismada
Kudu vd. (2016) parcali diizgiin sebeke iizerinde O(N~'InN) kesinlikli kapali sonlu
fark semas1 kurmuslardir. Birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan SPGVIDD’ler
icin O(h) kesinlikli birinci mertebeden diizgiin yakinsakliga sahip fark semalari
olusturulmustur (Amiraliyev vd., 2019; Yapman vd., 2019). Birinci mertebeden lineer
SPGVIDD igin; pargali diizgiin sebekede ayrik maksimum normda sirasiyla
O(N'InN) kesinlikli birinci mertebeden ve O(N?InN) kesinlikli ikinci mertebeden
diizglin yakinsak {istel katsayili fark semalar1 kurulmustur (Amiraliyev ve Yapman,
2019; Yapman ve Amiraliyev, 2021).



3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Problemi

P problemi, & pozitif yeterince kiigiik parametresine bagli bir problem olsun. Bu
problemin u, ¢dziimiiniin L(u,&) =0 bagmtistyla belirlendigi kabul edilsin. Bu tiir
problemlere genellikle pertiirbe olmus problem denilmektedir. £ =0 durumunda olusan
yeni L(u,,0)=0 denklemiyle tanimlanan P, probleminin ¢oziimii u, olsun. P,
problemine, P, problemi i¢in uygun indirgenmis problem denir. P, problemi ile
indirgenmis bu P, problemi ayni tipten ve mertebedense, ayrica her iki problemin de bir

tek ¢oziimil varsa P, problemine regiiler pertiirbe olmus problem aksi durumda ise

singiiler pertiirbe olmug problem (SPP) denir (Miller vd., 2012; Amirali G. ve Amirali
I., 2018). Bu problemlere &rnek vermek gerekirse asagidaki iki farkli baslangic-deger

problemleri ele alinsin:

Ornek 3.1. (Birinci mertebeden denklem icin baslangic-deger problemi) flk olarak

Kesin ¢ozimii
ut)=e™
seklinde olan agagidaki baslangi¢c-deger problemi ele alinsin:
u'(t)+eu(t)=0, 0<t<1l u(0)=1

u(t) kesin ¢éziimii & ’un artan pozitif kuvvetlerine gore
1 242
ut)=1-st+=et"—...
2
bigiminde seri agilimiyla gosterilmektedir. t, €[0,1] keyfi bir sabit olsun. Bu durumda

limlimu(t) = limlimu(t) =1

-0 toty



olmaktadir. Ana problemle ayni mertebeden olan indirgenmis problemin ¢oziimii

U, (t) =1 dir. Boylelikle 6rnekte ifade edilen baslangic-deger problemi regiiler pertiirbe

ozellikli problemdir.
Simdi ise kesin ¢oziimii

t

ut)=e ¢
seklinde olan agagidaki baslangi¢c-deger problemi ele alinsin:
eu'(t)+u()=0, O0<t<l, u(0)=1. (3.1)
t, €(0,1], &’dan bagimsiz keyfi bir sabit olsun. Bu durumda

limlimu(t) =limlimu(t) =0

&0 tot, tot; e-0

olmaktadir. Ancak tekrarli limitlerin esitligi oldugu goriliir. Fakat t =0 noktas1 i¢in

tekrarli limitlerin esitliginden bahsedilemez. Gergekten

=limlimu(t) = lim I|mu(t) 0

-0 t—0 t—0 e
oldugundan esitlik yoktur.

Yukarida bahsi gecen bu tiirden esitsizlikler singiiler pertiirbe o6zellikli diferansiyel
problemlere ait 6zel bir durumdur. Bu durum sinir ya da baslangi¢ katinin varliginin bir
gostergesidir. O halde yukaridaki problemde t =0 noktasinda bir baslangi¢ kati vardir.

U, (t) =0, uygun indirgenmis problemin ¢dzlimiidiir ve bu durumda ise baslangi¢ sartt

gereksiz olmaktadir.

Sekil 3.1.’den anlasilacagl ilizere & ’nun azalan degerlerine gore grafik egrisinin

koordinat eksenlerine daha fazla yaslandig1 goriilmektedir.
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Sekil 3.1. (3.1) probleminin ¢éziimiiniin & ’a gore degisimi

3.2. Volterra integral Denklem
u(t) bilinmeyen bir fonksiyon, K(t,s) ve g(t) bilinen fonksiyonlar, s ve t [a,t]
araliginda tanimli reel degiskenler olmak {izere, integral sinirlarindan biri degisken olan

u(t) —j' K(t,s)u(s)ds = g(t)

denklemine ikinci tip lineer Volterra integral denklemi denir. Burada Kf(t,s)
fonksiyonuna Volterra integral denkleminin ¢ekirdegi denir. g(t)=0 ise bu denklem

ikinci tip homojen lineer Volterra integral denklemi olarak adlandirilir (Krasnov vd.,
1971).

3.3. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

[O,T] araliginda tanimlanan ve sonlu sayida noktadan olusan pargalanisa sebeke denir.

Bu sebekede t diiglim noktalarinda tanimlanmis Vv, =v(t.) fonksiyonuna sebeke

fonksiyonu denir (Samarskii, 2001; Amirali ve Amirali, 2018).
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3.4. Diizgiin ve Diizgiin Olmayan Sebeke

[O,T] araliginda diiglim noktalari esit aralikli ise
@, = {ti|ti =ih, i=0,1,...,N; h =l}
N

seklinde taniml1 bu ifadeye diizgiin sebeke denir. Burada h sabit sayisina sebeke adimi

denir. Diger taraftan [O,T] araliginda taniml
@y ={0=t, <t <t, <..<ty, <t =T, h =t —t_}

ayrik noktalar kiimesine de [O,T] arahig@inda tammli diizgiin olmayan sebeke denir.

Burada tanimli h, ifadesine sebeke adimi denir (Samarskii, 2001; Amirali ve Amirali,

2018).

3.5. Sebeke Normlari

[0, T ] araliginda tanimlanan

ML =ML oy =Mlegory = max v (t)

ifadesine [0,T] arahigindaki v(t) fonksiyonunun maksimum normu denir (Isaacson ve

Keller, 1994).

Ayrica ”V”oo,aN :EE?N(

Vi| ifadesine ise diizgiin ve diizgiin olmayan sebekelerde

maksimum normun fark benzeri denir (Isaacson ve Keller, 1994).

3.6. Diizgiin Sebekede Fark Tiirevleri

[O,T] araliginda tanimlanan bir diizgiin sebekede herhangi bir v(t) fonksiyonu i¢in,

esitligine birinci mertebeden ileri fark tirevi,
12



esitligine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

Ve = Via _2Vi +Via

esitligine ikinci mertebeden fark tiirevi denir (Samarskii, 2001).

3.7. Diizgiin Olmayan Sebekede Fark Tiirevleri

[O,T] araliginda tanimlanan bir diizgiin olmayan sebekede herhangi bir V(t)

fonksiyonu i¢in,

Via—Vi
Vt'i — H~h 1
i+1
esitligine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,
V. —V._
Vf,i i i-1
hi
esitligine birinci mertebeden geri fark tiirevi,
Viii =V
Vt : — 1+ I
hi
esitligine birinci mertebeden fark tiirevi,
— Vt,i +Vf,i
ti 2

esitligine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,
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esitligi ile tanimlanmastir (Samarskii, 2001).

3.8. Bilesik Dikdortgen Kurah

[O,T] araliginda yeterince diizgiin g(t) fonksiyonu igin
T i
[odt=h>g(t_)+Ry(9),
0 i=0

(ti _ih, i=0,1.N, h=1- t 1=ti—hj
NTTET 2

ifadesine kalan terimi integral bi¢ciminde olan genellestirilmis dikdortgen formiilii denir.

Burada R, ( f) kalan terimi

Ry ( f):i XJL f"(é){@_(xi _Xil)Tl(Xi +2XH _ég):ldg

=1y

seklindedir (Amirali ve Amirali, 2018). Burada

A’ _
TS(/I): =k A>0;
0, A <0,

tanimlanmaistir.
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3.9. Bilesik Yamuk (Trapezoidal) Kural

[0,T] araliginda tanimla yeterince diizgiin g(t) fonksiyonu i¢in

b
jg(t)dt:iﬁ g, +0;.)+Ry Zhg,+R
a i=1

2

bi¢iminde tanimli ifadeye kalan terimi integral bigiminde olan genellestirilmis yamuk

(trapezoidal) kurali denir. Burada Ry (g) kalan terimi

&

St £)g"(£)de

Ilt

)=1
2

ve

seklindedir (Amirali ve Amirali, 2018).

3.10. Ayrik Maksimum Prensibi
[y, ]=AY-BY,+C¥a =G, i=12..N-1

Yo :ﬁv Yn :ﬂw

seklinde bir sonlu fark problemi igin

A >0, C;>0,D,=B,~A ~C, 20

olsun. Bu durumda her j=1,2,...,N -1 ve y; = sabit igin

|[yj]zo, (I[yjjgo)

sartlart her j=1,2,..., N —1 i¢in saglaniyorsa Y; sebeke fonksiyonu her j=1,2,...,N -1

icin maksimal pozitif deger (minimal negatif deger) alamaz. Bu duruma maksimum

prensibi denir (Samarskii, 2001).
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3.11. Interpolasyon Kuadratiir Formiilleri

q(t)eC[a,b] baz fonksiyonu, g(t) belirli bir fonksiyon ve o —reel bir parametre

olsun. Bu durumda

[a®a(ydt = U q(t)dt} og(b)+(1-0)g(a)}
+9[a,b][(t-t)a())dt+R, (9)

esitligi dogrudur. Burada kalan terim
b b
= [dta@)[ g (£)K,4(1.£)d&, geC”, n=12
seklindedir. Burada
K,(t,8)=T,(t-&)—(b-a) (t-a)(b-¢&)°, s=0,1,
9 =ob+ (1-o)a,

g(b)-g(a)

g[ab] b—a

bi¢iminde tanimlanmaistir.

q(t) eC'[a,b] baz fonksiyonu, g(t) belirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b b
[a®g'®)dt =g[a,b] [a(t)dt+R; (g)
esitligi dogrudur. Burada kalan terim
b b
=—[dq'®)[ g (&)K. (1.€)dé, geC”, n=12
seklindedir (Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amirali ve Amirali, 2018).
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3.12. Gronwall integral Esitsizligi

u(t) negatif olmayan siirekli fonksiyon, k(t) >0 siirekli ve reel degerli bir fonksiyon ve

C sabit olsun. Bu durumda eger
t
u(t) <C + j k(s)u(s)ds
0
ise

jk(s)ds
u(t)<Ce®

esitsizligi vardir (Amirali ve Amirali, 2018).

3.13. Yakinsaklik ve Diizgiin Yakinsakhk

u(t) verilen bir problemin kesin ¢6ziimii ve bu probleme ait herhangi bir sebekedeki
fark probleminin ¢6ziimii y olsun. z=y—u esitligine hata fonksiyonu denir. || ||1

belirli bir sebekedeki herhangi bir norm olmak iizere
h—>0 iken [2], =y —u], >0

ise bu durumda fark probleminin ¢6ziimii verilen problemin ¢oziimiine yakinsaktir

denir. Ayrica, yeteri kadar kii¢iik h sabitleri igin

h—0 iken |z|, =||y—uf, <Ch%, q>0

bi¢iminde bir esitsizlik s6z konusu ise bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢6ziime h'in

q’uncu derecesiyle yakinsar denir. Baska bir ifade ile yaklasik ¢6zim O(hq)

kesinligine sahiptir denir. Eger C sabiti, h ve singiiler pertiirbe 6zellikli problemdeki
pertiirbasyon parametresi olan & ’dan bagimsiz ise 0 zaman yaklasik ¢o6ziim kesin

¢oziime ¢ ’a gore diizgiin yakinsaktir denir (Samarskii, 2001).
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3.14. Fark Semasimin Kararhhgi

I, ve L,, @, da taniml fonksiyonlar kiimesinde etkili olan fark operatdrleri, y, ve o,

belirli bir sebeke fonksiyonlari olmak tizere
Ly=¢, tea,
Ih Y=Xn ten

fark problemi tanimlanabilir. Bu fark problemi, yeteri kadar kiigiik h<h, ve belirli
smiflardan olan her bir y, ve o, baslangic veri fonksiyonlari ve i¢in bir tek ¢oziime
sahip oldugu varsayilsin. Bu fark probleminin baslangic veri fonksiyonlar1 7, ve ¢,
olan ¢oziimiinii § ile belirlensin. Eger dyle, h’dan bagimsiz C, ve C, sabitleri var ve

yeteri kadar kiigiik h <h, i¢in

”)7— y||1 = ClHé‘n _¢hH2 +C2 ”Zh ~Zh ”3

esitsizligi saglaniyor ise bu durumda fark semasi sag tarafa ve sinir (veya baslangic)
sartina gore kararlidwr denir. Burada ””1’ ||||2 ve ||||3 sebeke normlaridir (Samarskii,

2001).
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4. YONTEM

4.1. Birinci Mertebeden Baslangic Deger Problemlerinin Coziimii Icin Kesin
Fark Semalar1 Yontemi

Bu bolimde birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan singiiler pertiirbe 6zellikli
gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem igin baslangi¢ deger problemleri ele
alimmustir. Her bir problem i¢in fark semasinin olusturulmasi, kararlilik, yakinsaklik ve

niimerik 6zellikleri incelenmistir.

4.1.1. Lineer problem

Bu boliimde, asagida tanimlanan birinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe 6zellikli

gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ deger problemi ele

m
alinmustir. I=(O,T]=Ulp, Ip={t:rp_l<tSrp}, 1<p<m ve r,=sr, 0<s<m;
p=1

I_:[O,T] ve |, =[-r,0] olmak iizere;

Lu:=eu'(t) +a(t)u(t) + 'tf K(t,s)u(s)ds = f(t), tel, 4.1)

t-r
ut)=e(t), tel,, 4.2)
probleminde & E(O,l] pertiirbasyon parametresi, r ise & ’dan bagimsiz sabit gecikme
parametresidir. a(t)>a >0 (« sabit), f(t) (t € I_), o) (tely) ve
K(t,s) ((t, s) el_xT) yeterince diizgiin fonksiyonlardir. u(t) ¢dziimiiniin kiigik &
degerleri i¢in t =0 civarinda sinir kati mevcuttur.

41.1.1. Kesin ¢oziimiin ozellikleri

Bu bolimde (4.1)-(4.2) baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii ve birinci tiirevi igin
asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir. Bu degerlendirmeler daha sonra hata

analizinde kullanilacaktir.
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Lemma4.l. a f eC[0,T], a(t)>a >0, |[F(t)|<F(t) ve #(t) azalmayan siirekli bir

fonksiyon olmak {iizere;
ev't)+at)vt)=F(t), tel, 4.3
v(0) = A, (4.4)
baslangi¢ deger probleminin ¢ézimii
vt <|A+aF (1), tel,

esitsizligini saglar (Amiraliyev ve Yilmaz, 2014).

Lemma 4.2. a, f eCl[O,T], ‘% K(t,s)|<M, <o ise, (4.1)-(4.2) probleminin ¢6ziimii

i¢in
Jul., <C,, (4.5)

at

u'(t)|sc[1+1e‘ej, 0<t<T, (4.6)
&

esitsizlikleri saglanir. Burada

Co = (lp(@)+a K]l +a | ], )e ™,
K = rrlja}x|K(t,s)|,

0
], = [lo®)]dt

bi¢imindedir.

Ispat. Oncelikle (4.5)’in dogrulugu gosterilecektir. (4.1) esitliginin sag tarafi ve integral

teriminden
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f(t)—j K (t,s)u(s)ds £||f||w+RJ' u(s)|

T |o(s)|ds +j|.|u(s)| ds, t<r

<|f], +K{ °

t

j |u(s)|ds,

elde edilir. Buradan asagidaki esitsizlik yazabilir:

FO- [ Kt s)u(s)ds| < K]l +[f], +K[lu(s)|ds,

t-r

Simdi de (4.1)-(4.2) problemine Lemma 4.1. uygulanirsa;

_aill _t
u@®)| <)+ a*Kllg|, , +a |||, +a™ Kj|u(s)| ds,
0

elde edilir. Buradan Gronwall esitsizligi kullanilirsa
u)| (@] + e Klel,, +a [ 1], )e ™
bulunur. Buradan (4.5)’in dogrulugu agiktir.
Simdi (4.6) nin ispatina gegelim.
(4.1)’in bir kez tiirevi alinirsa;
ev'(t) +a(t)v(t) =o(t), t>0
elde edilir. Burada

v(t) =u'(t)

t>r

t>0.

tel

4.7)

D(t) = f'(t)—a'(t)u(t) - j % K(t,s)u(s)ds — K(t,u(t) + K(t,t —r)u(t—r)

bi¢imindedir.

Lemma 4.2.’nin sartlar1 dikkate alinirsa,
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o) <| f'

£l +|a’

00

()| <

yazilabilir. Buradan ve (4.5)’den
[d(@t)|<C, 0<t<T

olur. u'(0) degerlendirmesi i¢in (4.1)’den

0
|u'(0)| < ar (0)—a(0)u(0) - I K (0,s)u(s)ds
¢ -r
1 i
<= (I, +lal, ¢, + Kl )
yazilabilir. Boylece
C
V()| <=
£
olur. Sonug olarak (4.7) ve (4.9) dikkate alinirsa,

%l a(&)de t %j'a(n)dn
vi)=v(e °  +=[d(&e T d&
&

0
bulunur. Boylece
gt _at=5)
V()| <v(O)|e < +— j o(©)e ¢ de
0
yazilabilir. Buradan (4.8) ve (4.9)’dan

at at
v(t)| < Cevicat [1— e‘ej
&

olur. Boylece (4.6) esitsizligi kolayca elde edilir.
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4,1.1.2. Fark semasmin kurulmasi

Bu boliimde, (4.1)-(4.2) problemi i¢in diizgiin sebekede fark semasi olusturulacaktir. ]

araliginda,
o :{ti _ih, i=12,..,N,; h:lzl}

diizgiin sebekesi ele alinsin. Burada her bir 1 (1< p<m) alt aralizi N tane sebeke

noktalarini i¢ermektedir.
oy, ={t :(P~)N+1<i<pN}, 1<p<m,

ve sonug olarak

a)No :Ua)N,p

p-1

seklindedir.

Notasyon kolaylig1 i¢in, herhangi bir v(t) fonksiyonu i¢in v, =Vv(t;), u(t) 'nin her bir t,

noktasindaki yaklasik degeri Yy, ve ayrica Vo, =V(t, —g) olsun. @, tzerinde
2

tanimlanan herhangi bir v, sebeke fonksiyonu i¢in kullanilan norm

v

= max |v]
©ONp  (p-l)N<i<pN

bicimindedir. Fark semasini olusturmak i¢in asagidaki 6zdeslik ele alinacaktir:

70 Lu®p @t = [ £ OOt (4.10)

tiy tiy

burada

t, _

oy 1-e™% h
w=h"[ g )t =  p==
&

tig i
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ve

)

pt)=e " ", i=12..,N,
olarak belirlenmis iistel katsay1li baz fonksiyonudur. ¢, (t) fonksiyonu

—e¢p () +a0()=0, t_ <t<t,

o) <1 (4.11)

probleminin ¢oziimiidiir. Kesin fark semalar1 yontemini uyguladiktan sonra (Amiraliyev
ve Mamedov, 1995; Amiraliyev ve Sevgin, 2006; Amiraliyev ve Yilmaz, 2014; ikinci
mertebeden diferansiyel denklemlerle ilgili kapsamli bilgi i¢in Samarskii, 2001, s. 207-
214)

Y

w07 [ [eu' (1) +at)u(®) o ()t

tiy

— [ [ + @O Odt+ 70 | [a) - @) @ Ot

= £0U;; +au; +R® (4.12)

elde edilir. Burada

= 4.13
= (4.13)
ve kalan terim

]
RY = zh* [ [a(t)—at) (e ()t (4.14)
tia
bi¢imindedir. Ayrica
f;
uth™ | f (e (t)dt = f +RP (4.15)

tiy

seklindedir ve burada
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R® = yi—lh—lji [f(t)- ()] t)dt (4.16)

bigimindedir. (4.10) esitligindeki integral terim i¢in uygun kuadratir formiilleri

uygulandiktan sonra

t

wh I o (t)[j' K(t,s)u(s)dstt = f K(t;_,, s)u(s)ds + R®

t o -r
)

-r

i-1

=h > Kt .s)u;+RP+RY (4.17)
j=i-N+1
elde edilir. (4.17) denkleminde
: o & & d ¢
R® = 4 h tj dt(pi(t)ti_[l aU.rK(§,s)u(s)ds][TO(s—f)—To(ti_;—g‘)]déf, (4.18)
RO = 3 | (tj%—.f—hTo(tj—f))%(K(ti%,é’)u(f))dé’ (4.19)

j=i-N+1t
j—

ol

bicimindedir. Burada

T,(A)=1 120; T,(4)=0, 1<0

seklindedir. Sonug olarak u(t;) icin kesin bagint1

i—-1
LU i=e0Ug +au +h > K u,=f-R (4.20)

. ity J ! !
j=i-N+1 2
seklinde yazilabilir. (4.20) denkleminde kalan terimi ise

Ri — Ri(l) _ Ri(Z) + Ri(3) + Ri(4) (4_21)

biciminde ifade edilebilir. Burada Ri(k) (k=12,3,4) kalan terimleri sirasiyla (4.14),
(4.16), (4.18) ve (4.19) denklemlerinde agikga ifade edilmistir.

Boylece (4.20)’yi dikkate alarak (4.1)-(4.2) problemi igin
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i-1
1

LyYi = €0 Ye; +aY; +h_ Z Ki,

jyj = fia 1SiSN0, (422)
j=i-N+1 2
Y=g, —-N<i<0, (4.23)

fark semasi onerilebilir. Burada 6, , (4.13)’de ifade edilmistir.

4.1.1.3. Hata degerlendirmesi

Lemma 4.3. |E| <# ve ¥ azalmayan bir fonksiyon olmak lizere;

W, =&bu;; +au =F, 1<i<N,, (4.24)
v, = A (4.25)
baslangic deger probleminin ¢6ziimii olan sebeke fonksiyonu v,
| <|A+aF, 1<i<N, (4.26)
esitsizligini saglar (Amiraliyev vd., 2019).

Ispat. ilk olarak, I v, fark operatérii igin maksimum prensibi yazilirsa: Herhangi bir o,
sebeke fonksiyonu |0, >0 (1<i<N) ve v, 20 sartlarim1 sagliyorsa bu durumda

v.20 (0<i<N) olur.
wi =tu +|A+a ' F

seklindeki bariyer fonksiyonu ele alinirsa ve &, azalmayan bir fonksiyon oldugundan

dikkate alindiginda;

ve
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L =+F +a|A+eba %, +aa ' F > +F + % >0,

oldugunu kolayca gorebiliriz. Buradan maksimum prensibine gore, y;" >0 oldugu

cikar. Dolayistyla (4.26) nin dogrulugu ispatlanmis olur.

Lemma 4.4. (4.22)-(4.23) fark probleminin ¢6ziimii i¢in

e A N WAL (4.27)

@,

a 'KT

degerlendirmesi dogrudur. Burada y, =e ve y, = a e € dir.

Ispat. (4.22) esitligindeki toplam ifadesinden yola ¢ikarak

j=i 1
<hK S |y |<1nK Y fp|+hKS ]y, 1<i<N-1
j=i-N+1 j=i-N+1 j=1

K > |y, i>N-1

i-1
‘h > K.Y

1
jei-N+1 2

yazilabilir. Buradan

Iy
j=i-N+1 7

‘fi—h i Ki, i

S || f ||oo,;N0 + R||¢||l,0 + hRZl‘ yjfl‘
j=

degerlendirmesi dogrudur. Daha sonra (4.22)-(4.23) problemine Lemma 4.3.

uygulanirsa,
vl <lol+a (171, +Kleho)+a K]y,
j=L

esitsizligi elde edilir. Buradan Gronwall esitsizliginin fark benzerinin uygulanmasi

sonucu
1=l (1, Kl 152,

sonucuna varilir. Bu da (4.27) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.
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z, =y, —u, hata fonksiyonu olsun. Burada vy;, (4.22)-(4.23) fark probleminin ve u, de

(4.1)-(4.2) probleminin t sebeke noktasindaki ¢oziimidir. (4.20) ve (4.22)

ozdesliklerine gore z, yaklasik ¢ozlim hatasi

Lyz, =R, 1<i<N,, (4.28)
z =0, —-N<i<0, (4.29)
problemini saglar.

Lemma 4.5. (4.28)-(4.29) probleminin z, ¢oziimii

l2l..5., <%IRL.., (4.30)
esitsizligini saglar.

Ispat. (4.27) esitsizliginin ¢=0 ve f =R olacak sekilde (4.28)-(4.29) problemine

uygulanmasiyla (4.30) esitsizliginin dogrulugu goriiliir.

Lemma 4.6. a, f eC*[0,T], ¢eC[-r,0] ve K eCl([O,T]Z) olsun. Bu durumda R,

kalan terim i¢in

IR, <ch (4.31)
esitsizligi saglanir.
Ispat. lk olarak
4
R|<>|R] (4.32)
k=1

esitsizligi ele alinsin ve her bir RY (k =1,2,3,4) icin ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.
R® kalan teriminde a(t) igin ortalama deger teoreminden

la(t)—at;)| <

a(g)t-t|<ch, teft ,t]
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yazilabilir. Bu esitsizlik ve Lemma 4.2.’deki |u(t)|<C esitsizligi dikkate almirsa

&

\Rf”\ < I [a(t) —a(t) u(t)e, (t)dt| <Chg'h™ J' @ (t)dt =Ch (4.33)

tiyg tig

hata degerlendirmesi elde edilir.

R® kalan terimi i¢in yukaridaki gibi benzer sekilde f(t) i¢in ortalama deger

teoreminden
[f@)— )| <|f'm)|t-t|<Ch, te[tt]

yazilabilir. Bu esitsizlik dikkate alinarak

&
<Chg'h™ [ ¢ (t)dt =Ch (4.34)

tia

IR®|< gt

j [ (@) () t)dt

hata degerlendirmesi elde edilir.
R® kalan terimi igin (4.5) esitsizligi kullanilirsa

i

E-r

%K(f,S)

IRO|< Zuflh‘lf dse, (s) u(s)|ds +|K (&, &)[+[K (&£, & - r)|}d§

tlfl

<2r(K”[ul,; +2K)n,
hata degerlendirmesi elde edilir. Burada

0
—K(t,s)|[<K®
‘at (t,s)

bigimindedir. Buradan da
IR®|<ch (4.35)
oldugu gortiliir.

Son olarak R™ kalan terimi igin (4.6) esitsizligi kullanlirsa
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t.
i1

ROJ<2n 30 [ (K7l +Ku@))a
j=i—N+ltA_l

N

t

. I S
< 2K [ull,; h*(N 1)+ 2hK ININGLE
j=i-N+1t

i

Nl

NS

t

<2rkK" Jul,;h+2hK [ |u()]de,
t._N%
hata degerlendirmesi elde edilir. Burada
‘2 K(t,s)[<K®
0os

bicimindedir. Ayrica

t

e
|¢)'(§)|d§+cj[1+%e : jdf

0

N

tif
t
i-N+

w(&)|dé <

I o

<
N

Al
2

“ti,%
< ||(0'||110 +C [r + al(lef)}

<|g,+C(r+a™), 1<is<N

ve

—

1 !
z '_.N‘D—‘

Nl

t

u'(g)dé<c

T -
z —

T
=

_a
(1+1e ¢ ]df
&

t
a i-N+

ati_%
<C{tl§—tlw+al(e © —e ¢ )]

SC(r+a‘1), i>N+1

t

N

esitsizlikleri de dikkate alindiginda,
IR®|<Ch (4.36)

hata degerlendirmesi elde edilir.
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Sonu¢ olarak (4.32), (4.33), (4.34), (4.35) ve (4.36) esitsizliklerinden (4.31)’in
dogrulugu agiktir.

Teorem 4.1. Lemma 4.6.nin sartlar1 saglanmis olsun. Bu durumda (4.22)-(4.23) fark
probleminin ¢éziimii, (4.1)-(4.2) probleminin ¢éziimiine diizgiin sebekedeki maksimum

normda ¢’a gore O(h) hiziyla diizgiin yakinsaktir:
ly=ul. 5, =ch.
Ispat. Bu teoremin ispat1 Lemma 4.5. ve Lemma 4.6. kullanilarak elde edilebilir.

4.1.1.4. Niimerik sonuclar

Bu béliimde (4.1)-(4.2) problemi igin elde edilen teorik sonuglar asagidaki ornekler ile
denetlenmistir. Bu 6rnekler (4.22)-(4.23) fark semasindan elde edilen

) i-1
ﬁ+ﬂiw{m_Z:Kiyj
y, = ! 2 st , 1=12,..,Ny, (4.37)
H + &

role

yi:¢]‘a i:_N1"'1O1 (4.38)
iteratif teknigi kullanilarak ¢oziiliiyor. Burada 6., (4.13)’de acikca ifade edilmistir.

Ornek 4.1.

gu'(t)+2u(t) - _t[ u(s)ds = —1+t—g[1—e_itj, te(0,2], (4.39)

t-1
ut)=1 -1<t<0 (4.40)

probleminin kesin ¢6zimii:

i

e “ ,0<t<1
U(t): efﬂl(tfl)_efﬂz(t—l) 2t _2(t-1)
-1+e ¢ +e ¢ ,1<t<?2
\/1+5
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seklindedir. Burada

A =1—«/81+g 4 =1+o\/81+g

bi¢imindedir.

(4.39)-(4.40) problemin yakisaklik durumunu arastirmak igin, q" diizgiin yakisaklik
q

orani,

In (eN Ie™)
In2

q" =
formiilii ile hesaplanir. Burada kesin hata e ve hesaplanan noktasal maksimum hata

e" asagidaki bigimde gosterilir:

e =[ly-ul,,, . € :mgxe‘f.

Bununla beraber y, u baslangi¢ deger probleminin farkli N ve & degerleri igin

hesaplanmis fark denkleminin ¢6ziimiinii ifade etmektedir.

Sonug olarak (4.39)-(4.40) probleminin ¢oziiminden £=2", i=0,6,12,18,24 ve
N =64,128,256,512,1024 degerleri i¢gin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani
(4.37)-(4.38) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.1.’de gosterilmistir.

Asagidaki tabloda goriildiigii iizere N artan degerler aldiginda diizgiin yakinsama hizi
olan " ’in yakinsama derecesi monoton bir sekilde artarak birinci dereceden olmustur.

Boylece Teorem 4.1.’de verilen birinci dereceden e-diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmstir.
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Tablo 4.1. (4.39)-(4.40) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve ), ~sebekesi

lizerinde; e kesin hatalar, e" & a gore hesaplanmis hatalar ve q" yakinsaklik oranlari
(Amiraliyev vd., 2019).

g N =64 N =128 N =256 N =512 N = 1024
20 0,008613  0,004680  0,002473  0,001271  0,000644
0,88 0,92 0,96 0,98
-6 0,008602  0,004739  0,002522  0,001305  0,000657
0,86 0,91 0,95 0,99
o2 0,008606  0,004741  0,002523  0,001305  0,000657
0,86 0,91 0,95 0,99
018 0.008609  0,004743  0,002524  0,001306  0,000657
0,86 0,91 0,95 0,99
024 0,008609  0,004743  0,002524  0,001306  0,000657
0,86 0,91 0,95 0,99
e 0,008613  0,004743  0,002524  0,001306  0,000657
q" 0,88 0,91 0,95 0,99
Ornek 4.2.
t
eu'(t) +u(t) + j su(s)ds=5t2—2, 0<t<2, (4.41)
1-t
u(t) =5+t, —1<t<0 (4.42)

bu problemin kesin ¢dziimii bilinmiyor. Hata yaklasimi ve yakinsama oraninin hesabi

icin ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Bu amagla, @, sebekesini diizgin olarak ikiye

yarilayarak elde edilen sebeke iizerinde baska bir yaklasik ¢oziim olan y*" ¢dziimiinii

hesapliyoruz. Bu ise, nlimerik sonuglar1 iki kat daha ince bir sebeke iizerindeki

sonuglarla karsilastirmaktir. Bundan dolay1 diizgiin yakinsaklik oran1 deneysel olarak

In(eN /eZN)
In2

N

q =

ile hesaplanmistir. Burada farkli £ ve N degerleri i¢in hata ve maksimum hata
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N _|[\,N 2N N _ N
el =y =y, . " =maxe]

0, Ny
bi¢imindedir.

Sonug olarak (4.41)-(4.42) probleminin ¢oziiminden £=2", i=0,6,12,18,24 ve
N =64,128,256,512,1024 degerleri igin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani

(4.37)-(4.38) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.2.’de gosterilmistir.

Tablo 4.2. (4.41)-(4.42) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve ), ~sebekesi

lizerinde; €' kesin hatalar, e" & a gore hesaplanmig hatalar ve q" yakinsaklik oranlari
(Amiraliyev vd., 2019).

& N =64 N =128 N = 256 N =512 N =1024
22 0,035015 0,019972 0,010703 0,005617 0,002867
0,81 0,90 0,93 0,97
28 0,044512 0,025213 0,013605 0,007091 0,003594
0,82 0,89 0,94 0,98
22 0,060601 0,034326 0,018522 0,009721 0,004928
0,82 0,89 0,93 0,98
2718 0,066050 0,037155 0,019910 0,010449 0,005297
0,83 0,90 0,93 0,98
27 0,067411 0,038450 0,020462 0,010739 0,005444
0,81 0,91 0,93 0,98
eN 0,067411 0,038450 0,020462 0,010739 0,005444
q" 0,81 0,91 0,93 0,98

Yukarida tabloda goriildiigli lizere N artan degerler aldiginda diizglin yakinsama hizi
olan g" ’in yakinsama derecesi monoton bir sekilde artarak birinci dereceden olmustur.

Boylece Teorem 4.1.”de verilen birinci dereceden ¢ -diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmistir.

4.1.2. Lineer olmayan problem

Bu bdliimde, asagida tanimlanan birinci mertebeden parametreye bagli singiiler pertiirbe

ozellikli kuazilineer gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem icin baslangig
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deger problemi cle almmustir. 1=(0,T]=(]I

p=1

o L={tir <t<r}, 1<p<m ve

r, =sr, 0<s<m(kolaylik olmasi agisindan T/r ’yi bir tam say1 kabul edecegiz 6yle ki

T =mr)ve I, =[-r,0], r>0sabit gecikme parametresi olmak iizere;

Lu=cu'(t)+a()u(t) + f [t, j K (t,s,u(s))dsj =0, tel, (4.43)

ut)=e(t), tel,, (4.44)

probleminde & >0 pertiirbasyon parametresidir. Ayrica a(t), ¢(t), f (t,v) ve K(t,s,u)

yeterince diizgiin fonksiyonlar olmak tizere

at)>a>0, tel=[0,T],

<M, <o, (t,v)eI_xR,

Fﬂ
ov

oK

£R<oo, (t,s,u)efxl_x]R
aou

seklindedir.

4.1.2.1. Kesin ¢oziimiin ozellikleri

Bu boliimde (4.43)-(4.44) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiine uygun fark semasi

kurulmasinda kullanilacak bazi1 degerlendirmeler ele alinacaktir.

Lemma 4.7. (4.43)-(4.44) probleminin u(t) ¢6ziimii

Il ; <Cq (4.45)

esitsizligini saglar. Burada
Co={lot0) e (max|f (L0)+ MK -+l o™

35



ve

_at
u'(t)|sc(l+1e J 0<t<T, (4.46)
&
seklinde olup
‘M <C, (ts)el’, |u<C,,
ot
‘i <C, tel, [<C,
ot

esitsizlikleri saglanir. Burada
C, = r(r?e%x|K(t,s,O)|+RCO)

bigimindedir.
Ispat. Oncelikle (4.45)’in dogrulugunu gosterelim. (4.43) denklemini

~
~ ~

u'(t) +at)u(t) + % j 2—Iju(s)ds +F(t) =0

t-r

olarak ele alalim. Burada

61: t
F(t) = f(t,O)+EtIrK(t,s,0)ds

seklindedir. Tildeler; kismi tiirevlerin Ortalama Deger Teoremi’ni ele alarak ara

noktalarda degerlendirildigini gosterir.

IF@)|< mlax‘ f (t,0))+M,Kr

ve
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EI —u(s)ds| <M, K

j |(p(s)|ds+j|u(s)|dsj

IA

_ t
M. K] [lo],, +J‘|u(s)|ds} o<t<r
0

t

t
K.[ lu(s)|ds < MlEj|u(s)|ds, t>r
t 0

oldugundan asagidaki esitsizlik yazilabilir

t
u(s)ds+ F ()| < max| f (¢, 0]+ M, K (r + o], )+ MK [u(s)|ds, >0
Simdi de Lemma 4.1.”1 (4.43)-(4.44) problemine uygulanirsa

U] <P+ *| max|f t,0)+ MK (r +[el, ) |+ &M Rj|u(s)|ds t>0

elde edilir. Buradan Gronwall esitsizligi kullanilirsa

(o] <|p(0)|+ | max| £ ¢, 0)+ MK (r + e, ) [e" ™
bulunur. Boylece (4.45)’in dogrulugu buradan agiktir

Simdi (4.46) nin ispatina gecelim. Es. (4.43)’ten

0
a(0)p(0) + f [o, | K(O,s,(p(s))dsJ

') = —

£

yazilir. Boylece
w)<S (4.47)
£
elde edilir. Simdi (4.43)’{in bir kez tiirevi alinirsa
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&0 (t) +a(t)o(t) = O (1) (4.48)
elde edilir. Burada

o(t) =u'(t),
D(t) = —%—%( j %(t, s,u(s))ds+ K (t,t,u(t))—K(t,t—ru(t- r))j—a’(t)u(t)

bigimindedir.
Lemma 4.7.’nin kosullar altinda ve (4.45) esitsizligi dikkate alinirsa,
o(t)<C (4.49)

elde edilir. Buradan ve (4.48)’den

—{a(s)ds t —%ja(é)dé
ot)=w@0)e © += j d(s)e > ds
&

0

yazilir. Boylece (4.47) ve (4.49) esitsizliklerinden

u'()| <

_at t_a(t-s) _at _at
u'(O)le ¢ +Cg’1je ¢ ds<Ce ¢ +Cal[1—e é‘}
0

elde edilir. Sonug olarak (4.46) esitsizligi ispatlanmis olur (Yapman vd., 2019).

4.1.2.2. Fark semasinin kurulmasi

(4.43)-(4.44) problemi i¢in sonlu fark semasi olusturulacaktir. | araliginda,

w=<t=ih, 1=12,.,N,; h:L:L
N, N

diizgiin sebekesi ele alinsin. Burada her bir 1, (1< p<m) alt aralizn N tane sebeke

noktalarini icermektedir.
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Notasyon kolaylig1 i¢in; herhangi bir v(t) fonksiyonu igin v, =v(t), u(t) 'nin her bir t,

noktasindaki yaklagik degerini y;, V., =V(t; —h/2) ve @ iizerinde tanimlanan norm

v

=max|v;| seklindedir.

@ 0<i<N

Fark semasini olusturmak i¢in asagidaki 6zdeslik ele alinacaktir:

]
w7 Lu@e (Hdt =0, 1<i<N, (4.50)

tia
burada

T
&

g (t)=e
iistel katsayili baz fonksiyonu ve

t _
_ull 1-e® h
w=h"[ g @)dt= , p==
3,

tig ¢

seklindedir. ¢, (t) fonksiyonu

- (t)+aet)=0, t , <t<t,
p(t)=1

probleminin ¢6ziimiidiir. Kesin fark semalar1 yontemini uyguladiktan sonra (Amiraliyev
ve Mamedov, 1995; Amiraliyev ve Sevgin, 2006; Amiraliyev ve Yilmaz, 2014; ikinci

mertebeden diferansiyel denklemlerle ilgili kapsamli bilgi i¢in Samarskii, 2001, s. 207-
214)

wh™ | [eu'(t) +a(t)u(t) o, (t)dt

tiyg

= [ [0+ U I Ot + 470 [ [a) —at) O g Ot

=£0u;, +au, +R® (4.51)
elde edilir. Burada
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ve kalan terim
RY = i [ [a) - a) pOa O

bi¢imindedir. (4.50)’deki lineer olmayan terim igin

t,

1 2
w7 FOeMdt= 1t [ K(,su(s)ds [+R?

i-1 ti\l—r
2

i-1

=f tif%, Z K(ti%’tJ’UJ)J"'Ri(Z)"'Ri(a)

j=i-N+1

esitligi kullanilir ve kalan terimler

(4.52)

(4.53)

(4.54)

t t 5
RO = uh [ dtg ) | dd_§ f{é’ J K(f’s’“(s))dsj [T"(t‘f)‘To(ti%‘f)}dé’ (4.55)
tiy tiy é:—l’

t,
2

i-1 i-1
Ri(3):f ti_;’ I K(ti_l,S,U(S))dS —f(ti_u Z K(ti_lvtj’ui)]

t -1 j=i-N+1

bi¢imindedir. Burada
T,(1)=1 120; T,(4)=0, 1<0
seklindedir. Sonug olarak (4.51) ve (4.54)’ten u(t;) icin kesin baginti

i-1
LU, :=a9iut’i+aiui+f(til, > K(til,tj,uj)]mi:o, 1<i<N,

j=i-N+1
seklinde yazilabilir. (4.57) 6zdesliginin kalan terimi ise

R =RY+R® +R¥

40

(4.56)

(4.57)

(4.58)



bigiminde ifade edilebilir. Burada R™ (k=1,2,3) kalan terimleri sirasiyla (4.53),
(4.55) ve (4.56) denklemlerinde agikga ifade edilmistir.

Boylece (4.57)’yi dikkate alarak (4.43)-(4.44) problemi igin

Ly Y; ::gHiytvi+aiyi+f(ti_%, > K(ti_%,tj,yj)]:o, 1<i<N,, (4.59)
1

j=i—N+
Yi =9, -N <i<0, (4.60)

fark semas: elde edilir. Burada 6,, (4.52)’de ifade edilmistir.

41.2.3. Hata degerlendirmesi

z, =Y. —u. olsun. Burada vy, (4.59)-(4.60) fark probleminin ve u. de (4.43)-(4.44)
probleminin t; sebeke noktasindaki ¢oziimiidiir. (4.57) ve (4.59) 6zdesliklerine gore z

yaklasik ¢oziim hatasi

i-1

i-1
g@iztyi+a1.zi+f(ti_%, > K(ti_l,tj,yj)j—f(ti_l, > K(ti_l,t,-,u,-)j=Ri,
i 2 2 i 2

j=i-N j=i-N-+1 (4.61)
1<i<N,,
z,=0, —-N<i<0, (4.62)
problemini saglar. Burada R, (4.58)’de ifade edilmistir.
Lemma 4.8. Lemma 4.7.’nin sartlar1 altinda ve bu sartlara ek olarak
% <C, (ts)el ve uj<C,
esitsizlikleri kabul edilsin. Bu durumda R, kalan terim i¢in
IR[,, <Ch (4.63)

esitsizligi saglanir (Yapman vd., 2019).
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Ispat. 1k olarak Es. (4.58)i ele almsin ve her bir R® (k=1,2,3) igin ayr ayn

degerlendirilecektir.

R® hatasini degerlendirmek i¢in Lemma 4.7. kullanilirsa

&
IR®|< g0 j la(t) —a(t,)|ju()lp (D)dt < ™h (t)dt <Ch, 1<i<N,

tig tiy

esitsizligi elde edilir.

R® hatasmi degerlendirmek igin

IR®|< /,ti_lh_l]. dtg, g
G

tli[[éj (&:5.u(5))d ]J

yazilabilir. Burada

%( f (g,i K(¢, s,u(s))dsn

esitsizligi dikkate alinirsa

(f s,u(s))ds

+K (& Eu@))|+[K (&6 rwer}

[R®|<cCh, 1<i<N,

bulunur.

Son olarak R® hatasmi degerlendirmek igin Ortalama Deger Teoremi uygulanirsa

i-1 .
2 i1

‘Ri(3)‘g% [ Kty su@)ds— > Ketu) (4.64)

—r j=i-N+1

elde edilir. Burada bilesik dikdortgen kurali kullanilarak
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i-1

[ K(tif%,s,u(s))ds—_z K(t,t;,u;)

yazilabilir. Bu esitlik ve of /ov 'nin diizgiin simirhlig1 Es. (4.64)’te dikkate alinirsa
IR®|<ch, 1<i<N,

bulunur.
R|<|R®|+|R®|+|R®|

oldugundan ve elde edilen esitsizlikler kullanilarak
IR®|<ch, k=123

degerlendirmesi yazilabilir. Bu da (4.63)’lin dogrulugunu gosterir.

Lemma 4.9. (4.61)-(4.62) probleminin ¢6ziimii z, olsun. Bu durumda
l2]..., <€IRL., (4.65)

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. (4.61) esitliginden

f(ti_é, Ii K(ti_%,tj,yj))—f[ti_é, Ii K(ti_%,tj,uj)]‘

j=i-N+1 j=i-N+1
5f i-1
<\ 2 Kot Y) =K G 5otu))
j=i-N+1
of | & (oK _ ia _ia
=5 —1(z;| < M;K <M. K _
o 21 1M 3 el w3

ifadesi yazilabilir. Lemma 4.3. (4.61)-(4.62) problemine uygulanirsa,
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<o R

i—1
-1 2 .
o TOMIKD Ol\zj\, 1<i<N,
j=

bulunur. Buradan Gronwall esitsizliginin fark benzerinin uygulanmasi sonucu
- )
glsa’e MR, 1sis,

esitsizligi elde edilir. Bu da (4.65) esitsizliginin dogrulugunu gosterir (Yapman vd.,
2019).

Teorem 4.2. Lemma 4.8.°in sartlar1 altinda (4.59)-(4.60) fark probleminin ¢oziimii
diizgiin sebekedeki maksimum normda (4.43)-(4.44) probleminin ¢éziimiine &£’a gore

O(h) hiziyla diizgiin yakinsaktir (Yapman vd., 2019):
ly-ul, , <cn

Ispat. Bu teoremin ispati Lemma 4.8. ve Lemma 4.9.un sonuglarindan kolayca

gosterilebilir.

4.1.2.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.43)-(4.44) problemi igin elde edilen teorik sonuglar asagidaki ornek ile
denetlenmistir. Bu 6rnek (4.59)-(4.60) fark semasindan elde edilen

i-1

&,
h'yi_1+f(ti oD K(tig,t,-,y,-)]

y, =— ;9::"“*1 =12, N, (4.66)
+a
h
Y, =¢, i=-N,...,0, (4.67)

iteratif teknigi kullanilarak ¢oziiliiyor. Burada 6, , (4.52)’de ifade edilmistir.
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Ornek 4.3.

eu'(t)+2u(t)+tanh(t+ j (2u(s) +e‘5‘”“‘5’)dsJ =0, 0<t<2, (4.68)

t-1
ut)=1 -1<t<o0 (4.69)

bu problemin kesin ¢éziimii bilinmiyor. Hata yaklasimi ve yakinsama oraninin hesabi

icin ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Bu amagla, @ sebekesini diizgiin olarak ikiye
yarilayarak elde edilen sebeke iizerinde baska bir yaklasik ¢6ziim olan y*" ¢dziimiinii

hesapliyoruz. Bu ise, niimerik sonuclar1 iki kat daha ince bir sebeke iizerindeki

sonuglarla karsilagtirmaktir. Bundan dolay1 diizgiin yakinsaklik oran1 deneysel olarak
g™ =In(e""/e™?)/In2, p=1,2

ile hesaplanmustir. Burada farkli ¢ ve h degerleri igin hata ve maksimum hata

eL\LPZHyN_yZNH : eN'pzmger’p, p=12

0,0y p
bi¢imindedir. Burada

oy, ={t:(P-DN+1<i<pN}, p=12

seklindedir.

Sonug olarak (4.68)-(4.69) probleminin ¢oziimiinden £=2", i=2,6,10,14,18 ve

N = % =64,128,256,512,1024 degerleri i¢in elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik

oranlar1 (4.66)-(4.67) algoritmasi ile bulunmus, ayrica Tablo 4.3. ve Tablo 4.4.’te

gosterilmistir.

Tablo 4.3.’te goriildiigii tizere N artan degerler aldiginda diizgiin yakinsama hizi olan

g"'’in yakinsama derecesi monoton bir sekilde azalarak birinci dereceden ve Tablo

4.4.’te goriildiigii iizere N artan degerler aldiginda diizgiin yakinsama hizi olan "
'nin yakinsama derecesi monoton bir sekilde artarak birinci dereceden olmustur.
Boylece Teorem 4.2.’de verilen birinci dereceden ¢ -diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmustir.
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Tablo 4.3. (4.68)-(4.69) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve , , sebekesi

lizerinde; e kesin hatalar, e" & ’a gore hesaplanmis hatalar ve q" yakinsaklik oranlari

(Yapman vd., 2019).

& N =64 N =128 N = 256 N =512 N = 1024

2 0,0168086  0,0081688  0,0039782  0,0019645  0,0009775
1,041 1,038 1,018 1,007

o6 00143282  0,0069537  0,0033818  0,0016734  0,0008338
1,043 1,040 1,015 1,005

910 0,0098427  0,0047868  0,0023312  0,0011551  0,0005756
1,040 1,038 1,013 1,005

14 0,0056523  0,0027508  0,0013415  0,0006647  0,0003312
1,039 1,036 1,013 1,005

918 0,0049551  0,0024115  0,0011760  0,0005831  0,0002906
1,039 1,036 1,012 1,005

N 0,0168086  0,0081688  0,0039782  0,0019645  0,0009775

i 1,041 1,038 1,018 1,007

Tablo 4.4. (4.68)-(4.69) test probleminin ¢oziimiinden elde edilen ve @, , sebekesi

lizerinde; €)' kesin hatalar, e" & a gore hesaplanmis hatalar ve q" yakinsaklik oranlari

(Yapman vd., 2019).

& N =64 N =128 N =256 N =512 N =1024

272 0,0464231  0,0249293  0,0128774  0,0065740  0,0033145
0,897 0,953 0,970 0,988

26 0,0464202  0,0249450  0,0128677  0,0065463  0,0032959
0,896 0,955 0,975 0,990

2710 0,0463927  0,0249475  0,0129137  0,0065742  0,0033123
0,895 0,950 0,974 0,989

214 0,0463806  0,0248892  0,0128924  0,0065680  0,0033091
0,898 0,949 0,973 0,989

2718 0,0463869  0,0249099  0,0128852  0,0065507  0,0032981
0,897 0,951 0,976 0,990

eN? 0,0464231  0,0249475  0,0129137  0,0065742  0,0033145
q'“? 0,897 0,950 0,974 0,989
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4.2. Singiiler Pertiirbe Ozellikli Gecikmeli Baslangi¢c Deger Probleminin Shishkin
Sebekede Coziimii
Bu bélimde (4.1)-(4.2) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii i¢in [O,T] tizerinde ozel

pargali diizgiin bir sebeke ele alinmistir. Ele alinan problemin diferansiyel kismi igin
kapali (upwind) tip sema ve integral kisminda ise sol kenar bilesik dikdortgen kurali

igeren fark problemi kurulmustur.

4.2.1. Fark semasinin kurulmasi

| aralig1 iizerinde diizgiin olmayan sebeke
p={0=ty <t <..<ty <ty =Tih=t—t,}

N ¢ift sayist i¢in, @, , (1< p<m) olmak iizere M tane alt sebeke icerip asagidaki

bigimde tanimlanir:

m
“’:Ua’N,p’
p=1

N

t =ih®, i=12,..,% ho -2,
i ’ 1&gy 2;

N

t—oifi-Nh@i=Nyqy N po_r=c
2 2 2 N

Oy, =

. 1 . 1 1 r
=t =r _ +[i—(p=2)N [h®, i=(p-IN+L...,(p+>)N, h®=—1
CON'p {l p-1 ( (p 2) j (p 2) (p 2) N}
N bir ¢ift say1 olmak tizere, @, , parcali diizgiin sebekesi N /2 esit aralikta [0,o] ince

parsel ve [0', I’] kalin parsel olacak sekilde alt araliklara boliinmiistiir. Burada

oc=a‘cInN
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bir gecis noktasidir. Ayrica [r,T] alt araliginda @) , (2< p<m) tizerinde 3N/2 esit
uzaklikta N, =(m+1/2)N tane nokta igermektedir. @ ftizerinde bir gegis noktasina

sahip diizgilin olmayan bu 6zel sebeke Shishkin sebeke olarak adlandirilir.

(4.1)-(4.2) probleminin fark semasinin kurulma siireci i¢in ilk olarak asagidaki 6zdeslik
ele alinacaktir:

h j Lu(t)dt =h" j f(t)dt, 1<i<N, (4.70)

tig tiyg

Bu 6zdeslige uygun kuadratiir formiilleri uygulanacaktir. Bunun i¢in (4.70) 6zdesliginde

sag kenar dikdortgen kurali uygulanirsa, Kudu vd. (2016)’dan benzer bigimde

h? ] [u'())+a@u(®) - f (O] dt =eur, +au, - f; +R®

tig

elde edilir. Burada kalan terim

t.

RO — [ (t _til)%[a(t)u(t) — £ ()] ot (4.71)

tiyg

bigimindedir.
(4.70) bagintisinda integral terimi i¢in sag kenar dikdortgen kurali uygulanirsa,

ht | U K(t,s)u(s)ds]dt = J. K(t,s)u(s)ds +R®

ty \t-T -

elde edilir ve kalan terim

1

£
R® = _h (é:_til)(dd_é J' K(g,s)u(s)dsjdé (4.72)
Eor

tiy

seklindedir.

Ayrica sol kenar dikdortgen kurali uygulanirsa,
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t i

j K(t;,s)u(s)ds = hK (.t )u, +R®

t—r j=i-N+1
elde edilir. Burada
ﬂ’ 1£i<ﬁ
N= 3N
N, i>—
2
ve kalan terim
Lo d 3N 5N
R® = t —&)—K(t, Hu(E)dE, 1<i<=— ve i>—
. j( £) 5 K. Hu(6)ds > ; (4.73)
Ny 3N 5N
R® = jt—g)—K(t,,g)u(g)dg j K@ su(s)ds, —-<i<== (474
bigimindedir. Sonug olarak u(t;) igin kesin baginti
LyU =g +au + » hiK(G.tu, +R =f, 1<i<N, (4.75)
j=i-N+1
3N .
u=¢e, ——<I1<0
i =~ 5

seklinde yazilabilir. (4.75) 6zdesligindeki kalan terim

R = R_(l) + R_(2) + R_(3)
biciminde ifade edilebilir. Burada R™ (k=1,2,3) kalan terimleri sirasiyla (4.71),
(4.72), (4.73) ve (4.74) denklemleriyle agikca ifade edilmistir.

Boylece (4.75)’1 dikkate alarak (4.1)-(4.2) problemi igin

LyYi =¢eYe +ay + Z hj Ki,j—lyj—l =f,, 1<i<N,, (4.76)

j=i—N+1
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fark semasi elde edilir.

4.2.2. Hata degerlendirmesi

4.77)

z, =y, —u, hata fonksiyonu olsun. Burada vy;, (4.76)-(4.77) fark probleminin ve u, de

(4.1)-(4.2) probleminin t  sebeke noktasindaki ¢oziimidir. (4.75) ve (4.76)

ozdesliklerine gore z, yaklasik ¢ozlim hatasi

L,z =R, 1<i<N,
z, =0, —ﬂ£i<0,
2

problemini saglar.

Lemma 4.10. (4.78)-(4.79) probleminin z, ¢6ziimi

l2]..., <CIRl..,
esitsizligini saglar (Amiraliyev ve Yapman, 2019).
Ispat. (4.76) esitligindeki toplam ifadesinden yola ¢ikarak

<K Y0l <KIN J7,)

j=i-N+1 j=1

> hiKiLzi,

j=i-N+1

esitsizligi saglanir. Daha sonra Lemma 4.3. dikkate alinirsa
i
-1 -1
z]<a|R],,+a KX h, ‘Zj—l‘
=
bulunur. Buradan Gronwall esitsizliginin fark benzerinin uygulanmasi sonucu

z|<e|R],, exp(alﬁ_lzl h, ] <a’t exp(a’lRT )||R||M
j=
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esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 4.10.’un ispat1 tamamlanmis olur.

Lemma 4.11. Lemma 4.2.’nin sartlar1 altinda, R, yaklasim hatas1 i¢in
IR, , <CNZInN (4.80)

degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev ve Yapman, 2019).

Ispat. Her bir R® (k =1,2,3) hatasi ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.

R® hatasini degerlendirmek igin herhangi bir sebeke iizerinde (4.71) kullanilirsa

IR®|<ch? tj (t—t)(1+

g

u'(t))dt, 1<i<N,

esitsizligi elde edilir. Buradan ve Lemma 4.2.’den

y at
‘Ri(l)‘ <C {hi v hiilgilj‘ (t-t)e ° dt}’ 1<i<N,

tia

olur. [0, a] aralig1 izerinde bu esitsizlik
[R®|<Ch®(1+£7)=C2a "N InN(£+1), 1<i<
seklini alir. Buradan

IR®|<CNInN, 1

IA
IA
N2

(4.81)
degerlendirmesi elde edilir.

i > N icin;
2 1

o1



b at _otiy _oti
‘Ri(l)‘sc{hi+glje gdt}zc{hi+al(e ¢ —e 5)}
Gy
_otiy _ahy _atiy
C{hﬁale s [1—e ¢ J}<C(h +ale ¢ j

sCLhi +ozlefJ:C(hi +a'N), %+1s i <N,

yazilabilir. Burada
2 2 2
bicimindedir. Boylece
[R®|<CN, N a<isn, (4.82)
2

degerlendirmesi saglanir.

R® hatasim degerlendirmek igin (4.72) esitsizligine gore

RO|< | J"W My (s)ds + K (&, (&) — K (& E—ru(e—n)|dé

|1">Er

yazilabilir. 0K /9 *nin diizgiin sinirhligi, K(t,s) ve Lemma 4.2. dikkate alinirsa
IR®|<cCrh, 1<i<N,

bulunur. Buradan ise
[R?|<CN*InN (4.83)

elde edilir.

R® hatasi énce 1<i < 37 ve i> % i¢in degerlendirilecektir.
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\Rf"’)\s_ é)‘—K(t.,é) |U(¢f)|0'5<C h;

- =
yazilabilir. Buradan

[R®|<CN|h®[ <CN*InN, 1sis%, (4.84)

\R<3)\<CN\h<2>\ <CN7, %+1<| 32' (4.85)

[R®|<CN|h®[ <oN*, |>% (4.86)

esitsizlikleri elde edilir.
3 .. 3N . BN .. v . e
R hatas1 simdi de - <i< 3 icin degerlendirilecektir. (4.74) esitliginden

_r

R<3>\< j -9 K(t.,§)|u(§>|d§+ IK(t.,s)u(s)ds
scLi 2 4]t - ,N|]

yazilabilir. Ayrica

t—r—t = r+(i—37N)h(3) —r—a—(i—37N)h(2)

=—({1—(i—%)|\rl}

ve
Zil hy = wf Z h2_(——|+N)\h@)fju(i_ﬂ)\h“)\2
j=i-N+1 j=i-N+1 j=3 2
<N (‘h(z)‘z +‘h(3)‘2) =(r _O-)h(z) +rh® = [(r _0_)2 4 rz] E
oldugundan
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IR®|<C(c+N7)<CNInN, 37N<ig% (4.87)

elde edilir. Boylece (4.81)-(4.87) esitsizliklerinden (4.80)’in dogrulugu agiktir.

Teorem 4.3. (4.1)-(4.2) probleminin ¢oziimii U Ve (4.76)-(4.77) fark semasinin ¢dziimii

y; olsun. Bu durumda Lemma 4.2.’nin sartlar1 altinda ¢ ’a gére diizgiin
ly—ul, . <CN7'InN
hata degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev ve Yapman, 2019).

Ispat. Bu teoremin ispat: Lemma 4.10. ve Lemma 4.11.”den elde edilir.

4.2.3. Niimerik sonuglar

Bu boliimde (4.1)-(4.2) problemi igin elde edilen teorik bulgular asagidaki 6rnek ile
denetlenecektir. Bu 6rnek (4.76)-(4.77) fark semasindan elde edilen

&
f; +H Yiat _ Z thi,j—lyj—l
y, = ; ;:IfNJrl , 1=12,...,N,, (4.88)
~+a
hi
Y=o, i=—%,...,0, (4.89)
iteratif teknigi kullanilarak ¢oziiliiyor.
Ornek 4.4.
t
su'(t) +u(t) + j su(s)ds =5t> -1, 0<t<2, (4.90)
t-1
u(t)=5+t, -1<t<0 (4.91)

denklemi verilsin. Bu problemin kesin ¢o6ziimii elde edilemediginden niimerik

sonuclardan hata yaklasimi ve yakinsama oraninin hesabi i¢in ¢ift sebeke metodu
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kullanilacaktir. Bu ise, nlimerik sonuglart iki kat daha ince bir sebeke tizerindeki

sonuglarla karsilagtirmaktir. Kesinligi ayrik maksimum norm ile hesaplanmaktadir.

e;' =max|y;" — g

&

~&,2N

burada §°" asagida belirtilen sebeke tizerindeki yaklasik ¢oziimlerdir.

&, :{t%:i:0,1,2,...,2N}

burada

biciminde gosterilebilir. Yakinsaklik orant

In(el' /e2")

N
% In2

seklinde ifade edilir. e" maksimum hata

e" =maxe
&

ile hesaplanir. q" diizgiin yakinsaklik oran1 ise asagidaki gibi hesaplanir.

o In(e/e*)

In2
Sonug olarak (4.90)-(4.91) probleminin ¢oézliimiinden &= 27 1=0,6,12,18,24 ve
N =64,128,256,512,1024 degerleri i¢in elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani

(4.88)-(4.89) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.5.te gosterilmistir.

Tablo 4.5.’te goriildiigii tizere N artan degerler aldiginda diizgiin yakinsama hizi olan
g"’in yakinsama derecesi monoton bir sekilde artarak birinci dereceden olmustur.

Boylece Teorem 4.3.’te verilen birinci dereceden ¢ -diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmustir.
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Tablo 4.5. (4.90)-(4.91) test probleminin ¢dziimiinden elde edilen ve @ sebekesi
lizerinde; €)' kesin hatalar, e" & a gore hesaplanmis hatalar ve q" yakinsaklik oranlari
(Amiraliyev ve Yapman, 2019).

& N =64 N =128 N = 256 N =512 N = 1024

20 0033904 0019338 0010435  0,005515  0,002835
0,81 0,89 0,92 0,96

o6 0043189 0024464 0013293  0,006977  0,003562
0,82 0,88 0,93 0,97

o2 0050090 0033471 0018187  0,009612  0,004907
0,82 0,88 0,92 0,97

o8 0064587 0036332 0019470  0,010290  0,005253
0,83 0,90 0,92 0,97

o2 0,066203 0037500  0,020096  0,010621  0,005422
0,82 0,90 0,92 0,97

eN 0066203 0037500  0,020096  0,010621  0,005422
q" 0,82 0,90 0,92 0,97

4.3. Uyarlanms Sebekelerde Ikinci Dereceden Kesinlige Sahip Sonlu Fark
Yontemleri

Bu boliimde birinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe ozellikli gecikmeli ve

gecikmesiz Volterra integro-diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri ele alinmistir.

Her bir problem igin uyarlanmis sebekede ikinci dereceden kesinlige sahip fark

semasinin olusturulmasi, kararllik, yakinsaklik ve niimerik 6zellikleri incelenmistir.

4.3.1.

Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in baslangi¢c deger problemi

Bu béliimde, asagida tanimlanan singiiler pertiirbe 6zellikli lineer birinci mertebeden

Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ deger problemi ele alinmistir.

u(0) = A
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Burada ge(O,l] pertirbasyon parametresi, a(t)>a >0 (a Sabit), K(t,s) ve f(t)
yeterince diizgiin fonksiyonlar ve A verilmis sabittir. u(t) ¢cozlimiinlin kiicik &

degerleri i¢in t =0 civarinda sinir kati mevcuttur.

4.3.1.1. Kesin ¢oziimiin 6zellikleri

Bu boliimde (4.92)-(4.93) baslangi¢ deger probleminin u(t) ¢éziimii ve tiirevleri igin
asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir. Bu degerlendirmeler daha sonra uygun
niimerik ¢6ziimiin yakinsaklik ve hata analizinde kullanilacaktir.

0"K 9"K

m’asn

Lemma 4.12. a,f eC*[0,T] ve

eC*([0T]), m=012n=0,1 olsun.

Bu durumda (4.92)-(4.93) probleminin u(t) ¢6ziimii igin

Jull, <C, (4.94)

at

\u(k’(t)\sc(1+ikef], 0<t<T, k=12 (4.95)
&

degerlendirmeleri dogrudur.

Ispat. (4.94) esitsizliginin ve k =1 igin (4.95) esitsizliginin dogrulugu Lemma 4.2.’den

kolayca elde edilebilir.

Simdi (4.95)’in k=2 i¢in dogrulugu gosterilecektir. (4.92) denkleminin iki kez tiirevi

alinirsa,
&v'(t) + atv(t) = (t) (4.96)
elde edilir. Burada
v(t) =u"(t),

0°K
atz

D(t) = £7(t)—2a'(t)u'(t) —a"tu(t) — (K¢, Hu(t)) —%((t,t)u(t) —j (t, s)u(s)ds

bicimindedir. Yukaridaki varsayimlar altinda kolaylikla goriilebilir ki;
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at
an§c@+1esj
&

(4.97)
esitsizligi saglanir. Ayrica
" ’ ’ t aK !’
eu"(t) +a)u’'t)+a’(tu(t) + K(t,tu(t) +IE(t,s)u(s)ds =f'(t)
0
esitsizliginden |u”(0)| icin;
u"(0)| < % (4.98)
g

yazilabilir. (4.96) esitliginden

—%ja(s)ds 1 t *%j[a(ﬂ)dfl
U =u'O)+e " +=[o(e T d&
&

0

elde edilir. Burada (4.97) ve (4.98) esitsizlikleri dikkate alinirsa,

at t _ad\ _a(t=¢$)
u”(t)|s%e e +EJ'[1+1e }3 ¢ dé
g ey €

at at _at

= %eT +Ca™ [1—e_&'j+%te -
& &

sonucuna ulagilir. Bu ise k =2 i¢in (4.95)’in dogrulugunu gosterir.
4.3.1.2. Fark semasinin kurulmasi

@y, [0,T] araligi iizerinde herhangi bir diizgiin olmayan sebeke olsun:
By ={0=t, <t <..<ty <t =T; h=t—t_},
wy =@, \{t=0}.

Bu sebekede tanimli v, =v(t) fonksiyonu i¢in asagidaki ayrik maksimum norm
kullanilacaktir:
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v

= max|v;|.

©0n 0<i<N

(4.92)-(4.93) probleminin fark semasin1 kurmak i¢in asagidaki 6zdeslik ele alinacaktir.

& ;
270 [ Lup (Ot =7 [ f (g @t 1<i<N, (4.99)
tig tiy
burada
t B
L l1—-e 3p; h
Zizhilqu(t)dt: , p=—t
tig a‘ilDi &g
ve
Sy
pt)=e < ,i=12.,N

olarak belirlenmis iistel katsay1li baz fonksiyonudur. ¢, (t) fonksiyonu,

—ep(t)+aet)=0, t, <t<t,

o) =1 (4.100)

probleminin ¢éziimiidiir. (4.99) bagintisinin diferansiyel kismi igin (4.100) problemi ile
Kesin fark semalar1 yontemini (Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amiraliyev ve Sevgin,
2006; Amiraliyev ve Yilmaz, 2014, ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerle ilgili
kapsamli bilgi i¢in Samarskii, 2001, s. 207-214) kullanarak,

xh JL [eu’+a(t)u] g (1)dt =6, +au; + 7 'h™ JL [at) -a(t) e (u®dt  (4.101)

Gia tiy

elde edilir. Burada

a. o
- 1—e—pp e ¥ (4.102)

bicimindedir. t_,, t sebeke noktalarina gore Newton interpolasyon formiiliinii

uyguladiktan sonra
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a(t) - a(ti) = (t _ti )a“f,i + w (t _ti—l)(t _ti)

ve
t|
u(t) =u(t)- j u'(s)ds
t
yazilabilir. Yukaridaki formiiller dikkate alinarak (4.101) bagintisi

7'ht j [eu' +a(t)u] g, (t)dt =cbu,; +au; + (au 7'ht j t—t)p (t)dt] u+RY  (4.103)

tig tig

seklinde yeniden ifade edilebilir. Burada kalan terim

R0 =z [ Oty uoa
t (4.104)

—ac it f t-t)o (t) U u’(s)ds] dt, 7, —aranokta

tig

bi¢imindedir. Basit bir hesaplamayla

[ t-1)pOdt=ho

tiyg

yazilabilir. Burada

s_. &€ 1 (1< 6, <0) (4.105)
'l-e® ap T '
bigimindedir. Boylece (4.103) bagintisi
§;
xht j [eu'+a(t)u] g (t)dt =eGu, + (& +hda)u, +RY (4.106)

tig

haline doniisiir. Burada R™ kalan terimi (4.104)’de ifade edilmistir.
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R® hatasmi degerlendirmek igin yukaridaki islemlere benzer sekilde

{;

7 fOe@dt= T +R (4.107)
Gy
elde edilir. Burada
f.="f +hof, (4.108)
1 i
R® =Eli—lhi—1 I (7)) (t—t_)(t—t)e (t)dt, » —aranokta (4.109)
Gy

bi¢imindedir.
(4.99) bagintisindaki integral terim igin

(t_ti)2 d_2

K(t,s)= K(ti,s)+(t—ti)§K(ti,S)+ 2 a2

K(&(t),s)

Taylor agilim1 kullanilarsa

zhf 0 (t)[j K(t, s)u(s)ds}dt = (zhf 0 (t)dt]j' K, s)u(s)ds

tig

xh JL (t—t)p (t)dt

t=t; tia

& 1 2 (¢
w2 [ dto @ | dd?( | K(f,S)U(S)dS]Tl(é—t)de‘

d t
+E( ! K(t,s)u(s)dsJ

K(t;,s)u(s)ds+h,o, {K (t, t)u; + ]'% (t, s)u(s)ds} +R®

K(t,s)u(s)ds +hs K(t,t)u, + R (4.110)

5
!
j
0
elde edilir. Burada

K(t,,s) = K(t,s)+hs, %(ti 5) (4.111)
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2

d
dé?

t & ¢
R® = Ziﬁlhiilj‘ dte, (t)j (I K(f,s)u(s)ds]Tl(f—t)df (4.112)

T(A)=2°1s!, 1>0; T,(1)=0, 1<0
bigimindedir.

Simdi ise kullanilacak olan kalan terimi integral seklinde olan bilesik yamuk kurali

verilsin:
b N h N
[F()ds=>"7(F +F)+R, =X hF+R, (4.113)
3 i=1 i=0
burada
1 y h
hoz%, hi=2 (M +hy), i=1200N =1 =7N
ve

f;

13 ”
Ry =52 j (6= )2 - SF"(€)ds

bigimindedir. (4.110)’da C(t,,S)u(s) igin [O,ti] araligr tlzerinde (4.113) formiilii

uygulanirsa,
; i
IIC(ti ,s)u(s)ds =D nKu; +RY
0 j=0

elde edilir. Burada

RO =23 | (-8t - )~

=0 4z (K(t,$)u(g))de (4.114)

bigimindedir. Boylece (4.110) esitligi asagidaki bigimde yazilabilir:
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t t i
2t I o (t) U K(t, s)u(s)dsJ dt => 7 Ku; +h& K u +RP +RY, (4.115)
0 j=0

tig

Sonug olarak (4.106), (4.107) ve (4.115) esitlikleri (4.99) 6zdesliginde dikkate alinirsa,
u(t) icin kesin baginti

e0Ug, +au + > hKu, +R =f, 1<i<N (4.116)
j=0

seklinde yazilabilir. Burada

Ry i RY
k=1

8 =+, +K)hd (4.117)
bigimindedir ve 9;, (4.105)’de ifade edilmistir.

(4.116) bagintisinda R. kalan terim ifadesi ihmal edilirse, (4.92)-(4.93) problemi igin

asagidaki fark semasi elde edilir.
0Ye +8Y,+ 2 Ky, =, 1<i<N (4.118)
i=0

Yo = A, (4.119)

burada @, &, K ve f. sirasiyla (4.102), (4.117), (4.111) ve (4.108) denklemlerinde

ifade edilmistir.

(4.118)-(4.119) fark semasmin ¢’a gore diizgilin yakinsak olmasi igin @, tizerinde bir

gecis noktasi igeren diizglin olmayan Shishkin sebeke kullanilacaktir. Bu sebeke sinir
kati civarinda yogunlasan uyarlanmis parcali diizgiin bir sebekedir. N ¢ift sayr olmak

lizere, sebekeye karsilik gelen t; diiglim noktalar: asagidaki sekilde tanimlanmistir:
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iho =29 i—01,.. N
t = 2
ot (-h? =g2i-IT=9 Ny N
2 2’ N 2

burada o bir ge¢is noktasidir ve
T
o= mln{—,algln N}
2
bigiminde tanimlanir.

4.3.1.3. Hata degerlendirmesi

z, =Y, —U,, (4.118)-(4.119) fark semasinin hatas1 olsun. Bu durumda (4.116) ve (4.118)

Ozdesliklerine gore z;, asagida verilen ayrik problemin ¢oztimiidiir:
€67, +az,+ Y h,Kz; =R, 1<i<N (4.120)
-0

7, =0. (4.121)

0"K 0"K

Lemma 4.13. a,feC?*[0,T] ~
S

eC*([0.T[), n=012 olsun. Bu

durumda R, hata fonksiyonu igin
IRl,, <CNZInN

degerlendirmesi dogrudur (Yapman ve Amiraliyev, 2020).

Ispat. Her bir R" (k =1,2,3,4) hatas1 ayr1 ayr1 degerlendirilecek.

flk olarak R™ hatas1 i¢in a € C? [O,T] oldugundan ve (4.104) denkleminden
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RY|<CHe +ar,

i [hi o |u'(t)|dtJ (4.122)

yazilabilir.

R® hatasim degerlendirmek igin yukaridaki gibi benzer sekilde (4.109) esitligi ve

f eCZ[O,T] sarttyla birlikte

IR®|<chy (4.123)
elde edilir.
R® hata degerlendirmesi igin (4.112) denklemi kullamilirsa,

t.

IR®|=h

( j K (&, s)u(s)ds}df

tll

<n j {\ K& auE) |+

| -1

P& (5)‘ | ‘—(5 s)

|u(s)|ds}d

yazilabilir. Buradan Lemma 4.13.”{in sartlar1 altinda ve (4.94) esitsizliginden

{;

&
[R®|<Ch [hi + |u'(t)|dt] (4.124)
oldugu gortiliir.

Son olarak R hata terimi degerlendirilecektir. (4.114) bagintisindan

\Rﬁ‘”\s j (t,-&)E- t_l){ ()

JltJl

o7 )|

U]+ &)

Za_g(ti’(:)

U"(é)l}ds‘

<C[ +Zj(t —t)(t—t;,) (|’

_lt

U”(t)l)dtJ (4.125)

yazilabilir.
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(4.122)-(4.125) esitsizlikleri (4.95) esitsizligi ile birlikte dikkate alinirsa,

|R|<C(h2+2h3+hj ~e sdt+zj(t —t)(t— tll) e ot

=y,

+Zj(t ~t)(t-t, e it

=,

[h2+2h3+hj e édt+2j(t ~t)(t- t,l) et (4.126)

=,
elde edilir.

Simdi pargali diizgiin olmayan @, sebekesi ilizerinde (4.126) esitsizliginin sag tarafi

icin hata degerlendirmesi elde edilecektir. Ilk olarak asagidaki degerlendirmeler o ’nin

her iki durumu igin gegerlidir:

P

2

‘h“"zziij <CN7?, 1<i<—
: N /2

h? = 2 (4.127)

‘h@)r: T-o) cen2 Neion
N/2 2

N

ve

h® ‘3

Zh <Zh3 Z\h@\ +

_E‘h(l" +3‘h(2"3 =40°N? +4(c-T)°’N?
<CN™ (4.128)

(4.126) esitsizliginin sag tarafinin diger terimleri igin ilk olarak o =T§ (a_lg InN > %)

durumu incelenecektir. O halde h® =h® =h=T /N oldugundan,
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2 2 1 at
hj eédt+z_[(t —t)(t— tJl)—efdt<h—+—Ie€dt

=y 0
= (1+05_1)? =2a'1+a™)TN?InN=CN2InN (4.129)

elde edilir.

Simdi ise oc=a'¢InN <TE durumu igin (4.126) esitsizliginin sag tarafinin tglincii

terimi incelenecektir.

_at h®
hj “e 6dt<‘ [ _Aae N N, 1<i< N
& N2 2
ve
b ot oty _ah®
hij—e cdt=a'hPe ¢ |1-e ¢
t,,1g
<ath®N* =20 (T -0)N?<CN7?, %+1§iSN
oldugundan
t 1 ,‘Lt
h[=e “dt<CN?InN, 1<i<N (4.130)
&
tlfl
elde edilir.

(4.126) esitsizliginin son terimi i¢in

at

Zf(t —t)(t-t, 1)—e dt<zj(t -t )126*;0“

=ty =y,
tJ

j(tJ ~t)(t-t,.,) 12 e “dt+ z JL(tJ. —t)(t—tjl)ﬁe_fdt (4.131)

=y, =5y,

l\)

yazilabilir.

(4.131) esitsizliginde sag taraftaki ilk terim i¢in
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t ) ]
NZ/Z .[ (t; _t)(t_tjl)g_lze‘;dt < ‘h(l)‘zj‘
0

=ty

e dt

1 at
2

£

= ‘h(l)r ate? [1—e6j <2 TN?InN=CN?InN (4.132)

elde edilir.

(4.131) esitsizliginde sag taraftaki ikinci terim i¢in iki kez kismi integrasyon uygulanir

ve ayrica ¢ <CN™ esitsizligi dikkate alinirsa,

t

i 1 _at N oty ot
(tj—t)(t—tj_l)?e cdt=a?h® > |e © +e ¢

j 2+1tj7 =¥+
N 7atj,1 7a7tj N 7(17121 7atj,l
—20% ) |e ¢ —e ¢ |<a’h® ) e ¢ +e ¢
=¥+ =+
oo
N % _ah® N % e ¢
_ 4 2K(2) 21 (2) : 21 (2)
=ah Zef l+e ¢ |<2a"h Ze“’SZah—(z)
=3+ =¥+ 1 e_ahg
Nt Nt
—21-(2) —21-(2) -2
<2a‘h o) <2a°h — <CN (4.133)
l-e N¢ l-e €

elde edilir.

(4.132) ve (4.133) esitsizlikleri (4.131)’de dikkate alinirsa,

i b _at
Zj(tj—t)(t—tj_l)ize “dt<CN?InN, 1<i<N (4.134)
&

=y,
bulunur.

Boylece (4.126) esitsizligi, (4.127)-(4.130) ve (4.134) bagntilariyla birlikte Lemma

4.13.’lin ispati tamamlanmis olur.

Lemma 4.14. (4.120)-(4.121) probleminin bir ¢éziimii z, olsun. Bu durumda

..., <CIR

0,y

degerlendirmesi dogrudur (Yapman ve Amiraliyev, 2020).
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Ispat. @ icin a(t) ve K(t,s) in diizgiinliigii goz dniine alindiginda, yeterince bilyiik N

degerleri i¢in & > a >0 yazilabilir.

J_Z_(;hj’quj Sﬁéhi‘zj‘

[E = max |K(t, s)|j oldugundan daha sonra Lemma 4.3. dikkate alinirsa (4.120)-(4.121)

o1}’

probleminin ¢éziimii i¢in

< (@R

0,0y

+(5)—1z§h,. 2|

elde edilir. Buradan Gronwall esitsizliginin fark benzerinin uygulanmasi sonucu

i —\-17~ \ L
i@ 9L 0| @ T i

esitsizligi elde edilir. Bu da yeterince biiyiik N degerleri i¢in istenilen smir1 verir.

Boylece Lemma 4.14.’1in ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.4. (4.92)-(4.93) probleminin ¢éziimii U ve (4.118)-(4.119) fark semasinin

¢oziimii y, olsun. O zaman Lemma 4.13.’iin sartlar1 altinda asagidaki esitsizlik vardir

(Yapman ve Amiraliyev, 2020):

ly—uf, . <CNZInN.
Ispat. Bu teoremin ispat1 Lemma 4.13. ve Lemma 4.14. kullanilarak elde edilebilir.

4.3.1.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.92)-(4.93) problemi igin elde edilen teorik sonuglar asagidaki 6rnekler
ile denetlenmistir. Bu 6rnekler (4.118)-(4.119) fark semasindan elde edilen
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_ gei i—1
fi+ h yi—l__ Ohle.jyj
_ i 1= H-
V= , i=12,...,N,
N +a +n,K;

Yo=A

(4.135)

(4.136)

iteratif teknigi kullamlarak ¢oziiliiyor. Burada f, 6, K ve & sirasiyla (4.108),

(4.102), (4.111) ve (4.117) denklemleriyle tanimlanmuistir.

Ornek 4.5. Elde edilen sonuglar asagidaki problem igin test edelecektir:

t t
eu’(t)+u(t)+jtu(s)ds =— i+tg[1—e £J+t InQ+t), 0<t<],
0

_EW
(L+1)* 1+t
u(0)=2.

Bu problemin kesin ¢oziimii

t

1
uit)=e ¢ +—
® 1+t

seklindedir.

(4.137)-(4.138) problemin yakinsaklik durumunu arastirmak igin, "

yakinsaklik orani

In(el /e2)

N _
A = In2

formiilii ile hesaplanir. Burada kesin hata €' asagidaki bigimde gosterilir:

e =ly-ul.,,-

(4.137)

(4.138)

diizgiin

Bununla beraber y, u baslangig deger probleminin gesitli N ve & degerleri i¢in

hesaplanmis fark denkleminin ¢oziimiinii ifade etmektedir.
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Sonu¢ olarak (4.137)-(4.138) probleminin ¢oziimiinden &£=2",i=0,12,24 ve
N =64,128,256,512,1024 degerleri igin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani

(4.135)-(4.136) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.6.’da gosterilmistir.

Tablo 4.6. (4.137)-(4.138) test probleminin ¢6ziimiinden elde edilen ve @, sebekesi
lizerinde; e/ kesin hatalar ve q! yakinsaklik oranlar1 (Yapman ve Amiraliyev, 2020).

g N =64 N =128 N = 256 N =512 N = 1024

20 0,009021  0,002555  0,000699  0,000181  0,000045
1,82 1,87 1,95 2,01

12 0010261  0,002886  0,000784  0,000203  0,000051
1,83 1,88 1,95 1,99

o2 0010744 0003022 0000821  0,000211  0,000053
1,83 1,88 1,96 1,99

e 0010744 0003022 0000821  0,000211  0,000053

q" 1,83 1,88 1,96 1,99

Yukarida tabloda goriildiigii iizere N artan degerler aldiginda diizglin yakinsama hizi
olan q"’in yakisama derecesi monoton bir sekilde artarak ikinci dereceden olmustur.

Boylece Teorem 4.4.°te verilen ikinci dereceden ¢ -diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmstir.

Ornek 4.6.

su'(t) +2u(t) —j(t —s)e"u(s)ds=e'-t, 0<t<1, (4.139)

u(0) =1, (4.140)

problemi verilsin. Bu problemin kesin ¢6ziimii elde edilemediginden niimerik
sonuclardan hata yaklagimi ve yakinsama oraninin hesabi i¢in ¢ift sebeke metodu
kullanilacaktir. Bu ise, niimerik sonuglar1 iki kat daha ince bir sebeke iizerindeki

sonuglarla karsilagtirmaktir. Kesinligi ayrik maksimum norm ile hesaplanmaktadir.
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N

e 2N
eg

=max|y" - §,

~e,2N

burada §;“" asagida belirtilen sebeke iizerindeki yaklasik ¢oziimlerdir:

@,y ={ti2:i=0,1,2,...,2N}

burada

biciminde gosterilebilir. Yakinsaklik orani

iy In(ej‘/ej“)
A = In2

seklinde ifade edilir. e" maksimum hata ise

e" =maxe

ile hesaplanir. Son olarak " diizgiin yakinsaklik orani asagidaki gibi hesaplanir:

" In(e"/e™)

In2
Sonug olarak (4.139)-(4.140) probleminin ¢6ziimiinden &= 27 i=0,6,12,18,24 ve
N =64,128,256,512,1024 degerleri i¢in elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani
(4.135)-(4.136) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.7.’de gosterilmistir.

Asagida tabloda gorildiigii tizere N artan degerler aldiginda diizgiin yakinsama hizi
olan q"’in yakinsama derecesi monoton bir sekilde artarak ikinci dereceden olmustur.

Boylece Teorem 4.4.’te verilen ikinci dereceden ¢ -diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmistir.
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Tablo 4.7. (4.139)-(4.140) test probleminin ¢6ziimiinden elde edilen ve @, sebekesi

lizerinde; €)' kesin hatalar, e" & a gore hesaplanmis hatalar ve q" yakinsaklik oranlari
(Yapman ve Amiraliyev, 2020).

& N =64 N =128 N = 256 N =512 N = 1024

20 0,024006 0006894 0001912  0,000502  0,000128
1,80 1,85 1,03 1,97

o6 0032078  0,009148  0,002555  0,000666  0,000169
1,81 1,84 1,94 1,08

12 0048989 0013971  0,003902  0,001024  0,000260
1,81 1,84 1,03 1,98

518 0053476 0015146 0004172  0,001095  0,000276
1,82 1,86 1,93 1,99

o2 0055192 0015632  0,004306  0,001130  0,000284
1,82 1,86 1,93 1,99

eN 0055192 0015632  0,004306  0,001130  0,000284

q" 1,82 1,86 1,93 1,99

4.3.2. Gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in homojen tipli sonlu
fark semasi

Bu béliimde birinci mertebeden lineer singiiler pertiitbe 6zellikli gecikmeli Volterra

integro-diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimii ele alinmistir. Uyarlanmis sebekede

ikinci mertebeden yakinsakliga sahip homojen tipli sonlu fark semasinin kKurulmasi,

kararlilik, yakinsaklik ve niimerik 6zellikleri incelenmistir.

4.3.2.1. Kesin ¢oziimiin ozellikleri

Bu boliimde (4.1)-(4.2) baslangi¢c deger probleminin u(t) ¢Oziimii ve tiirevleri igin
asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir. Bu degerlendirmeler daha sonraki

boliimlerde uygun niimerik ¢oziimiin yakinsaklik ve hata analizinde kullanilacaktir.

IK ar:n(ecz([o,T]z), m=012;

Lemma 4.15. a,f eC’[0,T], ¢eC?(l,) ve

m 1

n=0,1 olsun. Bu durumda (4.1)-(4.2) probleminin u(t) ¢6ziimii i¢in

73



at

‘u"‘)(t)‘éc[l+ikef}, tel, k=01 (4.141)
&

_ p-1 _a(t_rp—1)
)< C(“(t e J .
u < &

C, tel

(4.142)

degerlendirmeleri dogrudur.
Ispat. (4.141) esitsizliginin dogrulugu Lemma 4.2.’den kolayca elde edilebilir.
(4.142)’nin dogrulugunu gostermek igin (4.1) denkleminin iki kez tiirevi alinirsa,

ev'(t) +a(t)v(t) = d(t) (4.143)
elde edilir. Burada

v(t) =u"(b),

D(t) = £7(t)—2a'(t)u'(t) —a"(t)u(t) — (K &, u(t)) —%K(t,t)u(t)

[ oK oK |
_tjr pe (t,s)u(s)ds+a(t,t—r)u(t—r)+(K(t,t—r)u(t_r))

bicimindedir. Yukaridaki varsayimlar altinda kolaylikla goriilebilir ki
|@(t)| < C(1+[u' ()] +[u't—r)|)

esitsizligi saglanir. Burada (4.141) esitsizligi dikkate alinirsa

A _at
|c1>(t)|sc[1+1e : +|¢’(t—r)|}§C(1+le j tel, (4.144)
& &
1 @ 1 _etn _aft-n)
|d@t)|<C|l+=e c+=e * ch 1+=e = J tel, (4.145)
& & &
[o(t)<C, tel, 3<p<m (4.146)
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biciminde yazilabilir.

Simdi (4.142)’nin p =1 i¢in dogrulugu gosterilecektir.

em%0+aaw(0+aaway+j%%asw@xs+Kaiwa)—KQJ—nua—n:fxo

t-r

bagintisi ve (4.141) esitsizligi kullanilarak

)<< (4.147)
&

elde edilir. Ayrica (4.143), (4.144) ve (4.147)’den

t lt
—;J.a(s)ds

1
—;ja(r)dr 1t
"(0 0 —\||D i d
u"(0)|e +g!|(np r
_at t _ar\ _a(t-7)
:%e ¢ +E'[[1+le f}e ¢ dr
P £y &

sonucuna ulagilir. Buise p=1 i¢in (4.142)’nin dogrulugunu gosterir. Burada

w'(t)| <

u"(n|<c [1+i2e_8] <C
&

seklindedir.

Simdi ise (4.142)’nin p=2 igin dogrulugu gosterilecektir. (4.145) esitsizligi

kullanilarak

t
—lj‘a(s)ds
&
e+ dr

u'(t)| <

lt
—;J-a(r)dr 1t
wne " +=[loe)
8 r

_af(t-r) Ct 1 _a(z-r) _a(t-7)
<Ce * +—I 1+—-e < ¢ dr

&5 &

2
&

_a(t-r) _aft-r)
£C+Ca1[1—e s j+—e s o(t—r), r<t<2r

yazilabilir. Boylece p =2 i¢in (4.142)’nin dogrulugu agiktir. Ayrica bu esitsizlikten
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u"(2r)|<C

oldugu goriilebilir.

Son olarak (4.146) esitsizligi dikkate alinirsa
1] 1
7] a(e)dr t —;Ia(S)ds
u"®)|<[u(2r)fe +% [lo@k = de
2r

_a(t-2r) _a(t-2r)

<Ce ¢ +Ca{1—e z JSC

sonucuna ulasilir ve p >3 igin (4.142)’nin dogrulugu da gosterilmis olur. Boylece ispat

tamamlanir.

4.3.2.2. Fark semasinin kurulmasi

[0,T] aralig1 iizerinde diizgiin olmayan sebeke
@y, ={0=t, <t <..<ty, <t =T; h=t-t,|
olsun. Burada her bir alt aralik 1, (1< p<m), N tane sebeke noktas igerir:
oy, ={t :(P~)N+1<i<pN}, 1<p<m,

ve sonug olarak

a)No :UwN,p

p=1

seklindedir.

Notasyon kolaylig1 i¢in, herhangi bir v(t) fonksiyonu i¢in v, =v(t,), v , =v(t —g) ve

1
2

h, . e = . -
h,=— > Bl jle gosterilsin. @, Uzerinde tamimlanan herhangi bir v, sebeke

fonksiyonu i¢in kullanilan maksimum norm
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M., =M., = mex v

olarak tanimlanmaktadir. w,, uzerinde fark semasi olusturmak i¢in asagidaki 6zdeslik

ele alinacaktir:

t f
Zi—lhi—lj' Lu)e (t)dt = 'h ™ | f ()¢ (t)dt, 1<i<N (4.148)
tig tiy
burada
t _
1 1-e ap; h.
Zi:hil_[(oi(t)dt: V=
tig il &
ve
Sy
pt)=e s ", i=12..,N,

olarak belirlenmis iistel katsayili baz fonksiyonudur. ¢, (t) fonksiyonu;

—e¢ () +a,p(t)=0, t, <t<t,
o(t)=1

baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiidiir. (4.148) 6zdesliginin diferansiyel kismi igin
kesin fark semalar1 yontemini kullanarak (Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amiraliyev
ve Sevgin, 2006; Amiraliyev ve Yilmaz, 2014; Amiraliyev vd., 2020; Yapman ve
Amiraliyev, 2020; ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerle ilgili kapsamli bilgi igin
Samarskii, 2001, s. 207-214)

&

&
xh I [‘9u' + a(t)u] ¢, (D)dt = e0ue; +au; + [at,i?(ilhil _[ (t-t)o (t)dtJUi +RY

tiyg Gy

= 89iuf,i +(ai + hié}af,i )ui + Ri(l) (4.149)

elde edilir. Burada
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ve kalan terim
RO = 47ty j 20 ¢t )ty uta

—a;, z j t-t)o (t) (] u’(s)ds] dt, 7, —aranokta

tiyg

bigimindedir. Benzer sekilde (4.148) 6zdesliginin sag tarafindaki terim i¢in

&
2 [ f e tdt= T +RP

tiy

elde edilir. Burada

=—h

=f +ho f;

I I t,i

5
Ri(2’=% 270 (70) -t ) —t)g (dt, 7, —ara nokta

tig

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

bigimindedir. (4.148) 6zdesliginin integral teriminin niimerik yaklagimi igin kalan

terimleri integral biciminde olan ve baz fonksiyonu igeren asagidaki dikdortgen kurali

kullanilacaktir:

b b

j p(x) f (x)dx = (X)I p(x)dx+R(f), a<x<h,
burada

R(f)=[d&f"(&)] pOO[ T,(x=&) ~Ty(X &)+ (b—a) *(b-E)(X —x) |

f[a, b].T p(x)(x —X)dx
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f(0)—f(a)

Tl(x—cf)={g_§' ig flab]-——

bigimindedir. (4.155) formiiliinde baz fonksiyonu p(x)=1 ve X = a;b alinirsa orta

dikdortgen formiili

J 109x=1CED)0-a) +R(F) (4.157)

yazilir. Burada kalan terim

R(f) = If"@){(b R )T(a—”’—@} :

bigimindedir.
(4.148) bagntisinin integral teriminde (4.157) formiilii [a b] [ b, ,] icin uygulanirsa

ti71

P i [j K(t,s)u(s)ds}oi(t)dt I K(t . s)u(s)ds

t, Lt—r t,-r
=2

770 | (-t e 0t

t=t | tiy
-

+—( j K(t, s)u(s)dsj

+ ' J. dte,

déz j K(S, s)u(s)ds]{ ‘f)[To(t—eg)—To(ti,%—g)}}de;

ti%

= | K(t_,s)u(s)ds+sh j —K(t ,,S)u(s)ds

t o —r ty r
2 2

+aah (Kt )u(t ) K@t b, -0, -1)

» 71ti € dZ ¢
+xh t,'[ dte, J a2 (;‘L K(f,s)u(s)dsj{(t -&) [To(t -£&) —To(ti_% —5)]}d§
= [ KG, 9uE)ds h (Kt U - Kt -Du-n)+RO (4158

t,-r
2

elde edilir. Burada
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dZ
dé&?

( j K(¢, s)u(s)ds] {(t -&) [TO t-5)-T( . - 5)}} de

4 t
Ri(3) — Zi_lhi_lj. dt@l (t).[
tiy iy §-r

+h, (K(ti_%,ti_%) {u(ti_%) —u(ti)} —K(t.t -1 {u(ti_% “r)—u(t - r)}) (4.159)

t; _
' 1 1+e™ 1 1
to=yh? | (t-t Dot)dt=5 +== - , (| £ =
i /% i J.( |_§) |() i 2 2(1 e_alpl) ai i (| || 2)

tia
G309 =K 39+ S 09)
bigimindedir.

(4.158) esitliginin sag tarafindaki integral terimin ayriklastirilmasi ig¢in

t g t

f K(tif%,s)u(s)ds = .2_1: TIC(ti%,s)u(s)ds

i— i

NI
ol

esitligi dikkate almarak, (4.156) formilli p(x)=1, [a,b]=[t ,.t,,] ve X=t; igin
kullanilirsa

t

J' Kty s)u(s)ds = Ii nK(E 0ty +R® (4.160)

r j=i-N

Nl

t

Nl

elde edilir. Burada kalan terim

t t

jrl
J*2

ry
N

i-1

RY= 31 [ dd; (k6 @) [ [Ta--T -9 a6, -6, - |

-1 -1
2 L

1
+—(K(ti_;,t1+;)uj+; -K(t 1)uj_;j(hm —hj)}

4 -3
-5 f A O P (K, @)
_j:i—Ntil 2 1 Y A RS 4 Y

+% le (lc(ti_%,t,.%)uj% —K(ti_%,tj_%)uj_%)(hm—hj), (p—LN <i< pN (4.161)
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bi¢imindedir. Boylece (4.149), (4.152), (4.158) ve (4.160) esitlikleri (4.148)
6zdesliginde dikkate alinirsa,

i-1 _ _
g0U; +auU + > KU +R =, 1<i<N, (4.162)

j=i-N

fark 6zdesligi elde edilir. Burada

R =3 R®
k=1

& =a +hda;; +hy Ki—%,i—% (4.163)
_ lClj_luiiKi—li—l’ J=1-N
K, = W & (4.164)
K J=i—-N+1,...,i-1

olup, &, ve RY (k =1,2,3,4) kalan terimleri sirastyla (4.150), (4.151), (4.154), (4.159)

ve (4.161) denklemleriyle agik¢a ifade edilmistir.

Boylece (4.162) 6zdesligi dikkate alinarak (4.1)-(4.2) problemi igin

i1 _ _
0y +ay, + Z thijj =f, 1<i<N,, (4.165)

j=i1-N

fark semasi elde edilmistir. Burada 6., a, ICU. ve f, sirasiyla (4.150), (4.163), (4.164)

ve (4.153)’te ifade edilmistir.

(4.165)-(4.166) fark semasinin ¢ ’a gore diizgilin yakinsak olmasi igin pargali diizgiin bir
sebeke olan Shishkin tip sebeke kullanilacaktir. Ayriklastirma parametresi N bir ¢ift

sayl ve o, :rp71+min{r/2,a’1gln N} sebeke gecis parametresi olsun. @, , pargal

diizgiin sebekesini [r,,,o,] araliginda (sinir kati bolgesinde) N /2 sayida diigiim

p-17

noktasi ve [o_,r ] araliginda da (sinir kati disinda) N/2 sayida diigiim noktasi olmak

p’rp
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tizere iki alt araliga boliinsiin. Boylece bu alt araliklara karsilik gelen adim uzunluklari

sirastyla h® ve h® olarak alimirsa;

20, = 1,1) h(2)=M 1<p<m

N N

ho =

seklinde tanimlanir. Buradan ise c¢alismanin devaminda kullanilacak alinacak olan

pargali diizgiin sebeke asagidaki sekilde yazilabilir:

_Jt=ra+(i-(p-DN)h®,i=(p-DN,....(p-Y2)N
@y, = t=0,+(i-(p-Y2N)h®, i=(p-Y2)N+1,...,pN

4.3.2.3. Hata degerlendirmesi

(4.165)-(4.166) fark semasmin bir hatast z, =y, —u, olsun. Bu durumda (4.162) ve

(4.165) 6zdesliklerine gore z, asagida verilen ayrik problemin ¢oziimiidiir:

i1 il
€6z, +az,+ Y, h Kz, =R, 1<i<N, (4.167)

j=i-N
z,=0, —N<i<0. (4.168)

Lemma 4.16. Lemma 4.15.”in n=0,1,2 i¢in sartlar1 saglanmis olsun. Bu durumda R,

hata fonksiyonu i¢in

”R”w,p <CN?InN, 1<p<m (4.169)

degerlendirmesi dogrudur (Yapman ve Amiraliyev, 2021).

Ispat. (4.169) esitsizliginin R® + R® +R® i¢in dogrulugu gosterilecektir. Yukaridaki

varsayimlar altinda kolaylikla goriilebilir ki;
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RO[+[R@[+[R®| < ch| b+ [ ju't)|dt+ [ |u'(t—r)|dt+] u'(t)|dt
t

; ; i
tiy tiy ~

ol

(4.170)

t
i— N

tin
+ [ uldt |, 1<i<N,

esitsizligi saglamir. Burada sebeke araliklarina gére h =h® yada h =h® dir.

Ik olarak t, € @, , durumu incelenecektir. Es. (4.141) ve h <CN™ dikkate alinirsa
g 1 _at
\R§1>\+\Ri<2>\+\R§3>\sCN1[N1+ [=e Edt], 1<i<N
&
tig
bulunur. Buradan ve Lemma 4.11.’den benzer sekilde

HR<1> +R® 4 R® Hw’l <CN7?InN

esitsizligi yazilabilir.

Simdi ise t; € w , durumu i¢in Lemma 4.15. dikkate alindiginda, (4.170) esitsizligi

‘Ri(l)‘Jr‘Ri(Z)‘Jr‘Ri(s)‘SCN—l N1+}1ea(ter)dt+ tiJ'N —efa?tdt , N+1<i<2N
18

5

seklinde ifade edilebilir. Buradan

HR<1> +R® 4+ R® HM <CN7?InN

sonucuna ulasilir.

Son olarak t; e, , (p=3) durumu incelenecektir. [r,T] arahginda u'(t) diizgiin

sinirl oldugundan (4.170) esitsizligi
IR®|+|R?|+[R®|<CW <CN?, 2N +1<i<N,
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seklinde yazilabilir.

Sonug olarak

HR(D +R® L RO Hw]p <CNZ?InN, 1<p<m (4.171)

degerlendirilmesinin dogrulugu gosterilmis olur.

Lemmanin ispatini tamamlamak igin (4.169) esitsizliginin R™ icin dogrulugu

gosterilecektir. (4.161)’in agik ifadesinden ve Lemma 4.15.”ten yararlanarak

i1 j+— 2

(t 1_t) 1
‘R(4)‘<C N2+ Z j (tj—t)hj—z(tj%_t)(hm_hj)

j=i- Nt 4
ta

(Jw®)]+u"®)])dt)+C Z N[, —h;|+C Z - Hz|u'(t)|dt, 1<i<N, (4.172)

j=i-N j=i-N t

4
elde edilir.

Ik olarak (4.172) ifadesi 1<i<N/2 arahfinda «,, iizerinde degerlendirilecektir.

Burada h =h® oldugundan (4.172) esitsizliginin iigiincii ve dérdiincii terimleri

N~ [h, —hy|=N7h® —h®|<CN? (4.173)

ve

hu)

—
N

at @
-1 Nfl+j_e cdt [<CN- (Nl+h—jSCN2|nN (4.174)
&

b

seklinde ifade edilebilir.

(4.172) esitsizliginin ilk terimi igin
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(t;,, 1) 1
{T _Tl(tj _t)hj _Z(tj+% _t)(hi+1 N hJ)](

u'(t)+

u"(t)[)dt

<CN> +i[¥—%(té —t)(h‘“ —h® )}(|u’(t)|+ u”(t)|)dt
fo

ot (tj+5—t)2 o ’ ,
D IT—Tl(tj—t)h (Ju' @]+ u"(t)])dt

4 (t —t)2 1 1
2 1 (ORIENG) e
<C|N +j! > —Z(t%—t)(h —h )] e

(tj 1 _t)z 1 _at
*2 () &
Y j {T—Tl(tj—t)h1 e dt
<CN7?InN (4.175)
biciminde degerlendirme yapilabilir.

Boylece (4.173), (4.174) ve (4.175) esitsizlikleri (4.172) esitsizliginde dikkate alinirsa

[R®|<CNZInN, 1<i sg (4.176)
elde edilir.

(4.172) esitsizligi dikkate alinarak %+1s i <N arahgida R® degerlendirmesi

. tj% _$)2
‘R(4)‘<CN‘2+C '2_1: J‘ M—T(t —t)h _l(t ~t)(h,,,—h)
L i=N/2y 2 s bt .

t“%

o]

(Ju'®)|+

u"(t)|)dt+C i Nt —t;|+C i u'(t)| dt
j=N/2 j=N/2

(S

at

t
a2, -t 1 1 -
SCN72+CAZ J-I:JZT_Tl(tj_t)hj_Z(t“%_t)(hjﬂ_hj)]?e cdt

tM+1 »
+CN‘1‘h(Z)—h‘l)‘+C‘h(2’—h(”‘ J‘ %e;dt (4.177)
Ty

1
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seklinde ifade edilir. Ayrica

29 & “Nj-g “Nj2rd ah® 1
I—e fdt:a‘l(e" e - Jﬁa’lN’le 26 =g *N'NN<CN™*
oldugundan Esitsizlik (4.177)
ofeonsrc TGV 1 1,8
IR®|<CN +C Y j T—Tl(tj—t)hj—z(tj%—t)(hm—hj) —e cdt
I=N2¢ &

bi¢imine doniisiir ve burada kismi integrasyon uygulandiktan sonra

ta
-~ N-1 72 1 1 _at
IRW|<CN?+C Y t=tyy +To(t; =%, + 5 (0, —=h)) =e “dt
i=N/2¢ €

1
2 1 f1 - 1 1 1 e g
<CN™ +CN~ —e ‘dt=CN" <N +a|e * —-e °

&
t 1

N/2—=
/ 2

ah®

sCNl[NlmlNleZer CN?, %+1s i<N
degerlendirmesi elde edilir. Bu esitsizlik ve (4.176) dikkate alinarak
|R®[. ,<CNZInN
ifadesi elde edilir.

Ikinci olarak  (4.172) ifadesi N+1£i£% arahiginda @, , Uzerinde

degerlendirilecektir. (4.141) ve (4.142) esitsizlikleri dikkate alinarak ve yukaridaki gibi

benzer islemler yapilirsa
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tj+l tj+l

2 N/2 2
=gl N7 [ lur@dt [= D | —hy|| N7 Jurco))dt
t t

i-1

j=i-N o j=i-N o
il 1 G
+ 20 |y NP T ur®lde [+ D =yl NT o))t
j=N/2+1 tj_l j=N+1 tj—%
tﬂﬂ t N+L t
<Clh®—h@|| N+ Levats | Lewdt|<on?imN (4.178)
ty, & t 1 €
ve
i tj+7 (t t)Z
< ’ '+%_ 1 ' "
_Z f llTTl(tj ~t)h, —Z(tj% t)(hj+lhj)](|u (£)]+|u"()])dit
j:I—Nt7l
t
N (., —t)? 1 1 -2
) 1+5 &
<C<N +jiZNtJ.1[TTl(tJt)hJZ(tj+%t)(hj+lhj)]?e dt
t
i (t_+l_t)2 1 t—r _a(t-r)
+Z jllzT—Tl(tj—t)hj—Z(tﬁé—t)(hjﬂ—hj)] = e ¢ dt
J:N+1t71
<CN?InN (4.179)
elde edilir.
(4.178) ve (4.179) esitsizlikleri (4.172)’de yerine yazilirsa
[R¥|<CNZInN, N+1<i<=> (4.180)

degerlendirmesine ulagilir.

Simdi ise (4.172) ifadesinin sag tarafindaki ikinci ve dordiincii terimleri
N . = . , -
37+1£ I<2N araliginda ele alinacaktir. Burada 1, iizerinde |u (t)| diizglin smurh

oldugundan
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[_“Hé e -om -5 00 —h,->]<|u'<t>l+ u"(t)]o

N +3 (tH;_t)Z 1
= Z lzTTl(tJ —t)h, _Z(t“% ~t)(h,., hJ)](|u’(t)|+|u"(t)|)dt

u'(t)+

z (t'+; _t)2
£ {JzT—Tl(tj ~t)h, —%(tH —t)(hm—hj)}( u()) it

-
rol=

S N (tj.)r%—'[)2 1 1 -
SCINZ+ Y j T -0 = (G, — 0 —hy) | e fdt

i—1 i3 (t.+l—t)2 1 t—r a(t-r)
3 J[JZTTl(tt)hZ(thét)(hmhj)}?e o dt

] ]

j=N+ltj71
<CN?
ve
i1 s il
z ‘hjﬂ—hj‘ N+ J- |u'(t)|dt :‘h(l)_h(z)‘ N4 J‘ u’(t)|dt
J=oN i by
R
_,_‘h(Z)_h(l)‘ NL4 |U'(t)|dt
tan 1
<CN™

esitsizlikleri elde edilir. Boylece bu durum i¢in Esitsizlik (4.172)’den
IRW|<CN?, 37N+1g i <2N
elde edilir. Buradan ve Esitsizlik (4.180)’den
HR(“)HM <CNZInN

ifadesi saglanir.

2N +1<i <3N arahginda, t>3r i¢in |u”(t)| diizgiin smirh oldugundan ve Esitsizlik

(4.172)’den
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t

N (g, ) 1 t—r A
(4) -2 I+s s
[RW|<C|N +}Z%j =T = 0h — (4 =0y, -y [ —e < dt ),

Nl

J J 2

]

ol

2N +1<i<3N

esitsizligi yazilir. Boylece

R, son”

degerlendirmesi dogrudur.

Son olarak p >4 i¢in, Esitsizlik (4.172)’de yer alan tiirev iceren ifadeler diizgiin sinirh

oldugundan

‘wwkpsCN4,4£p£m

degerlendirmesi elde edilir. Yukarida elde edilen tiim degerlendirmeler dikkate alinarak

‘kaﬁSCNQMN,lgpSm

sonucuna ulasilir. Buradan ve Esitsizlik (4.171)’den (4.169)’un dogrulugu gosterilmis

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.17. (4.167)-(4.168) probleminin bir ¢6ziimii z, olsun. Bu durumda

2., <C|R].., (4.181)

degerlendirmesi dogrudur (Yapman ve Amiraliyev, 2021).

Ispat. a(t) ve K(t,s)’in diizginliigii goz Oniine alindiginda, yeterince biiyiik N

degerleri i¢in & > a >0 yazilabilir. Ayrica




(E = max [KG; \) oldugundan ve Lemma 4.3. dikkate alinirsa (4.167)-(4.168) probleminin
1)

¢Oziimii i¢in
i
zl<@7[R],, + @ K3 nz
j=1

elde edilir. Buradan Gronwall esitsizliginin fark benzerinin uygulanmasi sonucu

lz|<(@)*|R

o0 @ TS, <@ R, e @ E(1,+ B0 )

degerlendirmesi elde edilir. Buradan (4.181)’in dogrulugu gosterilmis olur. Boylece

ispat tamamlanur.

Teorem 4.5. (4.1)-(4.2) probleminin ¢oziimii U Ve (4.165)-(4.166) fark semasinin

¢oziimi y olsun. Bu durumda Lemma 4.16. ve Lemma 4.17.’ye goére asagidaki

esitsizlik saglanir (Yapman ve Amiraliyev, 2021):
ly—uf, <CNZInN.
Ispat. Bu teoremin ispat: Lemma 4.16. ve Lemma 4.17.”den elde edilir.

4.3.2.4.  Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.1)-(4.2) problemi igin elde edilen teorik sonuglar asagidaki 6rnek ile
denetlenmistir. Bu 6rnek (4.165)-(4.166) fark semasindan elde edilen

— g@i i-1 —

fi+Tyi—l_.Z hjlcljyj
y, = | = =N , i=12,...,N,, (4.182)
h A

yi=(0j, i=_N!"'101 (4183)

iteratif teknigi kullamlarak ¢oziiliiyor. Burada f,, @, Iaj ve § sirasiyla (4.153),
(4.150), (4.164) ve (4.163) denklemlerinde ayr1 ayr1 ifade edilmistir.
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Ornek 4.7. Elde edilen sonuglar asagidaki problem igin test edilecektir:
t
gu'(t)+u(t)+ I su(s)ds =5t>—-2, 0<t<2, (4.184)
1-t

ut)=5+t, -1<t<0. (4.185)

Bu problemin kesin ¢éziimii bilinmiyor. Hata yaklasimi ve yakinsama oraninin hesabi
icin ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Bu amagla, Oy, sebekesi diizgiin olarak iki

~€,2N

parcaya ayrilip elde edilen sebeke iizerinde baska bir yaklasik ¢6ziim olan s,

¢Oziimii hesaplanacaktir. Burada niimerik sonuglar iki kat daha ince bir sebeke

tizerindeki sonuglarla karsilastirilacaktir. Farkli ¢ ve N degerleri i¢in maksimum hata

e

=max|y; " - 957", 1<i<N,
1
biciminde ve ¢ ’a gore hesaplanmis maksimum noktasal hata

e" =maxe
&

seklindedir. Burada ¥:*" asagida belirtilen sebeke iizerindeki yaklagik ¢oziimlerdir.

&, ={t. :i:0,1,2,...,2N}

Lz
ve

=il §2012,...,N-1

seklindedir. Ayrica diizgiin yakinsama ve ¢’a gore hesaplanan diizgiin yakinsama

oranlart sirasiyla

- In(el,“ /ef,“)
%=
N_In(e“/eZN)
4= In2



bi¢ciminde hesaplanmistir.

Sonug olarak (4.184)-(4.185) probleminin ¢6ziimiinden &= 27 i=0,6,12,18,24 ve
N =64,128,256,512,1024 degerleri icin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani
(4.182)-(4.183) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.8.’de gosterilmistir.

Tablo 4.8. (4.184)-(4.185) test probleminin ¢oziimiinden elde edilen ve @, sebekesi

lizerinde; €)' kesin hatalar, e" & a gore hesaplanmis hatalar ve q" yakinsaklik oranlari
(Yapman ve Amiraliyev, 2021).

g N =64 N =128 N = 256 N =512 N = 1024

20 0029153  0,008607  0,002455  0,000649  0,000167
1,76 1,81 1,92 1,96

o6 0036476 0010695  0,003008  0,000795  0,000203
1,77 1,83 1,92 1,97

o2 0057323  0,016808  0,004695  0,001232  0,000312
1,77 1,84 1,93 1,98

o8 0061048 0017653  0,004897  0,001285  0,000323
1,79 1,85 1,93 1,99

o2 0063525 0018243  0,005060  0,001319  0,000332
1,80 1,85 1,94 1,99

e 0063525 0018243  0,005060  0,001319  0,000332

q" 1,80 1,85 1,94 1,99

Yukarida tabloda goriildiigii tizere N artan degerler aldiginda diizgiin yakinsama hizi
olan q"’in yakinsama derecesi monoton bir sekilde artarak ikinci dereceden olmustur.

Boylece Teorem 4.5.’te verilen ikinci dereceden ¢ -diizgiin yakinsaklik uygulamada da

saglanmustir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde bir 6nceki bolimde ele alinan problemlerin kisa bir incelemesine yer
verilip, bu c¢alismayla birlikte elde edilen ana sonuglar vurgulanarak literatiire katki
saglayabilecek sonraki c¢alismalar hakkinda tavsiyelerde bulunulacaktir. Bu tez
calismasinda SPGVIDD’leri ¢6zmek icin uygun niimerik ydntemlerin arastirilmast,

tasarlanmasi ve analizi tizerine yogunlasilmustir.

Bu calismada SPGVIDD igin dért farkli durum ve SPVIDD igin ise bir durum ele

alinmistir.

fIk olarak, birinci mertebeden lineer SPGVIDD’in niimerik ¢oziimii icin diizgiin
sebekede iistel katsayili fark semasi kurulmustu. Bu fark semasinin yakinsaklik ve
kararlilik analizleri yapilmistir. Yaklasik ¢6ziimiin, kesin ¢6ziime ayrik maksimum
normda ¢ pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak oldugu gosterilmis ve

birinci mertebeden O(h) yakinsama hizi belirlenmistir. Iki farkli érnek ile niimerik

sonuglarin teorik olarak sunulan yontemi destekledigi goriilmiistir.

Ikinci olarak, birinci mertebeden lineer olmayan SPGVIDD’in niimerik ¢dziimii i¢in
diizgiin sebekede tistel katsayili sonlu fark semasi kurulmustur. Bu fark semasinin
kararlilik ve yakinsaklik incelemesi yapilmistir. Yaklagik ¢oziimiin, kesin ¢oziime ayrik
maksimum normda &’a gore O(h) kesinlikli birinci mertebeden diizgiin yakinsak
oldugu gosterilmistir. Elde edilen niimerik sonuglarin teorik sonuglara uygunlugu bir

ornek ile desteklenmistir.

Ugiincii olarak, ilk ele alman birinci mertebeden lineer SPGVIDD igin iistel katsay1
bulundurmayan klasik fark semas: kurulmustur. Bu fark semasinin &’a gore diizgiin
yakinsakligini saglamasi i¢in uygun pargali diizgiin bir sebeke olusturulmustur.
Kullanilan bu sebekeyle iistel katsayili olmayan fark semas1 ¢ ’a gore dlizgiin yakinsak
olmaktadir. Kesin ¢6ziimii bilinmeyen bir 6rnek ele alinmistir. Burada ¢ift sebeke
metodu kullanilmigtir. Yakinsaklik mertebesi deneysel olarak hesaplandiginda teorik
sonuglarda oldugu gibi fark semasinin birinci mertebeden bir diizgiin yakinsama verdigi

gorilmistir.
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Dérdiincii olarak, birinci mertebeden lineer SPVIDD’in niimerik ¢dziimii i¢in pargali
diizgiin sebeke (Shishkin sebeke) lizerinde iistel katsayili fark semasi kurulmustur. Bu
fark semasinin yakinsaklik ve kararlilik analizleri yapilmistir. Semanin ayrik maksimum
normda ¢’a gére O(NInN) kesinlikli ikinci mertebeden diizgiin yakinsak oldugu
gosterilmistir. Uygulanan metodun etkinligini gostermek igin ele alinan problem iki
farkli 6rnek tizerinde test edilmistir. Sonug olarak kullanilan yontemin teorik bulgularla

ortlistiigli gézlemlenmistir.

Besinci olarak, ilk ele alman birinci mertebeden lineer SPGVIDD igin parcali diizgiin
sebeke (Shishkin sebeke) tizerinde homojen tipli sonlu fark semasi kurulmustur.
Olusturulan bu fark semasinin kararlilif1 ve yakinsakligi incelenmistir. Semanin ayrik

maksimum normda &’a gére O(N?InN) kesinlikli ikinci mertebeden diizgiin

yakinsak oldugu gosterilmistir. Elde edilen sonuglar kesin ¢6ziimii bilinmeyen bir
problemle test edilip, bu sonuglarin teorik verileri ispatlar nitelikte oldugu anlasilmistir.

Burada problemin kesin ¢éziimiine ulasilamadigindan ¢ift sebeke metodu kullanilmstir.

Bu bes durumda da fark semalar1 kurulurken; ti¢lincii boliimiinde agikca ifade edilen
kalan terimi integral seklinde olan ve baz fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir
formiillerden yararlanilmistir. Ayrica her bir problem i¢in sonuglar Maple 10 programi
yardimiyla elde edilip, farkli ¢ ve N degerleri i¢in maksimum hata sonuglar1 ve

yakinsama hizlar1 tablolarda sunulmustur.

Sonug ve tavsiye olarak; bu calismada ele alinan birinci mertebeden SPGVIDD’ler i¢in
uygulanan sonlu fark metodu olduk¢a etkili ve ekonomiktir. Literatiir taramasi
yapildiginda bu tiir problemlerin heniiz yaygin bir sekilde ¢alisilmadigi anlasilmistir. Bu
bakimdan bu tez ¢alismasi arastirmacilara katki saglayabilecek niteliktedir. Bu
calismadan faydalamlarak ikinci mertebeden SPGVIDD, birinci ve ikinci mertebeden
Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemler, lineer olmayan ve daha karmagsik
baslangi¢ sartlar1 iceren SPVIDD ve SPGVIDD’ler iizerine yogunlasilabilir. Ayrica
SPGVIDD’lerin niimerik ¢dziimleri i¢in bu tez calismasinda uygulanan sonlu fark

yontemleri disinda arastirmacilar farkli nlimerik metotlar1 da uygulayabilirler.
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