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OZET

Tez galigmasinda L[0, ) Hilbert uzaymnda
-y "+q(x)y, 0<x<w
Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ve
y(0)cosa + y'(0)sina =0

kosulu ile olusturulan singular smur deger probleminin Weyl-Titchmarsh fonksiyonun
meromorf oldugu durumda spektral ozellikleri incelenmigtir. Bunun yamsira stmr deger

probleminin L2 [0, oo) uzayinda esash kendine es operator olusturdugu gosterilmigtir. Ayrica
bulunan sonuglar 1s1 denkleminin ¢éziimiine uygulanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, 6zfonksiyon, meromorf fonksiyon, Green fonksiyonu, esash
kendine eg operator.
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ABSTRACT

In this thesis, in Hilbert space L*[0,) investigated spectral property of boundary value
problem associated with singular Sturm-Liouville differantial expression,

-y"+qx)y, O0<x<w
with boundary conditions
y(0)cosa + y'(0)sina =0

in the case that Weyl-Titchmarsh function is meromorphic. Moreover it was showed
ian_ [0,0) space that boundary value problem formed essentially self-adjoint operator. In
addition this, results which obtained were applied to solution of the heat equation.

Keywords:Eigenvalue, eigenfunction, meromorphic function, Green function, essentially
self-adjoint operator.



1. GIRiS

Matematigin ¢ok sayida kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin ¢éziimiinde Fourier yontemi
kullanilabilir. Cogu kez bu yoéntemle problemin incelenmesi Sturm-Liouville denkieminin
spektral ozelliklerinin incelenmesine indirgenir. Diger yandan Sturm-Liouville denkleminin
incelenmesi pur matematigin prbblemi olarak 6nem tagimaktadir. Sturm-Liouville denklemi

denildiginde ikinci mertebeden,
I)=-y"+q(x)y=2y a<x<b (L.1)

seklinde adi diferansiyel denklem anlagilir, (1.1) ile tanimlanan /(y) diferansiyel ifadesine (a,b)
de Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi denir.Burada, g(x) sonlu“veya sonsuz aralikta tanimlt
reel fonksiyon, A ise kompleks parametredir. Eger [a,b] kapali araligi sonlu ve
q(x) fonksiyénu [a,b] de siirekli ise 0 zaman /(y) Sturm-Liouville ifadesine regular, aksi
takdirde ise singular Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi denir. /(y) Sturm-Liouville ifadesi,

regular iken (1.1)denklemi ve

y(@)cosa + y'(a)sina =0, 0O<asnx (1.2)

y(b)cos +y"(b)sinﬂ =0 0<pB<nx (1.3)

sinir kosullarina birlikte Sturm-Liouville - sistemi denir. A say1 olmak tizere (1.1)-(1.3) Sturm-
Liouville sistemini saglayan sifirdan farkhi y(x) fonksiyonu varsa o zaman A ya sistemin
Ozdegeri , y(x) e ise A ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir. (1.1)-(1.3) sisteminin
Ozdegerleri ve ozfonksiyonlarinin bulunmasnia ise regular Sturm-Liouville problemi. denir.

Regular Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri kathilif1 bir’e esit olan reel



ozfonksiyonlar: ikiser diktirler,yani
b
Jor (09, (x)dx =0, k# jiken

Eger ¢, (x) yerine,

@, (%)

W () = e
‘/ [0 (x)aix

alinirsa o zaman,

V1 (%), V, (X)yeenen. W, (X), ......

dizisi  (1.1)-(1.3)  Sturm-Liouville  probleminin  ortonormalize  edilmig, yani
b
.[(Pk (x)9,;(x)dx =38, kosulunu saflayan &zfonksiyonlar1 olur.Burada &, Kronesker

semboliidiir.

AisAg sy ,eosaytlarima (1.1)-(1.3) probleminin spektrumu da denir. Bilindigi gibi
(Levitan ve Sargsyan,1991) ,(1.1)-(1.3) probleminin ozfonksiyonlari, I?(a,b) Hilbert

uzayinda tam sistem olusturur.Yani f(x) € I*(a,b) iken,

[f@vm=0, k120

esitlikleri ancak ve ancak f{x)=0 halinde saglanur.

{v, (x)}:=1 sisteminin tam sistem olmasi , agagidaki teoremlerin herbirine denktir.



Teorem 1.1: f(x) € I*(a,b) olsun. O zaman

f(x)=§ck\uk ®) (14

actlim formulii dogrudur.

Bu agilim formiiliine (1.1)-(1.3) problemi igin spektral agthm formulii denir Buradac, ,Fourier

katsayilari olmak tiizere,
b
¢, = [ Fw ()

formuli ile tanimlanir.(1.4) esitliginin sag tarafinda seri f(x) fonksiyonuna I?(a,b) nin normu

anlaminda yakinsar yani,
b N 2
lim | [f(x) DHAS (x)] dc=0
a k=1
Teorem 1.2: f(x) € L*(a,b) olsun. O zaman,

b S i 1.5
J'fz(x)dx=20,f s C =Jf(x)wk(x)‘bc (1.5)

k=1 :

Eger f(x) fonksiyonu siirekli 2.tiireve sahipse ve (1.2),(1.3) simir kogullarim sagliyorsa ozaman
(1.4) Un sag tarafindaki seri [a,b] aralifinda fx) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
Yukanda s6z ettiimiz gibi (1.4) spektral a¢ilim formuliinii yardimiyla bazi kismi tiirevii

diferansiyel denklemler igin ,6rnegin

O*u(x,t) _ O’u(x,t) (1.6)
atZ - ax2 q(x )u (xa t )




a<x<bit>0

u(a,t)cosoL + ux' (a,f)sina =0 (@7
u(b,f)cosB +u, (b,1)sinP =0 (1.8)
u(%,0) = o(x) | (1.9)

1s1 denklemi igin sir deger problemi veya

azz;gc, ) _ a%(;(;, ) _ youcen (1.10)
a<x<bt>0
u(a,f)cosaL+u_ (a,f)sina =0 (1.7
u(b,f)cosB +u, (b,f)sinB =0 (1.8)
u(x,0) = o(x) (1.9)

u, (£,0) = y(x) (1.11)

telin titresim denklemi igin stnir deger problemleri ¢ozilebilir.

Eger (1.6)-(1.9) veya (1.10)-(1.11) problemlerinde x defiskeni [0,0) veya
(-, )araliklarinda degigiyor ise o zaman singular Sturm-Liouville problemini incelemek-

gerekir. Bu durumda problemin ¢ozilebilmesi i¢in daha dogrusu Sturm-Liouville probleminin
ozfonksiyonlarimin tam ortonormal sistem olugturmas: igin singular u¢ noktasinda da kosul

vermek gerekir.(Weyl gember durumunda)



Biz bu ¢aligmamizda (1.1) in [o, ) aralifinda verildigini ,sifir noktasinda ise
y(0)cosa+ y'(0)sinat =0 (1.2%)

kosulunu saglandigin varsayacagiz.

Boylece biz ,
I»)=-y"+qx)y=21y O<x<wo (1.1)
y(o)cosa +y'(0)sina =0 (1.2°)

sinir deger probleminin L7 (0,0) uzayinda spektral 6zelliklerini incelecegiz. Buna dayanarak

biitiin eksende verilmis Sturm-Liouville probleminin bazi 6zellikleri gosterilecektir.

Bu problem farkh yontemlerle incelenebilir:

1. Weyl-Titchmarsh yontemi:Bu yéntem kompleks degiskenli fonksiyonlarin kontur integral
teorisine dayanir (Weyl,1910; Titchmarsh,1962).

2. Kendine es operatirlerin spektral teorisi:Bu yontem ilk olarak Koduira ve M.G. Krein
tarafindan kullamlmigtir (Kodaira,1949;Krein,1950).

3.B.Levitan,N.Levinson,K.Yosida yontemi: Bu yontem [0, b] sonlu araliginda verilmig

regular kendine eg Sturm-Liouville probleminden yola gikarak b — coiken limite gegmekle

kullamlan yontemdir (Coddington ve Levinson,1955; Yosida,1960; Levitan ve Sargsyan,1991).

Biz Weyl-Titchmarsh yontemini kullanacagiz. Ve (1.1)-(1.2’) probleminin bir 6zel hali ile
yetinecegiz .Daha dogrusu ileride tanimlayacagimiz Weyl-Titchmarsh fonksiyonun meromorf
oldugu halde ¢aliymaya siirdiirecegiz.



Ayrica Weyl limit noktast halinin saglanmasi i¢in g(x) fonksiyoﬂu lizerine yeterli bir kosul
gosterecegiz. En sonda da Weyl limit noktasina ait 6rnek verecegiz ve agilim formuliiniin bir

taraftan sonsuz gubuk icin 1s1 denkleminin ¢dziimiinde uygulanmasim gosterecegiz.



2. WEYL LIMIT ~-CEMBERI ve WEYL LIiMIT- NOKTASI

Onemli 6rneklerin birg:ogunda q(x) fonksiyonu tanum araliginin, bir veya her iki u¢ noktasinda

tekillige sahiptir. Bazen de tanim arahifs bir taraftan veya her iki taraftan sonsuza esit olur .
Giriste s6yledigimiz gibi biz [0,0) araliginda verilmiy Sturm-Liouville problemin bir 6zel

durumda,daha dogrusu Weyl-Titchmarsh fonksiyonunun meromorf oldugu hali inceleyecegiz.

So6zii edilen [0,0) aralifinda tammli q(x) fonksiyonun herbir sonlu aralikta stirekli oldugunu

varsayacagiz.

Eger F(x) ve G(x) strastyla,

d*F

dx2

+{—g)F =0, o

d’G

— +{M'—g(x)}G =0

diferansiyel denklemini sagltyorsa,o zaman kismi integrasyon yardimiyla,

b

b
(A= 2) [F)G@dx = [[Fx)g(x)G(x) -G ()}~ Ge)ig)F ()~ F"(x)}kx

a

2.2)

= —bf{F (X)G"(x) - G(x)F"(x)}dx =W, (F,G)-W,(F,G)

dir. Burada W (F,G) fonksiyonun Wronski determinantint (Wronskiyanini) gosterir.

Eger A=p+iv,A\'=A=p-iv,a=0 veG=F ise ozaman (2.2) den,

b 2 : (2.3)
2v [|F(x)| dx=iW,(F,F)=iW,(F,F)

elde edilir.



Simdi (2.1) denkleminin §(x) = §(x,A), O(x) =6(x,A) coziimleri,

¢(0) =sinq, $'(0) =—cosa. 2.4
0(0) =cosa, 9'(0) =sino

kogullarindan tamimlansin. Burada a, [0,7] ye ait reel bir sayidir. O zaman , W, (6,0)

wronskiyani,
W, (9, 9),= Wy ($,0) =sin® a+cos’ o =1
olur.

(2.1)in ¢(x) ¢Oziimii hari¢ genel ¢6ziimii 6(x)+/¢p(x) seklindedir. x=b noktasinda asagidaki

{6(8) +19(b)} cos B+ 1{0'(B) +1¢'(B)}sin B = 0,

sinir kosulunu saglayan bu ¢oziimii gézoniine alalim.Burada 3, [0,7] ye ait reel bir sayidir.Bu

denklemden,

_8(b)cot B+6'(h) @2.5)

)= by et B ®)

bulunur,

Her b igin cot B degisirken / kompleks diizlemde C,ad1 verilen bir gember belirtir. cotf

yerine z kompleks degiskeni konursa,

_8(B)z+0'(b)

= e e )

elde edilir.



Burada /= iken z=-¢'(b)/¢(b) dir.O halde kesir lineer doniigiimiin bilinen dzellifinden

(Conway, 1978) , C, nin merkezi z ‘nin eglenigine karsilik gelir.
zZ= -d? ()] /5 (8), I de yerine konursa;

AT
W, ($,9)

bulunur. Ayrica ,

,-,,,{__@}=1,-{w_§'(_b)}=_ AR AC W ACT)
W] 27060 @] 2 pef 2 oo}

oldugundan F=¢ iken v ile aym igarete sahiptir. Burada biz W, ¢,)=0 oldugunu

gozoniinde bulundurduk.

Eger v>0 ise C, g¢emberinin digt z dizleminin ist yan dizlemine kargilik gelir.

—-0'(b)/¢'(b), C, gemberi iizerinde (z=0 igin) olduundan dolay1 C, ’ nin yarigap: r, ,

_lo® me.p)|_mes|_ 1
"b) w. ’_ W, ’_ b 2
0®) W49 7,6.9) e

b

(2.6)

dir Eger imz<0 veya i(z—Z)> Oise;

Yani,

A 19'(6)+6'(b) 4 19'(6)+0'(d) >0
@) +6(d)  1¢(b)+6(b) ’

i{llz W, (6, 0) + W, (¢,0) +1W, (8, 6) + W, (6, 'é)}> 0,
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iw,©+19,0 +1$)>0,
b R ——
2v[|o+10)’ dx <iW,(8+16,6 +1 ),
0

dir.

W,(,0)=1,W,(,$)=0 ,diger ifadeler de sifir oldugundan,
W,0+1,0+1¢)=1-1=2iiml

dir. Eger v>0 ve

b 2 : 2.7
[lo+1| ax <
0 v

ise ,/, C, ‘nin igindedir. Aym sonug v <O igin de elde edilir. Her durumda im!’ nin isareti

v ’niin igaretinin tersidir.

Buradan goziktigii gibi /,C, nin igindeyse ve 0 <b’ <b ise, 0 zaman,

b’ 2 b 2 iml
[10+ ) ae<[lo-+1) cbc<—m71
0

0

dir.O halde /,C,, nin de igindedir Dolayisiyla eger b’ <b ise C,., C, ‘yi igine ahr.

Buradan anlagildigi gibi b —> o iken .Cb g¢emberi  limit noktast veya limit ¢emberine

yakinsar Eger m =m(A) , limit noktast ya da limit gemberinde herhangi bir nokta ise b nin

tim degerleri igin, : ‘
imm (2.8)

b 2
[lo+mg| ax<-—
o v
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yazilir. Buradan,

2.9)

0

2 .
“9 +m¢| de< -2
0

v

dir.

Agikca goriildugii gibi reel degerlerden farkli her A degeri igin (2.1) denklemi asagidaki

¢Ozlime sahiptir,
W(x, A)=6(x, &) +m(A)(x, 1)

ve ¢ozim L’(0,0) uzayina aittir.Limit ¢ember durumunda 7, ,b—> wiken pozitif limite
sahiptir. Buradan ve (2.6)’dan ¢(x) fonksiyonun L?(0, ) a ait oldugu goriiliir. Bu durumda

(2.1)’ in her ¢dziimii L? (0, ) ’a aittir.

Goriildiigii gibi herhangi bir B i¢in /=I(A), A’min analitik fonksiyonudur. Ashnda reel
eksende kutup noktalar hari¢ holomorf fonksiyondur. /() nin kutup noktalan da

d(b, ) cosB+¢’(b, A)sin B
ifadesini sifir yapan degerlerdir.

Ayrica, C,(v>0) ¢emberinde;

_iml_J]

b 2
[lo+i6] ax=
0 1 4 v

» 2 » 2
257 [l = [l

dir.
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Bunu ispatlayalm.

0414 = @+19)@ +1F)=|o[" +0TF +B 1g +|1g]
=|6]" +2Re(078) +|ig)"

26" -0 18| +|1gf"

=l6]" ~2leleg| +l”

. g’

-2 -

+Jig|*

. o
10+1g|" > -

"
Buna gore,
ile +19| dx z—;~;1|2z|¢1’asc—zle|2¢c

dir.

Buradan |J] gozilliirse,

[FE 2SN

( b
1 2flof" ae ,
M < 4= + ;

vznd)lzaiv flofax v’@lﬂzdny

0
.
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elde edilir. Fakat A degeri igin yukandaki tarigma C, gemberleriyle kaph /diizlem
bolgesinin , b artarken daralacaginu gosterir. Boylece /(A), A diizleminin st veya alt yanisina

ait herbir stnirh bolgesinde b — o iken limite yakinsar.O halde limit noktast durumunda ,

limiti olan m(A)her iki bolgede de analitiktir. Limit ¢emberi durumunda, limit ¢emberi
tizerindeki m(A) noktalan b — oiken /(A,5,B) nin limiti geklinde yazilabilir. Burada B, b

nin uygun bir fonksiyonudur. Limit noktasi durumuna Weyl noktast,limit gemberi durumuna

ise Weyl gemberi denir. m(A) fonksiyonuna ise Weyl-Titchmarsh fonksiyonu denir.

v — 0 iken yukandaki ifadenin sag tarafi herbangi sabit b degeri i¢in O(1/v)mertebesinde
oldugu igin m(A)=0(1/v) oldugu gortlmektedir. Asagidaki lemmayi ispatlayahm.

Lemma 2.1:

Reel olmayan herhangi A ve A’ sayilan igin,

lim Wy (x, ) wlx, A)}= 0 (2.10)
dir.

Ispat:

0(x,A)+1(A)b(x,7) ifadesi x =b ‘de A ’dan bagimsiz olarak smir kogullarim sagfar.

W, 9(x,A)+ )(x, A, G(x: A )+ I (A} =0,

W, e, M)+ 0) - (M)}, Al A J+-0) - m ) )] =0,

W, ly(x, 4) (e, 20} + U(2)-m(A) 7, {p(x, )y (v, )} + @.11)
+H@)-m@ ), by (v, 2), 6(x, )}
+{(2)-m()H2)-m(2 )W, {p(x, 2), ¢(x, )} = 0
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b0 iken A ve A’ sabit tutuldugunda ,

b

W, {0 Ay (e, A= (- 27) [ Ay (e, A7) + W, 1, A) (3, 47))

0

!

_ o{']|¢(x, l]zdx}z +0(1)

0

dir.Weyl noktasinda,

()-m) <2r, =
= {v;“d)(x, 7»12 dx }_ ,
dir. Oyle ki,

im{2) - m(A), e, A s )} =0

b 2
esitligi Weyl ¢emberinde de saglanir. Eger l(?»)—) m(k) ise 0 zaman _ﬂ(b(x, k} dx ifadesi
‘ 0

smirhidir. Aym sekilde diger terimler de elde edilebilir.

Lemma 2.2:

[, (x) fonksiyonlarinin,

11,6) &v<x  @=1,23...)
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olmak tiizere her sonlu' aralikta orta kuadratik anlamda f(x)fonksiyonuna yakinsadigint

varsayalim. Bu takdirde f(x) fonksiyonu L’(0,0) uzaymna aittir ve g(x)e L?(0,) ise o

zaman ,

im [ 7, (e = | 7(lgekis

dir. Her sonlu X>0 i¢in,

)| detm o) s

0 0

dir. Buradan f(x) e L?(0,) oldugu gortliir.

< +

1
“d Iglzdx}z
X

s{j |f - £ obcflgl dsc} +{T|f—f"

[(r-7)gas

[

Burada ikinci terim tiim n degerleri i¢in X ‘in segimiyle verilen bir € degerinden daha kiigiik

yapilabilir. X sabit tutularak birinci terim #» — oo iken sifira gider.

(2.2) den,
b

A= D[ W Dy (x, A) = W, by (x, ), (x, A0 =W, (x, ),y (x, 47} dir.
0

Sagdaki ilk terim,

{cos o +m(A)sin o Yfsin o~ m(A") cos o}—

—~{cos o +m(A")sin o }fsin 0.~ m(A) cos o} = m(A) — m(L")

dir Eger A veA’ reel degillerse, ikinci terim lemma 2.1 den b — o iken sifira gider. Oyleyse
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m(A)~m(A") (2.12)
A2

e, Ay (x, A7) =
[
dir.

Ozel olarak A’ =X alirsak,

Py e, 2 de = mn@) @)
o v

olur.Bu da (2.9) egitsizligini saglar.

Simdi A,ozdeger olsun. Ve v —0iken A'=A, +iv oldufunu kabul edelim. O zaman

herhangi sabit X igin,

2

dx—0

X

[hwe, A +ir,$(x,4,)
0

dir.Sol taraf,

Jf VO(x, ')+ fvm(\") +ir, Jo(x, M) =i, {0, A1)~ 0(x, A, ) dx

0

dir. Burada her terimin sifira gittigi agiktir. Ayrica (2.13)’den v — 0 iken,

2

_ﬂvw(x, AN dx <|ym(A%)] = 0Q)

dir.Ve m(A')’nin A, deki kutuplan basit kutuptur. (2.12) ‘i, iv/r, ile garparak, v—>0

gotiirerek ve Lemma 2.2°0i kullanarak ¢(x,A,) ’nin L?(0,0) ‘a ait oldugunu goriiriiz.
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1 | (2.14)
A-2

Jwe, )p(x, 4, )dc =

olur.Eger A farkli bir A, 6zdegerine sahipse (2.14)’ i iv/r,ile carpip v — 0 a gotiirerek

T¢(x, A )0(x,A,)dx =0 (2.15)

elde ederiz.

Eger A aym A, ’o’zdeéerine sahipse ;

(2.16)

2
T 1
[{oGn,)}) de=—
0 T n
olarak yazabiliriz.

Buradan,

v, () =r,"(x1,) 2.17)
fonksiyonlari normalize edilmig ortogonal kiime geklindedir.

Artik (2.14) i

r'? ' (2.18)
A-4

Jw @ y, ()de =

olarak yazabiliriz.

() fonksiyonu L?(0,) da olsun ve - it ,2
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x o (2.19)
D(x, A) =y (x, 1) [ (2, VS Q) +6(x, )| w (3, D) f ()edy

olarak tammlasmn. Burada ¢ ve  yukanda tammlanmgtir. Her x igin ®(x,A), A’mn
analitik fonksiyonudur. Ve imA >0 veya imA <O igin regulardir. Aynica f(y) siirekli ise;

'(%,2)= (5, ) 000, S )+ D W, DI ey

ve

(2.20)
©"(x, 4) =y "(x,4) j B0, A)f )y +4"(x, 4) f v, A Gy +

+{'(x, 1) (x, )~ ¢ (x, Dy (x, D)} (%)

= {g(x) - A}O(x, 1)+ f(x)
dir.

Boylece ®(x, A) fonksiyonu,

@(0,4) = $(0, ) [ w (3, ) Oy,

O'(0,4)=4'0. D[y, D )by,

baglangi¢ kosullarini ve diferansiyel denklemi saglar. Burada, @
®D(0,A)cosa+D'(0,A)sin a. = 0. 2.21)

sinir kosulunu saglar. Eger @«(x,A) ; y > x i¢in f{y) = 0 a kars1 gelen fonksiyon ise; o

zaman,
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@, (x, 1) =6(x, M) [ 6(, M) S ()l +(x, 2) fom. M )ay+

X
+mM)60e W) [ 60, M) S ().
0
dir.
Fonksiyonun ifadesinden agikga goriiliir ki,bu fonksiyon;A=2_,A,,... noktalan hari¢ bitiin

X
duziemde regulardir ve r,6(x, ;) I¢(y, ) f (¥)dy. reziidiileriyle basit kutuplara sahiptir.
0

C, bitiin A, lan icermeyen & <rez<&,, -m<imz<m, dikdortgen formunu belirtsin.

Eger A, C nin igindeyse Caushy’nin integral formuna gére,

‘Dx(x,k)=2:tlj'(p 52 dir.

c %~

Eger A reel degilse @,(x,4)—> @(x,A) ve eger A dzdeger olmayan bir degerse (2.13) den

v=imMA—> 0 iken;

Dy (x,A)= O{T v(, /I)f(y)dy} = O{le(y, A)]’dy}z =0(v ?) dur.

Boylece X — o iken,
D(x,z
D(x, 2) =—— J’ ( )
C
olur.

Buradan goziikiir ki ®(x,1), C boyunca analitiktir. Yani iist ve alt yar1 diizlemde tanimianan ‘

fonksiyonlar birbirlerinin analitik devamlandir. Eger C, bir 4, noktas: igeriyorsa, reziidiisi
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orada ®(x,4) nin reziidiisinin limitine esit oldugundan benzer sekilde ®(x,A) nin Ay
noktasinda basit kutupa sahip oldugunu bulabiliiz ve @, (x,4) mn resiidiistiniin  limiti

®(x,A)’ mn resiidiisiine esittir. Yani ,

1,005 4, [ 00, A,)F ) = v, (D) W, ) D)y =<, v, ()

dir.
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3.WEYL-TITCHMARCH FONKSIiYONUN MEROMORF OLDUGU HALDE
SPEKTRAL ACILIM FORMULU VE PARSEVAL ESITLIGI

Asagidaki teoremler dogrudur.

Teorem 3.1 (i):

f(x) ve f'(x), [0,00) aralifinin her kapali sonlu alt araliginda mutlak siirekli fonksiyon,
F®) =q(x)f(x)- f"(x), ifadesi I*(0,) a ait olsun,

f(0)cosa+ f'(0)sina =0 | G.1)
ve her reel olmayan A sayisi igin,

lim W {y(x,4), f ()} =0 162
X—>0 ~

olsun.O zaman,

© (3.3)
fl)= chx//n(x) (0<x <),
n=0
serisi herhangi sonlu aralikta mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
Teorem 3.1 (ii):
f(x), Lz(O, o) ‘a ait bir fonksiyon olsun. O zaman,
(3.9

jf(x)} ch

dir. Bu esitlie Parseval esitligi denir. Teoremlerden herhangi biri digeri ispati olarak
kullanilabilir. Once (3.1) (ii)’yi ispatlayarak (3.1) (i)’yi elde edelim. Sonrada yeni bir

alternatif prosediir verelim. Ve bunun i¢in baz1 lemmalar: ispatlamamiz gerekiyor.
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Lemma 3.1: Eger f(x) L*0,00) uzayinin herhangi bir fonksiyonu ise
o0 1 -]

floee, M) de < [ £ dx.

0 v 0
dir.
ispat:

Once x> X igin f(x)=0 oldugunu varsayarsak, o halde,

[, MLO(x,AVdx = [D(x, AVLD(x, A)ebx
0 0

kendine eglik durumu saglanir.

¢
j{(D(x,/l)LdJ(x,/l')—d)(x,/i’)L(D(x,Z,)}dx icin
0

Ca)

= — [{®(x, )D" (x,4") - D(x, A)D" (x,4) }dx

(=]

= —[00r, H)P'(x,1) - D(x,2)P (5. D

dir. integralli terim x = 0 *da ortadan kalkar. Ciinki,

®(0,M) =sina [y, M)f (),

@'(0,1) =—cosa [y (, M) f (y)dy

(3.5)

(3.6)
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dir. Integralli terim £—0 iken x =& da 0 dir. Eger x > X ise

X
O(x,2) =y (x,4) [$(3.4)f )y,
0

X
@'(x,2) =y'(x,2) [, 1) f(»)dy
0

dir. Ve sonug lemma 2.1’ den gériiliir.

(3.6) ‘da A'= A4 doniisiimii yapilarak ve (2.20)de yerine konularak,

[oG HAOE, D) - () = [@(x, 1) {AD(x,2)~ f())dx,
0 0

yani,
(- X)wﬂcb(x, M| dx =u]{®(x, 2) — O(x, M)} (%)
olur.

Eger A=p+iv, v>0, ise

2 [|ox, A dr <2 f|0(x, ) £ (x)dx
0 0

1
o o0 2
sz{ floe, ) ax [l el dx} '
0

0

dir. Buradan istenen sonug,



24
[l de < 1 flreof a
0 Voo

elde edilir.

Eger f(x), L%(0,00) uzayun bir fonksiyonu bir X’ sabit ise o zaman yukandaki fonksiyon,
X 2 X 2
i 19 e e = [l 1

seklinde mutlak yakinsakliga sahiptir.

X' o0
[l x (2 dr < flox (%, ) dx
0 0

<= hwf e

o0

- ;17 [lF G a svlz flF G ax.

0

Sonuca dnce X—w ve sonra X' —»o yapilarak gidilir.

Lemma 3.2: Eger f(x) teorem 3.1 (i) in sartlarmu sagliyorsa ve ®(x,A) (2.19) ile

tanimlantyorsa ve aym zamanda ®(x, A, f) ile belirtiliyorsa, o zaman,

) 3.7
O(x, 4, f)=%{f(x)+cl>(x,l, ) 37

dir.

ispat:
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Iki kez kismi integrasyonu kullamirsak,

[6G ) f )y = % e -2} )y
0 0

= %[(é(y)f 'N-¢ WS +% I{q(y)f ) =" Oip()dy
0

elde edilir. Burada (3.1) den integralli terim alt limiti yok eder. Benzer sekilde,

o=l OIS 0 - I D +
+= [@0)70)- 1O oI,

(3.2) den de integralli terim tist limiti yok eder. Boylece (2.19) de yerine koyarak sonuca

ulasiriz.

G(x, y, A), Green fonksiyonu x ve y de simetrik olan basit denklemin ¢éziimiidiir ve Green

fonksiyonu her y i¢in x in stirekli fonksiyonudur.

()., (8,
ox x=y+0 Ox x=y-0 ’

denklemi sinir kosullarim saglar. Yani
G(0, y, A)cosa + Gx(0, y, A)sina. =0
dir.

Green fonksiyonu,
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G@p, ) =—y(xMNA) <x),  —dxAy(LA) (y>x)

olarak tanimlanir. O zaman,

D(x,4, /) == [G(x,,2) £ (¥)dy,
0

O(x, %, f) == [G(x, 3, M) F ()dy
ve (3.7) den,

. ) (3.8)
F® =[Gy, DT 3) - ).
0

dir.

© (3.9)
(A=-A" jG(x,y,/i')G(y,u,/l)dy =G(x,u,A)-G(x,u,A")
0

Bu ifadeyi ispatlayalim.
b
Bunun i¢in (4 — 4") '[F (x).G(x) =W, (F,G)-W_ (F,G)esitliginden yararlanalim.

x # u ,x = u hallerini ayr1 ayr inceleyelim.

1) x#u,x>uhali;

(A=A [G(x, 7, A0G (3,1, ) =(A = ') [G(x, 3, VG (3,4, 2) +(A = ') [G(x, y, A)G (3,1, )

(=2 [G5 7,406, 2)
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Ug terimi hesaplarsak,

(- 1’)[ G(x, 3, AVG(y,u, )y = Wy (G(x, ,A), G(y,u, A) =W, (G(x, y, A)YG(y,u, 1))

=-G(x,u, ANVG' (u—0,u, )+ G'(x,u, A )G(u,u, 1)

(A-19) _[ G(x, », A)G(y,u, N)dy =W, (G(x, 3,17, G(y,u,4)) - W (G(x, ,A)G(y,u, 1))

=G(x,u, AYG'(u+0,u,A) — G'(x,u, AVG(u,u, 1) - G(x,x, ANVG'(x,u, 1) +
+ G'(x,x - 0, ANG(x,u, A)

(A-219 _|. G(x, 3, ANG(y,u, A)dy = W, (G(x, , "), G(y,u,4)) = W, (G(x, y, ANG(»,u, 1))

= G(x, %, A)G (x,u, A) — G'(%, x + 0, 1)) G (x,u, A)

(A= 2 [GCx, 3, )G, 2) <(A = X') [G(x, 3, A)G(y,u,2) +(A~ 1) [G(x, y, A)G (3,1, 4)

+ (=2 65 1,406 (,1,2)

=G(x,u,A") — G(x,u,A") elde edilir.

2) x =u hali;

(A= 2) [GCx, 1, V)G, 2) A= 2) [G 5, 3, )G (0,1, 2) +(A = A [ G, 3, VG20, 2)

=G(x,x,A)G'(x +0,x,4) - G'(x,x + 0, A)G(x, x, 4) ~ G(x, x, A)G'(x - 0, x, A) +
+G'(x, x -0, NG(x,x, 1)

= Glx,x,A)-G(x,x,A")
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3) x <u hali;

(A= 2) [ G069, )G 0,2) (A= ) [ (5,3, A)G (3,10, 2) +(A = ) [ G5, 3, AVG 30,2

+(1- )L’)TG(x, y,ANG(y,u,A)

(A-47) J G(x, », AVG(y,u, D)dy =Wy (G(x, 3, A1), G(y,u, A)) ~ W, (G(x, ¥, A1), G(y,u, 1))

= —G(x, %, )G (x,u, A) + G'(x, x— 0, )G (x, u, A)

(ﬂ' - ﬂ") J. G(xa Y, /II)G(y’ u, ﬂ‘)dy = Wx (G(X, Y, 2',)’ G(ya u, /1)) r Wu (G(x’ Y, A,)G(y’ u, l))
=G(x,x,A)G'(x,u, 1) - G'(x,x + 0, ANVG(x,u,A) - G(x,u, A"VG'(u — 0,u, A) + G'(x,u, A" )G(u,u, A)
A-1" .[ G(x, y,ANG(y,u, )dy =W, (G(x,y,A),G(y,u,A))—W_(G(x,y,AVG(y,u, L))

=G(x,x, A"YG'(u+0,u,A)— G'(x,u, AYG(u,u, 1)
=G(x,u,A)—-G(x,u,A")

Boéylece ii¢ durumda da,
(A=A [G(x, 7, A)G(p,u, 2) = G(x,1, ) — Gx,u,4')
0

oldugu ispatlanir.

Bu formiil f(u) ile garpilarak ve integre edilerek ,
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o (3.10)
(=) [G(x, y,2)D(p, M)dy = D(x, 1) - D(x, 1)
0

elde edilir.

Bu durum; f{x), L? uzayina ait ve u > X igin f (@) =0 ise dogrulanir. @, , X—>oo iken u > Xigin

f(») = 0 oldugu durumu gosteriyorsa, LZ(O,oo) 1n, herhangi fonksiyonu f (u) i¢in ,
D(x,A) = @ (x,1) == [G(x, %, 1) f(¥)dy >0
X

olur ve

[Gx ., M@0 - D, (v, M)}y

r
2

s{ﬂG(x, ». 20 dy f|o(y, ) - @ (3, /l)lzdy}

! wﬂ f(u)[zoiu}2 —0 drr.

v

< { fl6Ge,y,47) dy.

Lemma 3.3: Eger f(x) Lz(O,oo) mn herhangi fonksiyonu ise

> 2 < [(fGofax
=0 0 '

n
Buna “Bessel esitsizligi” denir.
fspat:

Her N igin ,
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o o] N 2
< I{f(x)— Y Cutin (x)} d

0 n=0

= [{fefdc+ zcz 2Zc ff(x)wn(x)dx

n=0 n=0 90

O-._.8

Ov_.S

y 2
= [{rePde- > c2
n=0

dir.

Lemma 34: F (L), r < p<rve-r<v<r igin reguler olan A=p+iv nin analitik

fonksiyonu ve bu karede |F (A)I < — olsun. O zaman |F ('/\.)I < % (u=0,—r<v<r) dir.

M
ispat:
G (1) =(\*- 1'2) F (%) olsun. Karenin alt ve iist tarafinda,
G| < Qx|2 + 72 )-Ar£ <3rM
dir. Sag ve sol tarafinda,

G < (M + )L <3rm

b

dir. Boylece kare boyunca regular fonksiyonlarin modiiliiniin maksimum prensibine

(Conway,1978) gore |G(i)| <3rM ’dir. Dolayisiyla sanal eksende,
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< 3IrM 3rM <3M

FA) < =
7o) Ixz —rz’ v2i4r? o op
dir.

Simdi teorem 3.1 (ii) ‘yi ispatlayalim. Once f(x) in teorem 3.1 (i)’ nin sartlarini sagladigim

varsayalim ve aym zamanda yeteri kadar biiyiik se¢ilmig x i¢in /(x) = 0 olsun.

© (3.11)
v = [f(x)D(x,A)dx,
0

O zaman y(A) rezidiileri,
en [Wn(®)f()dx=c;,
0

oldugu yerde A, noktalarinda basit kutuplar hari¢ regulardir.

(3.7)° den

(3.12)
()=

Qe 8

= frePas= [0 r@a,
0

Son terim lemma 3.1° den ]7 ’ye uygulanarak,

1

| 1|5 ~y2 2 2 _ 1
ol oo Pl e Jre e =of

elde edilir.
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C (R) merkezleri £ i’den ve R yarigapli yarim dairelerden olusan (R— i, R+ i) ve (-R—1i, -R+ 1)

‘den gecen dogru pargalarim belirtir. O zaman eger A, ’lerin higbiri £ R ’ye é§it degilse ;

[w@ydr=2mi Y o

C(R) —-R<Mi<R

dir. Yarim dairenin iist tarafinda, ilk ¢eyrek dairede,
A=i+Re? (OSqﬁS%n’)

dir.

Boylece (3.12) *deki son terim ¢eyrek dairede integre edilirse ,

: Rdd e §d¢
© JR(1+Rsin¢) "O{OM}"LO 1=

1/R R¢

= 0(1) + O(IOgR] =o(l)
R R

olur. Benzer sekilde diger ¢eyrek dairelere uygulanir. Boylece R — oo iken her yarim dairede

w(A)’ nm integrali,

o

mi [{f ()} dx

0
dir.

Teoremi ispatlamak igin,
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R+i

lim RIW(A) di=0

oldugunu ispatlamak yeterlidir ve R yerine — R alinarak da benzer sonug elde edilir.

2

W=yd)- ¥

R-ISX,.,SR+I x’ - )\’n

olsun. y(A), R—1<A<R+1 ikenregulardir ve

|;5(ﬂ)|<—f—+ 1 > el LE@®)

1 n -
| Vl |V| R-154, <R+1 |V|

dir. Burada R — o iken g(R) — 0 dir. Boylece lemma 3.4 ’den (R - i, R + i) aralifinda

l7(A)| <3¢ (R) * dir.

Buradan,

R+i

lim R j X0 =0

dir. Ayrica

R+i
_ _ow
R-i A - 7"»

integrasyon sinirlar1 A,’e karsit kenar tizerindeki yarim daire ile yer degistirebilir ve bu yarim

dairede integral sinirli oldugundan,

R+i

y G dk=0{ Y c3}=o(l)

R-i R-1Sh,<R+1 7\' - )\'n R-15A,, <R+1

yazilabilir.
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Bu da fonksiyonlarin &zel simfi igin teoremi ispatlar. Teorem karesi integrallenebilir tiim
fonksiyonlara genisletilebilir. Burada goziikiiyor ki, eger g(x), fourier katsayisi d olan L? *nin

bagka bir fonksiyonu ise o zaman,

[rga = [ire+ g de- Tt/ - P s
0 0 0

(3.13)

Bu formiil reel ve sanal boliimlere ayrilan f (x) , g (x) kompleks fonksiyonlar: i¢in de

dogrudur.

Teorem 3.1(ii) kullanarak teorem 3.1(i)’ yi ispatlayalim.

(A z)fw(x AP, Ay )dx =T, {w (%, 1), 6, 1, )} =17, fw(x, 1), 6,1,
0

formiilti ve (2.14) ten sag taraftaki ikinci terim b — oo iken 0 a gider. (3.8) de f (x) = vh X)

alabilir ve

l/‘/’l (x) (3 ) 14)

G(x, y, A, (»)dy =
oj(xy Wa Oy =7

esitligini elde edebiliriz.

Aym zamanda x sonlu aralikta ve A reel olmamak tizere,
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[l6e . 0 dy=lp AP 6 dy+lpee AP v, dy<k
0 0 x

oldugunu séyleyebiliriz.
Boylece Lemma 3.3 den ,

2 (3.15)
<K

o

2,

n=0

v, (%)
A, — A

olur.

Simdi f (x), teorem 3.1(i) in sartlarim saglasin ve g(x)=f(x)—?tf (x) olsun. Eger A reel
degilse,

o7 0)- roILlo, Dy =Lrw-r v
0

= f'(0)cosa— f(0)sina

ve Ly= Ay dir. A =4, + iv alip, vile ¢arpip v — 0 yaparsak ve Lemma 2.2’den,

[UnOVF )y =2y [ () f )y = I cn
0 0

esitligini elde ederiz. Boylece eger d,, g(x) in fourier katsayis1 ise
dn = (An - Ay _ (3.16)

ve
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2

yakinsaktir. (3.8) ve (3.13) den f{y) yerine G(x, y, A) konarak istenen sonug,

@)= [G(x,y,1)g() dy
0

[e 0]
= > cn (),
n=0

seklinde elde edilir. Serilerin diizgiin ve mutlak yakinsakligi, (3.15) ‘den ve (3.17) ‘nin
yakinsaklifindan goriiliir.

Teorem 3.1(i)’ i dogrudan ispatlamak i¢in asagidaki lemma gereklidir.

Lemma 3.5: Eger f(x), L? (0,00) uzayinda; x sabit ve v # 0, |/1| 2 A>0ise

O(x, 1) = o(m‘f ! |v|“)
dir.
Ispat:

g

£
[E-») (r-x)0"0)dy =& - ) D(x) + [(67 - 2x - 4E)D()dy

X X

formild bir kez integrasyon ile dogrulanir. Sol taraf,
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: |
[E= ) (- xg@G) - A0G) + f()}dy
dir.

2

C= ﬁ{f(x)}z dx]

yazarak Lemma 3.1° den,

¢
[e-»)»-nop)dy

x

3
<(-x) [loe)|dy

& £ 1/2
<(€- x)3{ [y floo’ dy} <Cg-x)" I

esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde,

¢

[y -0 dy

x

<C(§-x)" maxlg(y)| /v

3

[e-»Yo-nroa

X

< C(g_ X)7/2,

£.

[(6y —2x - 48)0(y) dy

x

<4c(e-x)" M

dir.

Boylece,
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()| < Cle-x"

4C
A _—
|v| U | * n}géx Iq(y)l + |v|) + M(i _ x)l/z

dir. £=x+[A" alarak sonuca gidilir.

Simdi teorem 3.1(i)’yi direkt olarak ispatlayalim.

[ oxdi=27i Y cpn(), (3.18)
C(R) —R<A, <R

dir. Sol taraftaki C(R)sembolii teorem 3.1(ii) nin ispatinda kullandigimz konturdur.

(3.7) den ve Lemma 3.5’ in @ (x, 4, f)’ e uygulanmasindan,

1
w2l o2

olur.

Son terimin yarim dairelerin g¢evresindeki integrali sifira gider. Bu durumda,

R+i
lim  [®(x,4)dA—>0

R—w R—i

oldugunu ispatlamak hala bir sorundur. Ayni sekilde — R igin de durum boyledir. Simdi

JG) €a W, (%)

R-15A,<R+1 7\’ - 7\’n

Q) = O(x, ) —

olsun. O zaman R—1< A<R+1 i¢in Q(A) regulardir ve p—>oo iken
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L 1 _o)
Q(x) O(P\?MV‘ J + O( Z |cn\|ln (x)g - lVI

IV| R-15A, <R+

dir. Boylece Lemma3.4den -1< v <1 igin Q (R +iv)=0(1) dir. Buradan,

R+i
[emydr—0

R~i
olur. Ayrica

R+i R+i

f 3 cn'//n(x)dl___: Y e

R—i R-1£1, <R+1 A=Ay R-1<4, <R+1

= { Icn'//n (x)|} -0
R-1<4_ <R+l

dir. Bu da ispat: tamamlar.

a’/l

Teorem 3.1 (ii) ‘yi, Teorem 3.1 (i)’den elde edelim

f(x) teorem 3.1 (i)’nin sartlarin1 saglasin ve

(@)= c,v,()

n=0

olsun. O zaman N — o iken f,, (x) , f(x) ’e herbir sonlu aralikta diizgiin yakinsar. f, (x)in

ifadesinden,

]

jmx) =>ci < f{reof ax

0
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Boylece lemma 2.2’den,

lim [fy@)f()de= [{f(0) ax,
N—w 0 0

olur. Yani

N )
lim ¢y = [{f) dx.
0

N—eo n=0
dir. Bu, 6zel sinif fonksiyonlar igin gerekli sonugtur.

Teorem 3.2 : f(x) LZ(O,c'zo)‘ uzayina ait ve A say1st herhangi bir A, esit olmamak iizere

= C,, (%)
@(x’?\‘)= n n
Z; A —A

n
dir.

ispat:

Seri mutlak yakinsaktir. Lemma 3.3 ve (3.15)’in yakinsakligindan, eger A reel degilse, her A

i¢in ispatlanan sonug, a¢ik olarak tlim A ‘lar i¢in gecerlidir. Simdi

J‘ @(x,;) Az
c®) %7

integralini g6z6niine alalim. Lemma 3.5 ‘den,

D(x, z) P I
z- A |z|3/4 |im z]
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dir. Dolayisiyla yarim daire gevresinde R — o iken integral sifira yaklagir.

Simdi teorem 3.1(i) nin yardimiyla asagidaki ifade edecegimiz teorem ispatlanabilir. L]0, o)

Hilbert uzayinda— y” +¢q(x)y Sturm-Lioville ifadesi ile bir L operatériinii olusturalim. Bu

operatoriin tamm kiimesi D(L), teorem3.1(i) de belirtilen f{x) fonksiyonlarindan ibaret olsun.

Yani,

D)= { f(x) e L? [0, 00) : f(x)vef'(x), [0, ®) araligimin her kapali sonlu alt araliginda mutlak
siirekli— £ + q(x) f € L*[0,), f(0) cos o + £'(0) sin o = O ve lim wy(x,A), f(x)}=0}

olsun ve f(x)eD(L)iken Lf=-f"+q(x)f olsun Burada w(x,A4),teorem 3.1(i) deki
fonksiyondur. Boyle tamimlanmug L operatdriiniin simetrik oldugu yani, f(x), g(x) € D(L)
iken (Lf,g2)-(f.Lg)= 1bm°1° w, {f , g}= 0 (Coddington ve Levinson, 1955) oldugu

gorilmektedir. Burada (Lf, g), L’ [0, oo) uzayinda i¢ garpimi gosterir.
Dolayistyla L2[0,)’ da,

If.8)=(f,Lg)

dir. Belirtmek gerekir ki Sturm-Lioville ifadesi Weyl noktast durumunda D(L) nin
tanimindaki  lim W{\y(x, A, f (x)}=0 kosulu eklenmeyecektir. Burada L  simetrik

operatoriiniin 6zfonksiyonlariin L [0, oo) uzayinda ortonormal baz olusturduundan dolay1

L operatorii esash kendine eg (essentially self- adjoint) operatordiir (Davies,1995). Boylece

yukarida s6zii edilen teorem agagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 3.3: Weyl cemberi ve Weyl noktast durumunda , L operatorii L?[0,0) uzayinda

esash kendine eg operatordiir.

En sonda kullanacagimiz agagidaki teoremleri ifade edelim.
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Teorem 3.4(i):Eger q(x) = —u? (7 > 0) kosulunu sagliyor ise o zaman L operatoris L [0, oo)
uzayinda kendine egtir (Levitan ve Sargsyan,1991).

Teorem 3.4(ii): Eger lim g(x) = ise 0 zaman L operatériiniin spektrumu sadece
X—>0

A <A, <. <A, <. (lim A, = o) 6zdegerlerinden ibarettir (Levitan ve Sargsyan,1991).
n—o
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4. BUTUN REEL EKSEN HALI

Simdi araligin (-o0, ) ‘a ve q(x)’in -00<x<oo igin siirekli oldugunu varsayalim.
(L - M)y =0 ‘m gozimleri ¢(x,A) ve 8(x, A) olsun. Oyle ki,

$(0)=0, ¢'(0)=-1,

6(0)=1, 8'(0)=0,

dir. O zaman W(¢, 6) = 1’dir. Onceki bolimde bulunan sonuglara gore, m(A) ve my(A)

fonksiyonlar st yari diizlemde regular olmak iizere,

vi(x,A) =0(x,A) + mi(A) g(x, 1) (4.1)
L*(-o, 0) “a aittir ve

W2(x,A) = O(x,A) + ma(A) §(x, 1) 4.2)
L*(0, ) “a aittir. Baglangig kogullarina gore

W(w1,y2) = mi(A) — ma(R)

dir. Bu taktirde,

(43)

0 _ o .
2 getmm \2 imm
et = Ty e
—00 0 v
dir. Burada v > 0igin imm; >0 ve immy <0 ’dir.
G(x,y,4) = w2 (x, (3, 4) <9 w1 (6, Dy (1, 4) > D) (4.4)

my (4)—m (1) my(A)~my(4)
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O(x,2)=— [Gry,Df D)y,

Burada f, [*(—w,®) ‘a ait keyfi bir fonksiyondur. Eger mi(A) ve my(A)’nin her ikisi de

meromorf fonksiyon ise agilim seriye doniigir.

0(x, 1)+ m,(A)p(x, )

Dm0 M@0 DY O) ¢

—0

®(x, 1) =

N 8(x, ) +my(A)g(x, (4.5)

my (A1) —my ()

2 ({03, 2) 4 my (PO DY B) .

Ug olasilik vardir:

i) Ay Ozdegerinde,

my(An) = maiy) =a#0,
my(A) —may(A) ~ (2 - 2y)b.

O zaman ¢ (x, A),

%{e(x, 2,) +ap(x,2,)} [1000,4,) + ad(, 4,)}f ) dy

reziidiisiine sahiptir
ii) m;(A) ve mz(A) nun her ikisi de basit sifirlara sahiptir. Yani
mi(A) ~ai(A-2n), moAA) ~ax2A-Ar)

dir. O zaman ¢(x, A ),
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1
a —ap

0(x,2n) [00,2)f ().

reziidiistine sahiptir.
iii) m;(A) ve my(A) nin her ikisi de basit kutuplara sahiptir.

2l

my(A)~——
(4

my(4)~

]
-4

n

A
O zaman @ (x,A),

a,aq,

1

(x. 2,) [$01 4Oy

reziidiisiine sahiptir.

Ozel olarak q(x)’in gift fonksiyon oldugunu farzedelim. O zaman ¢ (xA), X’in tek
fonksiyonudur . @(x,A) ise ¢ift fonksiyondur. Buradan gorulir ki eger
B(x,A) + m(A)(x,A) L0,0) ‘a aitse O(x,A) — m(A)d (x,A) , L*(-0,0)’ a aittir. Yani
my(A) = -my () dir. Ttim dzdegerler (ii) ve (iii) altinda bulunur ve her 6z fonksiyonu ya tektir

ya da gifttir.

Weyl noktast ve Weyl gemberi A’nin 6zel degerlerine uygulanabilir. Fakat gergekten
herhangi A kompleks sayr igin Weyl gemberi olusuyorsa, her kompleks sayr igin Weyl
gemberi olusur. Bunu ispatlamak igin A’ ,Weyl gemberi tizerinde kompleks sayr olsun. O

zaman A’ ile ésas denklemin her goziimii L?(0,00) dadir.

Bu ylzden ¢ (0,4) = sin x , . é (OA) = - cos x smir kosullanm saglayan

& (x,\) ¢oziimii L3(0,00) “a aittir.
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(5, 2) =[G, 3, A,
0

Burada A reel degildir ve

1 ()= ¢ (x,A)+ A-A)D(x,A).

O zaman y(x), A ile esas denklemi saglar ve
x (0)cosa. + 7y "(0)sina = 0.

Aynca % (x)’nin lemma 3.1°den L2(0,%0) “a ait oldugu goriilir.

[Ge.y, 292 dy =~D(x, )
0

%(y) aym sekilde ortadan kalkiyorsa ¢ (x,A) da kalkar ve buradan ¢ (x,A'y’de kalkar. Bu bir
celigkidir.

Weyl noktast durumunda (3.7)’yi ispatlamak igin (3.2) ve dolayisiyla teoremin hallerini

dikkate almaya gerek yoktur. (2.20) ve f arasindaki uygun iliskiden,

d2

;C;{cb(x, 2F)+ F(5) =400, 4, )+ G- a@W0 A, F) + £(x) - AD(x, 4, £)}=0

ifadesi her yerde saglamr.

g(x)=®(x, ﬂ,j)+ f(x)-2®(x,A, f) fonksiyonu sonug olarak esas denklemi her yerde

saglar ve bu yiizden

[{a®) - Mg ) -0yt = [g" (W)x - 1)dt =(a-x)g'(@) + g(x) - g(a).
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dir. Burada A ve B sabitleri vardir. Oyleki,
g(x)- 46(x,2) - Bo(x,1)= [{g(0) - Ag(©) - 46(t, ) - Bo(t, )}(x — 1) di.

Buyiizden g(x)=A46(x, 1)+ Bp(x,A) olduunu gosterir. f ve f ,L? ¢ ye ait oldugundan
¢(x, A, f), ¢(x,2, f) ve g(x) de L* ‘dedir. Weyl noktasinda, sadece ¢oziim w(x, 1) dir ve bu
yiizden g(x)= Ay (x,A) dir. Ayrica g(x), (3.7) sinir kogullarint saglar. Yani

A{l//(O, A)cosa + ' (0,4)sin a}= 0
dir. Simdi

w(0,1) =cosa+m(A)sine,
w'(0,1) =sina —m(A)cosa,

olsun. Boylece,
w(0,A)cosa +y'(0,A)sina =1. (4.6)

dir. Buradan A = 0’ dur. Bu da (4.6)’y1 ispatlar.
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5. WEYL-LiMIiT NOKTASINI GEREKTIiREN KOSUL

Gosterilebilir ki x — oo iken (0,0) da verilen denklem Weyl noktas: halini saglayip
q(x), —oo’ahzl bir gekilde gidemez. Bu durum asagidaki teoremle ifade edilebilir.

Teorem 5.1: g(x) 2—Q(x) olsun, burada Q(x) pozitif, sirekli ve azalmayan fonksiyon ve
< 1

[lomyz ax

0

wraksak olsun. O zaman denklem Weyl noktas: tipindedir.

Ispat:

Bunun tersini farz edelim. Yani Weyl gemberin durumu olsun. O zaman standart simr

kogullarim saglayan 6(x,A\) ve ¢ (x,A) fonksiyonlar1 herhangi reel olmayan A igin L
(0,0) dadir. W(¢,0) = 1 oldugunda

© 1 e 1
[lo@nf2de= [{00x0) 2 1p(x, 1)0'(x,4) - §'(x, )0(x, 2)| dx
0 0

1 1
{f jpx. 2 f & (J(czlil } {I SR e |¢Q(z )l dx}z

Celiskiyi elde etmek igin agagidaki integrallerin,

j|6v'(x z)| G.D
oen) “
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I|¢ (x, ,1)| (5.2)

Q(2x)

yakinsak oldugunu ispatlamak yeterlidir.

Xro \2 2 X e B

{ (1-7) 8! (x, A) " de = g(l—;} $'(x, ) (x, 1) dx

— ' 7 £ X 2 " 7 2 1 x ' "

- 400D~ [(1-5 ] s D+ (1% Jpn 2 (D) e
0 0

dir. Sagdaki ikinci terim,

X

J(l——j $os YT - Y )

0

ve reel kisim,

14) [l )7 e+ g, 1)’ Qe

ifadesini asmayacaktlr.ﬁgﬁncﬁ terimin modiilii de aym sekilde

1

%{wa,mmf (1-2]pnr dx}z

ifadesini agmayacaktir. Simdi
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floGx, 0" dx =,

j(l—-}) 0G0 de=1,

0

X

floee )" 0y e =
0
olsun. O zaman,

I<1+C+J +2X7CV2 72,

(2 -xc?f <g+1+ci+ xC (5.3)

X

dir.Eger J, X in bir smurlt fonksiyonu ise I da sinirli fonksiyonudur. F(x) = _ﬂ¢'(x, /1)|2 dx de
0

smurlidir.

1 2 : , 2
F(EX)<4 6[(1—%) P Gnf e <41,

(5.2)’de aymdir. Benzer sekilde (5.1) igin de aym1 sey soylenebilir. Bu sekilde sonuca gidilir.
Aksi takdirde (5.3)

(11/2 _X—ICI/Z)Z <2J
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esitsizligini verir fakat eger X yeterince biiyik ve X 27 ise
<@+ xC"2¥ <37,

FG X) <12J(X) oldugunu séyleyebiliriz,

Boylece

’J‘|¢'(x,/1)l o FF®
2 Q(2x) 772 9(2x)

{38 oo
[Q(Zx)]r/z T-I[2 ( ) Q(2 )

J2X)
0(2X)

X
<1222 412 [J(2x) d{—
0

)
Q(2x)

=24 j U SC%) 4
Q(2x)

X
=24 [|p(2x, 1) d.
SN

x — o iken siurh oldugundan sonuca gidilebilir. Ornek olarak a ve b pozitif sabitler olmak

tizere Q(x) =ax® + b verilebilir.
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Sinir kosullart (0)=0 yada '(0)=0 ile (0,0) aralif1 durumu gézdniinde bulundurulursa,

T (5.4)
D(f)= I{f 2(x) + q(x) £2 () o
0
O zaman,
4 ' 2 ' ) 4 "
[ =W (&) - v ds
0 0
| : (5.5)
=y, &, (&) - [vi g - 4, Jax.
Eger £ — o iken y, (&) ve t//;q (&) sifira yaklastyorsa, formiil su hale gelir.
(5.6)

D(yn)=An [Wi(x)de=1y.
0

Bu ifade g(x) —> o iken de dogrudur. Herhangi bir durumda, (0,X) araliinda & ile iligkili

integralde, asagidaki ifade elde edilir.

[0+ a2 )X = x)ds =22 (0)+ 2, [ )X - )

0
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0, T) araliginda X’e bagh integral ve bu ifadenin sz ’ye bolinmesiyle, asagidaki ifade elde
: 2

edilir.
f 2o+ q(x)w:(x)}(l —%j asc=3}T [yi()ax+4, [y (x)(l _gj .
Buradan,

T L , 2 (5.7)
i i@ aowieof1-1] e

Eger q(x)20 ise, (5.6) (5.7)’dan gikar. Bu durumda eger q(x) alt deger ile sirlandirilirsa,
biz q(x) ve A,ile q(x)-c ve 4,-c’yi yer degistirirsek formilin hala aym kaldig gorulir.

(c=sabit).

Eger,

w (5.8)
D(f,8)= [{f'®)g' ) +q(x)f(x)g ()

0
Iki farkli 6zfonksiyon ile uygun formiil,
DY m,yn)=0. (5.9

dir.
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Simdi teorem 3.1 (i) durumuna uygun herhangi bir f(x) fonksiyonunu alalim. f(x)ve f(x) ’in
fourier katsayllan C, ve C,olarak alahm ve daha sonra, C, =1,C, ve parseval formiilii

asagidaki ifadeyi verir.

® o (5.10)
[r@fde=3 1.

Ayni zamanda,

X X .

(7 Fae=[(f2q+f Dax-[f 1T

0 0
Eger x »> oo iken f(x)f'(x)— 0 ise, agagidaki formiil elde edilir.

(5.11)

[+ o]

D(f)= Y Aqch.

n=0
Simdi g(x) >0 oldugunu ve asagidaki integrallerin
@ o0 [+ o] ,
[FP@ax, [P, [P
0 0 0
yakinsakligim varsayalim.

X 1 ] X n L) X
[fyndc= L - [ fomde= fQXOWRX)= [ F(@=Andyn o,
0 : 0 0
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X X
[(f'vm+afvn)de= fQXWR(X)+ I [ fir
0 0

Integraller birbirine yaklagir ve f(X)w.(X), X —>o’a giderken a’ya gider ve fy/,',

fonksiyonu L(0,) iken limit 0 olmak zorundadir. Boylece,
D(f,¥n) = Ancy. (5.12)

Boylece,

n=0 n=0 n=0

N N N
D(f_ ch‘//n]'_‘D(f)“‘ Z /lnct% —22/1”0,2,

N
= D(f)-D A,cn
n=0

Baylece,

% 5.13
3" A,ck < D(f). ©.13)
n=0

[+ o]
Eger f yukaridaki durumlan saglarsa ve I f 2gc =1 ise, 0 zaman, .
0

(o o]
D(f)24, > ck =2,

n=0
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Bu durumda, bu gibi fonksiyonlar i¢in D(f)’in minimum degeri A,’dir. Benzer olarak, 4;,

v, gibi tiim ortagonal fonksiyonlar igin minimumdur.

[0,00) araliginda verilmis Sturm-Liouville denkleminin Weyl noktasina ait bir &rnek verelim.
A reel olmayan say1 olmak iizere,
-y =N 0<x<w

Sturm-Liouville denkleminin sadece bir lineer bagimsiz ¢oziimiiniin L*[0, ©0)uzayma ait

oldugunu gosterelim. I2]0, oo) a ait lineer bagumsiz ¢oziimlerin sayisi imA =0 olmak lizere A

dan bagimsiz oldugundan dolay1 basitlik igin 4 =-i alalim.
—y" =y 0sx<w
denkleminin karakteristik denklemi
~rt =—i dir.
r= i\/;
. T ..
i =cos—+isin—
2

Vi = cos +isin =

4 4
2

2

A+i)

s r ,.
—fi =—cos = —isin=
4 4
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V2

2

A+9)

Denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri,

y _eJ—zi—(l+i)
=
.
Y, = e—Tz(m)dir
© sl i, xl’ = o = |?
R R e B e e

Buradan y, ¢ *[0,«) dir.

- |® 1

z L ®
e =!|e-@|dx=e_ﬁ’o -L

-ﬁ(h-l)x
e 2

ol <]
[ 0

Yani y, e 1*[0,c0) dir.
Boylece
-y'=\ 0<x<w

denkleminin imA # 0 iken I2[0, oo) uzayna ait tek ¢ozime sahip oldugunu gosterdik. Bu ise

tamima gore — y” ifadesinin Weyl noktast durumuna sahip oldugunu gésterir.
Bagka bir ornek olarak,

2 (5.14
—g-zf-.—.—g}%—q(x)u, u =u(x,t), 0<x<w, ¢>0 G149
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u(0,f)cosa +u’.(0,f)sina=0 (5.15)
u(x,0) = p(x) ; (5.16)

problemini gozoniine alahm. Burada limg(x)=o oldufu varsayilmaktadir, (5.14)

denkleminin (5.15) kosulunu saglayan 7{t)y(x) seklinde ¢oztimlerini bulalim. Bu takdirde,

-y Hqx)y=Ay (5.17)
y(0)cosa + y'(0)sina =0 (5.18)
T'(t)y=-AT(@) - (5.19)

olur.(5.17)-(5.18), teorem3.4(ii)’ye goére A=A4,,y=y (x) Ozdeger ve ozfonksiyonlarinda
saglanir. Boylece (5.14) —(5.15) probleminin y(x)T(t) seklindeki ¢ozimii

v, ()

dir.(5.19) de 4 = A, oldugunu dikkate alahim.

T'(t)=~2,T () , (5.20)

(5.20) nin genel ¢ézim,

T{)=a,e™ (5.21)
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dir. Burada a, keyfi bir sabittir. Boylece (5.14)-(5.15) probleminin,

YOTO)=a,p,(x)e ™
seklinde lineer bagimsiz ¢oziimleri vardir,

uy(x,1)= ﬁ': a,y,(x)e™ (5.22)

n=1

seklinde fonksiyon (5.14)-(5.15) probleminin ¢oziimidir. Ama bu fonksiyon (5.16) kosulunu
@(x) ’in 6zel hallerinde saglar. Bundan dolay: (5.22) yerine formal

u(x,t)=3 a,p, (e (5.23)

serisini alalim. Bu serinin g, katsayilarint formal olarak #(x,0) = @(x)olacak gekilde segelim.

O zaman

0@ =3 ay,®e = ay, )

n=1
olur.

Bu egitligin her iki tarafinin y, (x)ile L o, o) anlaminda ig garpimim alalim. Bu tak'ﬁrde,

@Y ()= 30,0, (D)W () =a, W, (B, () =a,

n=1
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dir. Béylece a,, = (p(x),y,, (x)) seklinde alimrsa

u(x,)=>Y a,w,(x)e ™

n=1

serisi (5.14),(5.15) ve(5.16) probleminin formal ¢dziimii olur.

Teorem3.4(i) ye gore q(x)=0oldugundan (5.14)’iin sag tarafindaki diferansiyel ifade ve

(5.15) smur kosuluyla tamimlanan L operatoriil* [O, oo) uzayinda kendine es pozitif

operatordiir. (5.14) ,(5.15), (5.16)

ou _ I | (5.24)
ot
u(x,0) = p(x) (5.25)

operator denklemi seklinde yazilabilir. Eger Vt >0 i¢in u(f,x) =u(t) € D(L) ve
@(x) e D(L) oldugunu varsayarsak ozaman (5.23)de tanumlanan u(x,t) fonksiyonu

(5.23),(5.24) smur deger probleminin ¢dziimii olur. Bu ¢oziime (5.14)-(5.16) denkleminin

genellestirilmis ¢6z{imii denir. Burada

2

dx — 0,

2 o

-]

0

Ou
ot

u(x,t+Ar)  ou
At ot

u(x,t+At) ou
At . Ot

At—>0

ve (5.25) suur kosulunun saglanmas:



2

lim °i‘ﬂu(x, 1)~ o(x)| dx=0

- demektir.,

61
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6. SONUC

Sonraki ¢alismamizda sinir kogulunda spektral parametre bulunan singular Sturm-Liouville
problemi i¢in spektral agilim ve 6zdegerler sayisinin asimtotik ifadelerinin bulunmasi
konusunu ele alacagiz.
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