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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklama

BDY Baslangi¢ Deger Yaklagimi



1. GIRIS

Bir bilinmeyen fonksiyonu, bir veya birkag tiirevini igeren denklemler diferensiyel
denklem olarak adlandirilir. Bir diferensiyel denklem igerisindeki bilinmeyen
fonksiyon yalmiz bir tek bagimsiz degiskene bagliysa diferensiyel denklem adi
diferensiyel denklem adini alir. Eger bilinmeyen fonksiyon iki ya da daha fazla
degiskene bagliysa diferensiyel denklem kismi tiirevler igerir ve denklem kismi

diferensiyel denklem adini alir.

Diferensiyel denklem calismalarinin baslica amaci, 6zel bir durumu ifade etmek ve
bu duruma uygun kesin ya da yaklasik ¢6ziimleri bulmaktir. Ayrica bulunan bu

¢oziimleri yorumlayip davranisin nasil olacagina karar vermektir.

Diferensiyel denklem ¢alismalar1 igerisinde denklemin bir ¢oziimii olabilir,
denklemin birden fazla ya da sonsuz ¢6ziimii olabilecegi gibi denklemin hi¢ ¢6ziimii
de olmayabilir. Denklem sistemlerinin ¢oziimiinde bazen cok fazla zorluklarla
karsilasmak miimkiindiir. Biitiin bu zorluklar1 gidermek icin, diferensiyel denklemin
¢cOziimiine cesitli yaklasik yontemler uygulanmaktadir. Bu yontemler sayisal ve

analitik olmak iizere iki gruba ayrilabilir:

1. Sayisal yontem: Bu yontemin uygulanmasiyla ele alinan problemin ¢oziimiiniin
belli noktalarda yaklasik degerleri bulunur.
2. Analitik yontem: Bu yontemin uygulanmasiyla ele alinan problemin ¢oziimii

analitik sekilde, yani yaklasik veya kesin belli bir ifade seklinde bulunur.

Adi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin en belirgin 6zelligi, belirli bir
diferensiyel denklemin, degisen basar1 ve etkinlik derecelerinde oldukga fazla sayida
yontemle c¢oziilebilmesidir. Var olan sayisal teknikler, diferensiyel denklemlerin
dogrusal veya dogrusal olmayan Ozelliklerinden ya da baslangic ve smnir
kosullarindan fazlaca etkilenmeden kiiciik degisikliklerle farkli tipte diferensiyel

denklem ¢oziimlerine uygulanabilirler. Bir diferensiyel denkleme analitik bir ¢6ziim



ararken, s6z konusu diferensiyel denklemin tipine uygun bir yontem arama
zorunlulugu karsisinda, sayisal coziimler genel olarak diferensiyel denklemin
biciminden bagimsizdir. Lineer diferensiyel denklemlerin tam analitik ¢éztimlerinde
bile kayda deger giicliiklerle karsilagilabilir. Buna ek olarak lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin tam analitik ¢oziimleri ise bazen olanaksizdir. Bu kosullar,
diferensiyel denklemlerin ¢o6ziimii i¢in etkin sayisal yontemlerin gelistirilmesini

zorlamustir.

Diferensiyel denklemler i¢in var olan sayisal ¢oziim teknikleri oldukca giiclii

olmasina ragmen, bu sayisal yontemlerin kendilerine 6zgii giigliikleri de vardir.

Bu tez igerisinde diferensiyel denklemlerin ¢oziimiiniin belli noktalardaki yaklasik
degerlerini bulan sayisal yontemlerle ilgili Ornekler verilmig, diferensiyel
denklemlerin sayisal yontemlerle ¢6ziimiinde pratikte ¢ok yaygin sekilde kullanilan
Euler ve Runge-Kutta yontemleri agiklanmistir. Ayrica Euler ve Runge-Kutta

yontemleri kullanilarak diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiine 6rnekler verilmistir.

Euler yontemi diferensiyel denklemlerin, dolayisiyla yiiksek mertebeden diferensiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in kolaylikla genellestirilebilir. Euler yontemi basit
ve kullanighdir. Ancak kesinligi yiiksek degildir. Kesinligi yiikseltmek i¢in h adimini
cok daha kiiciik almak gerekir. Bu ise daha fazla hesaplama gerektirecektir. Bu
eksiklikleri gidermek i¢in Euler yonteminin, diizenlenmis Euler yontemi gibi ¢esitli

gelistirilmis bi¢imleri kullanilmaktadir.

Bir diferensiyel denklem hem Euler hem de Runge-Kutta uygulanarak ¢oziildiigiinde,
Runge-Kutta yontemi ile elde edilen sonuglarin Euler yontemi ile elde edilen

sonuglara gore daha dogru oldugu goriilmektedir.

Tiim kosullarin bagimsiz degiskenin bir tek degerinde tanimlandigi problem
baslangi¢ deger problemi olarak adlandirilir. Kosullarin bagimsiz degiskenin iki ve

daha fazla degeri i¢in belirlendigi problem ise smir deger problemi olarak



adlandirilir. Bu tez igerisinde baglangi¢ deger ve sinir deger problemlerinin sayisal

olarak ¢6ziimii anlatilmis ve elde edilen sonuglar yorumlanmustir.

Sinir deger problemleri igerisinde genis bir kullanim alanina sahip problemlerden bir
tanesi de iki-nokta smir deger problemleridir. iki-nokta sinir deger problemleri
uygulamali matematik, teorik fizik, miihendislik, sinir teorisi, yildizlarla ilgili i¢
calismalarda ve kontrol teorisi gibi alanlarda genis bir kullanim alanina sahiptir.
Pratikte karsilagilan iki-nokta smir deger problemlerine elde edilen analitik
coziimlerin genellikle imkansiz olmasi, bu problemlerin sayisal metotlarla

¢oziilmesini gerekli kilmistir.

Iki-nokta siir deger problemleri icerisinde deginilmesi gereken ¢ok énemli bir nokta
da tedirgeme teorisidir. Tedirgeme teorisi, diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
genel davranisinin sistematik analizi i¢in olusturulan metotlar biitliinlidiir. Tedirgeme
teorisinin genel prosediirii kiigiik bir parametre tanimlamaktir. Tanimlanan bu
parametre genellikle € ile gosterilir. € igeren problemlere yaklasik ¢oziimler

bulmak i¢in kullanilan genis metotlar toplulugu tedirgeme teorisi olarak adlandirilir.

Singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemlerinin pratikte ¢ok yaygin olarak
kullanilmasi, ayrica bu problemlere uygulanan analitik ¢ziimlerin genellikle yetersiz
kalmasi, bu metotlarin sayisal yontemlerle ¢éziimiiniin 6nemini ortaya koymaktadir.
Iki-nokta smir deger problemlerinin ¢oziimiinde farkli ydntemler kullanilmaktadir.
Atis metodu ve sonlu fark metodu bu problemlere etkili ¢oziimler sunmaktadir. Bu
caligma igerisinde atis metodu ve sonlu fark metodu cesitli 6rneklerle detayli olarak
ele almmustir. Ornekler MATLAB igerisinde yiiriitiilmiis ve niimerik olarak elde

edilen sonuglar ortaya konmustur.

Bu tez ¢alismasi igerisinde singiiler tedirgemeli iki-nokta simir deger probleminin
¢Oziimiinde baslangi¢ deger tabanli yaklasim ele alinmistir. Ele alinan bu yaklagim
detayl olarak sunulmus, bu konu iizerine yaymlanmis makaleler ayrintili olarak

incelenmistir. Singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemlerinin atis metodu



ve sonlu fark metodu ile ¢oziimii 6rnekler lizerinde anlatilmistir. Literatiir taramasi
yapilmis ve bu konu iizerine yayinlanan basili kaynaklar taranmistir. Yapilan biitiin
aragtirmalar sonucunda singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger probleminin
baslangi¢ deger tabanli yaklasimi ile ¢ok nokta sinir deger ¢Oziimii yapilmustir.
Baglangic deger tabanli yaklagim ile yapilan ¢ok nokta smir deger coziimleri
MATLAB igerisinde yliriitilmiistiir. Bu yaklasim sonucunda elde edilen sayisal
degerlerin gergcek degerlere olduk¢a yakin oldugu sonucuna varilmistir. Bu yontem
ile gercege cok yakin sayisal sonuglarin elde edilmesi yontemin etkili oldugunu

ortaya koymaktadir.



2. TEMEL BILGILER
2.1. Diferensiyel Denklemler

Bir bilinmeyen fonksiyonu ve fonksiyonun bagimsiz degiskene gore tlirev ve

diferensiyellerini iceren denklemler, diferensiyel denklem olarak adlandirilir[1].

2.1. Ornek

diferensiyel denklemi hem bilinmeyen x(z) fonksiyonunu hem de fonksiyonun

birinci tiirevi olan x'(¢) = % > yi igermektedir| 1].
2.2. Ornek

2
u+3Q+7y=0
dx2 dx

diferensiyel denklemi bilinmeyen y fonksiyonunu, fonksiyonun birinci ve ikinci

n

'
tirevleri olan y ve y ifadelerini icermektedir.

Asagida diferensiyel denklemlere g¢esitli 6rnekler verilmistir.



3 2
c) 4d f+(Sinx)d 2/+5xy=0
x dx
62y 62y
)~ 45 =0
Oox ot

Bir diferensiyel denklem igerisindeki bilinmeyen fonksiyon yalniz bir tek bagimsiz
degiskene bagliysa bu denklem adi diferensiyel denklem adini alir. Bagimli degisken
iki ya da daha fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonuysa, kismi tiirevler igerilir ve
denklem kismi tiirevli denklem adini alir. Yukaridaki orneklerde ilk ii¢ denklem
sadece bir degiskene (x) bagli oldugu icin adi diferensiyel denklemlerdir. Son
ornekte ise bilinmeyen fonksiyon birden fazla degiskene (t ve x) bagl oldugu i¢in

kismi tiirevli denklemdir.

Diferensiyel denklem c¢alismalarinin baslica tic amaci vardir [1]:

e Ozel bir fiziksel durumu tarif eden denklemi bulmak
¢ Bu denkleme uygun kesin ya da yaklasik ¢6ziimii bulmak

e Bulunan ¢6zlimii yorumlamak

Diferensiyel denklemin mertebesi denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin
mertebesidir. Yukarida verilmis olan diferensiyel denklemlerden a’ daki denklem
birinci mertebeden, b ve d’ deki diferensiyel denklem ikinci mertebeden, ¢’ deki
diferensiyel denklem ise tigiincii mertebeden diferensiyel denklemdir [2].

@ +a,(x)y" " +..+a,(x)y=F(x) formunda ise,

Bir diferensiyel denklem a,(x)y
burada a,,a,,...,a, veF , x’ e bagl fonksiyonlardir ve diferensiyel denklem lineer

diferensiyel denklem olarak adlandirilir. Bu formda yazilamayan diferensiyel

denklemler ise lineer olmayan diferensiyel denklem olarak adlandirilir[3].



2.3. Ornek

y"+x*y"+(sinx)y=e" diferensiyel denklemi ikinci mertebeden lineer diferensiyel

denklemdir.

xp" + 4x° y'—1+x2 y=0 diferensiyel denklemi dglinci mertebeden lineer

diferensiyel denklemdir.

"+ xsin(y") - xy=x> diferensiyel denklemi ikinci mertebeden lineer olmayan

diferensiyel denklemdir.

y"—x*y'+y*=0 diferensiyel denklemi ikinci mertebeden lineer olmayan

diferensiyel denklemdir [3].

Birinci ve ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemler genel olarak su sekilde

gosterilir:

%(x)%wl(x)yﬂ(x)

d? d
ao(x)yywl (x)d—ﬁwz(x)y:F(x)

Ayrica birinci mertebeden bir diferensiyel denklem x'=p(¢)x+¢(¢t) formunda da

yazilabilir. Burada p(t) ve q(t), a < t < b aralifinda tanimh sabitlerdir. Eger bu
formda yazilmis diferensiyel denklem igerisinde q(t) degeri 0 ise denklem

homojendir. q(t) degeri 0’ a esit degilse denklem homojen degildir [4].

x'=—rx diferensiyel denklemi homojen bir diferensiyel denklemdir.



x'=g—cx diferensiyel denklemi homojen olmayan bir diferensiyel denklemdir.

y'=t"y diferensiyel denklemi lineer homojen bir diferensiyel denklemdir.

(cost)y'+e'y=sint diferensiyel denklemi lineer fakat homojen degildir.

!

L £ =sint diferensiyel denklemi lineer ve homojen bir diferensiyel denklemdir.

y

Bir baglangi¢ sart1 ile verilen diferensiyel denklem baslangic deger problemi olarak
ifade edilir. Baslangi¢ deger problemleri, diferensiyel denklemin genel ¢oziimiine

baslangi¢ sartlarin1 uygulayarak ¢oziiliir [5].

Genel halde bir diferensiyel denklemin ¢0zliimii sonsuz sayida olabilir. Bir
diferensiyel denklem tek bir siirecin degil, benzer yapidaki sonsuz sayida siirecin
matematiksel ifadesi olarak meydana ¢ikar. Bu siire¢lerden herhangi birini incelemek

icin denklemin ¢6ziim kiimesinden verilmis siirece karsi gelenini bulmak gerekir.

dy
dx

degeri goz Oniine almakla ¢oziiliir. Bu denklemin y(x,) = y, kosulunu saglayan y(x)

= f(x,y) seklinde olan denklem i¢in bu problem baslangi¢c degerleri denilen iki

¢Ozlimiinlin bulunmasina baslangic deger problemi veya Cauchy problemi denir.

x,,», degerleri baslangi¢ degerleri olarak adlandirilir[6].

b _
dx —f(an’)

¥(xy) =y,

Yukarida ilk olarak diferensiyel denklem verilmistir. Altinda ise baslangic
noktasinda y fonksiyonunun aldig1 deger belirtilmistir. Baslangi¢ durumu, denklem

¢Oziimii i¢cindeki sabit degerin hesabinda kullanilir [5].



2.2. Diferensiyel Denklemlerin Coziimleri

Diferensiyel denklemde yerine konuldugunda denklemi o6zdes olarak saglayan

bagintilara diferensiyel denklemin ¢ézliimleri ad1 verilir.

Diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde c¢esitli zorluklar1 giderebilmek igin,
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiine ¢esitli yaklasik yontemler uygulanmaktadir. Bu

yontemler sayisal ve analitik olmak {izere iki ana gruba ayrilir [7]:

1. Sayisal yontem: Bu yontemin uygulanmasiyla, ele alinan problemin ¢éziimiiniin
belli noktalarda yaklasik degerleri bulunur
2. Analitik yontem: Bu yontemin uygulanmasiyla, ele alinan problemin ¢oziimii

analitik sekilde, yani belli bir ifade ( yaklasik veya kesin ) seklinde bulunur

Cogu diferensiyel denklemin kesin ¢éziimii yoktur. Kesin ¢6ziim olsa bile ¢oziim
amaglara hizmet etmeyecek sekilde karisik olabilir. Bunun yaninda birgok
diferensiyel denklemi ¢6zmede kullanilan ¢ok ¢esitli sayisal metotlar bulunmaktadir.
Diferensiyel denklemin tiirline gore ¢Oziimii kolaylastiran sayisal metotlar tercih

edilir[8].

Diferensiyel denklemlerin sayisal ¢éziimiinde en basit yontem Euler metodudur[9].

Diferensiyel denklemlerin sayisal olarak ¢oziimiinde problemin tiiriine gore Euler

metodundan ¢ok daha yaklasik ¢oziimler sunan metotlar sunlardir[10]:

¢ Integral denklemleri
e Heun metodu
e Taylor Serileri

¢ Runge-Kutta metodu



10

2.3. Diferensiyel Denklemlerin Sayisal Coziim Metotlar:

2.3.1. Euler metodu

d

Lo ), y(x) =,
dx

baslangi¢ deger problemi verilsin. h adim biiyiikliiklii Euler yontemi, x,,x,,x;,...
noktalarinda y = y(x) tam c¢Ozlimiiniin y(x,), y(x,), y(x;),... gercek degerlerine
yaklasikliklar olan, y,,»,,y;,... degerlerini hesaplamak i¢in asagidaki ardisik

formiiliin uygulanmasindan ibarettir:
yn+l:yn+h*f(xn’yn) nZO

Verilen bu ardisik yaklasgim formiilii, y, ile y,,, arasindaki tipik bir adimin nasil

olmas1 gerektigini anlatmaktadir. Bu, Euler yonteminin 6ziidiir[11].

2.4. Ornek

0<x<1 araligindaki % =x+y, y(0)=1 baslangic deger problemine h=0,1
x

degeriyle Euler metodunu uygulayarak yaklasik ¢6ziimii bulalim [1].
Coziim

f(x,y)=x+y ve yu41=yu+h*(x,+y,) formilleri verilmistir. Ayrica
x9 =0’ da yg =1 degeri verilmistir. Bu deger yerine konulursa ilk ii¢ yaklasik

deger asagidaki gibi olacaktir:
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$1=1,0000+(0,1)*(0,0+1,0000)=1,1000
19 =1,1000+(0,1)*(0,1+1,1000)=1,2200
$3=1,2200-+(0,1)*(0,2+1,2200)=1,3620

Cizelge 2.1 on adim sonunda elde edilen yaklasik degerleri gdstermektedir. Ayrica

Cizelge 2.1° de  gercek  degerle  beraber her  bir  adimdaki
Ygercek =Y yaklasik=y(x,)—y, hata degeri de verilmistir. Cizelge 2.1" deki son

siitun ise her bir yaklasim degerinde 100*(ygercek =V yaklasik)! Y gercek hata

yiizdesini vermektedir. Bu hata yiizdesi x] = 0,1 noktasinda 0,93 % iken x1g =10’

da 7,25 % olmaktadir [1].

Cizelge 2.1. % =x+y, ¥(0) =1 denklemin Euler metodu kullanilarak yaklasik
X

¢Ozumi
n | x, Yaklasik y,, | Gergek y(x,) | Hata y(x,)—y, |Hata Yiizdesi
0 10,0 1,0000 1,0000 0,0000 0,00%
1 0,1 1,1000 1,1103 0,0103 0,93%
2 10,2 1,2200 1,2428 0,0228 1,84%
3 103 |1,3620 1,3997 0,0377 2,69%
4 104 1,5282 1,5836 0,0554 3,50%
5 105 1,7210 1,7974 0,0764 4,25%
6 |06 1,9431 2,0442 0,1011 4,95%
7 10,7 |2,1974 2,3275 0,1301 5,59%
8 10,8 24872 2,6511 0,1639 6,18%
9 109 28159 3,0192 0,2033 6,73%
10 | 1,0 3,1875 3,4366 0,2491 7,25%
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2.5. Ornek

? =x>+y7, y(0)=1 baslangi¢ deger probleminin [0,1] arahigindaki h=0,1 Euler
X

metodu ile yaklasik ¢6ziimiinii bulalim [1].
Coziim

f(x,y)= x2 +y2, dolayisiyla ~ Euler formila y,,, =y, +h* ()cn2 + ynz)
seklindedir. h = 0,1 ile,

y1 =11000 y6 = 2,1995
vy =1,2220 y7 =2,7193
y3 =13753 yg =3,5078
y4 =1,5735 y9 =4,8023
y5 =1.8371 y10 = 7,1895 olarak bulunur.

Cizelge 2.2, h=0,1, h=0,02 ve h=0,005 adimlarinda bulunan fonksiyon degerlerini
gostermektedir [1].

Cizelge 2.2. % =x>+y*, ¥(0)=1 denkleminin Euler metodu kullanilarak elde
X

edilen yaklasik ¢coziimleri

X y (h=0,1) y (h=0,02) y (h=0,005)
0,1 1,1000 1,1088 1,1108
0,2 1,2220 1,2458 1,2512
0,3 1,3753 1,4243 1,4357
0,4 1,5735 1,6658 1,6882
0,5 1,8371 2,0074 2,0512
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Cizelge 2.2. (Devam) % =x"+*, y(0) =1 denkleminin Euler metodu kullanilarak
X

elde edilen yaklasik ¢oziimleri

X y (h=0,1) |y (h=0,02) y (h=0,005)
0,6 2,1995 2,5201 2,6104

0,7 2,7193 3,3612 3,5706

0,8 3,5078 4,9601 5,5763

0,9 4,8023 9,0000 12,2061

1 7,1895 30,9167 1502,209

Cizelge 2.2° ye bakilarak bulunan sonuglar su sekilde yorumlanabilir:

Kesin baslangi¢ degerlerinin sayisal ¢oziimiinde cesitli tuzaklar bulunmaktadir.

Se¢ilen bir h adimi ile uygulanan Euler metodu tam dogru sonucu vermeyebilir. h/2,

h/5 ya da h/10 gibi daha kiicliik adimlarla uygulanan Euler metodu daha dogru

sonuclar verebilir. Bazi problemler dogru sonuglar elde edilebilmesi i¢in daha giiclii

ve daha dogru metotlar gerektirir.

2.6. Ornek

dy

metoduyla MATLAB programinda ¢ézelim [1].

Coziim

Function yp=f(x,y)

yp=Xty;

function [X,Y]=rk(x,y,x1,n)

h=(x1—x )/n;

y =x+y, ¥(0) =1 baslangi¢ deger problemini h=0,1 degerini kullanarak Euler
X
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X=x;

Y=y;

For i=1:n
y=y+h*f(x,y);
X=x+h;
X=[X5x];
Y=[Y:yl;

end

Ornekte verilmis olan % =x+y ifadesi MATLAB program igerisinde fonksiyon
X

olarak tanimlanmis ve fonksiyon sonucunda donen degeri tutacak degisken ismi yp
olarak adlandirilmistir. Fonksiyon icerisindeki h degiskeni Euler i¢indeki adim
aralig1 i¢in tanimlanmustir. n ise toplam adim sayisin1 gostermektedir. Adim araligini

artirmak veya azaltmak i¢in adim sayist n degerini degistirmek yeterli olacaktir.
Euler metodunu %: f(x,y) gibi farkli bir denkleme uygulamak icin sadece f
X

degerini bulan fonksiyonu degistirmek yeterlidir. rk fonksiyonu , baglangi¢ degeri x’
1, baglangic degeri y’ yi, X’ in son degeri olan x1° 1 ve adim sayis1 olan n degerini
giris olarak alir. MATLAB igerisinde kullanilan [X,Y]=rk(x,y,x1,n) komut satir1

sonucunda fonksiyonun dondiirecegi deger X ve Y degiskenlerinde tutulmaktadir.
2.3.2. Runge-Kutta metodu

Pratikte genis bir kullanim alanina sahip olan Runge-Kutta metodu,

Y = f(x,»), ¥(x,) =y, baslangi¢c deger problemine Euler metoduna gore olduk¢a

dx
dogru ¢oziimler sunmaktadir. Alman matematikgiler Carl Runge (1856—1927) ve

Wilhelm Kutta (1867—-1944) tarafindan gelistirilmistir [1].

Runge-Kutta metodu diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde kullanimi en
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yaygin olan metotlardan birisidir. Runge-Kutta metodunun belirleyici 6zellikleri

sOyle 6zetlenebilir [12]:

Programlanmasi basittir

Kararlilik karakteristikleri olumludur

Herhangi bir karmasikliga neden olmadan adim biiyiikliikleri istege gore

degistirilebilir

Cozlimiin basinda 6zel hesaplamalar1 gerektirmez

Biitiin olumlu taraflarinin yaninda bu yodntemin belirli olumsuzluklari da vardir.
Bunlardan birisi, es duyarliliktaki diger yontemlere kiyasla daha fazla bilgisayar
zamanina gereksinim duymasidir. Bir bagka olumsuzluk ise, yerel hatanin

hesaplanmasinda belirli giigliikler ¢ikarmasidir [12].

Olumlu yanlar1 olumsuz yanlarima kiyasla fazla olan Runge-Kutta metodu

diferensiyel denklemin bi¢iminden bagimsiz olarak basari ile uygulanabilir [12].

Klasik dordiincii mertebe Runge-Kutta bagintilarinda kullanilan genel algoritma

sOyledir [1]:
k1= f(xn,yn)
1 1
kp = f(xp +5h,yn +§hk1)

1 1

ky=f(x,+=hy, +=hk))
2 2

kg = f(xps1,yn +hk3)

h
Yn+l=DYn +g(k1 +2kp +2k3 +kg)

Y1s V4, Vs,... yaklasimlarini hesap etmek icin bu formiiliin kullanilmas: Runge—Kutta
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metodunu olusturur. k& = %(kl +2kp +2k3 +kq) ifadesi yerine yazilacak olursa

Yn+l = yn + hk esitligi bulunur.

2.7. Ornek

? =x+y, ¥(0) =1 baslangi¢c deger problemini h=0,5 degerini kullanarak Runge—
X

Kutta metoduyla ¢ozelim [1].

Coziim

Problemin tam ¢oziimii y(x)=2e* —x—1" dir. h=0,5 olarak verildigi icin x=0

degerinden x=1 degerine yalnizca iki adim atilir. Ilk olarak k degerleri hesap edilir.

k1 =0+1=1
ky =(0+0,25)+(1+0,25*%1) =1,5
k3 = (0+0,25)+ (1+0,25%1,5) = 1,625

kg =0,5+(1+0,5%1,625) = 2,3125 olarak bulunur.Sonra,

v =1+ %[1 +2*L,5+2%*1,625+2,3125]1 = 1,7969 olarak bulunur. Ayni sekilde

vy =3,4347 olarak elde edilir.

Cizelge 2.3, ? =x+y, ¥(0) =1 baslangi¢c deger problemine h=0,1 degeri alinarak
X

uygulanan Euler metodu sonuglarimi ve h=0,5 degeri kullanilarak Runge—Kutta

metodu uygulanmasi sonucunda ¢ikan degerleri gostermektedir [1].
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Cizelge 2.3. %= x+y, ¥(0) =1 baslangic deger problemi i¢in Euler ve Runge-
X

Kutta metodu sonuglari

Euler metodu sonuglari Runge-Kutta metodu sonuglari
X y(h=0,1) Hata y(h=0,5) Hata ylizdesi | Gergek y
0,0 1,0000 0,00% 1,0000 0,00% 1,0000
0,5 1,7949 0,14% 1,7969 0,03% 1,7974
1,0 3,4282 0,24% 3,4347 0,05% 3,4366

%=x+y, y(0)=1 baslangic deger problemi i¢in h=0,1 adim degeri icin [0,1]
X

araligindaki Euler, Runge—Kutta ve gercek y fonksiyon degerleri Cizelge 2.4° de
gorlilmektedir [1].

Cizelge 2.4. % =x+y, ¥(0) =1 baslangi¢ deger problemi i¢in h=0,1 degeri
X

kullanilarak elde edilen Euler, Runge-Kutta metodu ve gercek fonksiyon

sonuglari
X Euler y Runge-Kutta y Gergek y
0,1 1,1100 1,110342 1,110342
0,2 1,2421 1,242805 1,242806
0,3 1,3985 1,399717 1,399718
0,4 1,5818 1,583648 1,583649
0,5 1,7949 1,797441 1,797443
0,6 2,0409 2,044236 2,044238
0,7 2,3231 2,327503 2,327505
0,8 2,6456 2,651079 2,651082
0,9 3,0124 3,019203 3,019206
1 3,4282 3,436559 3,436564
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Cizelge 2.4 yorumlanirsa, x=1 noktasinda elde edilen Euler degeri i¢indeki hata
0,24% civarinda iken, Runge—Kutta ile elde edilen degerdeki hata 0,00012%
civarindadir. Buradan su sonuca varilabilir: Runge—Kutta metoduyla yapilan ¢éziim

yaklasik 2000 kez daha dogrudur [1].

2.8. Ornek

Z—y =x>+y°, y(0)=1 baslangi¢ deger problemine Runge-Kutta metodunun
X

uygulayalim.
Coziim

Cizelge 2.5, [0,0-0,9] araligindaki h=0,1, h=0,05 ve h=0,025 adim araliklar
kullanilarak elde edilen Runge—Kutta sonuglarini vermektedir [1].
Cizelge 2.5. % =x’ +y°, y(0) =1 baslangi¢ deger probleminin Runge-Kutta

X

ile ¢ozlimiinden elde edilen sonuglar

X y(h=0,1) y(h=0,05) y(h=0,025)
0,1 1,1115 1,1115 1,1115
0,3 1,4397 1,4397 1,4397

0,5 2,0670 2,0670 2,0670

0,7 3,6522 3,6529 3,6529

0,9 14,0218 14,2712 14,3021

dy

dx

uygulansin. Cizelge 2.6, [0,5-0,9] araligindaki h=0,01, h=0,005 ve h=0,0025 degerleri

=x"+y°, ¥(0,5)=2,0670

kullanilarak elde edilen sonuglar1 gdstermektedir [1].

baslangi¢ deger problemine Runge—Kutta metodu
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Cizelge 2.6. % =x>+y°, (0,5) = 2,0670 baslangi¢c deger probleminin
X

Runge-Kutta ile ¢éziimiinden elde edilen sonuglar

X y(h=0,01) y(h=0,005) y(h=0,0025)

0,5 2,0670 2,0670 2,0670

0,6 2,6440 2,6440 2,6440

0,7 3,6529 3,6529 3,6529

0,8 5,8486 5,8486 5,8486

0,9 14,3048 14,3049 14,3049

Burada »(0,9) 14,3049 sonucu ¢ikmaktadir. olarak Cizelge 2.7,

? =x>+°, (0,9)=14,3049 baslangic  deger icin  [0,90-0,95]
X

araligindaki sonuglar1 gostermektedir. Burada ise adim araliklar1 h=0,002, h=0,001 ve

h=0,0005 olarak alinmustir [1].

1zelge 2.7.
Cizelg o

dy

Runge-Kutta ile ¢éziimiinden elde edilen sonuglar

=x’+y°, (0,9) = 14,3049 baslangi¢ deger probleminin

X y(h=0,002) y(h=0,001) y(h=0,0005)
0,90 14,3049 14,3049 14,3049
0,91 16,7024 16,7024 16,7024
0,92 20,0617 20,0617 20,0617
0,93 25,1073 25,1073 25,1073
0,94 33,5363 33,5363 33,5363
0,95 50,4722 50,4723 50,4723
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Cikan yaklasik son deger y(0,95) = 50,4723 olarak ¢ikmaktadir. x=0,95 noktasindaki
¢Oziimiin gercek degeri »(0,95) = 50,471867° dir. Noktadan sonraki dort hane i¢in
gercek cozlime epey yaklasildigi goriilmektedir.

2.9. Ornek

? =x+y, ¥(0) =1 baslangi¢c deger problemini h=0,1 degerini kullanarak Runge-
X

Kutta metoduyla MATLAB programinda ¢ozelim [1].
Coziim

Function yp = f(x,y)

yp=xty;

function [X,Y] = rk(x,y,x1,n)

h=(x1-x)/n;

X=x;

Y=y;

For i=1:n
k1=f(x,y);
k2=f(x+h/2,y+h*k1/2);
k3=f(x+h/2,y+h*k2/2);
k4=f(x+h,y+h*k3);
k=(k1+2*k2+2*k3+k4);
x=x+1h;
y=y+h*k;
X=[X5x];
Y=[Y;y];

end

Programda adim sayisin1 degistirmek i¢in ilk satirdaki n degerini degistirmek yeterli
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olacaktir. Runge-Kutta metodunu % = f(x,y) gibi farklh bir denkleme uygulamak
X

icin sadece f degerini bulan fonksiyonu degistirmek yeterlidir [1].

rk fonksiyonu giris olarak baglangi¢ degeri x, baslangi¢ degeri y, x’in son hali x1 ve
adim sayis1 olan n degerlerini alir. Sonug olarak da X ve Y degerlerini verir. Program
igerisinde oncelikle k1, k2, k3 ve k4 degerleri bulunur. Sonra x degeri h degeri kadar
artirtlir ve y degeri hesap edilir. Cikan degerler X ve Y degiskenlerine aktarilir ve

dongii sart saglandig siirece devam eder [1].
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3. iKi NOKTA SINIR DEGER PROBLEMLERI

3.1. Temel Bilgiler

Iki-nokta sinir deger problemleri uygulamali matematik, teorik fizik, miihendislik,
sinir teorisi, yildizlarla ilgili i¢ caligmalarda ve kontrol teorisi gibi alanlarda genis bir
kullanim alanimna sahiptir. Pratikte karsilasilan iki-nokta sinir deger problemlerine
elde edilen analitik ¢oziimlerin genellikle imkansiz olmasi, bu problemlerin niimerik

metotlarla ¢ozlilmesini gerekli kilmistir[13].

Baslangi¢ deger problemlerinde diferensiyel denklemle birlikte bagimsiz degiskenin
baslangi¢ noktasinda aldig1 deger agike¢a belirtilir. Yani baglangic deger probleminde
tek bir noktadaki n adet sart belirtilir. Ayni sekilde iki-nokta sinir deger
problemlerinde de bagimsiz degiskenin iki degeri agikga belirtilir. Sinir deger
problemlerinde iki ya da daha fazla noktada n adet sinir sart1 belirtilir. Baslangi¢ ve
son noktaya smir noktalart adi verilir. Dolayisiyla simir deger problemlerinin
¢Oziimiinde, 6zellikle de problemin ¢oziimiinde kullanilan sayisal ¢6ziim planlarinda

tamamen farkli algoritmalar kullanilmaktadir[13].

Ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemler igin baslangic deger problemleri
y = y(x) fonksiyonunun ¢6ziimii i¢in x=a noktasindaki y(a) ve y'(a) degerlerini
icermekteydi. Bu sekilde verilen problemler tek ¢oziime sahiptir. x =a ve x =b gibi
iki noktadaki y(a) ve y(b) ¢oziim degerleri bulmak i¢in ugrasilirsa ¢oziimiin varlig

ile ilgili ¢esitli yargilara ulasilabilir [13]:
1. Tek bir ¢oziim olabilir
i1. Birden ¢ok ¢6ziim olabilir

ii1. Hicbir ¢oziim olmayabilir

Verilen iki nokta ile birlikte bir ¢ozliimiin arastirilmast sinir deger problemi olarak
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adlandirilir. Bu durumda verilen iki nokta araligin sinirlarin1 belirtmektedir [13].

a,(x)y"+a,(x)y"+a,(x)y=f(x), a<x<b formundaki ikinci mertebeden lineer

bir diferensiyel denkleme ¢6ziim arama caligmalari igerisinde,

ky(a)+k,y'(a)=a
h y(b) + hzy,(b) =p

problemin verilen bu baslangi¢ kosullarina uymasi durumunda denklem iki-nokta
sinir deger problemi olarak adlandirilir. Burada k,,k,,c,h,,h,, B bilinen sabitlerdir.
Eger sartlar icerisinde o = =0 ise, sinir kosullar1 homojen olarak adlandirilir, aksi

durumda homojen olmayan olarak adlandirilir[14].

Iki-nokta smir deger problemi igerisinde verilen o ve S, siir kosullar1 olarak

adlandirilir[ 15].

Sinir sartlarinin uygulamalarda karsilasilan ¢ok 6zel tipleri bulunmaktadir. Bunlar,

a,y(a)+a,y'(a)=c,
b y(b)+b,y'(b) =c,

Dirichlet: y(a)=c,, y(b)=c,

Ayrilmis:

Neumann: Y@ =c, y'()=c,

y(=1)=y(T), y'(-T) = y'(T)
Peryodik: vada

¥(0) = y(2T), y'(0) = y'(2T)
Burada peryot 2T’ dir.

Dirichlet ve Neumann sartlar1 ayrilmis sinir sartlarinin 6zel tipleridir [5].

Baglangi¢ deger problemi ile sinir deger problemlerinin ¢oziimii bazen oldukga
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benzer olabilmektedir. Coziim esnasinda sadece aralarindaki 6nemli bazi yollar

arasinda farkliliklar bulunmaktadir[16].

Baslangi¢ deger problemlerinin bir tek ¢dziimii olabilir. Bir tek ¢6ziim olabilecegi
gibi hi¢ ¢6ziimii de olmayabilir ya da iki nokta sinir deger problemlerindeki gibi

sonsuz ¢dziim de olabilir. Ornegin[17],

y”+y:0’
y(0)=cy,
Y'(0)=c,

baslangi¢ deger probleminin ¢; ve ¢;’ nin her bir degeri i¢in y (X)=c;cosx+c,sinx gibi

tek bir ¢6ziimii vardir. Bununla birlikte,

y'+y=0,
y(0)=1,
y(II)=0

iki-nokta sinir deger probleminin ¢6ziimii yoktur.

Y'+y=0,
y(0)=1,
y(2)=0

iki-nokta sinir deger probleminin ise y (x)=cosx—(cotan 2)sin x gibi tek bir ¢dziimi

vardir.
V'+y=0,
y(0)=0,

y(I1)=0
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iki-nokta sinir deger problemi ise B’ nin herhangi bir degeri i¢in y (x)=Bsin x gibi bir

sonsuz ¢oziime sahiptir.

Yukaridaki Orneklerde, iki araliktaki ¢0ziim degerleri belirtilmistir ve bitis
noktasindaki degerlerin farkli kombinasyonlar1 ¢oziimiin tek olmasina ya da farklh

durumlara gotiirmektedir.

Iki-nokta sinir deger problemlerinin gesitli yontemlerle ¢dziimleri mevcuttur. Bu
problemlerin ¢oztiimlerinin varlik ve teklik teorisi, baslangic deger problemleri i¢in
varlik ve teklik teorisinden daha az yeterli durum i¢indedir. Genel olarak sdyle bir

sonu¢ cikarilabilir:

Verilen bir diferensiyel denklem icin iki-nokta sinir deger probleminin niimerik

¢Ozlimii benzer baslangi¢ deger probleminin niimerik ¢éziimiine goére daha zordur.

Baslangi¢ deger problemlerinin adim adim niimerik ¢6ziimii i¢in etkili ve verimli
metotlar vardir. Runge-Kutta gibi standart bir adim metotlarinin kullanimimi ve
Milne metodunun Hamming’ in degisikligi gibi ¢ok adimsal metotlar mevcuttur.
Genelde bu metotlarda ¢6ziim birbirini izleyen Xx;, X, Xs,... gibi bagimsiz
degiskenlerle hesaplanir x, burada baslangic noktasidir. x, © daki baslangi¢c durumu
x; ‘deki hesabin yapilabilmesi i¢in yeterli bilgiyi igerir. Problem ¢oziimii xo ‘dan x; ¢
e, X2 ‘ ye... seklinde devam eder. Bu baslangi¢c deger problemlerine ara sira adim
adim yiiriyiis ( marching ) problemleri denilmesini ac¢iklamaktadir. x; noktasindaki
iterasyon ara sira niimerik dogrulugu ( tamlig1 ) gelistirmek icin kullanilir, fakat
tahmin anlasilmaz ¢iinkii metot iyi bir yaklasim zaten vermistir. iki nokta sinir deger
problemleri i¢inde, diger bir yandan, adim adim ¢6ziime baslamak i¢in baglangic
noktasinda yeterli bilgi yoktur. Bundan dolay1 bilinmeyen durumlarin hesabi i¢in bir
yol bulunmaldir ya da diger adim adim integrasyonlardan farkli bir yaklagim
kullanilmalidir. Ayrica iki-nokta sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde iterasyon
gerekli bir Ozelliktir ve genellikle bilinmeyen baslangic durumlari, hatta ¢oziim

profilleri bir 6ncelik bilgisi olmadan tahmin edilmelidir[17].
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Iki-nokta smnir deger problemleri gesitli tekniklerle ¢oziiliir, bunlarin arasinda sunlar

bulunmaktadir[17]:

1. Interpolasyon metotlari: Diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii bilinmeyen baslangic
durum degerleri i¢in niimerik integral almayla bulunur. Bu ¢oziimler genelde
verilen sinir durumlarin1 gidermeyecektir. Bilinmeyen baslangi¢ durumlarindaki

dogru degerler interpolasyon kullanilarak bulunur.

2. Degisimsel metotlar: ki nokta sinir deger probleminin yerine kesin bir integral
degisimsel problemi gecer ve sonugta degisimsel problem Rayleigh- Ritz

metotlariyla ¢oziiliir.

3. Swralama (collocation) metodu: iki nokta smir deger probleminin ¢oziimii
baslangic durumlarimi karsilayan birka¢ parametre fonksiyonu tarafindan temsil
edilir. Yaklasik ¢6ziim diferensiyel denklemlerdeki yerine gecer ve parametreler

baz1 hata kriterleri tarafindan hesaplanir.

4. Picard’ m metodu: Iki nokta smir deger problemi x=F(x) ile sembolik olarak
temsil edilen bir form icine konulur. Ardisik olarak yaklasik ¢oziimler X(H)ZF(x(n'l))
seklinde gelistirilir. Bu islem kesin durumlar altinda orijinal problemin ¢oziimiinii

bir noktada birlestirir.

5. Ayrik metotlar: Diferensiyel denklemlerde olan tiirevlerin yerine yaklagik siirl
farkliliklar gecger. Sonugta cebirsel ya da deney iistii denklem ¢6ziim problemi

orijinal problemin yerini alir.

6. Yari-Lineerlestirme (quasilinearization): Bu metot, yalniz lineer olmayan adi
diferensiyel denklem sistemleri i¢in iki-nokta siir deger problemlerine
uygulanabilir. Orijinal lineer olmayan problemin yerini daha basit olan ¢oziilmiis

lineer problemler dizisi alir ve ¢ozlimler orijinal problem ¢6ziimii i¢in yaklagik
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durumlar altinda bir noktada birlesir.

7. Atis metotlar: Adini, baglangi¢ ve bitis degerleriyle verilen bir tek ikinci mertebe
diferensiyel denklem i¢in iki-nokta sinir deger problemi igindeki durumdan alir.
Baglangi¢c egiminin degisimi baglangi¢ noktasindan bir mermi atig yoriingesini
gosteren profillerin dogusunu verir. Baslangic egimi hedefe vuran yoriinge iginde

sonuglanir, bu da bitis degeridir.

8. Sonlu fark metodu: Probleme tamamen farkli bir agidan bakar. Metot, adi
diferensiyel denklemi bir ¢ift denklem sistemi haline doniistiiriir. C6ziim segilen
noktalar iizerinde sonlu fark yaklagimlariyla devamli tiirevleri yerine koyarak

bulunur.

Lineer problemler iterasyon olmadan atis metotlariyla ¢oziilebilir ve lineer olmayan
problemler icin gerekli iterasyonlar yaklasik durumlar altinda bir noktada

birlestirmek i¢in gosterilebilir.

Green fonksiyonu da lineer iki-nokta smur deger problemlerinin ¢dziimiinde
kullanilan kullanigh metotlardan biridir. Problemin tiiriine gore dogru sonuglar

verebilmektedir[18].

Lineer olmayan diferensiyel denklemler i¢in, atis metotlarinin problemi ¢ézenler i¢in
kesin avantajlar1 vardir. Birincisi, metotlar geneldir ve diferensiyel denklemlerin
genis cesidine uygulanabilir. Atis metotlarinin uygulanabilmesi i¢in denklemlerin
ozel tiplerde olmasma gerek yoktur. ikincisi, atis metotlar1 problemin analizi ve
hazirligini icerir. Lineer cebirsel denklemler, adi diferensiyel denklemlerin niimerik
integralleri i¢in standart subroutine’ leri kullanarak dijital bilgisayarlar {izerindeki
atis metotlarinin tamamlanmasi nispeten daha kolaydir. Yazilan bir kodla, yalnizca
bir subroutine problemden probleme degisebilir. Kodun diger parcalar1 problemi

genis bir sinif icinden kontrol altinda tutacaktir[17].



28

Avantajlarima ragmen, atis metotlarinin da  diger metotlar gibi dezavantajlar
bulunmaktadir. Atis metotlar1 baglangi¢c durumlarina duyarli problemleri bir noktada
birlestirmeyi basaramamaktadir. Makine akigi gibi baslangic durumlari igindeki

makul degisimli bazi problemler i¢inde ¢6ziim yetersiz kalabilmektedir[17].

Bununla birlikte, pratikte erisilen atis metotlar1 tarafindan bile ¢o6zlilemeyen
problemlerle de ara sira karsilasilir. Bu sonug i¢in sonlu farkli metotlarin kisa bir

davranigin1 kapsadik, bunun bir avantaj1 sayisal hassas problemlerin yonetilmesidir.

Literatiirde farkli atis metotlar1 gosterilebilir. Ayrica atig metotlar1 Newton—Raphson
metodunun bir ¢esidi olarak gosterilir. Ilave olarak, pratik bilgisayar gelisimindeki
tekniklerde, ¢oziimii miithendislik uygulamalarinda ve bilimsel calismalarda ortaya

¢ikmaktadir[17].

3.2. iki Nokta Simir Deger Probleminin Kullamldig1 Yerler

Iki-nokta smir deger problemleri akiskanlar mekanigi ve uygulamali matematigin
diger dallarinda ¢ok sik kullanilmaktadir. Dolayisiyla problemlerin ¢6ziimiinde elde
edilen sayisal sonuglarm &nemi bir kez daha 6nem kazanmaktadir. Iki-nokta sinir

deger problemleri[ 19]:

e Petrol ve yag aritma sistemleri icerisinde

e Su aritma ve su temizleme sistemleri igerisinde

o Elektrik devrelerinde

e Yoriinge hareket sistemlerinde

e Atom teorisi i¢erisinde

e Stefan-Boltzman denklemi ile 1s1ma ve radyasyon tepkimelerinde
e Yoriinge hareket sistemlerinde

e Robot sistemleri i¢erisinde kol ve bacaklarin hareketlerinde

¢ Diyaliz makinesinde kanin basincini ayarlayan sistem igerisinde
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kullanilmaktadir. Iki-nokta sinir deger problemleri pratikte ¢ok genis bir kullanim

alanina sahiptir.

3.3. Atis Metodu

Atis metodu prosediirii, sinir deger problemlerini ¢ézmek icin, problemi sirali
baslangi¢c deger problemi haline indirgeyerek ¢oziim yapan bir prosediirdiir.
Kullanilan problemin 6zelligine gore atis metodu ¢ok iyi sonuglar verebildigi gibi

¢ok uzak sonuglar da verebilmektedir[20].

Atis metodunun arkasindaki temel diisiince Sekil 3.1° de gosterilmistir. Bir son
noktadaki sinir sartina uyan ii¢ integral baslatilir. Her iki son noktadaki sinir kosullari
nihayetinde uyana kadar, diger son noktadaki istenilen sinir sartindaki bagskaliklar

baslangi¢ sartlarini diizeltmek i¢in kullanilir[21].

v(z)

istenilen
gerekli S ciir
smir dederi dederi

Sekil 3.1 Atis metodunun sematik olarak gosterilmesi

Atis metodu i¢in gelistirilmis olan algoritma su sekildedir[21]:

1. n. mertebeden verilen adi diferensiyel denklem, n tane sinir sartiyla birinci

mertebeden denkleme doniistiirtiliir.



30

2. Problem bir baglangic deger problemi gibi diisiiniiliir. Baslangi¢ deger problemi
icin baslangi¢ sartlar ifadesi igerisinde bagimsiz x degiskeni i¢in baslangic noktasi
gibi kabul edildiginde, x, = p,” de n, sart kesinlikle belirtilir. Bundan dolay1, x,

noktasinda n, adet bilinmeyen ve 6zgiir parametreye sahip olunur.

n, =n-mn,

a,n, uzunlugu i¢inde bagimsiz parametre vektorii olsun. Bundan dolay1 x, = p,” de

z(p,) = z(p,, ) ifadesi sunu agiklar:

b

p,’ deki durum gergekten bilinmiyor, fakat bagimsiz parametre vektori
fonksiyonlar1 gibi yazilabilir. Amag, iteratif davranis igerisinde o’ y1 bulmaktir.

Boylelikle x, = p, noktasindaki n, sinir sart1 belirtilsin.

3. a’, z(p,)=z(p,,a")’ 1 verir. Biitiin bu bilinenler sonucunda baslangig deger

problemi genel yoldan ¢oziilebilir.

4. Simdi baslangi¢ deger problemi, z" (p,) = z(p,,a™) esitligini elde etmek i¢in adi
diferensiyel denklem ¢oziimii kullanilarak ¢oziiliir. Burada m iterasyon sayacidir.
Birinci tahminde m=0’ dir. Ciinkii bazi baslangi¢ sartlar1 i¢in tek tahmin
miimkiindiir. Bu baslangi¢ deger problemi istenilen sinir deger problemine esit

olmayacaktir. Ozellikle p, noktasindaki n, sinir sarti kesin olarak agikca

belirtilmeyecektir.

5. Hatay1 6lgmek i¢in ayri bir vektor tanimlanir, €. Bu vektoriin elemanlari, €.,

karsilar ki,



31

Ekm:Bk(pzaZm) k

1,2,...,n,

Burada kesin ¢oziim i¢in, Z, B, (p,,z) =0 degeri bilinir. Bu, kesin sinir kosullarini

karsilar.

6. Son olarak, kullanic1 tarafindan agikca belirtilen kritere karst ( tol ) bir noktada

birlesme kontrol edilir. Ozellikle, eger

€,"| <tol biitiin k’ ler igin dogruysa,
sonra birisi iteratif isleme son verir ve sonuglar1 gosterir. Bununla birlikte,

> tol , herhangi bir k degeri i¢in sonra yeni bir "' tahmini yapilir ve diger

m
€

adimi1 yerine getirmek i¢in dordiincii adima geri gidilir.

Yukaridaki algoritma uygulama acgisindan gercekten c¢ok basittir ve bir bagimsiz
degiskene bagli iki-nokta siir deger problemlerinin ¢Oziimiinde ¢ok giiclii bir

metottur[21].
3.3.1. Sonraki o’ y1 secme

Atis metodu, standart baglangi¢ deger problemi i¢in baglangi¢ sart vektorii igerisinde
n, bagimsiz parametre lizerine gelistirilen sinir deger problemleri icin sayisal bir
plandir. Hata sart1, ikinci sinir noktast p,’ deki istenilen sinir sartlari ve baslangi¢
sart vektorliniin bir kismindaki tahmin kullanilarak hesaplanan gergcek degerler
arasindaki farkliliklara baglanir. m iterasyonu i¢in verilen bir hata vektorii €™’ dir.
Buradaki hedef, o”"' gibi hatayr sifira dogru yoneltecek bagimsiz bir parametre
vektorii segmektir. Bu hedefle, o™ sdyle segilir[21]:

a™ =a™ +Aa”

Burada Aa™ sunun ¢oziimiidiir:
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Dikkat edilirse denklemin sag tarafindaki hata vektorii negatiftir. Boylelikle, Aa”,

hatay1 sifira dogru indirmeye yoneltmek i¢in hesaplanir. Genel formda bu agiklama,

oe.
Ae=—e"=S"2SiAq " gibi yazilabilir.

i i J
7 aa_,

Pratikte, bagimsiz degiskenlere bagl hata siirelerinin parcali tiirevleri sonlu bir fark

yaklagimi tarafindan hesaplanir:

Oe, :[ei (), Ay e a; tAa,,....)— € =

oa ., Ao

J J

i

nin hesabindaki basit bir algoritma sdyledir[21]:

€,

1. Bagimsiz parametreler i¢in simdiki se¢imle birlestirilen hata vektorii hesaplanir.

m m

2

2. Yalnizca bir element tedirgenir. Bu j” elementine ve yeni hata vektorii 3_/'” ye

£, —€
ulagtirir. Sonra, uygunluk ig¢in iterasyon indeksinin diisiistiyle, ;—Ez ;
a a,

J J

degerine sahip olunur. Bu da tek bir j’ deki biitiin i’ ler igin 0 %a degerini
j

verecektir.

3. Ikinci adim ¢ ’ nin biitiin elementleri icin tekrar edilir.
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Bu prosediir her iterasyon islemindeki her adimda tekrarlanir.

Son olarak, ¢ogu pratik uygulamada, burada O&zetlenen genel prosediir
goriindiigiinden daha basittir. Ornegin ¢ok yaygin kullanilan ikinci mertebeden sinir
deger problemleri i¢in yalnizca bir bagimsiz degisken ve bir hata bileseni vardir.

Boylece yukarida anlatilmis olan noktalar ¢ok daha basitlesir[21].

Ikinci mertebeden sistemlerle cok sik karsilasiimaktadir. Ikinci mertebeden bir

denklem atis metodu ile ¢oziiliirken yukarida 6zetlenen temel algoritma su sekilde

izlenir[21]:

Adim 1: Tkinci mertebeden sistemler her zaman birinci mertebe denklem sistemleri

halinde yazilabilir ya da

9 fxz) ile z=[yyT" dr.
dx =

Bu formun sinir sartlari ise soyledir:

a,y(x))+a,y'(x,) =W, =0
b y(x,)+b,y'(x,) =W, =0

Burada x, vex, smir nokta yerleridir. Kolaylik agisindan sinir nokta yerleri, her iki

siir noktasinda degeri bilinen y(x) fonksiyonu gibi 6zel bir durumla ifade edilir. Bu

durumda sinir sartlar1 su hale gelir:
y(x) =W, ve y(x,) =W,

Adim 2: Sistem bilinmeyen baslangi¢ degeriyle baslangic deger problemi gibi yazilir:
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i IO
Eg_i(xazoa)v z_(xl)_|:y,(xl):|_{a }

Burada a = y'(x,) degeri hesaplanir. Boylece ikinci sinir sartt y(x,) = W, karsilanir.
Adim 3: «, tahmin edilir, y(x,,,)icin baslangi¢ deger problemi ¢oziilir ve «,
tahmin edilir ve y(x,,c,) i¢in baslangi¢ deger problemi ¢oziiliir. o’ nin iki
degeriyle ve onlarin uygun sinir degerleriyle ikinci sinir sartindaki hatalar hesaplanir:

€= y(xy, ) =W, ve €,= y(x,,a,) =W,

Bulunan bu hata degerleriyle yaklasik bir de 5o kurulabilir:

oo a,—aq,

Adim 4: Hatadaki istenilen degisimin O6nceki durumdakine gore negatif oldugunun

farkinda olunmalidir. Bu nedenle,

_62

AGIEAQZ—EZ ve Aa =
o 0e
oa
degeri bagimsiz degiskende yeni bir artisa neden olacaktir. Simdi o;, o, =, + Ax

gibi  hesaplanabilir ve e; ile Dbaslangic deger problemi yeniden

cozilebilir(e,,.....,....).

Bu temel prosediir kullanici tarafindan belirtilen kritere kadar devam ettirilir. Bu

kriter ‘e’”‘ < tol sartidir. Uygulamada problemlere tam ¢oziim sunmak i¢in belki {i¢
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bes ya da bazi durumlarda daha az adim sik¢a uygulanir[21].

3.1. Ornek

Asagida verilen iki-nokta sinir deger problemini atis metodunu kullanarak ¢ozelim

y"+3xy"+ 7y = Cos(2x)

y(0)=1
yI1)=0

Coziim

Durum 1: Elle yapilan iterasyon [22]

1. Problem oOncelikle bir denklem sistemine doniistiiriiliir. z = [y y']T sunu

verecektir:

zZ, =2,
'

z, =-3xz, =7z, + Cos(2x)

ya da genel formda z = f(x,z) seklinde yazilacaktir.

2. Sonra bu baslangic deger problemi gibi yazilir ve sistemi sayisal olarak

»(0)
¥'(0)

MATLAB igerisinde siradan bir denklem ¢6ziimleyicisi kullanilir.

1
¢ozebilmek i¢in z(0) :{ } ={ } tarafindan bulunan baslangi¢ kosullart ile
a

3. Bu interaktif 6rnekte, « icin bir giris degerine sevk edilir ve MATLAB’ in ODE

rutininin ¢agrilmasindan sonra ikinci siir noktasindaki hata hesaplanir:
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e=z,(IL @) - y(IT)

4. o’ nm dogru degeri hesaplanana kadar t¢iincii adim tekrar edilir. Bu, € degeri

cok kiiciik olana ya da istenilen toleranstan daha az olana kadardir.

Durum 1 i¢in elle yapilan bu interaktif ¢oziim prosediiri SHOOT1.M MATLAB
scripti igerisinde gelistirilmistir. Fonksiyon dosyast da SHOOTF.M’ dir. Bu dosyalar
Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2’ de sirasiyla listelenmistir. Burada verilen bu ayrintili
gelisim ¢ok basittir ve « * nin gelecek degerine karar verme agamasinda kullaniciya
yardimer hesaplar sunacaktir. Siradaki rasgele sec¢ilmis ilk iki tahmin, onceki iki

boliimdeki meselenin ana noktalar1 kullanilarak yapilmalidir[22].

Cizelge 3.1. Durum 1 i¢in elle yapilan SHOOT1.M isimli MATLAB ¢6ziim
prosediirii

% SHOOTMI.M Iki nokta simir deger problemlerinin atis metodu ile ¢oziilmesi
% ( Elle yapilan iterasyon prosediirii )
%
% y"+3xy'+7y = cos(2x) with y(0)=1 and y(pi)=0
% iki-nokta sinir deger problemini tanimlayan fonksiyon dosyasi Cizelge 3.2' de
% verilmistir
% program baslangici
clear all, close all
% ODE?23 i¢in tolerans ve sinir degerlerinin atamasi yapilir
x0=0; xf=pi; tol=1le-6;
% 1istenilen sinir kosullar1 belirtilir
yxo=1.0; yxf=0;
format long
% baslangi¢ kosulundali ALF degeri kullaniciya sorulur
ALF = input('Baslangi¢ parametresi (ALF) degerini giriniz =")
% dongii baslangici
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Cizelge 3.1. (Devam) Durum 1 i¢in elle yapilan SHOOT1.M isimli MATLAB
¢Oziim prosediirii

options = odeset('RelTol',tol);
while ALF ~=0
zo = [yxo ALF]';

% ODE?23 rutininin ¢agrilmast
[x,z] = ode23('shootf,[x0 xf],z0,0ptions);

% Her bir iterasyonda bulunan sonuglarin ¢izdirilmesi
plot(x,z(:,1)),title('ODE i¢in Atis Metodu')
xlabel('x degerleri'),ylabel('y degerleri'),grid

% ikinci siir noktasindaki (x = xf) hatanin bulunmasi
[nr,nc] = size(z);
eps = z(nr,1)-yxf;

disp(' )
disp(' Ikinci sinir kosulundaki hata'), eps

ALF = input('ALF i¢in ikinci bir tahmin (sifir ya da ¢ikis)? ')
end

disp('El Iterasyon Prosediirii kullanic1 tarafindan kesildi...")

Cizelge 3.2. SHOOT1.M dosyasini ¢ozen SHOOTF.M MATLAB fonksiyon dosyasi

% SHOOTF.M  SHOOTMI1.M, SHOOTM2.M ve SHOOTA.M dosyalar1 ig¢in
olusturulmus fonksiyon dosyasi
% Verilen diferensiyel denklem: y"+ 3xy'+ 7y = cos(2x)
function zp = shootf(x,z)
zp = zeros(length(z),1);
zp(1) = z(2);
zp(2) = -3*x*2z(2) - 7T*z(1) + cos(2*x);




38

SHOOT1.M ile tipik bir oturum MATLAB’ 1 giinliigline kaydedildi ve sonra bu
dosya « ’ nin iigiincii ve son degerinin hesaplanmasinda kullanilan bilgiyle ag¢iklayici
notlar alindi. Alinan bu agiklayici notlarin listesi Cizelge 3.3’ de verilmistir. Dikkat
edilirse o’ nin yalnizca lic degeriyle bir noktada birlesen ¢ok iyi sonuglar elde

edilmistir.

Cizelge 3.3. SHOOT1.M prosediiriiniin ¢alistirilmasi sonucunda MATLAB
giinliglinden alinan aciklayici notlar

SHOOTM1.M dosyasinin ¢alistirilmasiyla elde edilen sonuglar
» shootml

Baslangi¢ parametresi (ALF) degerini giriniz = 1

Ikinci smir kosulundaki hata

eps =-0.03479395271931

ALF igin ikinci bir tahmin (sifir ya da ¢ikis)?

ALF =-1

Ikinci smir kosulundaki hata

eps = -0.02404080244781

ALF igin ikinci bir tahmin (sifir ya da ¢ikis)?

ALF =-5.47150000000000

Ikinci smir kosulundaki hata

eps = 4.088124867279892¢-007

ALF igin ikinci bir tahmin (sifir ya da ¢ikis)?

ALF =0 (eps degeri yeterince kiiciik, dolayisiyla ¢ikilabilir)

El Iterasyon Prosediirii kullanici tarafindan kesildi...

Oturum giinliigiine ek olarak, bu 6rnek i¢inde kullanilan ¢’ nin {i¢ farkli degeri i¢in
hesaplanan y,(x) ¢oziimleri Sekil 3.2° de ¢izilmistir. Egriler SHOOT2.M dosyastyla

olusturulmustur. Bu dosya Cizelge 3.4 igerisinde verilmistir. Dogru ¢6ziimii veren

y' baslangi¢ degeri, a = y'(0)=-5,4715" dir. Rasgele segilmis ilk iki tahminler,
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a =*1, dogru sonuglardan oldukga farklidir. Ozellikle x =I1° de yanlis son nokta
degerini verir. Dikkat edilirse son nokta degerleri olduk¢a benzerdir. Boylece bir
noktadaki siki birlesime ihtiya¢ vardir. Farkina varilirsa bununla birlikte, tek

bagimsiz degiskenin tam degeri lizerinde birlesmesi oldukca basittir[22].

Cizelge 3.4. ALF’ nin her bir degerini olusturan SHOOT2.M MATLAB ¢6ziim
prosediirii

% SHOOT2.M iki nokta smir deger probleminin
% Atis Metodu kullanilarak ¢oziilmesi
% Bu dosya SHOOT1.M dosyasini takip eder.Bu dosya SHOOT1.M
% dosyasinda kullanilan ALF' nin her bir tahmin degerini olusturur
% Buradaki amag¢ verilen x =0 ve y(pi) = 0 noktalarindaki
% ALF degerini bulmaktir
% Denklemi tanimlayan fonksiyon dosyast SHOOTF.M' dir
% y'"+3xy'+7y = cos(2x) with y(0)=1 and y(pi)=0
% program baglangici
clear all, close all
% SHOOTMI1.M igerisinde kullanilan ALF' nin 1, -1, ve -5.4713 degerleriyle
% ¢izimin yapilmasi
gs=[1-1-54715];
% sinir degerlerinin atanmasi ve baglangic deger probleminin ¢oziilmesi
x0=0; xf=pi; tol=1.0e-6; yxo=1.0;
options = odeset('RelTol',tol);
[x1,z1] = ode23('shootf,[x0 xf],[yxo gs(1)],options);
[x2,22] = ode23('shootf,[x0 xf],[yx0 gs(2)],options);
[x3,2z3] = ode23('shootf,[x0 xf],[yx0 gs(3)],options);
% sonuglarin ¢izdirilmesi
figure(1)
plot(x1,z1(:,1),'g-',x2,2z2(:,1),'r-.",x3,z3(:,1),'b--")
title('ODE i¢in Atis Metodu ( Durum 1 - EI Iterasyonu )")
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Cizelge 3.4. (Devam) ALF’ nin her bir degerini olusturan SHOOT2.M MATLAB
¢Oziim prosediirii

xlabel("x degerleri'),ylabel('y degerleri'),grid
legend('alf = 1','alf = -1",'alf = -5.4715")

ODE i¢in Atig Metodu { Durum 1 - El iterasyonu }

15 T T T T T T
: : : ' alf=1
C : : C --— alf=41
| SEEtE s s oecoecs Feo| — —  alf=-54715 [
Yo 5 | 5 | 5
D.E-"____I'\.___I _______ b B e r--TTTT T [ b E
Voo ! ! ! ! !
S S STt s S SR S
y dederleri :\ Lot - ' = = =
Lap---t--- E —————— :-i-

1.4 2 25 &) G5

% degerleri

=
o
in
—

Sekil 3.2. Durum 1 i¢in ALF’ nin {i¢ farkli degeri kullanilarak elde edilen ¢6ziim
egrileri

Cizelge 3.1 ve 3.4, atis metoduyla birlestirilen temel prosediirleri 6zetlemektedir. Bu
metot iyi anlagilmak istendiginde bunlara gerek duyulacaktir. Bu interaktif yaklagim
biitlin iteratif planlar boyunca anlasilabilir bir mekanizma vermistir. Bununla beraber
pratikteki uygulamalarda el hesaplamalarindan kaynaklanan hatalar1 6nlemek ve o’
nin elle hesap edilmesini elemek icin, bu prosediir otomatiklestirilmelidir.
Otomatiklestirilen bir prosediir gercekten daha basittir ve rutin uygulamalart igin

daha etkilidir.
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Durum 2: Otomatik Iterasyon

Durum 1’ de oldugu gibi ayni problem otomatik bir iterasyon plani kullanilarak
SHOOTA.M dosyasiyla ¢oziilir. Bu dosya Cizelge 3.5 de listelenmistir. Buradaki
baslangi¢ noktas1 Durum 1” deki ile tamamen aymdir. Ozellikle, Durum 1’ in birinci
ve ikinci adiminda oldugu gibi problem bir baslangi¢c deger problemi gibi hazirlanir
ve ayn1 ODE fonksiyon dosyasi olan SHOOTF.M kullanilir (Bkz. Cizelge 3.2). «
icin rasgele secilmis bir tahmin iteratif prosediiriinii baslatir, ikinci smir sarti
icerisindeki nispi hata lizerinde 6zel merkezi noktayla birlikte ¢6ziim igin birinci
tahmini verir. Eger ikinci siir sarti igerisindeki nispi hata kullanicinin sectigi

toleranstan daha biiyiikse, o iizerinde %1 degisim yapilip yeni bir baglangi¢ deger

problem ¢o6ziimii elde edilir ve 0 %a icin bir sonlu fark tahmini yapilir. Bu tiirev

tahmini kullanilarak, amag olan nispi hatay: sifira dogru indirecek yeni bir o degeri
secilir. Yeni « ile, dnceden ayarlanmis bir noktada birlesme kriteriyle karsilagincaya
kadar ya da maksimum iterasyona ulagincaya kadar islem devam eder. Hedeflenen
birlesme sonucundaki ¢oziim Sekil 3.3 de verilmistir. Dikkat edilirse bu ¢oziim

Durum 1’ deki ¢6zlimle hemen hemen aynidir[22].

Cizelge 3.5. Otomatik iterasyon prosediirii (SHOOTA.M MATLAB prosediirii)

% SHOOTA.M iki nokta sinir deger probleminin atis metodu ile ¢oziilmesi
% ( Otomatik Iterasyon Prosediirii )
% Amag ALF = y'(0) bagimsiz parametresini bulmaktir
% Verilen denklem i¢in Fonksiyon dosyast SHOOTF.M ' dir (Bkz. Cizelge 3.2).
% y'"+3xy'+7y = cos(2x) with y(0)=1 and y(pi)=0
% program baslangici
clear all, close all
% baslangi¢ degerlerinin atanmasi
xo=0; xf=npi

% istenen sinir kosullarinin belirtilmesi




Cizelge 3.5. (Devam) Otomatik iterasyon prosediirii (SHOOTA.M MATLAB
prosediirii)
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yxo =1.0; yxf=0;
% toleransin ve baslangi¢ kosullarinin tahmini
alfo=1.0; rerr=1el0; tol=1le-6; icnt=1; icntmax = 10;
options = odeset('RelTol',tol);
% iterasyon baslangici
while abs(rerr) > tol & icnt <= icntmax
ypxo = alfo; zo = [yxo0 ypxo]';
[xs,zs] = ode23('shootf',[x0 xf],z0,0ptions);
[nr,nc] = size(zs);
el = zs(nr,1)-yxf;
ifyxt==0 rerr=el; else rerr=el/yxf; end
disp(' ')
disp(['Iterasyon igin # ',num2str(icnt),' ')
disp([' ypxo i¢in gegerli tahmin ="', num2str(ypxo,6)])
disp([' Sag sinirdaki hata ="', num2str(rerr,5)])
disp(' ')
% alf i¢in yeni degerin tahmini ( gerekliyse )
if abs(rerr) > tol
alfp = 1.01*alfo; zo =[yxo alfp]";
[xs,zs] = ode23('shootf',[x0 xf],z0,0ptions);

[nr,nc] = size(zs);

e2 = zs(nr,1)-yxf;;
deda = (e2-e1)/(0.01*ypxo0); alfn = ypxo-el/deda;
icnt = icnt+1; alfo = alfn;
end
end

% iterasyon dongiisiiniin sonu
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Cizelge 3.5. (Devam) Otomatik iterasyon prosediirii (SHOOTA.M MATLAB
prosediirii)

if icnt >=icntmax  disp(' UYARI -- maximum iterasyon limiti!!!"); end
% son fonksiyon degerlerinin ¢izimi

plot(xs,zs(:,1)),grid

title('ODE i¢in Atis Metodu ( Durum 2 - Otomatik Iterasyon )')

xlabel('x degerleri'),ylabel('y degerleri')

ODE igin Atig Metodu { Durum 2 - Otomatik iterasyon]l

1 T T T T T T
17 P e LR LU R eeeee L
1) R R G [ IR I o
y dederleri E I E i
T SR SRR LR R AR R
I R U S LS S S S R
S T
2 i i i i i ;
] 04 1 1.5 2 25 3 34

x dederleri

Sekil 3.3 Otomatik iterasyon prosediirii sonucunda elde edilen ¢6ziim egrisi

3.4. Sonlu Fark Metodu

Sonlu fark metodu, sistem igerisindeki her bir sonlu kisim i¢in bir denge denklemiyle
adi diferensiyel denklemi cebirsel denklem sistemi haline doniistiiriir. Genel teknik
1zgara iizerinde secilen noktalar iizerinde sonlu fark yaklasimlariyla adi diferensiyel

denklem igerisinde devamli tiirevleri yerine koymaktir. Sinir noktalari, 6zel bir
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durum gibi disiiniilir. Sonucu veren denklem sistemi bir c¢ok teknikle

¢Oziilebilir[23].

Bu metot icerisindeki semboller sonlu fark operatdrleri olarak adlandirilir. Cogu fark
yaklagimlar1 bu operatorlerin kombinasyonu ile agiklanabilir. En sik kullanilan sonlu

fark operatdrleri sunlardir[24]:

e A lleri fark operatorii
e V Geri gark operatorii
e 0 Merkezi fark operatorii

e 4 Ortalama operatorii

e E Degisme operatorii

I Ozdeslik operatorii

Lineer sistemlerde temel sonlu fark metodu i¢in basit bir algoritma sOyle

Ozetlenebilir[23]:

1. Siirekli degiskenler fark degiskenlerine doniistiiriiliir. Bagimsiz degisken icin
1zgara esit araliklara boliinlir veya gerekiyorsa kompleks sistemlerde diizgiin

olmayan 1zgara da hazirlanabilir.

2. Taylor serilerinin agilimindan gelen formiil kullanilarak her bir noktadaki

tiirevlerin karsilig1 hesaplanir.

3. Sinir noktalar1 ayr1 ayri diisiiniiliir. Istenen sinir sartlarma miimkiin olan en iyi

yaklasimi elde etmek i¢in dikkatli davranilir.

4. Sonugta ortaya c¢ikan denklem sistemi ya dogrudan ya da iteratif yontemler

kullanilarak ¢6ziiliir.
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Orijinal adi diferensiyel denklem lineer degilse tiim ¢Oziim stratejilerinde ihtiyag
duyulan ekstra dis iterasyondan baska, bu algoritma hala gecerlidir. Cok yiiksek
mertebeli problemleri bir noktada birlestirmek ¢ogu zaman zordur, fakat biraz lineer
olmayan veya degisken katsayili problemler, basit bir dis iterasyon yontemi

kullanilarak genellikle ¢oziilebilir.
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4. SINGULER TEDIRGEMELI iKi NOKTA SINIR DEGER PROBLEMLERI

Tedirgeme teorisi, diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin genel davranisinin
sistematik analizi i¢in olusturulan metotlar biitiiniidiir. Tedirgeme teorisinin genel
prosediirii kiiclik bir parametre tanimlamaktir. Tanimlanan bu parametre genellikle €
ile gosterilir. € igeren problemlere yaklasik ¢oziimler bulmak i¢in kullanilan genis
metotlar toplulugu tedirgeme teorisi olarak adlandirilir. € sifir oldugunda problem
¢oOziilebilir hale gelir. Genel ¢6zim €=0 hakkinda yerel analiz tarafindan

calistirilabilir. Ornegin [25],

y'= [1 + 7(1 g )} y diferensiyel denklemi ancak €=0 oldugunda temel

fonksiyonlarla ¢oziilebilir. Bu tedirgeme ¢oziimii € serisi gibi yerel analizler

tarafindan yapilir:

(x) = yo (x)+ € y, (x0)+ e’ Y (X)+..

Bu seri tedirgeme serisi olarak adlandirilir. Su nokta farkedilmelidir ki y(x) i¢in
tedirgeme serisi, € igerisinde yerel, x icerisinde ise globaldir. Eger € ¢ok kiigiikse,
y(x)’ in yalnizca bazi tedirgeme serileri tarafindan yaklasilabilecegi umulur. € kiigiik

bir parametre olmadig1 zaman, yaklasimlar zayif sayisal sonuglar verebilir[25].

Tedirgeme teorisi i¢erisinde bulunan metotlar problemlerin ¢oézliimiinde ¢ok giiclii

metotlar sunmaktadir.

4.1. Ornek

x* —4,001x + 0,002 = 0
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Coziim

Bu problem bir tedirgeme problemi degildir. Ciinkii herhangi bir kiicik €
parametresi yoktur. Bir problemi tedirgeme problemi haline ¢evirmek ¢ok kolay
yapilabilecek bir sey degildir, ancak yukaridaki denklemi su formda bir denkleme

¢evirebilmek miimkiindiir:

x'—(4+e)x+2e=0,

e =0,001

Bu denklemde yaklasik kokleri hesap etmek dncekine nazaran daha kolaydir.

Tedirgeme teorisi li¢ basamaktan olusur[25]:

1. Verilen problem kii¢iikk € parametresi kullanilarak tedirgeme problemine gevrilir.

2. Tedirgeme serisi igerisinde cevap i¢in bir agiklama farzedilir ve bu serilerin

katsayilar1 hesaplanir.

3. € degeri i¢in tedirgeme serilerinin toplamiyla cevap orijinal probleme geri

gevrilir.

4.1. Singiiler Tedirgemenin Dogusu ve Kullanildig1 Yerler

Bilim ve teknolojinin yogun bir sekilde gelisimi icerisinde, sinir deger teorisi ve
kiigiik veya genis parametreler ihtiva eden diferensiyel denklemler ile tarif edilen
bircok problemin matematiksel ¢oziimii daha karigik hale gelmistir. Bundan dolay1
problemlerin analizinde asimptotik metotlarin kullanimi dogal hale gelmistir.
Bununla beraber diferensiyel operatorler i¢in asimptotik analiz, diizenli tedirgeme

durumu i¢in geligmis bir teoriye sahiptir. Bazi problemlerde tedirgemeler bagiml
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degiskenin ¢ok cabuk degistigi sinirli bolgelerde etkindir. Tedirgemeler akigskanlar
mekaniginde, elektrik uygulamalarinda, kuantum mekaniginde ve matematigin

bir¢ok alaninda kullanilmaktadir[26].

Singiiler tedirgemenin dogumu 1904 yilinda Heidelberg’ deki III. Uluslar arasi
Matematik Kongresi’ nde oldu. Prantdl’ nin yedi sayfalik raporu sempozyumda ele
alindi. Bununla beraber singiiler tedirgeme terimi ilk olarak, New York Universitesi’
ndeki lineer olmayan titresimler iizerine yapilan seminerde Fried ve Wasow’ un
calismasinda kullanildi. Prandtl singiiler tedirgeme igerisinde sinir tabakasi deyimini

kullandi[26].

Singiiler tedirgeme 1960’ lardan beri gelismektedir. Konu su an ¢esitli mithendislik
alanlar1 ve uygulamali matematik igerisinde egitim goren lisans Ogrencilerinin

ilgisini cekmektedir[26].

Singiiler tedirgeme uygulamali matematigin bircok alaninda etkin bigimde
kullamlmaktadir. Ornegin akiskanlar mekaniginde, akiskanlar dinamiginde,
esneklikte, kuantum mekaniginde, plastiklikte, kimyasal reaktér teorisinde,
aerodinamikte, plazmadinamikte, hidrodinamikte, seyrek gaz dinamiginde,
osinografide, 1sinlarin sapma teorisinde, meteorolojide, difiizyon islemlerinde, 1s1n
yayma akisinda ve akiskan teorilerinde ¢ok genis bigimde kullanilmaktadir. Singiiler

tedirgeme modeli icerisinde yapilan bazi ¢alismalar sunlardir[26]:

Tek boyutlu Schrodinger denklemi:

2

& Ve g VoW, =0, |y =1
dx

Ve

Zaman bagimli Fokker-Planck denklemi:



d’¢

2
X

+b(x)j—¢ =0, 0<e<<l, xe(0,),
X

#(0,6)=A, ¢(l,s)=B

2
&

Young-Laplace denlemi:

2 p
'z _ 1+g2(d—z)2 Z 1+82(d_z)2 _1dz ,
dR dR R dR

dy
—=—tang, x =7,
ry ¢ 0

y—>0, x>o©

Navier-Stokes denklemi:

" V4 ' ' ! A’(X) 7/_1 2
EA(x)uu —{1+5—5A (x)}uu +%+ e (1-"—u*)=0,

O0<x<xl
Reissner-Mindlin denklemi:

lo-wviy-arpwepml-ow s vor o

&' (Vio+Vao)=L
D

Ayciceginin hareketini tarif eden model:

&x"(t)+ax'(t)+bsinx(t —&) =0,

>0, te[—g,O]
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Yukarida verilen Ornekler singiiler tedirgeme alaninda yapilan c¢alismalardan
yalmizca bir kismidir. Pearson, 1968’ den 1984’ e kadar singiiler tedirgeme
problemlerinin sayisal metotlarla ¢oziimii ile ugrasti. Ascher, adi diferensiyel
denklemlerin singiiler tedirgemeli sinir degeri iizerine ¢alisti. Markowich 6zel amagh
denklemlerle ugrasti. Enright iki-nokta sinir deger problemleri i¢in sayisal metotlarin
performansi icerisinde siliren arastirmasini anlatti. Surla ve Jerkovic 6zel amach
singliler tedirgeme ile ilgili ¢caligmalar yiiriittiiler. Niijima lineer olmayan singiiler
tedirgeme probleminin ¢6zimil i¢in farkli semalart analiz etti. Singiiler tedirgeme
konusunda calisma yapan daha bircok bilim adami bulunmaktadir. Bu bilim

adamlarindan bazilar1 sdyle 6zetlenebilir :

Erdelyi, Van Dyke, Bellman, Kaplaun, Carrier ve Pearson, Nayfeh, O’Malley,
Hemker ve Miller, Bender ve Orszag, Hughes, Meyer ve Parter, Kevorkian ve Cole,

Holmes, Morton[26].

4.2. Singiiler Tedirgemeli Iki Nokta Simir Deger Problemlerinin Coziimiinde

Baslangic Deger Yaklasim

Singiiler tedirgemeli ikinci mertebeden iki-nokta sinir deger problemleri akiskanlar
mekaniginde ve uygulamali matematigin diger dallarinda ¢ok sik kullanilmaktadir.
Singililer  tedirgemeli  problemlerin  ¢oziimiinde ¢esitli  ¢oziim  teknikleri
kullanilmaktadir. Bu ¢6ziim metotlarinin birisi de, Reddy ve Chakravarthy tarafindan
onerilen baslangi¢ deger yaklasimi metodudur. Singiiler tedirgemeli verilen iki-nokta
sinir deger problemi ii¢ tane birinci mertebeden baslangic deger problemine
doniistiiriiliir. ikinci baslangic deger probleminin ¢oziimii birincisine baglhdir.
Uciincii  baslangic deger problemi ise ilk iki baslangic deger probleminden
bagimsizdir. Metot bir¢ok lineer ve lineer olmayan ornekler iizerinde denenmistir.
Bu yaklasgimda gercek ¢oziime yakin ve iyi sonucglar elde edildigi

gbzlemlenmistir[27].



51

4.2.1. Baslangi¢c deger yaklasimi

Asagida lineer singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemini goz Oniine

alalim;

€ y'(x)+ f(x)y'(x) + g(x)y(x) = h(x), x €[a,b]
yv(a)=«a (4.1)
yb)=p

Burada e kiigiik pozitif bir parametredir ( 0<e<<l) ve «, [ bilinen sabitlerdir.

f(x), g(x) ve h(x) fonksiyonlarmin ise [a,b] araliginda yeterince siirekli
diferensiyellenebilir fonksiyonlar oldugunu kabul edilir. Ayrica [a,b] araliginda

f(x)>=M >0 oldugu da kabul edilir. Burada M pozitif sabittir. Bu kabul smir

tabakasinin sadece x=a’ nin komsulugu icinde olacagini ifade eder[27].

Singiiler tedirgemeli problemlerin ¢6ziimiiniin sinir tabaka davranigindan dolay1

yukarida verilmis olan denklemin ¢oziimii,

V) = p(x) +a(x)e e 4.2)

olarak verilir. Burada,

y(x) = ipn (x)e" , gx)= iqn (x)e" ve r(x) = If(x)dx > dir. Boylece,

ERWAE {Z g,(x) " ]e"(’% 4.3)

r(x) = j F(x)dx
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olur[28].

Reddy ve Chakravarthy bu metodu biraz daha basitlestirmis ve singiiler tedirgemeli
iki-nokta sinir deger probleminin yerine {li¢ tane baslangic deger problemi elde

etmistir. Bu baglangi¢ problemleri:

L f()p, (x)+ g()po(x) = h(x), po(b) =
L[, (0= a0 a(@) = py (@)

1. 7'(x)= f(x), r(a)=0

dir. Dikkat edilirse buradaki baslangic deger problemleri € parametresinden

bagimsizdir.

Ikinci baslangic deger probleminin ¢dziimii birincisine baglidir ve ikinci problemin
¢Oziimii ancak birinci problemin ¢oziimiinde x=a’ nin bilinmesiyle bulunabilir.
Uciincii baslangi¢ deger problemi ise ilk iki problemden bagimsizdir. Tek basina
coOziilebilir. Baslangic deger problemlerinin sayisal ¢oziimiinde etkili yontemler
olmakla birlikte buradaki orneklerde dordiincii mertebeden Runge—Kutta metodu

kullanilmigtir[27].

4.3. Baslangi¢ Deger Yaklasinu Kullamilarak Singiiler Tedirgemeli Iki-

Nokta Sinir Deger Problemlerinin Cok Nokta Sinir Deger Coziimii
Asagida baslangi¢c deger yaklasimi kullanilarak singiiler tedirgemeli iki- nokta sinir
deger problemleri icin bir ¢ok nokta sinir deger ¢oziimii algoritmasi iretilmis ve

¢Ozilim i¢in bir algoritma verilmistir[29].

[lk olarak,



53

&"(x)+ f(x)y'(x)+ g(x)y(x) = h(x), xela,b] (4.4)
ya)=a (4.4.2)
y(b)=p (4.4.b)

formundaki lineer singiiler tedirgemeli iki- nokta smir deger problemi géz Oniine

alinsin. Burada ¢ kiigiik pozitif bir parametre (0<e&<<1) ve «a, [ bilinen
sabitlerdir.  f(x).g(x) ve h(x), [a,b] arahginda yeteri kadar siirekli
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bundan bagka [a,b] aralig1 boyunca M
pozitif bir sabiti belirtmek tizere f(x)>M >0 oldugu kabul edilsin. Bu kabul smir

katmaninin yalnizca x = @ nin komsulugunda yer almasin1 temin eder[29].

Simdi bu problemi ¢dzmek igin Onerilen metot tanitilacaktir. Aralik m alt araliga

ayrilmistir ve her bir alt aralikta

&, (x)+f(x)y,~ (x)+ g(x)yj(x): h(x), j=12,-,m,
Es. 4.4.a ve Es. 4.4.b sinir sartlarini yani
yl(a)z a’ym(b)z ﬂ

sartlarin1 saglamas1 gereken m tane iki- nokta sinir deger problemi meydana
gelmigtir. Arabag noktalarinda, bu problemlerden elde edilecek ortak ¢odziimiin

siirekli olabilmesi i¢in,

y-/(x-/)_yf”(x./):()’ y_/.'(xj)—ym’(xj):O, Jj=12,--,m.

stireklilik sartlar1 saglanmalidir.
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Yeni m tane smir deger problemlerini ¢cozmek i¢in arabag noktalarinda [30] kayip
sinir sartlarina ihtiya¢ vardir. Daha sonra bu sinir deger problemlerinin herhangi
uygun bir metot ile paralel olarak ¢oziilebilecegi kabul edilebilir. Bundan sonra amag
bu ¢oziimler i¢in kayip sinir sartlarint ortaya koymaktir. Bu sinir sartlar tiim aralik

tizerinde siirekli ve Es. 4.4.a, Es.4.4.b smur sartlarini saglayan belirli bir y, (x) ilk
yaklasim egrisi ile baslanarak ardisik yaklagimla bulunabilir. Bu ¢alismada y, (x) ilk

yaklagim egrisi bir baglangic deger yaklasimi metodu [27] kullanilarak elde
edilmistir. Bu metotta verilen Singiiler tedirgemeli iki- nokta sinir deger probleminin
yerine li¢ tane baslangic deger problemi alinir. Es. 4.4, Es. 4.4.a ve Es. 4.4.b’ ye
karsilik olarak bu ii¢ tane baslangi¢ deger problemi

!

S(6)py () + g(x)po(x)=h(x) . po(b)=p

L)y ()] = 20 (x) » g0(@) == p, a)

seklinde verilir[29].

Burada bu {i¢ tane baglangic deger probleminin & tedirgeme parametresinden
bagimsiz oldugunu belirtmek yerinde olur. ikinci problem sadece birinci problemin
¢dziimiiniin x = a daki ¢dziimiiniin bilinmesi halinde ¢ziiliir. Ugiincii problem ilk iki
problemden bagimsizdir ve bu problem bagimsiz olarak ¢oziilebilir. Bu baslangic
deger problemlerini ¢6zmek i¢in ¢esitli verimli metotlar vardir. Sayisal hesaplamalar
icin dordiincli mertebeden klasik Runge—Kutta metodunu kullanmak uygun olabilir.

Aslinda herhangi analitik veya sayisal metotlar da kullamlabilir. p,(x) , g,(x) ve

r(x) bulunduktan sonra Es. 4.4, Es. 4.4.a ve Es. 4.4.b’ nin ilk yaklagim ¢6ziimii

()"

yo(x): po(x)"'%



55

olarak elde edilir. Artik yeni arabag noktalari (x Yo (x ; )) dir. Bundan sonra yerel

¢Ozilimleri birlestirmek icin bir isleme ihtiyag¢ vardir[29].

Araligin uzunluklan /,l,,---,/, olan m tane alt aralifa boliindiigii kabul edilsin.

Burada x, =a+/.,x,=x+0,,--,x, ,=x,,+[ ,,x, =x,,+[ =b ve aym

m

zamanda e=b—a = ZIZ. dir. Kayip sinir sartlariin,
i=1

By, = yO(xl )aBoz = yO(x2)"”’B0(m—l) = yO('xmfl ),ﬂ = yO(xm)'
seklinde oldugu kabul edilsin.
Yo (x) ilk yaklasim ¢oziimii yardimiyla elde edilen yeni sinir sarlari da kullanilarak

asagidaki m tane singiiler tedirgemeli iki- nokta sinir deger problemleri bir baslangic

deger yaklasimi metodu kullanilarak paralel olarak ¢oziiliir :

a<x<x, (4.5.a)
5y11"(x)+ f(x)yn,(x)"' g(x)yll(x) = h(x)> (4.5.b)
yll(a)za’yll(xl)zBOI’ (4.5.0)
X, <x<X,, (4.5.d)
5)’12" (x)+ f(x)ylzl(x)‘*' g(x)ylz (x) = h(x)’ (4.5.¢)
J’12(x1)2301ay12(x2) =B, (4.5.9)
X, <x<x,, (4.5.2)

!

& () (D, (0)+ g, (x) = Alx), (4.5.h)
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Vi (%0) = Bouys Vi (x,) = B, (4.5.1)

Es. 4.5 den y, (x),y,(x),--,y,, (x) ¢oziim egrileri elde edilir. ilk alt indis global

¢Ozlimiin iterasyon sayisini gosterirken ikinci alt indis lokal alt aralik ¢oziimleri ile

ilgilidir. Bu m tane egri x, noktalarinda tam ¢oziimden iki ¢ézlimiin farkinin bir

Olgiisii olan

Ay, (x; ) = Vi(ir1) (x,) =Yy (xi)’ = 1925""(’" - 1)
(m-1) tane stireksizlige sahiptir.

H.Pasic’ in metodundan [31] esinlenerek y, (x) [25] nin k-1nct iterasyon ¢Oziimil
olmak tizere, [25] den yeni arabag noktalarmi kullanarak B, =y,(x,),i=0,l, -
olur. Béylece yeni lokal ¢oztimler y,,, (x), V(s (x),---, V(es1)m (¥)  seklinde elde

edilir. Boyle bir islem
v (x,)=B,, i=12,--,(m-1); k=12,

dizisini liretir. Boylece x,_, <x<x_ ,s=12,--

s—=1 — s bt

1, a<x<x

2, x,<x<ux,

m, x,, <x<x,
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seklinde yeni ¢6zlim elde edilir.

Lokal ¢ozlimlerin basar1 ile bulundugu ve yakinsaklik kriterlerine gore basarili
¢oOziiciilerin kullanildig1 kabul edilirse, yakinsaklik sadece arabag noktalarinda test
edilmelidir. Boylece eger arabag noktalar1 tam ¢ozlimlere yakinsarsa, parcali siirekli
¢ozlim tam ¢ozlimlerden birine ( belki ¢cok olabilir) yakinsamalidir. Eger biitiin sirali

i noktalarinda
||y,{+1 (xl.)—yk (xl.)” <tolerans, k=12, vei= 1,2,~-~,(m —1)
saglanirsa, yakinsama k iterasyon sonra saglanir[29].

Algoritma

Burada bir baslangi¢ deger yaklasimi kullanarak singiiler tedirgemeli iki- nokta sinir

deger probleminin ¢ok nokta sinir deger ¢oziimii i¢in bir algoritma verilmistir.

Adim 1: Baslangi¢ deger yaklasimini [27] kullanarak singiiler tedirgemeli iki- nokta

smir deger probleminin bir y, (x) ilk yaklagim ¢6ztimiinii bul.

Adim 2: Aralig1 m tane alt araliga bol.

Adim 3: Her alt aralikta m tane singiiler tedirgemeli iki- nokta sinir deger problemini

baslangic  deger yaklasgimimi  kullanarak ¢6z. Yeni lokal ¢oziimleri

Vi (x), ykz(x),- ¥ (X) seklinde elde et.

Adim 4: y, (x),y,,(x)--,p,, () lokal ¢ozlimlerini kullanarak,

x,, <x<x, ,s=12,---,m i¢in yeni lokal ¢6zliim egrilerini
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yardimu ile bul.

Adim 5: Boyle bir islemle yeni lokal ¢ozlimler ig¢in yeni siir degerleri olan

B, =y, (x,) k=12, i=12,--,(m~1) dizisini iiret.

Adim 6: Eger ||y,Hl (xl.)—yk(xl. )” <tolerans, k=12,--- ;i= 1,2,~--,(m—1) ise dur

degilse Adim 3’ ii izle.

Es. 4.4, Es. 4.4.a ve Es. 4.4.b ¢ de verilmis olan genel singiiler tedirgemeli iki-nokta
sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde bazi bolgelerde ani degisimin oldugu
gozlenmektedir. Bu ani degisim problemin tiirline gore farkli bolgelerde
olabilmektedir. Genellikle bu degisim belli bir sinirda goriilmektedir ve bu bdlge

cogunlukla ince bir bdlgedir. Bu ince bolge sinir katmani olarak adlandirilir[32].

Cizelge 4.1, Es. 4.4’ de genel olarak verilmis olan singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir
deger problemlerinin ¢6ziimii ve sinir katmanlarn ile ilgili olarak ozet bilgiler

sunmaktadir[26].

Cizelge 4.1. Es. 4.4° de verilen singiiler tedirmeli iki-nokta sinir deger probleminin
¢Ozlimii ile ilgili 6zet bilgiler

f(x)’ in durumu Cozlim tipi
f(x)#0, x<a<b:
f(x)>0 ise sinir katman1 x=a noktasinda

f(x)<0 ise siir katmani x=b noktasinda
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Cizelge 4.1. (Devam) Es. 4.4’ de verilen singiiler tedirmeli iki-nokta siir deger
probleminin ¢6ziimii ile ilgili 6zet bilgiler

f(x)=0:
g(x)>0 ise sinir katmanlar1 x=a ve x=b noktalarinda
g(x)<0 ise cok hizli titresen ¢Ozim
g(x)’ deki degisim isareti klasik doniis noktast
J'(x) #g(x), (0)=0:
f'(x)<0ise siir katmani yok, i¢ katman x=0" da
f'(x)>0ise sinir katmanlar1 x=a ve x=b’ de, x=0" da i¢
katman yok
4.2. Ornek

Asagida verilmis olan singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemini baslangic

deger yaklasimiyla ¢6zelim[27].

€y'(xX)+y'(x)-y(x)=0

»(0)=1
y)=1
Coziim

Oncelikle baslangi¢ deger yaklasimi igerisinde farzedilen degerler tespit edilir.

f(x)=1, g(x)=-1, h(x) =0
a=0, b=1
a=1 =1

Sonra, bilinen bu degerler ile ti¢ farkli baslangic deger problemi ¢oziiliir:
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I. Bilinen fonksiyon degerleri baslangic deger yaklagimi igerisindeki bir numarali

denklemde yerine yazilir:

Lpy (1) +(-D.py(0) =0,  py(1) =1

Bu baslangic¢ deger problemi ¢oziilecek olursa,

Do (X)= py(x) =0,

bulunur. Buradan da,

Po (X) = py ()

olarak bulunur. Bu denklemi ¢6zebilmek i¢in y = p,(x) olarak disiiniiltirse,

, dy
= > — =
y=J dx Y

ldy:dx:jldyzjl.dx
y y
Iny=x+c=>Ilnp,(x)=x+c

olarak bulunur. Baslangi¢ kosullar1 bulunan denklemde yerine yazilirsa,

Inp,H)=1+c
O=14c=>c=-1

elde edilir. Bulunan bu sabit yerine yazilirsa,

DPo(x)= e
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olarak bulunmus olur.
d
1. E[l Gy ()] =(Dg,(x),  ¢,(0)=1-p,(0)

denklemi elde edilir. Oncelikle baslangi¢ sartinin bulunmasi gerekir. Bunun iginde,

po(x)=e""
po(0)= e = po(0)=e"

1

olarak bulunur. Bulunan bu ifade ¢,(0)=1- p,(0) denkleminde yerine yazilirsa

baslangi¢ kosulu,

4,(0)=1- p,(0) = ¢, (0) =1 ¢

elde edilir. Baslangi¢ sart1 bulunduktan sonra denklem ¢oziilecek olursa,
4o (¥) = =4, (x)

denklemini elde edilir. Bu denklemi ¢6zebilmek i¢in,

¥ =¢q,(x) olarak kabul edilirse,

: dy
= e
y =Y ax y
1 1
—dy=dx=> j-—dy =J-1.dx
y y

Iny=x+c=1Ing,(x)=x+c

olarak bulunur. Baslangi¢ sart1 burada yerine yazilacak olursa,
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Ing,(0)=0+c=>c=e®"

elde edilir.

II. 7'(x) =1, r(0)=1 baslangi¢c deger problemi ¢oziiliir.

y=r(x)=y' =1

dy
—~ =1=dy=dx
P Y

X

Idyzjdx:y=x+c

olarak bulunur. Baslangi¢ sart1 denklemde yerine yazilirsa,
1=0+c=>c=1

bulunur. Bulunan bu sonug yerine yazilacak olursa,
y=x+1=r(x)=x+1

elde edilmis olur.

Bulunan ti¢ farkli denklem birlestirilirse,
—(x+1)
y(x) — ex—l + ex—0.4585 e é

denklemi elde edilmis olur. Bu denklemin baslangi¢ deger yaklagimi ile ¢ozliimiinden
elde edilen sonuglar bu calismada sunulan algoritmayla ¢dziimiinden elde edilen
sonuclar Cizelge 4.2° de birlikte gosterilmektedir. Programin grafiksel goriintiisii ise

Sekil 4.1 de verilmistir.



Cizelge 4.2. y(x)=e"" +e

x—0.4585

—(x+1)
e % denkleminin ¢oziimiinden elde edilen

sonuclar
X Tam ¢6zim BDY ¢oziimii Cok nokta ¢oziimii | Hata orani
0,000 1,0000000 1,0000000 1,00000 0,00000
0,010 0,3719724 0,3712379 0,37164 0,00033
0,020 0,3756784 0,3749439 0,37539 0,00028
0,030 0,3794502 0,3787160 0,37920 0,00025
0,040 0,3832599 0,3825260 0,38305 0,00020
0,050 0,3871079 0,3863742 0,38694 0,00016
0,100 0,4069350 0,4062043 0,40696 0,00003
0,300 0,4969324 0,4962382 0,49834 0,00141
0,500 0,6068334 0,6062278 0,60805 0,00122
0,700 0,7410401 0,7405963 0,74273 0,00169
0,900 0,9049277 0,9047471 0,90596 0,00104
1,000 1,0000000 1,0000000 1,00000 0,00000

63
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0.5

Gercek Cézim
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BDY Cozdmi

0.5

ok Mokta Cazimi

—(x+41)
Sekil4.1. y(x)=e" +e "% e % denkleminin ¢dziimiinden elde edilen
grafikler

4.3. Ornek

Asagida verilmis olan singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemini baslangic

deger yaklasimi ile ¢6zelim[27].

ey'(x)+y'(x)=1+2x
»(0)=0
y)=1

Coziim

Oncelikle tespit edilen fonksiyonlarin degerleri belirlenir:



f(x)=1,g(x)=0, h(x) =1+ 2x,
a=0, a=0,
b=1, =1

L 1.p, (x)+0.p,(x)=1+2x, p,(1)=1 baslangic deger problemi ¢oziiliir.

Po (X)=1+2x= y=p,(x)

y':l+2x:>ﬂ:l+2x

dx

Idy :I(2x+1)dx:> y=x'+x+c= p,(x)=x"+x+c
olarak bulunur. Baslangi¢ sart1 yerine yazilacak olursa,
1=’ +1+c=>c=-1

elde edilir. Bulunan bu sabit denklemde yerine yazilirsa,
Po(x)=x"+x-1

elde edilir.

1L g, (0]= 04,3, 4,0)=0- 5,y (0)
X
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Baslangi¢ deger problemi c¢oziilecek olursa, Oncelikle baslangi¢ sartini bulmak

gerekir:

po(x)=x" +x-1=> p (0)=—1
7,(0)=0-(-1)=¢,(0)=1



elde edilir. Simdi denklem ¢d6ziilecek olursa,

y=q,(x)=y"'=0

%=OZ>Idy:IO.dx:>y:c

bulunur. Baslangic sart1 yerine yazilacak olursa,
y=1=gq,(x)=1

elde edilir.

III. '(x) =1, r(0) =0 baslangi¢ deger problemi ¢oziiliirse,

y:r(x):y':lzﬂzl
dx

J.dyzj-dx:y:xch

bulunur. Baslangic sart1 yerine yazilacak olursa,

0=0+c=>c=0
y=x=>r(x)=x

olarak bulunur.

Bulunan ii¢ denklem baslangi¢ deger yaklasimi igerisinde yerine yazilacak olursa,

y(x) = (x*+x-1D+ e_%

66

elde edilir. Bu denklemin baslangic deger yaklasimi ile ¢oziimiinden elde edilen
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sonuglar ve bu calismada sunulan algoritmayla ¢6ziimiinden elde edilen sonuglar
Cizelge 4.3’ de birlikte gosterilmektedir. Programin grafiksel goriintiisii ise Sekil 4.2°

de verilmistir.

Cizelge 4.3. y(x)=(x> +x—1)+ eiﬁ denkleminin ¢6ziimiinden elde dilen sonuglar

X Tam ¢6zim BDY ¢oziimii Cok nokta ¢oziimii | Hata orani
0,000 0,0000000 0,0000000 0,00000 0,00000
0,010 -0,9878747 -0,9918800 -0,98975 0,00188
0,020 -0,9776400 -0,9815600 -0,97940 0,00176
0,030 -0,9671600 -0,9710400 -0,96881 0,00165
0,040 -0,9564800 -0,9603199 -0,95801 0,00153
0,050 -0,9456000 -0,9493999 -0,94701 0,00141
0,100 -0,8882000 -0,8918000 -0,88903 0,00083
0,300 -0,6086000 -0,6114000 -0,60455 0,00405
0,500 -0,2490000 -0,2510000 -0,24519 0,00381
0,700 0,1906001 0,1894000 0,19624 0,00564
0,900 0,7102001 0,7098000 0,71376 0,00356
1,000 1,0000000 1,0000000 1,00000 0,00000
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Gercek Cozim

BDY Cozdmi

ok Mokta Cazimi
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Sekil 4.2. y(x)=(x" +x—1)+ e_% denkleminin ¢éziimiinden elde edilen grafikler

4.4. Ornek

Asagida verilen singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemini baslangic

deger yaklasimi ile ¢6zelim[27].

" X ey Loy
V') +1=2'() =2 y(x) =0

y(0)=0
y()=1
Coziim

Oncelikle bilinen fonksiyon degerleri tespit edilir:



f@=1-2. g(x):—%, h(x) =0
a=0, a=0
b=1, f=1

I(l——)po<x)—1po(x) 0. po()=1

Denklem ¢oziilecek olursa,

1
EPO(X)
(1__)p0 (x)= _po(x):> Py (x) =
1=
2
P @=L 2 0= p )
Y= py(x)
, 1 dy _
y_Z—xyjdx 2-— xjj dy = I *
1 1
)’—rjpo(x)—ﬂ

elde edilir.
d X 1
IL —[(1=2).q0(X)]===4,(x),  ¢,(0)=0-py(0)
dx 2 2
Baslangi¢ deger problemi ¢oziiliir. Oncelikle baslangic sart: hesaplanir.
1
4,(0) =0-p,(0)= p,(0) = 5= 9,(0)=-—

Denklem ¢oziilecek olursa,



1 x. ! 1
_EQO(X) + (I_E)qo (x) = _qu(x)

x ’ !/
(1—5)% (x)=0=¢, (x)=0
bulunur.

¥y =q,(x) olarak kabul edilirse,

RPN _ _
y —OSE—O:J.dy—jdx:y—c
olarak bulunur. Baslangi¢ sart1 yerine yazilirsa,
1 1
= —_—— : xX)=——
y 5 g (x) 5

elde edilir.

L. r'(x) = 1—%, r(0) = 0 baslangi¢ deger problemini ¢ozelim.

y:r(x):y'zl—fzdyzz_x

2 dx 2
dy = [L2-x) ERUPE .
Jdy=[-@-0dv=y="(@x-")+c

olarak bulunur. Baslangi¢ sart1 yerine yazilirsa,

0=120-4cme=0
2 2

70



olarak bulunur. Bulunan bu sabit denklemde yerine yazilacak olursa,

y:

1
2

2

2

2

X X X
2X——) =D y=x——= =X-
(2x 2) y=x 1 r(x)=x 2

Bulunan ti¢ denklemdeki ifadeler yerine yazilacak olursa,

elde edilir. Bu denklemin baslangic deger yaklasimi ile ¢éziimiinden elde edilen

sonuclar ve bu ¢aligmada sunulan algoritmayla ¢oziimiinden elde edilen sonuglar

1_%%2/

1
X)=————¢€
y(x) 32
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Cizelge 4.4’ de birlikte gosterilmektedir. Programin grafiksel goriintiisii ise Sekil 4.3’

de verilmistir.

Cizelge 4.4. y(x) = 2;

liﬁ%z/

——e

denkleminin ¢oziimiinden elde edilen sonuglar

-x 2
X Tam ¢oziim BDY c¢oziimi Cok nokta ¢oziimii | Hata orani
0,000 0,0000000 0,0000000 0,00000 0,00000
0,010 0,5024893 0,5020117 0,50254 0,00006
0,020 0,5050505 0,5045496 0,50516 0,00011
0,030 0,5076142 0,5071134 0,50778 0,00017
0,040 0,5102041 0,5097033 0,51042 0,00022
0,050 0,5128205 0,5123200 0,51309 0,00027
0,100 0,5263158 0,5258163 0,52687 0,00056
0,300 0,5882353 0,5877497 0,59012 0,00189
0,500 0,6666667 0,6662214 0,66847 0,00181
0,700 0,7692308 0,7688746 0,77116 0,00193
0,900 0,9090909 0,9089253 0,91008 0,00099
1,000 1,0000000 1,0000000 1,00000 0,00000




BDY Cazirm Gergek Gazim

Cok Mokta Gozimi

0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.3 0.9
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.8 0.9
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.3 0.9

1

Sekil 4.3. y(x) =

__e_
2—-x 2
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4/ denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen grafikler
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5. SONUC VE ONERILER

Singiiler tedirgemeli ikinci mertebeden iki-nokta sinir deger problemleri pratikte cok
genis kullanim alanlarina sahiptir. Akiskanlar mekaniginde, akiskanlar dinamiginde,
esneklikte, kuantum mekaniginde, plastiklikte, kimyasal reaktor teorisinde,
aerodinamikte, plazmadinamikte, hidrodinamikte, seyrek gaz dinamiginde,
osinografide, 1sinlarin sapma teorisinde, meteorolojide, difiizyon islemlerinde, 151n
yayma akiginda ve uygulamali matematigin diger dallarinda ¢ok sik kullanilmaktadir.
Dolayisiyla problemlerin ¢éziimiinde elde edilen sayisal sonuglarin énemi bir kez

daha 6nem kazanmaktadir.

Singiiler tedirgemeli iki-nokta sinir deger problemlerinin ¢oziimii icin baslangi¢
deger yaklasimi tabanli ¢ok nokta siir deger ¢6ziimii metodu tanimlanmis ve bu
metod i¢in bir algoritma verilmistir. Bu algoritmadaki baslangic deger
problemlerinin ¢oziimii i¢in klasik dordiinci mertebeden Runge-Kutta metodu
kullanilmastir. Hesaplamalar MATLAB 6.5 programi kullanilarak
gerceklestirilmistir. Elde edilen bu sonuglarin ger¢ek ¢oziimle ve daha once elde

edilen diger yaklasik ¢ozlimlerle karsilastirildiginda oldukga iyi oldugu goriilmiistiir.

Verilen metot lineer denklemler i¢in uygulanmistir. Lineer olmayan denklemler i¢in
de, denklemi lineerlestirmek i¢in kullanilan yari-lineerlestirme (quasilinearization)

metodu kullanilarak uygulanabilir.
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